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KÄornyezetszennyez}o j¶at¶ekosokb¶ol ¶all¶o oligopol j¶at¶ekot vizsg¶alunk, amikor a
szennyez¶es egy r¶esz¶et a j¶at¶ekosok saj¶at maguk ¶artalmatlan¶³tj¶ak. A term¶ek-
mennyis¶egeken k¶³vÄul a kÄozÄombÄos¶³t¶esi r¶ata is a j¶at¶ekosok strat¶egiai v¶altoz¶oja,
amelyhez szÄuks¶eges technol¶ogia biztos¶³t¶as¶anak a kÄolts¶ege is szerepel a j¶at¶eko-
sok pro¯tfÄuggv¶eny¶eben. Alkalmas felt¶etelek mellett az egy¶ertelm}u egyens¶uly-
pont l¶etez¶es¶et bizony¶³tjuk be, valamint meghat¶aroz¶as¶ara egy monoton egyv¶al-
toz¶os egyenletet oldunk meg. Gradiens dinamik¶at felt¶etelezve az egyens¶uly-
pont aszimptotikusan stabilis. A dolgozat a Szidarovszky et al. (2024)
tanulm¶any folytat¶asa.

1 Bevezet¶es

Az oligopol j¶at¶ekok terÄulete az egyik leggyakrabban kutatott gazdas¶agmodel-
lez¶esi k¶erd¶es, ahol a j¶at¶ekosok termel}ov¶allalatok. A kutat¶asok Cournot (1838)
munk¶aj¶aval kezd}odtek, majd a t¶ema hatalmas fejl}od¶esen ment keresztÄul. A
statikus egyens¶ulypont vizsg¶alat¶an k¶³vÄul sz¶amos ¶erdekes piaci modellv¶altoza-
tot vezettek be a szakterÄuleten, ezekr}ol Okuguchi ¶es Szidarovszky (1999) ad
egy (nem teljes) k¶epet. Az ut¶obbi ¶evtizedekben kÄornyezetv¶edelmi k¶erd¶eseket
is bevontak a kutat¶asba. KÄulÄonÄosen ¶erdekes a Segerson (1988) ¶altal kidol-
gozott elm¶elet, amely arra a gyakori esetre vonatkozik, amikor a korm¶any
k¶eptelen a v¶allalatok egy¶eni szennyez}o kibocs¶at¶asait meghat¶arozni, ¶³gy egy
egys¶eges bÄuntet¶esi (jutalmaz¶asi) rendszert alkalmaz.

A probl¶em¶at, annak aktualit¶asa ¶es komplexit¶asa miatt az elm¶ult id}oszak-
ban sz¶amos publik¶aci¶oban vizsg¶alt¶ak kutat¶ok. Katsoulacos ¶es Xepapadeas
(1995) egy Cournot-t¶³pus¶u ipar¶agban vizsg¶alta az optim¶alis ad¶o ÄosszefÄugg¶es¶et
a piaci szerkezettel, a bel¶ep}ok sz¶am¶anak korl¶atoz¶asa, illetve felold¶asa eset¶en.
A szerz}op¶aros eredm¶enyei szerint szabad bel¶ep¶es mellett a t¶arsadalmi j¶ol¶etet
maximaliz¶al¶o ad¶okulcs racion¶alisan meghaladhatja a margin¶alis kÄornyezeti
k¶art (,,t¶ulinternaliz¶aci¶o"), hogy ellens¶ulyozza a bel¶ep¶esb}ol sz¶armaz¶o, piaci
r¶eszesed¶est kisaj¶at¶³t¶o extern¶ali¶at. RÄogz¶³tett sz¶am¶u v¶allalat mellett a klasszi-
kus m¶asodik legjobb megold¶as logik¶aja ¶erv¶enyesÄul a tÄok¶eletlen versenyben.
A tanulm¶any elemzi, mik¶ent alak¶³tja ¶at a strat¶egiai interakci¶o ¶es a bel¶ep¶es
szabads¶aga a Pigou-f¶ele kibocs¶at¶asi ad¶ok szintj¶et. Conrad (1993) m}uv¶eben
vizsg¶alja, hogy nemzetkÄozi kontextusban a korm¶anyok a kÄornyezetv¶edelmi
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ad¶okat (vagy ¶artalomcsÄokkent¶esi t¶amogat¶asokat) nemcsak a szennyez¶es ¶ara-
z¶as¶ara, hanem a hazai v¶allalatok pro¯tj¶anak nÄovel¶es¶ere is haszn¶alhatj¶ak. Dol-
gozata szerint a korm¶anyzati szakpolitika kÄovetkezt¶eben az emisszi¶os ad¶ok
torz¶³tottan magasak vagy alacsonyak lehetnek a t¶enyleges kÄornyezeti k¶arokhoz
k¶epest, a kÄulkereskedelmi strat¶egiai megfontol¶asokt¶ol fÄugg}oen. A modell
magyar¶azatot ad arra, mi¶ert jelennek meg gyakran a kibocs¶at¶asi ad¶ok mel-
lett t¶amogat¶asok is, amelyek enyh¶³tik a versenyk¶epess¶egi h¶atr¶anyokat. Az
elemz¶es j¶ol megalapozza a ,,piszkos" ipar¶agak hat¶arokon ¶atny¶ul¶o szab¶alyoz¶asi
j¶at¶ekainak vizsg¶alat¶at (Moln¶ar et al., 1995). Sartzetakis (1997) dolgozat¶aban
megmutatja, hogy m¶eg ha a kibocs¶at¶asi enged¶elyek piaca tÄok¶eletesen verseny-
z}o is, a term¶ekpiaci oligop¶olium hat¶as¶ara a termel¶esi ar¶anyok torzulhatnak
a v¶allalatok kÄozÄott, ¶³gy a kv¶otakereskedelem nem felt¶etlenÄul eredm¶enyez op-
tim¶alis j¶ol¶eti megold¶ast. Az adott kibocs¶at¶asi plafon mellett a csÄokkent¶es
tov¶abbra is kÄolts¶eghat¶ekonyan val¶osul meg, de a piaci er}o jelenl¶ete meg-
v¶altoztatja a kibocs¶at¶ast ¶es a j¶ol¶etet. A cikk felt¶erk¶epezi, mikor jobb a
kv¶otakereskedelem a szabv¶anyokn¶al vagy ad¶okn¶al, ¶es mikor nem. A munka
fontos hivatkoz¶asi alap a kibocs¶at¶asi enged¶elyek ¶es a strat¶egiai termel¶esi
dÄont¶esek ÄosszefÄugg¶es¶eben (ld. pl. Moln¶ar et al., 2002a). Fowlie (2009)
olyan oligopolisztikus ipar¶agakat vizsg¶alt, ahol csak a l¶etes¶³tm¶enyek egy r¶esze
szab¶alyozott, ¶es azt tal¶alta, hogy a piaci r¶eszesed¶es eltol¶odhat a szab¶alyozatlan
(gyakran szennyez}obb) termel}ok fel¶e, ami sziv¶arg¶ast okozhat, ¶es ak¶ar nÄovelheti
is az Äosszkibocs¶at¶ast. Az ¶arampiacra ¶ep¶³tett modellben a szerz}o sz¶amszer}us¶³ti,
hogy az eszkÄozv¶alaszt¶as ¶es a szab¶alyoz¶as szigor¶us¶aga mik¶ent befoly¶asolja a
,,sziv¶arg¶ast" ¶es a j¶ol¶etet. A tanulm¶any megmutatja, hogyan vezethet kontra-
produkt¶³v eredm¶enyekhez a r¶eszleges lefedetts¶eg vagy a rosszul megtervezett
bÄuntet¶esek rendszere koncentr¶alt piacok eset¶eben. Benchekroun (1998) egy
dinamikus oligop¶oliumban vizsg¶alta, hogy szennyez¶esi extern¶ali¶ak mellett
l¶etezik-e id}oben ¶alland¶o kibocs¶at¶asi ad¶o, amely decentraliz¶alja a t¶arsadalmilag
optim¶alis termel¶esi (¶es szennyez¶esi) p¶aly¶at, fÄuggetlenÄul a v¶allalatok strat¶egiai
viselked¶es¶et}ol. Az eredm¶eny konstrukt¶³v, a szerz}o benchmarkot k¶³n¶al az
emisszi¶os bÄuntet¶esek be¶all¶³t¶as¶ahoz, amely hossz¶u t¶avon is optim¶alis j¶ol¶eti
ÄosztÄonz}o. A tanulm¶any kiemeli, hogy az ¶alland¶o bÄuntet¶esek akkor is m}ukÄod-
hetnek, ha nincs tiszta verseny, ¶es a piaci helyzet id}oben v¶altoz¶o. Montero
(2009) megmutatja, hogy a v¶allalatok piaci er}o birtok¶aban k¶epesek lehet-
nek a kv¶ota¶arak manipul¶al¶as¶ara, ¶es nett¶o vev}oi vagy elad¶oi poz¶³ci¶ojuk a
szennyez¶esi jogok piac¶an att¶ol fÄugg, hogy milyen az outputpiaci poz¶³ci¶ojuk,
mi a kÄornyezetv¶edelmi preferenci¶ajuk. Az ilyen magatart¶as al¶a¶ashatja a
kv¶otakereskedelem hat¶ekonys¶ag¶at, ezt a szab¶alyoz¶as feladata (pl. aukci¶os
szab¶alyok, poz¶³ci¶okorl¶atok form¶aj¶aban) korl¶atozni. A cikk az elm¶eleti meg-
kÄozel¶³t¶est empirikus elemz¶essel eg¶esz¶³ti ki (az amerikai SO2-kibocs¶at¶as piac
p¶eld¶aj¶an keresztÄul), ¶es r¶amutat, mikor a legnagyobb a piaci er}o jelent}os¶ege.
Amir (2018) Montero keretrendszer¶ere ¶ep¶³tve Äosszehasonl¶³tja a kibocs¶at¶asi
szabv¶anyokat ¶es az emisszi¶os ad¶okat Cournot-t¶³pus¶u oligop¶oliumban, line¶aris
keresleti fÄuggv¶enyt ¶es kvadratikus ¶artalomcsÄokkent¶esi kÄolts¶egeket felt¶etelezve,
eredm¶enyeiben r¶amutat a v¶allalati eszkÄoz¶allom¶any ¶es a K+F ÄosztÄonz}ok, il-
letve az ipar¶agi kibocs¶at¶as kÄozÄotti ÄosszefÄugg¶esekre. Egy¶ertelm}u felt¶eteleket
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fogalmaz meg arra, mikor teljes¶³t jobban a teljes¶³tm¶enyalap¶u szabv¶any (az
intenzit¶as t¶ull¶ep¶es¶enek bÄuntet¶ese), ¶es mikor az egyszer}u kibocs¶at¶asi ad¶o.
A tanulm¶any nagyon hasznos gyakorlati ¶utmutat¶ast is k¶³n¶al a szab¶alyoz¶asi
eszkÄozÄok megv¶alaszt¶as¶ahoz (Moln¶ar et al., 2002b)

A kÄornyezetgazdas¶agtanban alkalmazott szab¶alyoz¶oeszkÄozÄok alapvet}o funk-
ci¶oja, hogy a gazdas¶agi szerepl}ok dÄont¶eseiben ¶erv¶enyre juttass¶ak a kÄornyezeti
extern¶ali¶ak t¶arsadalmi kÄolts¶egeit. Az ¶arjelleg}u eszkÄozÄok, mindenekel}ott a
kÄornyezetv¶edelmi ad¶ok ¶es d¶³jak, a szennyez¶es p¶enzÄugyi terh¶enek nÄovel¶es¶evel
ÄosztÄonzik a kibocs¶at¶as csÄokkent¶es¶et, illetve a tiszt¶abb technol¶ogi¶ak alkalma-
z¶as¶at. A piaci alap¶u eszkÄozÄok, p¶eld¶aul a kibocs¶at¶asi enged¶elyek kereskedelmi
rendszerei, egy Äosszes¶³tett kibocs¶at¶asi plafon rÄogz¶³t¶es¶evel biztos¶³tj¶ak a kÄor-
nyezetpolitikai c¶el teljesÄul¶es¶et, mikÄozben a csÄokkent¶es kÄolts¶eg¶et a v¶allalatok
kÄozÄotti hat¶ekony eloszt¶ast biztos¶³tva minimaliz¶alj¶ak (Moln¶ar, 1997). Ezzel
szemben az adminisztrat¶³v eszkÄozÄok, ¶³gy a technol¶ogiai el}o¶³r¶asok ¶es emisszi¶os
szabv¶anyok, kÄozvetlenÄul szabj¶ak meg a kibocs¶at¶as megengedett m¶ert¶ek¶et
vagy a felhaszn¶alhat¶o technol¶ogia t¶³pus¶at, gyakran kisebb rugalmass¶ag mel-
lett. V¶egÄul a pozit¶³v ÄosztÄonz}ok, mint a beruh¶az¶asi t¶amogat¶asok vagy ad¶oked-
vezm¶enyek a kÄornyezetbar¶at beruh¶az¶asok ¶es innov¶aci¶o el}omozd¶³t¶as¶at c¶elozz¶ak.
A szab¶alyoz¶asi eszkÄozÄok optim¶alis megv¶alaszt¶asa ¶es kombin¶aci¶oja a kÄornyezeti
hat¶ekonys¶ag, a gazdas¶agi kÄolts¶egek minimaliz¶al¶asa ¶es az int¶ezm¶enyi meg-
val¶os¶³that¶os¶ag kÄozÄotti kompromisszum eredm¶enye. A fentiekr}ol kiv¶al¶o ¶atte-
kint¶est ad Kocsis (2002).

A v¶allalatok kÄornyezeti teljes¶³tm¶enye a szakirodalomban (l¶asd pl. Ha-
rangoz¶o, 2008) rendszerint azon k¶epess¶egÄuk m¶erc¶ejek¶ent jelenik meg, hogy
m}ukÄod¶esÄuk sor¶an mik¶ent k¶epesek a kÄornyezeti terhel¶es m¶ers¶ekl¶es¶ere ¶es a fenn-
tarthat¶os¶agi kÄovetelm¶enyek teljes¶³t¶es¶ere. Sz}ukebb ¶ertelemben a kÄornyezeti
teljes¶³tm¶eny a v¶allalat kibocs¶at¶asainak, er}oforr¶as-felhaszn¶al¶as¶anak ¶es hul-
lad¶ektermel¶es¶enek alakul¶as¶at, valamint ezek jav¶³t¶as¶ara tett int¶ezked¶eseket
foglalja mag¶aban. T¶agabb kontextusban ide tartozik a kÄornyezetv¶edelmi
jogszab¶alyoknak val¶o megfelel¶es, a kÄornyezetbar¶at technol¶ogi¶ak ¶es folyama-
tok bevezet¶ese, tov¶abb¶a a kÄornyezeti szempontok integr¶al¶asa a v¶allalat stra-
t¶egi¶aj¶aba ¶es besz¶all¶³t¶oi l¶anc¶aba. A modern v¶allalat¶ert¶ekel¶esben a kÄornyezeti
teljes¶³tm¶eny egyre ink¶abb az ESG-mutat¶ok r¶esz¶ev¶e v¶alik, ¶es a befektet}oi dÄon-
t¶eshozatalban, valamint a t¶arsadalmi meg¶³t¶el¶esben is meghat¶aroz¶o szerepet
j¶atszik (Harangoz¶o et al., 2019).

A jelen dolgozat el}ozm¶eny¶enek tekinthet}o dolgozatban (Szidarovszky et
al., 2024) a v¶allalatok pro¯tfÄuggv¶enyei a bev¶etelek ¶es termel¶esi kÄolts¶egeken
k¶³vÄul tartalmazz¶ak a bÄuntet¶es (jutalmaz¶as) m¶ert¶ekeit ¶es az egy¶eni kÄozÄombÄos¶³-
t¶esi kÄolts¶egeket. A kÄozÄombÄos¶³t¶esi r¶at¶at, vagyis a kÄornyezeti teljes¶³tm¶eny egy
fontos mutat¶oj¶at adotts¶agk¶ent kezelt¶ek. ¶Igy minden j¶at¶ekos egydimenzi¶os
strat¶egi¶aval, a termelt term¶ekmennyis¶eggel rendelkezett.

A j¶at¶ekosok c¶elja a nyeres¶eg maximaliz¶al¶asa volt ¶ugy, hogy optim¶alis
termel¶esi strat¶egi¶at v¶alasztva, a szennyez¶eskibocs¶at¶asra vonatkoz¶o bÄuntet¶es
¶es/vagy jutalmaz¶as ¯gyelembev¶etel¶evel dÄontenek a kÄozÄombÄos¶³t¶esi r¶at¶ar¶ol is.

Ebben a dolgozatban (az els}o r¶eszt}ol elt¶er}oen) a kÄozÄombÄos¶³t¶esi r¶at¶at is
a j¶at¶ekosok strat¶egi¶ajak¶ent kezeljÄuk, ¶³gy minden j¶at¶ekos k¶etdimenzi¶os stra-
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t¶egi¶aval rendelkezik. A Szidarovszky et al. (2024) dolgozatban haszn¶alt
Selten{Szidarovszky-f¶ele technika (Selten (1970), Szidarovszky (1970)) itt is
hasznosnak bizonyul, kimutatjuk, hogy a v¶alaszfÄuggv¶enyek eset¶eben az opti-
m¶alis term¶ekmennyis¶eg ¶es a kÄozÄombÄos¶³t¶esi r¶ata kÄozÄott egy¶ertelm}u kapcsolat
tal¶alhat¶o, ¶³gy val¶oj¶aban csak a term¶ekmennyis¶egekre vonatkoz¶o dÄont¶esre le-
het visszavezetni az egyens¶ulypont l¶etez¶es¶enek, egy¶ertelm}us¶eg¶enek igazol¶as¶at
¶es meghat¶aroz¶as¶anak m¶odszer¶et, vagyis az j¶oval egyszer}ubben meghat¶aroz-
hat¶o.

Az egyens¶ulypont meghat¶aroz¶asa nagyon fontos l¶ep¶es, hiszen lehet}ov¶e te-
szi a gazdas¶agpolitika, illetve kÄornyezetv¶edelem sz¶am¶ara adott szab¶alyoz¶asi
kÄornyezetben a v¶arhat¶oan bekÄovetkez}o (gazdas¶agilag hat¶ekony) szennyez¶esi
szint meghat¶aroz¶as¶at, vagy egy k¶³v¶anatos szennyez¶esi szinthez az azt c¶elz¶o
optim¶alis (vagyis legkisebb kÄolts¶eggel j¶ar¶o) kÄornyezetv¶edelmi szab¶alyoz¶as ki-
alak¶³t¶as¶at.

2 A matematikai modell

Egy N -szem¶elyes oligopol j¶at¶ekot vizsg¶alunk line¶aris ¶ar- ¶es kÄolts¶egfÄuggv¶e-
nyekkel, ahol a j¶at¶ekosok a termel¶es sor¶an szennyez¶est is kibocs¶atanak, amely-
nek egy r¶esz¶et saj¶at maguk kÄozÄombÄos¶³tik. A j¶at¶ekosok strat¶egi¶aja k¶et elemb}ol
¶all: egyr¶eszt az el}o¶all¶³tott term¶ekmennyis¶eg, m¶asr¶eszt pedig a szennyez¶es
kÄozÄombÄos¶³t¶esi r¶at¶aja.

A matematikai modellben a kÄovetkez}o fÄuggv¶enyek ¶es param¶eterek szere-
pelnek. A k-ik j¶at¶ekos ¶altal el}o¶all¶³tott term¶ekmennyis¶eg xk, amellyel ekxk

szennyez}od¶est is kibocs¶at, ahol ek a termel¶es fajlagos szennyez¶esi (emisszi¶os)
t¶enyez}oje. Ennek ®kekxk r¶esz¶et saj¶at maga kÄozÄombÄos¶³ti, ¶³gy (1 ¡ ®k)ekxk

mennyis¶eg kerÄul ki a kÄornyezetbe. A teljes term¶ekmennyis¶eg S =
PN

k=1 xk, a

teljes szennyez¶eskibocs¶at¶as pedig S =
PN

k=1(1 ¡ ®k)ekxk. A korm¶any meg-
jelÄol egy E elfogadhat¶o egyÄuttes szennyez¶eskibocs¶at¶ast, ha a j¶at¶ekosok enn¶el
tÄobbet engednek ki a kÄornyezetbe, akkor azonos bÄuntet¶est kapnak, ha pedig
kevesebbet, akkor azonos jutalmat. Ezek m¶ert¶eke

"
³ NX

k=1

(1 ¡ ®k)ekxk ¡ E
´

;

ahol " > 0 a korm¶any ¶altal meghat¶arozott t¶enyez}o. Egys¶egnyi szennyez¶es kÄo-
zÄombÄos¶³t¶ese a k-ik j¶at¶ekosn¶al °k kÄolts¶eget jelent. Az ®k technol¶ogiai t¶enyez}o
biztos¶³t¶asa egys¶egnyi id}ore vonatkoztatva Ak®2

k + Bk kÄolts¶eget jelent, ahol
Ak > 0.

A kÄornyezetgazdas¶agtanban gyakori ¶es gyakran ¶esszer}u felt¶etelez¶es, hogy a
kibocs¶at¶ascsÄokkent¶esi kÄolts¶egek kvadratikusan n}onek. A kvadratikus kÄolts¶eg-
fÄuggv¶eny j¶ol tÄukrÄozi a nÄovekv}o hat¶arkÄolts¶eget, amely a kibocs¶at¶ascsÄokkent¶es
egyik legfontosabb empirikus jellemz}oje. A kezdeti csÄokkent¶es olcs¶obb: a
v¶allalatok kis kÄolts¶eggel tudnak jav¶³tani (pl. hat¶ekonys¶agnÄovel¶essel). A to-
v¶abbi csÄokkent¶esek egyre dr¶ag¶abbak: a kÄonnyen el¶erhet}o lehet}os¶egek ut¶an
m¶ar komolyabb technol¶ogiai vagy Äuzemi v¶altoz¶asokra van szÄuks¶eg.
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Ha
p(S) = A ¡ BS; (A; B > 0)

az el}o¶all¶³tott term¶ek egys¶eg¶ara, ¶es

Ck(xk) = akxk + bk; (ak; bk > 0)

a k-ik j¶at¶ekos kÄolts¶egfÄuggv¶enye, akkor a k-ik j¶at¶ekos ki¯zet}ofÄuggv¶enye:

'k = xk(A ¡ BS) ¡ (akxk + bk) ¡ "
³ nX

l=1

(1 ¡ ®l)elxl ¡ E
´

¡

¡ °k®kekxk ¡ (Ak®2
k + Bk) :

(1)

Az els}o tag a bev¶etel, a m¶asodik a termel¶esi kÄolts¶eg, a harmadik az eset-
leges bÄuntet¶es (jutalom) m¶ert¶eke, a negyedik tag a szennyez}od¶es tiszt¶³t¶asi
kÄolts¶ege. Az utols¶o tag pedig a tiszt¶³t¶asi technol¶ogia biztos¶³t¶as¶anak a kÄolts¶ege.
A k-ik j¶at¶ekos ki¯zet}ofÄuggv¶enye k¶etv¶altoz¶os a j¶at¶ekos szempontj¶ab¶ol, vagyis
rÄogz¶³tett param¶eter¶ert¶ekek ¶es a tÄobbi j¶at¶ekos strat¶egi¶ai mellett xk ¶es ®k fÄugg-
v¶enye.

Minthogy xk ! 1 eset¶en 'k ! ¡1, ¶es 0 · ®k · 1, a 'k fÄuggv¶eny
mint xk ¶es ®k fÄuggv¶enye rendelkezik v¶eges maximummal, ami 'k szigor¶u
konk¶avit¶asa miatt egy¶ertelm}u.

3 Az egyens¶ulypont meghat¶aroz¶asa

Az egyens¶ulypont ebben a helyzetben az¶ert ¶erdekes ¶es fontos, mert azt az
egyens¶ulyi magatart¶asvektort mutatja, amelyik a szakpolitikai c¶elok teljesÄu-
l¶es¶et stabilan ¶es hat¶ekonyan biztos¶³tja.

KÄonnyen l¶athat¶o, hogy

@'k

@xk
= (A ¡ BS) ¡ Bxk ¡ ak ¡ "(1 ¡ ®k)ek ¡ °k®kek ; (2)

¶es
@'k

@®k
= "ekxk ¡ °kekxk ¡ 2Ak®k ; (3)

¶³gy a m¶asodrend}u parci¶alis deriv¶altak

@2'k

@x2
k

= ¡2B;

@2'k

@®k@xk
= (" ¡ °k)ek;

@2'k

@®2
k

= ¡2Ak ;

teh¶at 'k Hesse-m¶atrixa:

Hk =

µ
¡2B (" ¡ °k)ek

(" ¡ °k)ek ¡2Ak

¶
;
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ahol ¡2B < 0, ¶es
det(Hk) = 4AkB ¡ (" ¡ °k)2e2

k :

A k¶etv¶altoz¶os 'k fÄuggv¶eny szigor¶uan konk¶av, ha

(F1) (" ¡ °k)2e2
k < 4AkB :

Ez a felt¶etel biztos¶³tja az egyens¶ulypont egy¶ertelm}us¶eg¶et. A bal oldalon a kor-
m¶any jutalmaz¶asi, illetve bÄuntet¶esi egyÄutthat¶oj¶anak ¶es a fajlagos emisszi¶os
kÄolts¶egnek a kÄulÄonbs¶eg¶enek ¶es a fajlagos emisszi¶os t¶enyez}o szorzata tal¶alhat¶o,
ennek kell kisebbnek lennie az emisszi¶ocsÄokkent¶esi kÄolts¶egfÄuggv¶eny param¶e-
tere ¶es a keresleti fÄuggv¶eny meredeks¶ege szorzat¶anak n¶egyszeres¶en¶el, ami egy
technol¶ogiai-piaci jellemz}o.

Azt is vegyÄuk ¯gyelembe, hogy racion¶alisan gondolkod¶o korm¶any akkora
bÄuntet¶est szab ki, hogy a j¶at¶ekosoknak meg¶erje a szennyez}od¶est kÄozÄombÄos¶³-
teni:

(F2) " > °k minden j¶at¶ekos eset¶en.

A fenti k¶et felt¶etel ¶erdekes interpret¶aci¶ora ad lehet}os¶eget, hiszen ameny-
nyiben a v¶allalatok ¶artalmatlan¶³t¶asi r¶at¶aja javul (nÄovekszik), ¶ugy a stabil ¶es
egy¶ertelm}u egyens¶ulyhoz el¶eg kisebb bÄuntet¶esi t¶etelt alkalmaznia a dÄont¶es-
hoz¶onak.

A lehets¶eges strat¶egiahalmazt a k-ik j¶at¶ekos eset¶ere az 1. ¶abra mutatja.

1. ¶abra. Lehets¶eges strat¶egiahalmaz

(i) TegyÄuk fel, hogy xk = 0. Ekkor

'k = ¡bk + "E ¡ "
X

l 6=k

(1 ¡ ®l)elxl ¡ Ak®2
k ¡ Bk ; (4)

amely ®k = 0 esetben maxim¶alis. Az ®k = xk = 0 esetben

@'k

@®k
= 0 ;
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valamint
@'k

@xk
= A ¡ BS ¡ ak ¡ "ek · 0 ;

amely akkor ¶allhat csak fenn, ha

S ¸ A ¡ ak ¡ "ek

B
= S1 : (5)

(ii) TegyÄuk fel, hogy xk > 0, ekkor

@'k

@xk

¯̄
¯̄
xk=0

¸ 0 ;

azaz

S <
A ¡ ak ¡ "kek + (" ¡ °k)®kek

B
; (6)

ahol a jobb oldal nagyobb, mint S1. VegyÄuk ¶eszre, hogy ®k = 0 eset¶en

@'k

@®k
= (² ¡ °k)ekxk > 0 :

¶Igy az optimum eset¶en ®k > 0. Az ®k = 1 esetben

@'k

@®k
= (² ¡ °k)ekxk ¡ 2Ak : (7)

Ebb}ol is l¶atszik, hogy

xk ¸ 2Ak

(² ¡ °k)ek
(8)

eset¶en az optim¶alis ®k ¶ert¶ek ®¤
k = 1. Ekkor ugyanis

@'k

@xk
= A ¡ BS ¡ Bxk ¡ ak ¡ °kek ;

¶es a stacion¶arius pontban

xk =
A ¡ ak ¡ °kek

B
¡ S ; (9)

amelyet (8)-cal egybevetve azt kapjuk, hogy

S · A ¡ ak ¡ °kek

B
¡ 2Ak

(" ¡ °k)ek
= S2 ; (10)

ekkor (9) pozit¶³v ¶ert¶eke is biztos¶³tott.
Amennyiben 0 < ®k < 1, akkor (3) alapj¶an

xk =
2Ak®k

(" ¡ °k)ek
(11)
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¶es

®k =
(" ¡ °k)ekxk

2Ak
: (12)

Ekkor (2) kÄovetkezt¶eben

A ¡ BS ¡ Bxk ¡ ak ¡ "(1 ¡ ®k)ek ¡ °k®kek =

= A ¡ BS ¡ Bxk ¡ ak ¡ "ek +
(" ¡ °k)2e2

kxk

2Ak
= 0 ;

amelyb}ol

xk =
A ¡ BS ¡ ak ¡ "ek

B ¡ ("¡°k)2e2
k

2Ak

: (13)

A tov¶abbiak leegyszer}us¶³t¶es¶ere szigor¶³tsunk az (F1) felt¶etelen:

(F3) (" ¡ °k)2e2
k < 2AkB :

Az (F3) felt¶etel hi¶any¶aban a (13) nevez}oj¶eben nulla is lehet, ¶es az egyens¶uly
nem meghat¶arozhat¶o ebben az esetben, valamint negat¶³v ¶ert¶eket is felvehet,
ami az xk de¯n¶³ci¶oja miatt nem ¶ertelmes. Ekkor a nevez}o nagyobb, mint
B ¡ 2AkB

2Ak
= 0:

Az xk nemnegativit¶asa akkor teljesÄul, ha S · S1. VegyÄuk ¶eszre, hogy
®k = 1 mellett most @'k

@®k
· 0, ¶³gy a (7) ¶es (13) rel¶aci¶okat kombin¶alva azt

kapjuk, hogy

A ¡ BS ¡ ak ¡ "ek ·
µ

B ¡ (" ¡ °k)2e2
k

2Ak

¶
2Ak

(" ¡ °k)ek
=

=
2AkB

(" ¡ °k)ek
¡ (" ¡ °k)ek :

¶Igy

S ¸ 1

B

µ
A ¡ ak ¡ "ek ¡ 2AkB

" ¡ °k)ek
+ (" ¡ °k)ek

¶
= S2 : (14)

Kimutatjuk ezut¶an, hogy S2 < S1, hiszen az (F3) felt¶etel alapj¶an

S1 ¡ S2 =
2Ak

(" ¡ °k)ek
¡ (" ¡ °k)ek

B
=

2AkB ¡ (" ¡ °k)2e2
k

B(" ¡ °k)ek
> 0

A fentiek alapj¶an xk mint S fÄuggv¶enye a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o le. Ha
S ¸ S1, akkor xk(S) = 0, ®k(S) = 0. Ha S · S2, akkor

xk(S) =
A ¡ ak ¡ °kek

B
¡ S ¶es ®k(S) = 1 ;

¶es amennyiben S2 · S · S1, akkor

xk(S) =
A ¡ BS ¡ ak ¡ "ek

B ¡ ("¡°k)2e2
k

2Ak

;
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¶es ®k(S) ¶ert¶ek¶et (12) szolg¶altatja.
Nyilv¶anval¶o, hogy xk(S) nemnÄovekv}o S > 0 eset¶en ¶es folytonos. Tekint-

sÄuk v¶egÄul a

H(S) =
NX

k=1

xk(S) ¡ S = 0 (15)

egyenletet. VegyÄuk ¶eszre, hogy H(0) ¸ 0, valamint xk(S) felÄulr}ol korl¶atos,¶³gy
limS!1 H(S) = ¡1: Minthogy H(S) szigor¶uan csÄokken}o, a (15) egyenletnek
pontosan egy S¤ megold¶asa van.

1. t¶etel. JelÄolje S* a (15) egyenlet megold¶as¶at.
(a) S¤ > S1 eset¶en xk = ®k = 0;
(b) S2 · S¤ · S1 eset¶en xk ¶ert¶ek¶et (13), ®k ¶ert¶ek¶et pedig (12) adja;
(c) S¤ < S2 eset¶en xk ¶ert¶eke (9) szerint ad¶odik, ¶es ®k = 1.

4 Stabilit¶asvizsg¶alat

Gradiens dinamik¶at felt¶etelezve az

_xk(t) = Kk
@'k

@xk
; _®k(t) = Lk

@'k

@®k
(k = 1; 2; . . . ; N) (16)

di®erenci¶alegyenlet-rendszert vizsg¶aljuk, ahol Kk ¶es Lk pozit¶³v konstansok.
VegyÄuk ¶eszre, hogy az

fk = Kk
@'k

@xk
¶es gk(t) = Lk

@'k

@®k

jelÄol¶esekkel
@fk

@xk
= ¡2BKk;

@fk

@®k
= (" ¡ °k)ekKk

@fk

@xl
= ¡BKk;

@fk

@®l
= 0 (l 6= k);

valamint
@gk

@xk
= (" ¡ °k)ekLk;

@gk

@®k
= ¡2AkLk

@gk

@xl
=

@gk

@®l
= 0 (l 6= k):

A (16) rendszer Jacobi-m¶atrix¶anak le¶³r¶as¶ahoz vezessÄuk be a kÄovetkez}oket:

M = diag(K1; L1;K2; L2; . . . ; KN ; LN ) ;

D =

0
BB@

H1

H2

. . .

HN

1
CCA ;
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ahol

Hk =

µ
¡B (" ¡ °k)ek

(" ¡ °k)ek ¡2Ak

¶
;

valamint B = (bij), ahol

bij =

½
¡B; ha i ¶es j p¶aratlan,
0 egy¶ebk¶ent.

A (16) rendszer Jacobi-m¶atrixa

J = M(B + D) :

Valamennyi Hk m¶atrix negat¶³v de¯nit, mert ¡B < 0 ¶es (F3) alapj¶an

det(Hk) = 2AkB ¡ (" ¡ °k)2e2
k > 0 :

A z = (x1; y1; x2; y2; . . . ; xN ; yN) jelÄol¶essel a B m¶atrix kvadratikus alakja

zTBz = ¡B
³ NX

i=1

xi

´2

· 0 :

Ezek alapj¶an a D m¶atrix negat¶³v de¯nit ¶es B negat¶³v szemide¯nit, ¶³gy D+B
negat¶³v de¯nit. Minthogy M pozit¶³v de¯nit, Szidarovszky ¶es Bahill (1998)
4.9. t¶etele szerint J Äosszes saj¶at¶ert¶ek¶enek a val¶os r¶esze negat¶³v. Ez¶ert ki-
mondhatjuk az al¶abbi t¶etelt:

2. T¶etel. Az (F2), (F3) felt¶etelek mellett a (16) rendszer egyens¶ulypontja
aszimptotikusan stabilis.

5 ÄOsszegz¶es

A dolgozatban az el}ozm¶enyk¶ent szolg¶al¶o kutat¶ashoz k¶epest megvizsg¶altuk
azt az esetet, amikor a j¶at¶ekosok strat¶egi¶aja tÄobbdimenzi¶os, a termel¶es mel-
lett tartalmazza az ¶artalomcsÄokkent¶es m¶ert¶ek¶et is, amely a szerepl}ok au-
ton¶om dÄont¶ese. A Selten{Szidarovszky elj¶ar¶as seg¶³ts¶eg¶evel a piaci egyens¶uly
meghat¶aroz¶asa lehet}ov¶e v¶alt kiz¶ar¶olag a termel¶esi dÄont¶esi v¶altoz¶o alapj¶an,¶³gy
jelent}osen egyszer}us¶³tve a probl¶ema megold¶as¶at. Az egyens¶uly meghat¶aroz¶asa
ut¶an vizsg¶altuk a stabilit¶ast, ¶es megmutattuk azt, hogy az legal¶abb aszimp-
totikusan teljesÄul.

Az egyens¶ulypont meghat¶aroz¶asa nagyon fontos l¶ep¶es, hiszen lehet}ov¶e te-
szi a gazdas¶agpolitikai, illetve a kÄornyezetv¶edelem sz¶am¶ara adott szab¶alyoz¶asi
kÄornyezetben a v¶arhat¶oan bekÄovetkez}o (gazdas¶agilag hat¶ekony) szennyez¶esi
szint meghat¶aroz¶as¶at, vagy egy k¶³v¶anatos szennyez¶esi szinthez az azt c¶elz¶o op-
tim¶alis (legkisebb kÄolts¶eggel j¶ar¶o) kÄornyezetv¶edelmi szab¶alyoz¶as kialak¶³t¶as¶at.
Az aszimptotikus stabilit¶as pedig biztos¶³tja, hogy ezt a szennyez¶esi szintet a
piac hosszabb id}ot¶avon megkÄozel¶³ti, ¶es ennek kÄornyezet¶eben marad.
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N-PERSON OLIGOPOLY WITH POLLUTING FIRMS II.

A special oligopoly game is examined which consists of polluting ¯rms. In addition
to the produced amounts the individual abatement rates are also decision variables
of the ¯rms. In addition to earlier studies the cost of the abatement technology is
also included in the payo® functions. Under realistic conditions the existence of a
unique equilibrium is proved and a single variable monotonic equation is derived
for its computation. Assuming gradient adjustments it is also shown that the
equilibrium is asymptotically stable.




