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NEMLINEARIS DINAMIKA KLASSZIKUS NOVEKEDESI
MODELLEKBEN!

MOCZAR JOZSEF
Budapesti Corvinus Egyetem

Ebben a tanulmanyban a klasszikus Harrod novekedési modellt nemlinearis
kiterjesztéssel, keynesi és schumpeteri tradiciok bevezetésével reprezentativ
igynok modellbe alakitjuk. A hires Lucas kritika igazoldsaként megmu-
tatjuk, hogy az intrinsic gazdasagi névekedési iitemek trajektoriai vagy egy
turbulens kdoszba szorédnak szét, vagy egy nagyméreti rendhez vezetnek,
ami elsédlegesen a megfelel¢ fogyasztasi fliggvény tipusatdl fligg, s bizonyos
paraméterek piaci értékei, pedig csak masodlagos szerepet jatszanak. A mésik
meglep6 eredmény empirikus, ami szerint kiilkereskedelmi tobblet, a hazai
valuta bizonyos devizapiaci értékei mellett, kilonos attraktorokat generalhat.

Kulcsszavak: Harrod modell, akcelerator-elv, stacionarius novekedés, bifur-
kacié, Rossler szalag.

1 Bevezetés

A modern kozgazdasdgtan szépsége a valtozd arculata. Mindegyik torténelmi
periédus 1j kozgazdasagi kihivasokat vet fel, és az alapveté elméletek 1]
megkozelitéseket igényelnek. Példaul, a brillidnsan megfogalmazott makro-
Okonomiai modellek tobbsége inkompatibilis a gazdasagi folyamatok jelen-
legi értelmezésével. A makrookonémiai elmélet két mostani intellektudlis
fronttorekvése: (1) hangsilyozni mikrookonémiai megalapozdsét és integralni
a mikrodkondémia legijabb eredményeit; (2) alapos vizsgalat ald vetni a gaz-
daség viselkedését egyensilyon kiviili allapotaban.

A makrodkonémiai névekedést az eredendéen is bonyolult mikromegala-
pozésaval egyiitt vizsgdlni meglehetésen nehéz feladat.? Azokban a reprezen-
tativ iigynok modellekben, amelyek megkisérlik ezt, elsésorban a mikro-op-
timalitds jelenik meg. Itt nem optimalizalunk; csak a lehetséges, tetszoleges

IBeérkezett: 2008. februdr 14. E-mail: jozsef.moczar@uni-corvinus.hu. A szerzd
ezuttal is megkoszoni Molndrka Gy6zének a tanulményban szereplé grafikonok input
fajljainak felirdsaban nyudjtott segitségét.

2E megkozelités nemcsak mostandban lett fontos, hosszi torténete van. Maér a key-
nesi aggregdtumok sem voltak mikromegalapozds nélkiiliek, amint erre Hahn (1985) is
emlékeztet benniinket, ”... az Altaldnos elméletnek csaknem kétharmada valgjdban a
mikrookonémidnak szentelt.” A makrookonémia alapvetSen azt a versenyzd6i folyamatot
nem érinti a mikro6konémidabdl, ami megéllapitja az arakat és a kibocsatasi szinteket a
kiilénb6z6 piacokon. A kétféle elmélet kozotti Osszefiiggés mindvégig ellentmonddsos volt
a kozgazdasigtan torténetében, de mara bizonyos mértékig sikeriilt integralni dket. (vo.
Hahn, F. (1985)).
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indulé feltételeket kielégité egyensilyi és nem egyensulyi palyak viselkedése
érdekel benniinket. Ezzel az endogén valtozdk kezdeti értékeinek megadédsaval
képet kaphatunk azok idébeli alakulasardl. Egy dn. konstruktiv mikro-
megalapozdst fejlesztiink ki, ami a mi értelmezésiinkben azt jelenti, hogy az
aggregalt magankiadasok elemeit megfelel6en, kiilonb6zo piaci értékelésekkel
szabalyozzuk. E szabalyozasok eszkozei a fogyasztdsi add, a részvénypiaci
értékelés (a Tobin-q), és az drfolyam. FEzek mindegyike valamiképpen a
mikrockonémiaban gyokerezik, és értékeik a megfelel6 piaci folyamatokat és
dontéseket tiikrozik.

E modellekben csak a tékefelhalmozas, egyttt a fogyasztds és a meg-
takaritas kozotti valasztassal, szolgal a gazdasdgi novekedés alapjaul. FEzt
tekintjiik a novekedés magjanak, csakigy, mint a kilonbozo externalidkkal
dolgozé modellekben. Példdul, az endogén névekedési modellekben is a fel-
halmozas a f6 magyarazé valtozé. Ugyanakkor, a makrookondémiai fejlédésrol
57016 legtobb modern elméleti munkaban a tokefelhalmozast a stacionarius,
kiegyenstlyozott novekedéssel Gsszefiiggésben tanulményoztdk (v6. Solow
(1956), Uzawa (1961), Morishima (1964), McKenzie (1976)). Kulénésen az
1960-as években egy olyan vilag volt az elméleti kozgazdasdgtan elsodleges
idealja, ami elkeriili a hirtelen valtozasokat és az endogén bifurkaciokat.
Ezek a sima kozelitések tobbnyire a gazdasag redl szektoran alapultak, és
bizonyos fokig a fejlett orszagoknak abban az idészakban elért gazdaséagi si-
kereit tamasztottak ald. Kés6bb, még a pénzpiaccal kiegészitett klasszikus
egyensulyi modellek is a stacionarius megoldasokban voltak érdekelve, a soron
kovetkez6 konkluzidkra jutva: (1) a hosszi tdvi tkeintenzitds alacsonyabb
a monetaris gazdasidgban, mint a nem-monetarisban®; (2) a monetdris ha-
tésdgok —a nomindlis pénzmennyiség megvaltoztatasaval— képesek varidlni
a gazdasig staciondrius tOkeintenzitdsat (v6. Tobin (1965), Stein (1966),
Sidrauski (1967), Rose (1969), Hadjimichalakis (1971)). Azonban, mosta-
naban barmerre is tekintiink, a piacgazdasigokban mind evoliciés, mind
recesszids piaci folyamatokat latunk, amelyek iizleti ciklusokhoz, novekvd
(strukturélis) komplexitdshoz, és ezt kovetéen turbulencidhoz vezetnek. (vo.,
pl., Day és Chen (eds.) (1993), Chiarella és Flaschel (2000)). Igy, a csak
aranyos egyensulyi névekedésbe vetett hit ma mar a multé.

A Harrod és Leontief klasszikus névekedéselméletei alapjan kalibrdlt mo-
delljeinkben tapasztalhaté nemlinearis dinamikat exogén sokkok nélkiil vizs-
galjuk. Ugyan Harrod és Leontief rogzitett aranyu technoldgidit a modern
kozgazdasagtan univerzalisan a Solow-féle folytonos helyettesithet&séggel val-
totta fel, mi most mégis Lahiri (1976) eredményeit adoptaljuk, amikor is
megfelel¢ tulajdonsdgokkal rendelkezd, a noévekedési iitemtol fliggé koeffi-
cienseket vesziink. Tekintettel a hires Lucas kritikdra (14sd in Lucas (1976)),
ami vildgossa teszi, hogy miért is nagyon veszélyes ad hoc fliggvényekkel
leirni a haztartasok viselkedését, a fogyasztasi és a beruhazasi fliggvényeinket
néhany ismert kozgazdasagi elmélet és empirikus tanulmény figyelembe véte-
l1ével értelmeztiik. A beruhdzési koefficiensek nemlinearitdsdnak specifikdcié-

3Eme egyenl6tlenség —egy lehetséges magyarazatként— a pénz nem-semlegességét
tiikrozi a gazdasagi névekedésben.
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jéban sok megfontoldsunkat Hawkins (1948) feltevéseire, Mukerji (1964) és
Brédy (1970) vizsgalataira, valamint a 60-as évekbeli japan adatokkal végzett
empirikus szdmitasok (lasd in Méczar (1991, 1997), Méczar és Tsukui (1992))
kovetkeztetéseire alapoztuk.

A Lucas kritika egyféle igazolasaként megmutatjuk, hogy az un. intrin-
sic gazdasagi novekedési ltemek trajektoridi vagy egy turbulens kaoszba
szorodnak szét, vagy egy nagymértékii rendhez vezetnek, ami elsddlegesen
a megfelel6 fogyasztasi fliggvény tipusatdl, és csak masodlagosan bizonyos
paraméterek piaci értékeitdl fligg.

A mésik meglep6 eredmény empirikus, ami szerint egy kiilkereskedelmi
tobblet, a hazai valuta megfelel6 devizapiaci értékelése mellett, kilonos att-
raktorokat generalhat. Ezekben a vizsgalatokban a dinamika legijabb szer-
szdmoslddédjabdl, Goodwin (1990) és Chiarella (1990) valamint May (1976),
Guckenheimer és Holmes (1991), Brock és Malliaris (1989) és végiil Day
(1994, 2000) Otleteibdl és technikai arzenéljabdl meritettiink.

A tanulmény egyes pontjaiban a kovetkez6 kérdésekkel foglalkozunk. A
2. pontban a Harrod modellt kiterjesztjiik egy linearis Leontief-Neumann
tipusu felhalmozasi modellbe a szokasos reprezentativ tigynok megkozelités
felhasznédldsaval. A 3. pont a nemlineédris Leontief-Neumann kiterjesztésii
klasszikus Harrod novekedési modell egy lehetséges un. konstruktiv mikro-
megalapozdsdt irja le. Itt bevezetiink néhany nemlinedris leképezést, amelyek
segitségével definidljuk a tokekoefficiensek és a raforditasi koefficiensek di-
namikus viselkedését. A modell végsé alakja a keynesi dinamika és a schum-
peteri evolicio egyféle kombinacidjat implikalja. Tovabba, bizonyitast adunk
Harrod un. kétszarv problémdjara is, nevezetesen, hogy a sima novekedés és
a ciklus, akar periodikus akar aperiodikus, szimultdn mdédon, mint szidmi
ikrek jelennek meg. Egy mésik 1jdonsag itt, egy lehetséges versenyzoi op-
timalitds bevezetése a fenti modellbe. A 4. pont egy kétdimenzids és egy
haromdimenziés nemlinearis rendszert vizsgél zart és nyilt Harrod-Leontief
tipusi rendszerekben. Az egyszertiség kedvéért most mind a tékekoefficiensek,
mind a raforditdsi koefficiensek rogzitettek. A nemlinearitdst a nemzetkozi
kereskedelmi korldtok tartalmazzak. Az utébbi differencidlrendszer egy Ross-
ler rendszer, ami kiilonos attraktorokat generalhat a valuta bizonyos piaci
értékelése mellett. Az 5. pont az intrinsic gazdasdgi novekedési iitemek és a
Rossler rendszer idésorainak szimulacids vizsgalatait tartalmazza. A kaotikus
dinamikat a Maple V. program segitségével megrajzolt szamitogépes grafi-
kakkal mutatjuk ki. A 6. pont néhany kévetkezteté megjegyzést és tovabbi
propozicidkat foglal magdaba.

2 A dinamikus Leontief-Neumann modell mint
a Harrod modell egyik altalanositasa
A kovetkezOkben egy reprezentativ iigynok modellt értelmeziink, és a gaz-

daségi novekedés két kozponti meghatarozojara, a megtakaritasra és a beru-
hézasra 6sszpontositjuk figyelmiinket, amelyek mindegyike a gazdasagnak a
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korményzati politika dltal szabédlyozhaté strukturdlis valtozdja. Az tigynok
egyetlen egy szolgdltatds eloallitdsara specializalt, mégpedig egy Leontief-
tipusu termelési fliggvény segitségével, a rendelkezésére all6 tékedllomany és
szélesebb értelemben vett fogyasztds felhasznaldsaval. A ndvekedési folya-
matban a reprezentativ ligynokiink tokét halmoz fel és inputokat fogyaszt.
Itt és a tovabbiakban is feltessziik, hogy a kibocsatasnak létezik vildgpiaca,
ezért a boviilé gazdasag szabadon exportalhat és importalhat, és az arak
kompetitivek és a fizetési mérlegfeltétel is teljesiil.

Egy pillanatig zart gazdasagot feltételezve, a tékefelhalmozasi folyamat-
ban jeldlje b a rogzitett téke-kibocsatds ardnyt (K/x), vagy ezzel ekvivalensen,
a stacionarius tokekoefficienst, és az s a rogzitett megtakaritas-kibocsatas
ardnyt (S/x), vagy ezzel ismét ekvivalensen, egy staciondrius megtakaritdsi
koefficienst. Az s/b névekedési itemet, a varakozdsok realizalédésa (tokéletes
eldreldtds), vagyis az x§ = x; teljesiilése esetén, Harrod ‘garantalt’ névekedési
itemnek nevezte és p,,-vel jelolte, azaz,

pu = s/b. (1)

Az (1) egyenloség, egyféle neoklasszikus értelmezésben, staciondrius egyen-
sulyi novekedést definial, mégpedig az aranyos egyensilyi fogalom id6beli
kiterjesztéseként. Ha az (1) egyenldség fenndll, akkor a gazdasdg Osszes sta-
cionarius egyenstulyi feltétele teljesiilni fog.
Az (1) 6sszefliggés, Leontief jeloléseivel, a kovetkezd egyenlettel is megad-
haté:
bay —xi 1) =1 —a)xy_y, t=1,2,..., (2)

ahol (1 — a) jeloli a megtakaritdsi rétét, amelynek reciproka a stabilizalé
multiplikator, és amelyben az a a fogyasztasi hatarhajlanddésag, azaz az in-
put koefficiens. A (2) egyenletr6l mondhatjuk azt is, hogy az export és im-
port egyensulyat is mutatja, és ekkor nyitott gazdasigra is értelmezhetd.
Megfelel§ atrendezés utdn, (2)-bél az ismert dinamikus és linedris Leontief
modellt kapjuk diszkrét idoben egyetlen joszégra aggregalt gazdasagban:

T = axp—1 + (2 —x261), t=1,2,..., (3)

ahonnan

S

T = (1+b—a)$t_1, t:1,2, . (4)
Megjegyzend6, hogy a (4) egyenlet jobb oldaldn az elsé két tényez6 a Neu-
mann értelemben vett névekedési tényezének felel meg. (A részletekért 1dsd
Mécezar (1995), (1997).)

2.1 Novekedés és ciklus mint sziami ikrek

Ahhoz, hogy a (4) rendszert kozelitsiik a valésdghoz, nemlinearissd alakitjuk
at. Megfelel6 tulajdonsagokkal rendelkezo skala-fiiggd koefficienseket haszné-
lunk (14sd in Lahiri (1976)), azaz, az a és b koefficienseket az ;1 kibocsatés
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bizonyos fiiggvényeiként vessziik a (4)-ben:
1
b(lit_l)

Itt az a {6 célkitlizésiink, hogy szimultdan mdédon vizsgaljuk Harrod dn. két-
szarv problémdjét, vagyis az (5) éaltal adott intertemporélis egyensilyi palya
ciklikussédgat és novekedését. Ciklusok létezhetnek novekedés nélkiil is, és
forditva, novekedés létezhet ciklusokkal is. A probléma specialitasat az adja,
hogy azok szorosan Osszefiiggnek, azaz, teljesen értelmetlen egymas nélkiil
elemezni 0ket. Mivel benniinket majd a kibocsatas valtozasanak a valtozasa
érdekel?, ezért, kovetve Tsukui és Murakami (1979, pp. 76-77) vizsgalatait, a
(4) Osszefiiggést egyszertien az egyes id6szakok p; névekedési titemeivel frjuk
fel:

(T4+b(zy—1) —alzg_q)) 241, t=1,2,.... (5)

Ty =

pt:—)(l—l—b(pt—l)—G(pt—l))pt_1, t=1,2,.... (6)

b(pt—1

A (6) egyenlet alapjén az (1 4+ b(p,) — a(po)) po > 0, po > 0 kezdeti feltétellel,
mindegyik novekedési iitem a kovetkezét adja. Az (5)-bol a fogyasztési és
a beruhazasi fliggvények segitségével valéban a kibocsatas valtozasi ratdjat
kapjuk:

1—a(zi—1) , Tt
S R és = -1, 7
b(.rt_l) Pt Pt T1 ( )
mig a (6)-bdl a véltozdsi rata vatozdsi ratajat:
1-—- _ — pi— 1-— _ — Ty _
alpi—1) _ pr—pia vagy alpi—1) _ (@ —@e1)/T1 (8)
b(pi-1) Pt—1 b(pt-1) (Tt—1— T4-2)/T1—2

Alaposabban szemiigyre véve a (6) egyszektoros modelliinket, még mielétt
tovabbi vizsgédlatokba kezdenénk, megfigyelhetjik, hogy az a fogyasztds és
a beruhdzds (megtakaritds) kozott egy korldtos oximoront tikroz, vagy a
kozgazdasagilag elterjedtebb trade-off-t, ami tobb figyelmet érdemel a mo-
dern piacgazdasagi vizsgalatokban.

Felhasznalva azt a propoziciot, hogy a kézvetlen adét inkabb a fogyasztas-
ra mintsem a jovedelemre kell kivetni, bevezetjiik modelliinkbe a fogyasztasi
adot, mint az egyetlen lehetséges addztatasi format. A stabil fogyasztdsi
ado6 elhalaszthatja a jelen fogyasztast a kovetkezd idészakra, ami t6bb meg-
takaritasra és nagyobb novekedési titemre vezethet. Ugyanakkor, a fogyaszta-
si adé barmilyen emelése a beruhdzdsok (nettd) kiszoritdsaval jar, ami viszont
csokkenti a novekedési iitemet. A fogyasztdsi addkulcs nagysdga altaldban
attdl fiigg, hogy a befolyt jovedelmet hogyan kolti el a kormény, és az milyen
hatassal van a reprezentativ ligynokiink kiadasaira.

Ami a beruhdzasokat illeti, azt explicite a nemlinedris akcelerdtor-elvben
és a Tobin-¢-ban kifejezve magyarazzuk, valamint implicite a kamatlabbal a

41tt egész pontosan Cagan (1956) vizsgdlatdhoz hasonléan, csak most nem az inflacids
ratara, hanem a novekedési iitemre kivanunk elvégezni bizonyos dinamikai vizsgalatokat.
Tovabbi lényeges kiilonbség, hogy Cagant az inflicids rata stabilizdldsa érdekelte,
benniinket pedig a kibocsatas valtozasi ratdjanak alakuldsa, megengedve irreguldris osz-
cillacidkat és a kaotikus mozgdsokat is.
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Tobin-¢-n keresztill. Az els§ most azt jelenti, hogy a tetszéleges varhatd
novekedések a GDP-ben egy megfelel6 nemlinearis novekedést kovetelnek
meg a tékedllomanyban. A beruhdzdsok Tobin-q elmélete pedig azt éllitja,
hogy az aggregalt beruhazas varhatdan stabilan fligg a ¢-tél, amely a téke
piaci értékének és pétlési koltségének ardnya. (A részletekért ldsd, Tobin
(1969).) Ha ¢ = 1, akkor a beruhdzds nem véltozik, mig ha g nagyobb
vagy kisebb mint 1, akkor a beruhazas rendre pozitiv vagy negativ. fgy ve-
hetiink egy I = I(q — 1) tipusi fiiggvényt, és megfeleléen érvelhetiink, hogy
I'()>05

Hogyan kapcsolddik a kamatlab a g-elmélethez, a beruhazas kulcsmegha-
tarozdjahoz? A piac értékeli a véllalatokat a diszkontélt jovobeli jovedelmeik
alapjan a redlkamatldb felhasznédldsaval. A kamatldb barmilyen névekedése
nagyobb mértékii diszkontaldshoz vezet, ami viszont a piaci tékedrak esését
eredményezi. Igy a redlkamatléb negativ hatdsa a beruhdzdsra ténylegesen a
Tobin-¢-n keresztiil , érvényesiil”. A kamatlab mellett, a Tobin-q két masik
tényezd figyelembe vételét is lehetévé teszi a beruhédzasi dontésekben. Az elsé,
a toke termelékenységének névekedése emeli a jovobeli jovedelmet és ezéltal
noveli a részvénydrakat és a ¢-t. A mdsodik, a ¢ megtestesiti a varakozasok
szerepét is. Vitathatatlan, hogy a beruhazas lényegében ,,fogadds a jovore”,
a vallalatok felszereléseket vasarolnak, hogy eldallitsanak termékeket sok-sok
éven keresztiil bizonytalan feltételek mellett. Hogy hogyan lesznek képesek
kihasznalni a felszereléseket, a beruhdzasok eldontésekor még nem ismert. A
bizonytalansag né a hazai és a kilfoldi piacok versenyzése folyaman, csakugy,
mint a technoldgiai fejlodés és a kiszamithatatlan politikai fejlemények soran.
Mindezeket a szempontokat folyamatosan értékelik a t&zsdék.

Az empirikus vizsgalatok azt mutatjak, hogy a Tobin-q tipikusan beruhs-
zas-general. Mivel a viéllalatok inkdabb kolcsonoznek mintsem részvényeket
bocsatanak ki, a Tobin-¢ mindig megfeleléen méri a beruhdzasi 6sztonzést,
tiikrozi mind a varhatoé jovedelmezGséget a szamldléban, és mind a kolcsonzés
real koltségét, a diszkonttényezén és a tékekoltségen keresztiil, a nevezében.

Egy sokkal nehezebb kérdés meriil fel a tekintetben, hogy vajon a tokearak
elérejelzé természete vezethet-e bizonyos kauzalitasra a tézsdei arak és a
névekedés kozott? A jelen t6zsdei draknak tiikrozniiik kell a jovébeli profitok
diszkontalt jelenértékét. Egy hatékony részvénypiacon a redlkamatlab meg-
egyezik a novekedési itemmel, ezért a jovébeli novekedési iitemek az induld
arakban fognak tiikrozédni. Ez a megkozelités a forgalom (piaci t6késitésen
feliili eladdsok), mint els6dleges novekedési mérték haszndlata mellett érvel,
ezaltal tisztdzva a hamis oksagi hatdst, mert a nagyobb ndvekedés elére-

5Keynes (1936, 135. o.) jeldlésében ¢ = V/C, ahol V-t Keynes a tékevagyon vérhaté
hozaménak jelenértékeként definidlta, mig ndla a C' a tékevagyon kindlati arat jeloli.
Kovetkezésképpen, a margindlis g tekinthetd Tobin marginalis g-jara adott sokféle valtozat
egyikének, pontosabban, a beruhdzdsi hatarhatékonysig és a kamatldb hényadosaként,
azaz, ¢ = M EI/r. Ezért a keynesi beruhdzési fuggvény atirhaté I(q — 1)-re, ahol a véllalat
g = l-ig (vagy ezzel ekvivalensen, MEI = r-ig) beruhdaz. Igy ha r né, akkor q és igy
a beruhdzas is esik, azaz, dI/dr = I, < 0. Tovdbbi megjegyzést érdemel még, hogy
Tobin beruhdzési g-elmélete formalisan megegyezik Eisner-Strotz (1963) és Lucas (1967)
beruhazési elméletével a szabalyozasi koltségek marginalizaciéja esetén.
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jelzésében a magasabb arak a tortnek mind a szamlaléjat, mind a nevezdjét
befolydsoljak. Granger (1969) okségi tesztjét széleskoriien hasznéljak a pénz-
iigyi piacok tanulmanyozasaban, csakigy, mint a gazdasagi névekedés megha-
tarozdiban, példaul a megtakaritasok, az export, a pénzkinélat és arstabilitas
vizsgdlatdban. Ugyanakkor, Harris (1997) szerint pozitiv kapcsolat van a
piaci t6késités (a GDP szintjére normalizélva) és a jovébeli gazdasigi ndveke-
dés kozott. Nem meglepd, hogy a fejlettebb pénziigyi piacok hatékonyabbak,
és ezért jobban képesek belefoglalni az anticipdlt jovébeli névekedést a jelen
araikba. A vizsgdlat meglepd a forgalom sebessége vonatkozdsaban, ami-
nek egy jobb indikatornak kell lennie a tézsdék névekedésre gyakorolt hatésa
mérésében, mivel az megtisztitott az drak elérejelzé hatdsaitol. Az eredmé-
nyek azt mutatjak, hogy nagyobb forgalomsebesség nagyobb névekedést valt
ki, de csak a nagyon magas és a nagyon alacsony jovedelmi orszagokban.
Eltéréen a forgalom sebességtol, arra nincs bizonyiték, hogy a t6zsdén sze-
replé hazai vallalatok szamanak véltozasa a gazdasigi novekedési iitemek
valtozasat eredményezné.

Osszegezve érveléseinket, a fenti (6) intertemporélis egyensilyi egyenlet a
kovetkezoképpen fog véltozni:

Pt ) (L+gb(pe—1) = palpe—1)) pe—1, t=1,2,...,  (9)

qb(pt—1
ahol p =14 7 és 7 egy allandé fogyasztasi addkulcs.

Megjegyzendd, hogy a (9) rendszer a technol6gidt az intrinsic piaci ér-
tékeléssel egylitt tartalmazza. Ezutdn a (9) egyenlet &ltal meghatdrozott
novekedési iitemeket megfelel6 kezdeti feltételek mellett intrinsic névekedési
itemeknek nevezziik.

Tovébbé, bevezetiink bizonyos nemlinedris leképezéseket a (9)-be azért,
hogy kozelitsiik mind a tokekoefficiensek, mind a réforditési koefficiensek
dinamikus viselkedését a valésdghoz. fgy az egy periddus alatti tokeallomany-
valtozas, azaz a beruhazas, formalisan a nemlinedris akceleratorelvben és a
Tobin-féle beruhazasi g-elméletben kifejezve a kovetkezoképpen magyaraz-
haté:

i1 = q— 1) velt=t +veft-1t]p,_
-1 [(q—1) Jpt—1 (10)
= (e o
ahol
velt=1 =b(pi_1), és altaldban 2 <v < 3. (11)

Szavakban, a tokekoefficiensek exponencidlisan nének a megfeleld intrinsic
novekedési iitem szerint (v6. Mukerji (1964)), ahol v a téke-kibocsétds arany,
most 2 és 3 kozott értékelve. (Napjainkban a nagyon fejlett orszagokban az
éves GDP a miikodésbe allitott tékedllomany egyharmad és masfél kozotti
értékét mutatja dltaldban.) Ugyanakkor, tetszélegesen adott tékedllomény-
beli novekedésre jutd kiadas a tékefelhalmozds intrinsic itemének novekvd
fliggvénye.

A raforditasi koefficiensek esetében feltessziik, hogy a toke (b(p;—1)) gaz-
daségi élettartam-eloszldsa megkozelit valamilyen nemlinedris h(p,—1) leké-
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pezést. fgy, ha a tékedllomanyrdl, mint készletrdl gondolkodunk (v6. Lange
(1952), Brédy (1970)), akkor az aldbbit kapjuk:

h(pi-1)a(pi-1) = b(pi-1) , (12)

ahonnan .
a(pi-1) = blpi—1)h™ " (pt-1)

13
= veth (pq) . (13)

fgy a raforditasi koefficiensek nemlinearisan ‘aranyosak’ a tokekoefficiensekkel,
ami a fogyasztasi adon keresztiil megengedi, hogy a teljes korméanyzati kiadas
az aggregalt tokével ardnyosan néjon a gazdasigban.

A (11) és (13) szerint rendre mind a t6ke ardny, mind a megtakaritasi a-
rany inkabb endogén mintsem exogén médon determindltak. Hangstlyozandd
azonban, hogy ezeket a nemlinedris fiiggvényeket a tOkekoefficiensek kozelité-
sére csak bizonyos tartomanyokban hasznaljuk a (lokalis) vizsgdlatainkban.

Behelyettesitve (11)-et és (13)-at (9)-be, kapjuk:

1

1/ 1 B
N q <1/ept_1 +q—ph (pt—1)> pr—1 (14)

1
= <1 + _e_pt_l — ]—)h_l(pt_l)> Pt—1 -
qv q

Schumpeter innovéciéi nélkill azonban a (14) nem lehet teljes. Schum-
peter (1939) szintén azon a nézeten volt, hogy a névekedés és a ciklus int-
rinsic médon kapcsolédnak egymashoz, és a {6 elméleti probléma ebben az
osszefliggésben az, hogy megmagyardzzuk, miért nem megy végbe siman a
gazdasagi boviilés, miért fordulnak el6 ptupok és mélyedések? 0 ugy gondolta,
hogy a tékés gazdasagok oszcillalo viselkedése az innovaciés folyamatokkal
fliggnek Ossze, ami a fogyasztasi és a beruhazasi javak nagyobb mennyiségeit
eredményezik. Azt allitotta, hogy az iizleti ciklus lényegében attdl a ténytél
fligg, hogy az innovaciok nem egyforman, hanem megszakitasokkal oszlanak
el az id6ben.

Uj technikak, 0j termékek és 1j piacok bevezetése szintén hozzajarul a
kibocsatas novekedéséhez, azonban idében kiillonb6zé mértékben. Mivel a
(14) egyenlet jobb oldala egy szakaszosan linedris fliggvény, megszorozva azt
1 =1+ w-val, ahol az w egy schumpeteri innovaciés ,,swarms’ paraméter,
potlolagos cikk-cakk névekményeket nyertink az intrinsic névekedési titeme-
inkben.

1
Pt = <1+al/e_”t‘1 —Z—;h_l(pt_l)> Pt—1, t=1,2,.... (15)

Keynes (1936) absztrakt szinten magyarazta a ciklikus mozgést. Az volt
a nézete, hogy a fellendiilési és a visszaesési erék kozotti egyensilyban a
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véltozdsok simén vagy Gsszevissza kovetkezhetnek be. A (15) egyenlet jobb
oldaldn a zardjelek kozt bizonyos expanziv (beruhdzds) és kontraktiv (fo-
gyasztéds) erdk léteznek, amelyek lehetnek Keynes elgondoldsainak bizonyos
specifikdciéi. A (15) egyenlet igy a keynesi dinamika és a schumpeteri evolicié
egyféle kombindcidjat fejezi ki. Mind a beruhdzas, mind az innovécié lénye-
gesek a novekedés fenntartdsaban és azok szinkronizalt médon mozognak.b

Matematikailag a (15) elsérendii differenciaegyenlet. Jobb oldalan az f(p)
nemlinearis leképezés a p, u, v és q paraméterek bizonyos értékei és a meg-
feleld h=1(p;—1) mellett a kovetkezd tulajdonsigokkal rendelkezik: f(0) = 0,
f(p) monoton névekvé fliggvénye p-nak a 0 < p < ¢ tartomdnyban (f(p)
maximadlis értéke a p = c-nél van); f(p) monoton cs6kkené fiiggvénye p-nak
p > cre. A p, q és p paraméterek komplex mddon szeliditik meg a nem-
linedris viselkedés ,,vadsagat”, més szoval, finomitjak a pup meredekségét az
f(p) leképezésben. Az ilyen tulajdonségu leképezést unimoddlis leképezésnek
nevezik az irodalomban. Jdél ismert, hogy ilyen egydimenzids diszkrét idejii
nemlinedris rendszer nagyon bonyolult dinamika szerint viselkedhet, ami egy
véletlenszer folyamathoz hasonlit. Meglepé tulajdonsiga, hogy az &ltala
generalt idosorok véletlenszeriiek, vagyis nem lehet elérejelezni valtozoik jo-
vobeli alakuldsat. Még ha egy modell teljesen determinisztikus is a struktira
és a kezdeti értékek specifikacioi szerint, az egymaéashoz kozel elhelyezkedd
kezdeti értékek teljesen kiilonbozé idésorokat eredményezhetnek, annak el-
lenére, hogy ugyanazon dinamikai rendszer generdlta éket. Ezt a jelenséget
nevezik az irodalomban a kezdet: értékektdl valo érzékenységi fliggéségnek.

Mivel a (15) modelliinkben az dllapotvaltozé az intrinsic névekedési titem,
a novekedés és a ciklus, akar periodikus, akar aperiodikus, szimultan médon
jelennek meg sziami ikrekként. Ezzel egy lehetséges egzisztenciabizonyitast
adtunk Harrod ,kétszarv” problémé&jara modern piaci értékelésben.

2.2 Optimalis periodikus vagy aperiodikus intertem-
poralis egyensulyi palyak

A (9) egyenletbdl a kovetkez6 korlatokat nyerhetjiik:

L—pa(pi-1) > qb(pi-1), pi-1 >0, t=2,3,..., (16)

azaz, nem akkumulalhatunk tobbet a megtakaritasoknal a megfelel6 intrinsic
novekedési tényez6 mellett. A pozitiv pp-t a kezdeti feltételek adjak meg gy,
hogy az [1 — pa(po) + qb(po)] po > 0 relécié teljesiiljon.

6Matsuyama (1998) szerint a neoklasszikus ndvekedési modell a felhalmozast tekinti
a novekedés motorjdnak, mig a neo-schumpeteri névekedési modell az innovéciét hang-
sulyozza. Modelliinkkel ellentétben arra a megallapitasra jutott, hogy a beruhdzas és az
innovécié aszinkron médon mozognak, koziilik csak az egyik jatszik domindns szerepet
fazisrdl fazisra. Az egyik fdzis nagyobb kibocsdtis-novekedéssel, magasabb beruhdzassal,
innovacié hidnnyal és egy kompetitiv piaci struktirdval jellemezhetS. A masik fazist alacso-
nyabb kibocsatas-névekedés, alacsonyabb beruhdzas, nagyobb innovécié és monopolistabb
piaci struktira jellemzi. A gazdasdg gyorsabban né a ciklusok mentén, mint az instabil
egyensulyi novekedési palyan.
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Jelolje most I(p:—1) a pi—1 intrinsic ndvekedési tényezd profitabilitdsat.
Vegyik a pi—1, pt, ... teljes intrinsic novekedési iitemsorozat profitabilitasa-
nak jelenértékét a kovetkezoképpen:

H(pt—lapta s ) = Z’Yl_tn(pt—l) ’ (17)
t=1

ahol IT'(p) < 0 és II"(p) > 0, valamint v > 1.

Az optimélis periodikus vagy aperiodikus intertemporalis egyenstlyi pdlya
a p1, p2, p3, ... intrinsic novekedési itemek egy olyan sorozata, amely maxi-
malizélja a (17)-et, kielégitve a (9)-et és (16)-ot adott kezdeti értékek mellett.
Ez az optimum-probléma a szerz6 egy korabbi eredményének (14sd Moczar
(1991)) nemlinedris dinamikus kiterjesztése.

3 Kilonos attraktorok kiilkereskedelmi tobblet
vagy hiany mellett

El6szor egy linedris dinamikus rendszert frunk fel az egyszerii Harrod-Leontief
gazdasidgban, mégpedig folytonos idévaltozéval.” Feltessziik, hogy a kibocsé-
tas valtozasi idérataja, &, ardnyos a v tényez6 szerint az x kibocsatashoz a
b tokekoefliciens mellett sziikséges tokedllomany és az y megtakaritas kozotti
kiilonbséggel:
& =7(br —y). (18)
A megtakaritds valtozédsi idérdtaja az outputbdl az a fogyasztasi hatdrhaj-
landdsagi koefficiens altal meghatarozott kereslettel csokkentett kibocsatassal
egyezik meg:
y=x—ax. (19)
A (18) és (19) egyenletek egy kétdimenzids linedris differencidlegyenlet-rend-
szert, alkotnak:
z = ~bxr—y), v>0

y = (1 - a)x )
ahol a vy, b és az a paraméterek, az utobbi két betii értelmezése pontosan meg-

egyezik a kordbbi kozgazdaségi jelentésiikkel. A (20) rendszert kompaktabb
modon matrixegyenletként is felirhatjuk:

7= Ar,

A:<1’Y_ba _07> és 7‘=<§> .

Az i = Ar rendszer megoldésai az (x,y) sikon mozgé trajektoridkként vizu-
alizalhatdk, amelyek Osszessége a fazisportré. Az 7 = Ar rendszer éltaldnos
megoldasa a kovetkezo:

(20)

ahol

A

r(t) = c1eM'ry 4 cpe2ry (21)

7A valtozdk t id6tS] vals fiiggését a jeldlés egyszertisége miatt elhagyjuk.



Nemlinearis dinamika klasszikus novekedési modellekben 11

ahol most a A1 és Ay az A maétrix két kiillonbozé sajatértéke, r1 és ro a
megfeleld sajatvektorok, és c¢; és co olyan skaldrok, amelyek kielégitik az
r(0) = c171 + carg egyenletet az adott r(0) kezdeti feltételre.

Amint a (21) egyenletbél is 14thaté, a megoldas viselkedése a sajatértékek-
tol flige. Ha a sajatértékek valosak, és, példaul, kiilonbozé elgjeliiek, akkor a
fézissik origdja nyeregpont, mint most a (20) dinamikai rendszer esetében is.

Transzformdlva a (20) kétdimenzids elsérendii differencidlegyenlet-rend-
szerinket egydimenzios masodrendi differencidlegyenletbe, kapjuk:

F=v(ax +bt —zx). (22)

Szavakban, a kibocsatas sebességvaltozasanak idorataja, &, a v tényezo sze-
rint aranyos a tulkereslettel, vagy tulkindlattal. Mivel v > 0, ha tulkereslet
van, akkor & > 0, azaz, a kibocséatas sebessége gyorsul, mig tulkindlat esetén
Z < 0, igy a kibocsétéds sebessége lassul. Amennyiben & = 0 a (22) egyen-
letbdl, megfelel6 atrendezés utdan, az ismert zart, dinamikus és linearis Leon-
tief modellt kapjuk folytonos, allandé sebességli idovaltozoval:

x =azx+bt, (23)

vagyis a periédus kibocsatdsa pontosan fedezi a fogyasztast és a kovetkezo
periédus kibocsatasnovekedéséhez sziikséges beruhazast.

A (23) megoldédsa (1 — a)/b dlland6 titemmel exponencidlisan névekvo
egyensilyi pédlya. Az ilyen ,hén ohajtott” gazdasig orokké stacionarius
egyensulyi novekedésben van. Viszont instabil, 6sszhangban a korabbi ku-
tatdsokkal (ldsd példdul Tsukui (1961)). E staciondrius névekedést a zérus
gyorsulds feltevése specifikdlta, ami kozgazdasigilag meglehetGsen irrealis
premissza.

Modelliink ,,kinyitasdhoz” bevezetiink egy specialis kiilkereskedelmi mér-
legkorlatot, és feltessziik, hogy a netté import valtozasi idoratdja a kovetke-
zOképpen definialt:

Z2=s+pz(x—d), w>0, (24)

ahol s a rogzitett netté importkoefficiens, d a kibocsatas alsé korlatja és z az
id6ben valtoz6 netté importkoefficiens. (Az s, d paraméterek természetesen
pozitivak.) Itt a p az igazoddsi sebesség paramétere, amely egyébként az
idokésleltetés inverze.

A kibocsétés alsé korlédtja szerinti kiilkereskedelmi mérleg befolydsolja a
kibocsatas-véltozas id6beli rétajat, {gy annak meg kell jelennie a (18) egyen-
letben is:

& =7(bx —y — czd), v>0, (25)

ahol c jeldli az arfolyamot, amely a hazai valuta devizapiaci értékelését tiikrozi.
A bx —y > 0 feltevés mellett, ha z < 0, akkor a kibocsatds-valtozas idoratéja
no a kiilkereskedelmi szufficit kovetkeztében, mig ha z > 0, akkor pedig
csokken a kiilkereskedelmi deficit miatt. Most v az idokésleltetés inverze,
azaz, a kibocsatasi folyamra vonatkozo igazodasi sebesség paramétere.
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Ezzel egy olyan hiaromdimenzidés differencidlegyenlet-rendszert kaptunk,
amely a kibocsatas, a megtakaritds és a kiilkereskedelmi mérleg szimultdn
mozgasat irja le egy nyilt, folytonos idévaltozéju Harrod-Leontief modell ke-
retei kozott®:

~y(bx —y — czd)
= (1-a)x (26)
2 = s+pz(z—d).
Ismét, a (26) rendszerbdl kapjuk:
&= [bi—(1—a)x—c(s+pz(x—d)d)] , (27)

ahonnan az & = 0 esetre kapjuk: x + c(s + pz(z — d))d = ax + bz, amelybdl
(I1—a)z=bi—czd. (28)

A (28) bal oldaldn a megtakaritds, a jobb oldaldn pedig a beruhdzas
és a kibocsatés alsé korlatjan meghatarozott folyo fizetési mérleg szerepel.
Ez pontosan megfelel annak, hogy nyitott modellben a folyé megtakaritas
kétféleképpen is felhasznalhaté a jovobeli jovedelem novelésére: belfoldi vagy
kiilféldi beruhazasra.

Koénnyt beldtni, hogy a (23) rendszer ténylegesen egy Rossler (1976) rend-
szer. A paraméterek bizonyos értékei mellett, mint majd létni fogjuk, a
Rossler rendszeriink mozgésa instabilla valik, és egy komplex dinamika je-
lenik meg.

Amig a Lorenz (1963) rendszerben két nemlinedris egyenlet generdlja
a nagyon véletlenszerii komplex vagy kaotikus porgést, addig ugyanehhez
Rosslernek csak egy nemlinedris egyenletre volt sziiksége. Tovabba, itt csak
egy also érték konvertalja a lokdlis instabilitast globalis stabilitdsba. Amint a
késébbiekben latni fogjuk a megfelel6 szamitogépes grafikakbdl, egy rendszer
fixpontra vonatkozé stabilitdsi fogalmat itt egy pontbdl egy hatarciklusba,
és ezutan egy korldtos régiéba altaldnositjuk. Amikor egy rendszer vissza-
tartott attol, hogy elérje az egyensulyi fixpontjat, a legkisebb disszipacios
allapotaban ,,nyugszik meg”.

4 Szimulacids szamitasok

A (15) egyenlettel adott intertemporélis egyensilyi palya szimuldciés elem-
zésére a szerzo kordbbi, a japan gazdasag endogén novekedésére vonatkozo
szdmitdsait haszndljuk fel. (Ldsd Méczér (1991).) A tipikusan beruhdzé-
készletezl ipardgak (walrasi értelemben vett tékejészagokat kibocsété dgaza-
tok) egy meglehetdsen magas novekedési titemet mutattak, p = 0.3, a japan
kormany altal kibocsatott 56 szektoros input-output tablazatok alapjan készi-
tett szamitdsok. Most két alig kiilonboz6 kezdeti értéket adunk az allapotval-
tozénak, azaz, pg1 = 0.1 és pp2 = 0.09. A paraméterértékek a (15)-ben most

8 A modell struktiraja hasonlé Meltzer (1947) beruhazasi modelljéhez, illetve Goodwin
(1990) adaptaciéjahoz.



Nemlinearis dinamika klasszikus novekedési modellekben 13

a kovetkezék: = 1.1, v =15, p=5/3, ¢ = 1.1 valamint h=!(p;_1) = p}_;.
Ezekre a paraméterértékekre és az élettartam-eloszlasra a (15) grafikonjat az
1. dbra mutatja.

Az 2. dbra a (15) egydimenziés nemlinedris differenciaegyenlet altal gene-
ralt intrinsic névekedési iitemeinek divergdlé idésorait mutatja. (Ezekhez és
a késObbi szamitasokhoz, valamint a grafikak megrajzolasahoz is a Maple V.
programot hasznaltuk fel.)

1
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1. dbra. (15) idésora p=1.1, v =15, p=5/3, g =1.1és h™ L (p,_1) = /’tS,—l mellett
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2. dbra. A (15)-tel generélt id8sor ergodikus viselkedése
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8. dbra. A (15) id8sordnak grafikonja pg; = 0.1 kezdeti érték mellett
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4. dbra. A (15) id&sordnak grafikonja pgs = 0.09 kezdeti érték mellett
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5. dbra. Szenzitiv fliggdség a kezdeti feltételektdl

A 3. és 4. dbrak mutatjdk rendre a (15) idésorainak grafikdit a pg; = 0.1
és po2 = 0.09 kezdeti értékek mellett.

Az 5. ébra a kezdeti feltételektdl vald érzékenységi fliggéséget mutatja,
amely az intrinsic gazdasigi novekedési titemek aperiodikus mozgéasait ered-
ményezi.
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ra

6. dbra. (15) grafikus felszine 1.5 < p < 2 intervallumban
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A 6., 7. és a 8. dbrak mutatjak, hogy megengedve a paraméterértékek
valtozasat a megfeleld intervallumokban, a fixpontok instabilitdsa nem valto-
zik, vagyis a megfelelé paraméter barmely rogzitett értéke mellett a ,,grafikus
felszin” metszetének nyomvonala olyan paraboldt ad, amelynek fixpontjaba
huzott érintéjének meredeksége abszolut értékben nagyobb, mint egy.

7. dbra. (15) grafikus felszine 1.4 < p < 1.7 mellett

0.8
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0.4]

0.2 _;E
0 14 4
0 02 o4 08 gg T

ra

8. dbra. (15) grafikus felszine 1.1 < ¢ < 1.8 mellett
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Azonban, ha a paraméterek értékeit a (15)-ben csak a fenti interval-
lumokban valtoztatjuk meg, mépedig a kovetkezoképpen: u = 1.1; v = 1.6;
p = 1.65; ¢ = 1.2, mig az élettartam-eloszlast h™1(p;_1) = p,}g-nek vessziik,
akkor a (15) grafikonja a 9. dbran ldthatéan alakul.

Az 10. abra vildgosan mutatja, hogy a fixpont ebben az esetben stabil.
A fixpont ezen kvalitativ tulajdonsdga, mivel a paraméterek a fenti interval-
lumokban valtoztak, az élettartam-eloszlas valtozasanak a kovetkezménye,
azaz, a fogyasztasi fliggvény megvaltozasanak. Itt érdemes kihangsulyozni
a fentiekben mar emlitett Lucas kritika egyféle igazolasaként, hogy vajon
a (15)-bé8l kapott intrinsic gazdasigi novekedési titemek folyamai vagy tra-
jektéridi szétszorédnak-e egy turbulens kdoszba vagy egy nagyméreti rendhez
vezetnek, elsésorban a megfelel6 fogyasztasi fiiggvény tipusatol figg, és csak
masodsorban bizonyos piaci értékeld paraméterektdl.

0.8
0.6
0.4

0.2

9. dbra. (15) grafikonja p =1.1, v =1.5, p=5/3, ¢ =1.1 és h_l(pt_l) = piii mellett
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10. dbra. A (15) stabil fixpontja

A (26) nemlinedris dinamikus rendszer szimuldciés vizsgélatdhoz el8szor
a paramétereket és a kezdeti feltételeket adjuk meg, mégpedig a kovetkezo-
képpen.

>aq := 0.429; b := 0.0833; ¢:=6.0; d := 2.0; v :=0.5; p:= 1.0; s :==0.1;
>0Des :=diff(z(t),t) = yxbxx(t) —yxy(t) —y*xcxdx z(t),
diff(y(t),t) = (1 —a) xx(t), diff(2(t),t) = s+ p* 2(t) * (z(t) — d);
>initvals := x(0) = 3.0, y(0) = 1.0, 2(0) = 0.05;
>result := dsolve({0Des, initvals}, {x(t),y(t), 2(t)},
type = numeric, method = rkf45, output = listprocedure) ;
>zx ;= rhs(result[2]); zy := rhs(result[3]); xz := rhs(result[4])
with(plots) :with(plottools):
spacecurve(['zx(t)", xzy(t)’, zz(t)'], t = 0..300, numpoints = 1000);

A rendszer fazisportréja egy hatarciklus, és igy mindhdrom véltozé moz-
gasa periodikus, amint a 11. abran is lathaté.

A 12., 13. és a 14. dbrék a 3D hatédrciklus projekciéit mutatjik rendre az
xy, a zx és a zy sikon. A 15, 16. és a 17. abrék az x, y és z allapotvaltozdk
id6 szerinti dinamikdjat mutatjak.
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11. dbra. A (26) nemlinedris dinamikus rendszer hatarciklus megoldésa

12. dbra. Plot([’xy(t)’, 'xx(t)’, t=0..300]) : 3D hatérciklus

19
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13. dbra. Plot(['xz(t)’, 'xx(t)’, t=0..300]) : 3D hatérciklus

14. dbra.

Plot(['xz(t)’, 'xy(t)’, t=0..300]) : 3D hatérciklus
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i dinamikaja (Plot (’xy(t)’, t=0..200)

i 1 ( {0
A,
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18. dbra. Rossler szalag

Megviéltoztatva a modell kalibralasat a lentiek szerint, mindegyik valtozo
irreguldrisan mozog egy vilagos szenzitiv fliggdséggel a kezdeti feltételekre,
ami végil is egy Rossler szalagot eredményez, amint a 18. dbran lathato is.
Az egyes dllapotvaltozé dinamikaja az 19., 20. és a 21. dbrakon lathatd.

>aq :=0.429; b:=0.25; c:=1.0; d :=2.8; v:=0.5; 4 :=0.8; s :=0.1;
>0Des :=diff(x(t),t) = v+ bxa(t) —yxy(t) —cxd* 2(t),
diff(y(t),t) = (1 —a) xx(t), diff(z(t),t) = s+ 2z(¢) * (x(t) — d);
>initvals := x(0) = 3.0, y(0) = 1.0, 2(0) = 0.05;
>result := dsolve({0Des, initvals}, {x(t),y(t), 2(t)},
type = numeric, method = rkf45, output = 1istprocedure) ;
>xx ;= rhs(result[2]); zy := rhs(result[3]); xz := rhs(result[4])

19. dbra. Az x 4llapotvaltozé dinamikdja (Plot(’xx(t)’, t=0..150)
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20. dbra. Az y é4llapotvaltozé dinamikdja (Plot(’xy(t)’, t=0..150)

15{
10
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0 &0 t 100 180

21. dbra. A z 4llapotvaltozé dinamikdja (Plot(’xz(t)’, t=0..150)

5 Kovetkeztetések és tovabbi propoziciok

Lattuk, hogy a klasszikus Harrod novekedési modell a nemlinearis Leontief
tipust reprezentativ iigynck megkozelitésben és konstruktiv mikromegalapo-
zéssal tobbé nem ad csak tartds allapoti névekedési palyat. Az intrinsic gaz-
daségi novekedési titemek folyamai és trajektoriai szétszorédnak egy turbu-
lens kéoszba vagy egy nagyméretli rendhez vezetnek attol fliggéen, hogy mi-
lyen interakci6 van az instabil akcelerator és a stabilizalé multiplikator kézott.
Ez az interakcié viszont a piaci értékelésektol és a mikromegalapozastdl fiigg,
nevezetesen, a fogyasztasi ado nagysagatdl és a beruhdzasok tézsdei értéke-
lésétol. Ez a vizsgalat valaszt adott Harrod kétszarv problémdjdra is. Meg-
mutattuk, hogy a névekedés és a ciklus, akar periodikus, akar aperiodikus,
szimultdan médon szidmi ikrekként jelenik meg. Erdemes itt hangstlyozni,
hogy eredményiink nem mond ellent a tartés névekedésnek, csak a sima,
egyenletes novekedést nem teszi lehetGvé.

Hasonl6an, a nyilt Harrod-Leontief egyszektoros gazdasdgban megfogal-
magzott Rossler rendszer dinamikaja a valuta piaci értékelésétol fiigg, és egy
komplex vagy kaotikus dinamika is el6allhat. Az alapkutatds szintjén marad-
va, eredményeinknek egy tovabbi kiterjesztése lehet, tovabbra is a Harrod-
Leontief modell keretek kozott maradva, a Rossler rendszer jjabb nemlinea-
rizélasa a t6ke és a raforditasi koefficiensek tekintetében. Erdekes lehet itt a
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pénzpiac bevezetése is a modelliinkbe valtozd kamatlab és arszinvonal mel-
lett, és igy vizsgalni a kiterjesztett rendszer dinamikus viselkedését. Ezek a
vizsgalatok azonban mar tilhaladnak a cikk eredeti célkitiizésein.
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NONLINEAR DYNAMICS IN CLASSICAL ECONOMIC GROWTH MODELS

In this paper the classical Harrodian growth model is transformed into a representa-
tive agent model by its nonlinear extensions and the Keynesian and Schumpeterian
traditions. For the proof of the celebrated Lucas critique it is shown that the tra-
jectories of intrinsic economic growth rates either are scattered into a turbulent

chao!

s or lead to a large scale order. It depends on the type of the appropriate

consumption function, and the market values of some parameters are playing only
secondary role.Another surprising result is empirical: the international trade sufficit

may

generate strange attractors under some exchange rate values.



