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LINEARIS, IDOTOL FUGGO RENDSZEREK
KOZELITESE!

MOLNAR SANDOR ~ MOLNAR MARK
HUN-REN SZTAKI, MATE — ELTE Osszehasonlité Gazdasagtan Tanszék

1 Bevezetés

Gyakran alkalmazott eljards a matematika szamos teriiletén, hogy egy ne-
hezen megoldhaté problémat egyszertibb strukturaja feladatra, vagy azok so-
rozatara vezetiink vissza. Hasonld a helyzet nem linedris kozonséges differen-
cidlegyenletek lokalis aszimptotikus stabilitdsvizsgdlatdban (Bellman, 1969),
amikor az egyensilyi allapot kornyezetében linearizaljuk az egyenletet, amely-
nek stabilitdsara konnyen ellenorizheté kritériumok allnak rendelkezésre.

Ebben a dolgozatban LPV-rendszerek approximaciéjaval foglalkozunk, a
témat részletesen térgyalja Molnar (2017) és Molndr et al. (2020).

A linedris, 1id6tél fiiggd (Linear Time Varying — LTV) rendszerek olyan
rendszerek, amelyek dinamikdajat linearis differencidl- vagy differenciaegyen-
letek irjak le, és amelyek egyiitthatéi idében véltoznak. A rendszer tulajdon-
sagai 1d6fliggok, tehat a viselkedése nem &allando.

A linedris, paramétervaltozés rendszerek (Linear Parameter Varying —
LPV) rendszerek olyan rendszerek, amelyek viselkedése adott id6pillanatban
linearis, de egyiitthatéi nem csak az id6t6l, hanem id6ben valtozd paraméte-
rektél is fliggenek (példdul dllapottdl, vagy kiilsé vagy belsé feltételektol).

2 Elozmények

Pontrjagin és tanitvanyai észrevették, hogy az optimalis irdnyitas mindségi
tulajdonsagainak vizsgalatakor hasonlésdgok taldlhatok a linearis programo-
zassal.
Tekintsiik az
z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), z(0) = xg

linedris, idétol fliggd (LTV) rendszert, ahol w(t) az U = [0, 1]™ kock&bdl vett
irdnyitds. La Salle (1960)-ben kimutatta, hogy amennyiben w : [0,7] — U
egy szakaszonként folytonos irdnyitas, akkor minden ¢ > 0 esetén létezik
olyan v(t) irdnyitds, amely szakaszonként konstans és értékei az U kocka
csucspontjai, valamint az

(1) = Ay(t) + Bt)v(t),  y(0) = w0
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megoldasa kielégiti az
() —y@)] <e

kozelitést. Ez azért is érdekes, mert az u(t) és v(t) irdnyitdsok pontonként
tavol eshetnek egymastol, viszont az altaluk generalt trajektoridk az egész
intervallumon kozel kell essenek egyméshoz. Az eredményt Gamkrelidze
et al. (1978) osszefoglalé monogréfidja részletesen ismerteti. Megjegyzendd,
hogy a tétel altalanositasa Filippov—Wazewski-féle relaxacios tételként isme-
retes a szakirodalomban, amelynél az U iranyitasi halmaz méar nem n-dimen-
zi6s kocka, hanem tetszoleges konvex halmaz, amelynek extremdlis pontjaira
szoritkozunk a vizsgalat soran.

I
|
I

1. dbra. A Buck-Boost konverter dramkore

Példaként tekintettiik a Buck-Boost konvertert, amit az 1. dbra mutat
be (Sira-Ramirez, 2015). A wv(t) irdnyitds kétértékili, 0 vagy 1 a kapcsold
alldasanak megfeleléen. Az idedlis viselkedést egy szakaszonként folytonos
w: (0,t) — [0,1] fuggvény jellemzi az aldbbi modell szerint:

Liy = (1 —u)ze +uE "
. T2 1

Cis=—(1—wxy 7
ahol x1 a tekercsen dtmend fesziiltség, és xo a kondenzdtoron esd fesziiltség. A
probléma az, hogy ezt az idealis viselkedést kétértéki iranyitdssal nem lehet
elérni, gy csak valamilyen elfogadhaté kozelitést kell keresniink: példaul egy
e > 0 hibahatdrhoz el8allitottunk egy olyan kapcsolds-sorozatot leiré wv(t)
fliggvényt, hogy az

Lyl = (1 — u)yg + vFE
(2)

Cyp = —(1—uwyr — y—];

megoldasra fennalljon, hogy
[21(t) —yi(t)] <e és |za(t) —p2(t)] <e.

Az (1) rendszer nem linedris, igy nem lehet a Gamkrelidze et al. (1978) &ltal
ismertetett eredményt és médszert kozvetleniil alkalmazni.
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3 Egy altalanos eredmény

Osszuk el az (1) egyenletet L és C' dllanddkkal,
1 1 1 (3)

ahol p; és py is allapotvéltozdként szerepel formailag. fgy egy linearis rend-
szerhez jutottunk, amelynek matrixalakja:

0 1 1
. - —ps
T 1
2 = 5m) \" =0
C RC C

Erre a probléméra azonban alkalmazhaté a Gamkrelidze-tétel kovetkezd
altaldnositasa. Legyen U C IRF* egy konvex poliéder, és P C IRF* egy
kompakt halmaz. Tegyiik fel, hogy

A:Px|[0,T] — R"™"

B: P x|[0,T] — R™*

—_

eleget tesznek a t-ben egyenletes Lipschitz-féle feltételnek L, és Lp éallan-
dokkal.
Az
&= A(p,t)x+ B(p,t)u (5)
LPTV-rendszer p paraméterét helyettesitsiik egy allapot-id6 fligg6é paraméter-
rel p: D — P, ahol D C IR" x [0,T] nyilt halmaz. Azt is feltessziik, hogy p
egyenletesen kielégiti a globalis Lipschitz-féle feltételt egy L, konstanssal.

1. Tétel. Tegyik fel, hogy egy u : [0,T] — U szakaszonként folytonos
iranyitdssal az

@(t) = Alp(x(t), 1), )=(t) + B(p(x(t), 1), thu(t), 2(0) =To (6)

kezdetiérték-feladat rendelkezik megolddssal. FEkkor létezik olyan ey > 0,
amelyre minden 0 < & < gq esetén taldlhatd egy 6 > 0 dllandd ésv : [0,t] — U
szakaszonként konstans értéki irdnyitds, amelynek értékei az U csucsai, va-
lamint eqy q : D — P szakaszonként konstans értékii paraméterfiggvény,
hogy bdrmely olyan xo kezdeti érték mellett, amelyre ||xo — Tol| < & teljesiil,
hogy az

y(t) = Ala(y(®), 1), )y (t) + Bla(y(1), 1), )v(t),  y(0) = o (7)

kezdetiérték-probléma megolddsa a teljes (0,T) intervallumon értelmezett, és
ott

() =yl <e. (®)
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Ez az eredmény tgy értelmezhetd, hogy a ¢ paraméterfuggvény értékei a
P poliéder cstcsai legyenek, ha a P kompakt halmazt poliéderként valasztjuk.
Az approximécios tételek bizonyitdsa egy dnmagdban is érdekes lemmaén alap-
szik (Molnér et al. 2016, 2017).
Lemma. Tegyiik fel, hogy U C IR* egy korldtos poliéder, u : (0,t) — U
szakaszonként folytonos fiigguény, tovdbbd B : (0,t) — IR™**' szakaszonként
folytonos mdtrizfiigguény. FEkkor tetszéleges € > 0-hoz létezik olyan szaka-
szonként konstans v : (0,t) — U approximdld figgvény, amely értékeit U
csucspontjaiban veszi fel, és

H/OtB(T)(u(T) —o(r) dr| <. 9)

Bizonyitds. Jelolje dy az U poliéder atmérojét,
dy = max ||u;, —u,||, ahol u;, és uy, csicspontok.

Minthogy u és B szakaszonként folytonosak, minden € > 0-hoz taldlhatdak
olyan 0 = tg < t1 <...< tp_1 <t = T osztépontok, hogy minden [¢; _1,¢;] C
(0,1) részintervallumon az u és B fiiggvény folytonos, valamint

€
- 77— pp—r—— h g — 'L
Jut) ~ultin)| < gy bt ot

1B() = Bti)ll < gz hat € ltin,t) (10)
BJ|d c
t: —ti—a|[Bldu < 3T
ahol | B| = sup.¢ (g, [|B(7)|], itt a norma a spektrumbél adédé szokdsos nor-
ma. Jelolje U csicspontjait uy, ug, ..., ur, és tekintsiink egy u(t;—1) € U

pontot. Abbdl a feltevésbdl, hogy U konvex poliéder, kovetkezik az, hogy
alkalmas \j, \b, ..., ¢ egyiitthatokkal

L L
)= Ny, (A0, S A=1). (11)
=1 =1

Osszuk fel a [t;_1,t;] intervallumot \i, \i, ..., \{ ardnyban részintervallu-
mokra, amelyek kozott 0 hosszisagu is lehet,

ttl_tt 1+ - L 1 Z)\l (12)

Definidljuk ezutén a v : (0,t) — U fuggvenyt at e [tig—1,tu] C (tiz1,t;)
helyeken a U(t) = wy; értékkel. Legyen ezutédn t € [0,7T] tetszéleges érték,
ekkor ¢ € [t;—1,t;) valamilyen i esetén. Ha t < T, akkor

H/ —U(T))dTH < H/ B(r)(u(r) - v(r)) dr| +

t]
+ZH

))dTH.

tJ1
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Az elso, és az Osszegben szerepld tagok a kovetkezéképpen becsiilhetdek:

H/:_lB(T)(u(T)—U(T))dTH g/:_l B [lu(r) — v(r)| dr <

< (t—ti)|Bldy < (6 —ti)|Bl < =,
valamint
i1
S| [ o) —venar| <
i-1 ¢
<X | [ B0 - B - o+
j=1 Jti-1
i1
Y| [ B - vryar| <
j=1 Jti-1
i1
<3 [ IBE) = Bl )~ o) dr +
i—lJZl tjj_ Lot
s [ Buputnar =Y [* Beear]| <
j=1 Jti-1 =1 Jtii—1
i-1 _
<) (tj—tj1)dy g +
2
i—1 ! t; L i1
+j; HB(tJ—l)(/tj_l u(r)dr — 2 /t”_l u d’T) H <
= i—1 t; L
i, 5 HB(tJ_l)(/t u(r)dr — (1~ ;) Y N <
j=1 it 1=1
- i ¢
1 j—1
- i-1 _ _ _ .
< % + |B|j:zl(tJ - tJ—1)3T€|B| < % + |Blti—1 3T€|B| < =,

Osszevetve ezt a maradék [ti—1,t) intervallumon kapott becsléssel, meg-
kapjuk a bizonyitandé allitast:

H /Otff(f)(u(f) —v(m)dr| <=.

4 Approximacios rendszerek iranyithatésaga
Tekintsiik az

i=Az+Bu (Ae R™", BeR"™™) 13)
j=Cz+Du (Ce R’ DeR™)
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rendszert, ahol A, B, C, D konstans méatrixok. A Kalman-féle feltétel szerint
annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a (13) rendszer irdnyithaté legyen
(1d. pl. Szidarovszky és Bahill, 1998) az, hogy a

K =(B,AB,..., A" 'B)

matrix rangja n legyen.
Hasonléan a (13) rendszer megfigyelhet6ségének az a feltétele, hogy az

L=(CT,ATCT, ... (A"HTCT)

matrix rangja is n legyen. Valamint ismert, hogy a rendszer akkor és csak
akkor minimalis, ha irdnyithat6 és megfigyelheto.
1dotal fiiggd strukturamatrixok esetén az

&= AD)z(t) + Bltyu(t)  (A(t) € R™", B(t) € R™™)

rendszer irdnyithatosaganak az a feltétele, hogy a
T
W(0,T) = / ®(T, ) B(t) BT (1) 07 (T, 1) dt
0

Gram-féle matrix rangja n legyen, ahol ®(T,7) a rendszer fundamentélis
matrixa. Hasonléan a rendszer elérhetéségének feltétele az, hogy a

W(T,0) = /T ®(0,t)B(t)BT (t)®T (0,t) dt

matrix rangja n legyen. Egy n X n métrix rangja akkor és csak akkor n, ha
a matrix invertalhaté. Tekintsiik ezutdn a C(t) = W(0,t) matrixot ¢ € [0, T
esetén. Konnyen kimutathatd, hogy C(t) kielégiti a

C(t) = AWCE) + CWOAT () + BOBT(t),  C(0)=0

Riccati-féle kezdetiérték-feladatot, amely egy inhomogén matrix-differencidl-
egyenlet.
Tekintstik végil az

&= A(p,t)x + B(p,t)u
LPV-rendszert a p idofiiggd paraméterrel,

£(t) = Ap(t), t)=(t) + B(p(t), t)u(t), (14)
amely egy LTV-rendszer.

2. Tétel. Tegyiik fel, hogy A és B folytonosak, és t vdltozéban eleget tesznek
az egyenletes globdlis Lipschitz-féle feltételnek. A p paraméter t-ben szaka-
szonként folytonos. Igy a (14) rendszer kielégiti az 1. Tétel feltételeit egy

7 = A()T(t) + B(t)u(t) (15)
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approximdcioval, és az abban szerepld g €s & paraméterek gy is megudlaszt-
hatdk, hogy a (15) rendszer irdnyithatd legyen, ha a (14) rendszer irdnyithato
volt.

Ez az eredmény tovabb élesithetd a kovetkezOképpen.
3. Tétel. Tegyiik fel, hogy B(p,t) fliggetlen t-tdl, tovibbd
a) P paramétermdtriz eqy konvex poliéder p1, pa, ..., pu csicspontokkal;

b) az A(p,t) és B(p) figguények linedrisak a p vdltozdjukban, és a t —
A(pm, t) figguények szakaszosan folytonosak (1 < m < M);

¢) at— p; fligguény is szakaszosan folytonos.

Ekkor adott €9 > 0-hoz taldlhato 69 > 0, hogy minden dy-ndl finomabdb, az
A(pm, t) szakaddsi pontjait is tartalmazo to, ty, ..., ty felosztdshoz az 1. Tétel

élesitéséhez konstrudlt A(t), B(t) mdtrizok (amelyek szakaszonként rendre az
A(pm,ti—1), illetve B(py,) értékeket veszik fel) dltal elbdllitott

@(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) (16)
rendszerhez tartozo
C_'(t) = At)CO(t) + C_'(t)/_lT(t) + B(t)BT(t) (17)

mdtriz Riccati-egyenlet megolddsa invertdlhatd legyen, ha C(T) irdnyithaté
volt.

Ez a tétel igy is megfogalmazhatd, hogy ha a (14) rendszer irdnyithatd,
akkor a (16) rendszer is irdnyithatd.

5 Kovetkeztetések

A konverteres példank jol illusztrélja az approximécids tételeink lehetéségeit
éppen a konkrét alkalmazasok terén. Tovabbi rendszerelméleti vizsgalatok
tekintetében is sokat igérnek ezek a tételek, igy a stabilitasi, iranyitasi és
megfigyelési vizsgalatokban, abban az esetben, ha egy P konvex poliéder
csicsaihoz rendelt dllandd egyiitthatos linearis rendszerek kapcsolgatasaval
kozelitjik a rendszertulajdonsidgokat.
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APPROXIMATION OF LINEAR TIME-VARYING SYSTEMS

We have analysed conditions for the existence of piecewise constant control for
linear time-varying (LTV) systems. Under certain conditions the controllability of
the original system results in the controllability of the approximating system.





