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LINE¶ARIS, ID}OT}OL FÄUGG}O RENDSZEREK
KÄOZEL¶IT¶ESE1

MOLN¶AR S¶ANDOR { MOLN¶AR M¶ARK
HUN-REN SZTAKI, MATE { ELTE ÄOsszehasonl¶³t¶o Gazdas¶agtan Tansz¶ek

1 Bevezet¶es

Gyakran alkalmazott elj¶ar¶as a matematika sz¶amos terÄulet¶en, hogy egy ne-
hezen megoldhat¶o probl¶em¶at egyszer}ubb strukt¶ur¶aj¶u feladatra, vagy azok so-
rozat¶ara vezetÄunk vissza. Hasonl¶o a helyzet nem line¶aris kÄozÄons¶eges differen-
ci¶alegyenletek lok¶alis aszimptotikus stabilit¶asvizsg¶alat¶aban (Bellman, 1969),
amikor az egyens¶ulyi ¶allapot kÄornyezet¶eben lineariz¶aljuk az egyenletet, amely-
nek stabilit¶as¶ara kÄonnyen ellen}orizhet}o krit¶eriumok ¶allnak rendelkez¶esre.

Ebben a dolgozatban LPV-rendszerek approxim¶aci¶oj¶aval foglalkozunk, a
t¶em¶at r¶eszletesen t¶argyalja Moln¶ar (2017) ¶es Moln¶ar et al. (2020).

A line¶aris, id}ot}ol fÄugg}o (Linear Time Varying { LTV) rendszerek olyan
rendszerek, amelyek dinamik¶aj¶at line¶aris di®erenci¶al- vagy differenciaegyen-
letek ¶³rj¶ak le, ¶es amelyek egyÄutthat¶oi id}oben v¶altoznak. A rendszer tulajdon-
s¶agai id}ofÄugg}ok, teh¶at a viselked¶ese nem ¶alland¶o.

A line¶aris, param¶eterv¶altoz¶os rendszerek (Linear Parameter Varying {
LPV) rendszerek olyan rendszerek, amelyek viselked¶ese adott id}opillanatban
line¶aris, de egyÄutthat¶oi nem csak az id}ot}ol, hanem id}oben v¶altoz¶o param¶ete-
rekt}ol is fÄuggenek (p¶eld¶aul ¶allapott¶ol, vagy kÄuls}o vagy bels}o felt¶etelekt}ol).

2 El}ozm¶enyek

Pontrjagin ¶es tan¶³tv¶anyai ¶eszrevett¶ek, hogy az optim¶alis ir¶any¶³t¶as min}os¶egi
tulajdons¶againak vizsg¶alatakor hasonl¶os¶agok tal¶alhat¶ok a line¶aris programo-
z¶assal.

TekintsÄuk az

_x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t); x(0) = x0

line¶aris, id}ot}ol fÄugg}o (LTV) rendszert, ahol u(t) az U = [0; 1]n kock¶ab¶ol vett
ir¶any¶³t¶as. La Salle (1960)-ben kimutatta, hogy amennyiben u : [0; T ] ! U
egy szakaszonk¶ent folytonos ir¶any¶³t¶as, akkor minden " > 0 eset¶en l¶etezik
olyan v(t) ir¶any¶³t¶as, amely szakaszonk¶ent konstans ¶es ¶ert¶ekei az U kocka
cs¶ucspontjai, valamint az

_y(t) = A(t)y(t) + B(t)v(t); y(0) = x0
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megold¶asa kiel¶eg¶³ti az

kx(t) ¡ y(t)k < "

kÄozel¶³t¶est. Ez az¶ert is ¶erdekes, mert az u(t) ¶es v(t) ir¶any¶³t¶asok pontonk¶ent
t¶avol eshetnek egym¶ast¶ol, viszont az ¶altaluk gener¶alt trajekt¶ori¶ak az eg¶esz
intervallumon kÄozel kell essenek egym¶ashoz. Az eredm¶enyt Gamkrelidze
et al. (1978) Äosszefoglal¶o monogr¶a¯¶aja r¶eszletesen ismerteti. Megjegyzend}o,
hogy a t¶etel ¶altal¶anos¶³t¶asa Filippov{Wazewski-f¶ele relax¶aci¶os t¶etelk¶ent isme-
retes a szakirodalomban, amelyn¶el az U ir¶any¶³t¶asi halmaz m¶ar nem n-dimen-
zi¶os kocka, hanem tetsz}oleges konvex halmaz, amelynek extrem¶alis pontjaira
szor¶³tkozunk a vizsg¶alat sor¶an.

1. ¶abra. A Buck-Boost konverter ¶aramkÄore

P¶eldak¶ent tekintettÄuk a Buck-Boost konvertert, amit az 1. ¶abra mutat
be (Sira-Ramirez, 2015). A v(t) ir¶any¶³t¶as k¶et¶ert¶ek}u, 0 vagy 1 a kapcsol¶o
¶all¶as¶anak megfelel}oen. Az ide¶alis viselked¶est egy szakaszonk¶ent folytonos
u : (0; t) ! [0; 1] fÄuggv¶eny jellemzi az al¶abbi modell szerint:

L _x1 = (1 ¡ u)x2 + uE

C _x2 = ¡(1 ¡ u)x1 ¡ x2

R
;

(1)

ahol x1 a tekercsen ¶atmen}o feszÄults¶eg, ¶es x2 a kondenz¶atoron es}o feszÄults¶eg. A
probl¶ema az, hogy ezt az ide¶alis viselked¶est k¶et¶ert¶ek}u ir¶any¶³t¶assal nem lehet
el¶erni, ¶³gy csak valamilyen elfogadhat¶o kÄozel¶³t¶est kell keresnÄunk: p¶eld¶aul egy
" > 0 hibahat¶arhoz el}o¶all¶³tottunk egy olyan kapcsol¶as-sorozatot le¶³r¶o v(t)
fÄuggv¶enyt, hogy az

L _y1 = (1 ¡ u)y2 + vE

C _y2 = ¡(1 ¡ u)y1 ¡ y2

R

(2)

megold¶asra fenn¶alljon, hogy

jx1(t) ¡ y1(t)j < " ¶es jx2(t) ¡ y2(t)j < " :

Az (1) rendszer nem line¶aris, ¶³gy nem lehet a Gamkrelidze et al. (1978) ¶altal
ismertetett eredm¶enyt ¶es m¶odszert kÄozvetlenÄul alkalmazni.
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3 Egy ¶altal¶anos eredm¶eny

Osszuk el az (1) egyenletet L ¶es C ¶alland¶okkal,

_x1 =
1

L
x2 +

³E

L
¡ p2

1

L

´
u

_x2 = ¡ 1

C
x1 ¡ 1

RC
x2 +

1

C
p1u ;

(3)

ahol p1 ¶es p2 is ¶allapotv¶altoz¶ok¶ent szerepel formailag. ¶Igy egy line¶aris rend-
szerhez jutottunk, amelynek m¶atrixalakja:
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Erre a probl¶em¶ara azonban alkalmazhat¶o a Gamkrelidze-t¶etel kÄovetkez}o
¶altal¶anos¶³t¶asa. Legyen U ½ IRk1 egy konvex poli¶eder, ¶es P ½ IRk1 egy
kompakt halmaz. TegyÄuk fel, hogy

A : P £ [0; T ] ! IRn£n

B : P £ [0; T ] ! IRn£k

eleget tesznek a t-ben egyenletes Lipschitz-f¶ele felt¶etelnek LA ¶es LB ¶allan-
d¶okkal.

Az
_x = A(p; t)x + B(p; t)u (5)

LPTV-rendszer p param¶eter¶et helyettes¶³tsÄuk egy ¶allapot-id}o fÄugg}o param¶eter-
rel p : D ! P , ahol D ½ IRn £ [0; T ] ny¶³lt halmaz. Azt is feltesszÄuk, hogy p
egyenletesen kiel¶eg¶³ti a glob¶alis Lipschitz-f¶ele felt¶etelt egy Lp konstanssal.

1. T¶etel. TegyÄuk fel, hogy egy u : [0; T ] ! U szakaszonk¶ent folytonos
ir¶any¶³t¶assal az

_x(t) = A(p(x(t); t); t)x(t) + B(p(x(t); t); t)u(t); x(0) = x0 (6)

kezdeti¶ert¶ek-feladat rendelkezik megold¶assal. Ekkor l¶etezik olyan "0 > 0,
amelyre minden 0 < " < "0 eset¶en tal¶alhat¶o egy ± > 0 ¶alland¶o ¶es v : [0; t] ! U
szakaszonk¶ent konstans ¶ert¶ek}u ir¶any¶³t¶as, amelynek ¶ert¶ekei az U cs¶ucsai, va-
lamint egy q : D ! P szakaszonk¶ent konstans ¶ert¶ek}u param¶eterfÄuggv¶eny,
hogy b¶armely olyan x0 kezdeti ¶ert¶ek mellett, amelyre kx0 ¡ x0k < ± teljesÄul,
hogy az

_y(t) = A(q(y(t); t); t)y(t) + B(q(y(t); t); t)v(t); y(0) = x0 (7)

kezdeti¶ert¶ek-probl¶ema megold¶asa a teljes (0; T ) intervallumon ¶ertelmezett, ¶es
ott

kx(t) ¡ y(t)k < " : (8)
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Ez az eredm¶eny ¶ugy ¶ertelmezhet}o, hogy a q param¶eterfÄuggv¶eny ¶ert¶ekei a
P poli¶eder cs¶ucsai legyenek, ha a P kompakt halmazt poli¶ederk¶ent v¶alasztjuk.
Az approxim¶aci¶os t¶etelek bizony¶³t¶asa egy Äonmag¶aban is ¶erdekes lemm¶an alap-
szik (Moln¶ar et al. 2016, 2017).

Lemma. TegyÄuk fel, hogy U ½ IRk1 egy korl¶atos poli¶eder, u : (0; t) ! U
szakaszonk¶ent folytonos fÄuggv¶eny, tov¶abb¶a B : (0; t) ! IRn£k1 szakaszonk¶ent
folytonos m¶atrixfÄuggv¶eny. Ekkor tetsz}oleges " > 0-hoz l¶etezik olyan szaka-
szonk¶ent konstans v : (0; t) ! U approxim¶al¶o fÄuggv¶eny, amely ¶ert¶ekeit U
cs¶ucspontjaiban veszi fel, ¶es

°°°
Z t

0

B(¿)
¡
u(¿) ¡ v(¿)

¢
d¿

°°° < " : (9)

Bizony¶³t¶as. JelÄolje dU az U poli¶eder ¶atm¶er}oj¶et,

dU = maxkul1 ¡ ul2k; ahol ul1 ¶es ul2 cs¶ucspontok.

Minthogy u ¶es B szakaszonk¶ent folytonosak, minden " > 0-hoz tal¶alhat¶oak
olyan 0 = t0 < t1 <. . . < tk¡1 < tk = T oszt¶opontok, hogy minden [ti¡1; ti] ½
(0; t) r¶eszintervallumon az u ¶es B fÄuggv¶eny folytonos, valamint

ku(t) ¡ u(ti¡1)k <
"

3T jBj ; ha t 2 [ti¡1; ti)

kB(t) ¡ B(ti¡1)k <
"

3TdU
; ha t 2 [ti¡1; ti)

jti ¡ ti¡1jjBjdU <
"

3T
;

(10)

ahol jBj = sup¿2(0;t) kB(¿)k, itt a norma a spektrumb¶ol ad¶od¶o szok¶asos nor-
ma. JelÄolje U cs¶ucspontjait u1, u2, . . . , uL, ¶es tekintsÄunk egy u(ti¡1) 2 U
pontot. Abb¶ol a feltev¶esb}ol, hogy U konvex poli¶eder, kÄovetkezik az, hogy
alkalmas ¸i

1, ¸i
2, . . . , ¸i

L egyÄutthat¶okkal

u(ti¡1) =
LX

l=1

¸i
lui (¸i

l ¸ 0;
LX

l=1

¸i
l = 1) : (11)

Osszuk fel a [ti¡1; ti] intervallumot ¸i
1, ¸i

2, . . . , ¸i
L ar¶anyban r¶eszintervallu-

mokra, amelyek kÄozÄott 0 hossz¶us¶ag¶u is lehet,

til = ti¡1 + (ti ¡ ti¡1)
lX

j=1

¸i
l : (12)

De¯ni¶aljuk ezut¶an a v : (0; t) ! U fÄuggv¶enyt a t 2 [ti;l¡1; til] ½ (ti¡1; ti)
helyeken a v(t) = ul ¶ert¶ekkel. Legyen ezut¶an t 2 [0; T ] tetsz}oleges ¶ert¶ek,
ekkor t 2 [ti¡1; ti) valamilyen i eset¶en. Ha t < T , akkor
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Az els}o, ¶es az Äosszegben szerepl}o tagok a kÄovetkez}ok¶eppen becsÄulhet}oek:
°°°
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Z t
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3
;

valamint
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ÄOsszevetve ezt a marad¶ek [ti¡1; t) intervallumon kapott becsl¶essel, meg-
kapjuk a bizony¶³tand¶o ¶all¶³t¶ast:

°°°
Z t

0

B(¿)
¡
u(¿) ¡ v(¿)

¢
d¿

°°° < " :

4 Approxim¶aci¶os rendszerek ir¶any¶³that¶os¶aga

TekintsÄuk az

_x = Ax + Bu (A 2 IRn£n; B 2 IRn£m)

_y = Cx + Du (C 2 IRp£n; D 2 IRp£m)
(13)
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rendszert, ahol A, B, C, D konstans m¶atrixok. A Kalman-f¶ele felt¶etel szerint
annak szÄuks¶eges ¶es el¶egs¶eges felt¶etele, hogy a (13) rendszer ir¶any¶³that¶o legyen
(ld. pl. Szidarovszky ¶es Bahill, 1998) az, hogy a

K = (B; AB; . . . ; An¡1B)

m¶atrix rangja n legyen.
Hasonl¶oan a (13) rendszer meg¯gyelhet}os¶eg¶enek az a felt¶etele, hogy az

L = (CT ; AT CT ; . . . ; (An¡1)T CT )

m¶atrix rangja is n legyen. Valamint ismert, hogy a rendszer akkor ¶es csak
akkor minim¶alis, ha ir¶any¶³that¶o ¶es meg¯gyelhet}o.

Id}ot}ol fÄugg}o strukt¶uram¶atrixok eset¶en az

_x = A(t)x(t) + B(t)u(t) (A(t) 2 IRn£n; B(t) 2 IRn£m)

rendszer ir¶any¶³that¶os¶ag¶anak az a felt¶etele, hogy a

W (0; T ) =

Z T

0

©(T; t)B(t)BT (t)©T (T; t) dt

Gram-f¶ele m¶atrix rangja n legyen, ahol ©(T; ¿) a rendszer fundament¶alis
m¶atrixa. Hasonl¶oan a rendszer el¶erhet}os¶eg¶enek felt¶etele az, hogy a

W (T; 0) =

Z T

0

©(0; t)B(t)BT (t)©T (0; t) dt

m¶atrix rangja n legyen. Egy n £ n m¶atrix rangja akkor ¶es csak akkor n, ha
a m¶atrix invert¶alhat¶o. TekintsÄuk ezut¶an a C(t) = W (0; t) m¶atrixot t 2 [0; T ]
eset¶en. KÄonnyen kimutathat¶o, hogy C(t) kiel¶eg¶³ti a

_C(t) = A(t)C(t) + C(t)AT (t) + B(t)BT (t); C(0) = 0

Riccati-f¶ele kezdeti¶ert¶ek-feladatot, amely egy inhomog¶en m¶atrix-di®erenci¶al-
egyenlet.

TekintsÄuk v¶egÄul az

_x = A(p; t)x + B(p; t)u

LPV-rendszert a p id}ofÄugg}o param¶eterrel,

_x(t) = A(p(t); t)x(t) + B(p(t); t)u(t) ; (14)

amely egy LTV-rendszer.

2. T¶etel. TegyÄuk fel, hogy A ¶es B folytonosak, ¶es t v¶altoz¶oban eleget tesznek
az egyenletes glob¶alis Lipschitz-f¶ele felt¶etelnek. A p param¶eter t-ben szaka-
szonk¶ent folytonos. ¶Igy a (14) rendszer kiel¶eg¶³ti az 1. T¶etel felt¶eteleit egy

_¹x = ¹A(t)¹x(t) + ¹B(t)u(t) (15)
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approxim¶aci¶oval, ¶es az abban szerepl}o "0 ¶es ± param¶eterek ¶ugy is megv¶alaszt-
hat¶ok, hogy a (15) rendszer ir¶any¶³that¶o legyen, ha a (14) rendszer ir¶any¶³that¶o
volt.

Ez az eredm¶eny tov¶abb ¶eles¶³thet}o a kÄovetkez}ok¶eppen.

3. T¶etel. TegyÄuk fel, hogy B(p; t) fÄuggetlen t-t}ol, tov¶abb¶a

a) P param¶eterm¶atrix egy konvex poli¶eder p1, p2, . . . , pM cs¶ucspontokkal;

b) az A(p,t) ¶es B(p) fÄuggv¶enyek line¶arisak a p v¶altoz¶ojukban, ¶es a t 7!
A(pm; t) fÄuggv¶enyek szakaszosan folytonosak (1 · m · M);

c) a t 7! pt fÄuggv¶eny is szakaszosan folytonos.

Ekkor adott "0 > 0-hoz tal¶alhat¶o ±0 > 0, hogy minden ±0-n¶al ¯nomabb, az
A(pm; t) szakad¶asi pontjait is tartalmaz¶o t0, t1, . . . , tI feloszt¶ashoz az 1. T¶etel
¶eles¶³t¶es¶ehez konstru¶alt ¹A(t), ¹B(t) m¶atrixok (amelyek szakaszonk¶ent rendre az
A(pm; ti¡1), illetve B(pm) ¶ert¶ekeket veszik fel) ¶altal el}o¶all¶³tott

_x(t) = ¹A(t)x(t) + ¹B(t)u(t) (16)

rendszerhez tartoz¶o

_¹C(t) = ¹A(t) ¹C(t) + ¹C(t) ¹AT (t) + ¹B(t) ¹BT (t) (17)

m¶atrix Riccati-egyenlet megold¶asa invert¶alhat¶o legyen, ha C(T ) ir¶any¶³that¶o
volt.

Ez a t¶etel ¶ugy is megfogalmazhat¶o, hogy ha a (14) rendszer ir¶any¶³that¶o,
akkor a (16) rendszer is ir¶any¶³that¶o.

5 KÄovetkeztet¶esek

A konverteres p¶eld¶ank j¶ol illusztr¶alja az approxim¶aci¶os t¶eteleink lehet}os¶egeit
¶eppen a konkr¶et alkalmaz¶asok ter¶en. Tov¶abbi rendszerelm¶eleti vizsg¶alatok
tekintet¶eben is sokat ¶³g¶ernek ezek a t¶etelek, ¶³gy a stabilit¶asi, ir¶any¶³t¶asi ¶es
meg¯gyel¶esi vizsg¶alatokban, abban az esetben, ha egy P konvex poli¶eder
cs¶ucsaihoz rendelt ¶alland¶o egyÄutthat¶os line¶aris rendszerek kapcsolgat¶as¶aval
kÄozel¶³tjÄuk a rendszertulajdons¶agokat.
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APPROXIMATION OF LINEAR TIME-VARYING SYSTEMS

We have analysed conditions for the existence of piecewise constant control for
linear time-varying (LTV) systems. Under certain conditions the controllability of
the original system results in the controllability of the approximating system.




