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TERMELESI-KESZLETEZESI FOLYAMATOK OPTIMALIS
IRANYITASA EGY VISSZUTAS LOGISZTIKAI
MODELLBEN!
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BME Kézgazdasdgtan Tanszék — Universitdt Bielefeld

Az egy termékre vonatkozd visszutas logisztikai modellek két készletraktarral
és harom tevékenységgel rendelkeznek: termelés, Gjrahasznositas és hulladék-
artalmatlanitds. Az ilyen termelési-készletezési rendszerek célja a koltségek
minimalizaldsa. A visszutas logisztikai rendszerek méasodlagos célja, hogy a
visszakildott és ujrafelhasznalhaté hasznalt termékekbdl minél tobbet hasz-
nositsanak ujra: alakitsanak &t Uj termékké. A koltségek készlet- és ter-
melési koltségekbdl dllnak. A készletkoltségek linedrisak, mig a termelési
koltségek dltaldban konvexek. A kutatdsban vizsgalt modell egy korabban
bemutatott modell [8] dltaldnositdsa. Az 4j modellben a visszatérd termékek
a kereslet egy egynél kisebb szorzéval és allandé késleltetéssel rendelkezo
részét képezik. A modell a termelésen és az ujrahasznositason kiviil a hulla-
dékartalmatlanitasi tevékenységeket is bevezeti. A kutatas vizsgédlja az op-
timélis megoldasokban el6fordulé dontési valtozok viselkedését, példaul a ter-
melés, az Gjrahasznositas, illetve a hulladékartalmatlanitas sziikségességének,
valamint az optimdlis megoldas 1étezésének feltételeit. A modell nemcsak a
koltségminimalizalas lehet6ségeit vizsgalja, hanem azt is elorevetiti, hogy al-
lami beavatkozdsokkal — példdul a kérnyezetkarosit6 folyamatok (termelés, le-
rakés) megaddztatdsival vagy a kornyezetbardt folyamatok (tjrahasznositas)
Osztonzésével — eltolhatd a gazdasigi optimum egy fenntarthatobb irdanyba.
A kutatds célja a hulladékkorforgdst szemlélteté modell tulajdonsdgainak
feltardsa az emlitett esetekre vonatkozdéan. A tanulmény numerikus példdkon
keresztiil illusztralja a modell miikodését, és ravilagit annak gyakorlati je-
lentGségére, példaul a REpont visszavaltasi rendszerben.

Kulcsszavak: jrahasznositas, visszutas logisztika, optimalis politika, op-
timalis iranyitas

1 Bevezetés

A visszutas logisztikdnak szdmtalan definicidja 1étezik. A kdvetkezOkben a
visszutas logisztikan olyan termelési-készletezési rendszert értiink, ahol az 1j
nyersanyagokbdl torténd 1j késztermék eloallitasa mellett a hasznalt termé-
keket olyan 1j, djra felhaszndlhaté termékekké alakitjak at, amelyek aztan
ajként értékesithetOk a piacon. FEz a termelési tevékenység azdltal, hogy
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a piacrdl visszakeriilt termékeket tjra hasznalhaté allapotba hozza, fékezi a
természeti eréforrasok kitermelését és atalakitasat, ezaltal olyan eréforrasokat
takarit meg, amelyek a jové nemzedékek szdmadra is rendelkezésre dllnak. A
visszutas logisztikai rendszerek gyakorlati alkalmazéasa szempontjabdl kiemel-
kedd jelentOségii, hogy a kiilonbozé tevékenységek koltségei — mint példaul
a termelés, Gjrahasznositas, hulladékartalmatlanitds vagy raktarozas — egy-
arant a fogyasztokat és az lizemeltetSket terhelik. Azonban allami beavatko-
zasok, példaul adék vagy tamogatasok révén ezek a koltségek befolyasolhatdk,
ami lehetévé teszi a gazdasigi optimum kornyezetbarat irdanyba torténd el-
tolasat.

A szakirodalomban haromféle egytermékes, determinisztikus visszutas lo-
gisztikus modell ismert. E modellek koziil az elsé az optimélis rendelési té-
telnagysig (EOQ) modellek két raktérral rendelkezd kiterjesztésének tekint-
heto, ahol a piacon tjként értékesitett és a fogyasztasi folyamatbol visszavett
termékeknek egy-egy raktdra van ([4], [10], [11], [12], [13], [16] és [18]). A
keresleti és megtériilési ratak ezekben a modellekben ismertek. Ezek a model-
lek arra a kérdésre keresik a vélaszt, hogy milyen tételméretet kell alkalmaz-
ni a termeléshez és az tjratermeléshez. Az ilyen modellek feltételezik, hogy
a termelési és az tjrafeldolgozési tételméretek kiilon-kiilon egyenléek. Az
optimalis politika, azaz a koltségminimalizalé termelési és Gjrahasznositési
tételméretek meghatdrozasa még nem ismert [7].

Egy masik alkalmazas a dinamikus tételméret Wagner-Within modellje
([14], [15]). Ez a modell is ugyanazt az eredményt adja, mint az EOQ-n
alapulé modellek, azaz egy id6szakban vagy termelés vagy tjrahasznositas
van. Az optimélis megoldds a Bellman-féle dinamikus programozasi algo-
ritmuson alapul. Az optimalis megoldashoz jé kozelitéseket lehet kapni az
EOQ-n alapulé termelési-készletezési modellekkel.

A harmadik alkalmazgsi irdany a folytonos idejii termelési-készletezési mo-
delleken alapul. A koltségek ekkor két csoportra bonthatdk: termelési, il-
letve készlettartasi koltségek. A két raktar tarold, illetve dramldsi formulai
a készletmérleg egyenletei. Eddig mélyrehatéan vizsgéaltak a linearis model-
leket, és a rendszer egyszeriisége miatt konnyen értelmezheté megoldasok
sziilettek ([5], [9]). Konvex termelési koltségekkel rendelkezé Arrow-Karlin-
modelleket is elemeztek ([3], [8]). Egy mésik csoportba tartozik a kvadratikus
koltségii Holt-Modigliani-Muth-Simon (HMMS) modellen alapulé alkalmazas
[2].

E modellek elméleti megkozelitései mellett fontos megvizsgalni azok gya-
korlati jelent6ségét is. A koltségminimalizalé politikdk kialakitdsa sordn az
allami 6sztonzok kulcsszerepet jatszhatnak a kornyezetkarosité tevékenységek
(példaul termelés és hulladéklerakés) visszaszoritdsédban, illetve a kornyezet-
barat folyamatok, példdul az djrahasznositds elémozditdsaban. A jelen ta-
nulmany egy altalanositott modellt mutat be, amely ezeket a lehet&ségeket
is figyelembe veszi.

Jelen tanulmény célja egy Arrow-Karlin-tipusi visszutas logisztikai mo-
dell elemzése. A leirand6 modell egy korabban kézzétett modell két tényezdvel
torténdé kiterjesztése [8]. A kiterjesztés egyik tényezdje a kovetkezd: a ter-
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melés és az tjrahasznositas mellett bevezetjiik a hulladékartalmatlanitasi te-
vékenységet is, igy optimaélis szabalyozasi modelliink a korabbi ketto helyett
méar hirom szabélyozévaltozéval rendelkezik. A kiterjesztés maésik eleme a
visszavaltési/visszahozatali fliggvény a kereslet egynél kisebb értékkel torténd
szorzasa. Ezen feliil definidlunk egy fix késleltetést, mert a visszagyijtési
folyamat id6t vesz igénybe: a mi feltételeink szerint ez irja le a késleltetést. A
kutatas soran megvizsgaljuk a termelés, az Gjrahasznositas, illetve a hulladék-
artalmatlanitds sziikkségességének, valamint az optimalis megoldas 1étezésének
feltételeit kiillonbozé esetekre (kiilonbozé készlettartdsi feltételekre) vonatko-
zban.

A vizsgalt modell kiilénésen relevans lehet az olyan gyakorlati rendszerek
elemzésében, mint példaul a REpont visszavaltasi rendszer, ahol a fogyasztdk
altal fizetett betétdij (példaul palackonként 50 forint) és annak visszatéritése
kozvetlen hatédssal van az Ujrahasznositasi ardnyokra. Az ilyen rendszerek
miikodése soran az tlizemelteto altal viselt koltségek — raktarozas, Gjrahasz-
nositas — optimalizdlasa, valamint az dllami tamogatasok hatdsanak model-
lezése kritikus szerepet jatszhat a fenntarthaté miikddés biztositdasaban. A
tanulmany tovabbi célja, hogy bemutassa a koltségminimalizalds modszereit
egy altaldnositott visszutas logisztikai modell alapjan, valamint ravilagitson
arra, hogy az allami szabalyozasok hogyan befolyasolhatjak a modellben
szereplé tevékenységek koltségszerkezetét. A bemutatott modell tehdt nem
csak elméleti jelent6ségii, hanem alapot teremt a kornyezettudatos logisztikai
rendszerek fejlesztéséhez és optimalizdlasahoz is.

A cikk a kovetkez&képpen épiil fel. A modell a 2. fejezetben keriil bemu-
tatdsra. A harmadik fejezetben egy ,,visszutas” Arrow-Karlin modellt mu-
tatunk be. A 4. fejezet a modell néhdny jellemz&jét mutatja be. Ezutédn az
optimalitas sziikséges és elégséges feltételeit mutatjuk be, majd megadjuk a
modell megoldasat a termelésre, az jrahasznositasra és a hulladékartalmat-
lanitdsra, valamint a készlet alakuldsat mindkét raktdrra vonatkozéan. A 6.
és 7. fejezetek egy Arrow-Karlin-tipusi eléremené algoritmust ismertetnek
az optimalis megoldas kiszamitasara. A 8. fejezet bemutatja az optimélis
megoldast adott adatokra, végil pedig Gsszefoglaljuk az eredményeket.

2 A modell

Egy két készlettel (raktarral) rendelkezd visszutas logisztikai modellt vizsgé-
lunk folyamatos hulladékartalmatlanitdssal. A modellben a paraméterek és
fliggvények a kovetkezok:

T: a vizsgalt iddintervallum hossza,

hi: fajlagos készletezési koltség az els6 raktarban,

ho: fajlagos készletezési koltség a masodik raktarban,

S(t): a kereslet mértéke, folytonosan differencialhaté fliggvény,
R(t): a hasznalttermék-visszahozatal mértéke, folytonosan diffe-

rencialhato fliggvény,
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F,.(Pn(t)): atermelés (gyartds) koltségfiiggvénye; konvex, monoton no-
veked6, kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény,

F.(P.(t)): az ujrahasznositds koltségfiiggvénye; konvex, monoton no-
veked6, kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény,

Fy(Py(t)):  a hulladékdrtalmatlanitds koltségfiiggvénye; konvex, mono-
ton novekedo, kétszer folytonosan differencialhato fliggvény.

Dontési valtozok:

I(t): raktdrkészlet szintje az els6 raktarban,
I(t): raktarkészlet szintje a masodik raktarban,
P.(t): djrahasznositds mértéke,

P (t): termelés (gyartds) mértéke,

Py(t): hulladékartalmatlanitds mértéke.

Kezdeti feltételek:

I,(0): kezdeti raktarkészlet szintje az elsé raktarban,
15(0): kezdeti raktarkészlet szintje a masodik raktarban.

A modell anyag- és koltségaramlisa az 1. dbrdn lathatd.

Fo (P (1))
P(t) ha 1 (t)
P’"(t) }LQ[Q(t)
F(P(t)) Bt
d
Fa(Py(t))

1. dbra. A modell anyag- és koltségaramlasa

Fontos megjegyezni, hogy az ujrahasznositds mértéke azért lehet dontési
valtoz6, mert nem minden iddpillanatban valésul meg 100%-o0s tjrahasznosi-
tas. Ennek oka, hogy a 2. raktar arra alkalmas, hogy a visszahozott termé-
keket tarolja, hogy késébbi idépillanatban valésuljon meg az Gjrahasznositas
(amikor gazdasigilag megéri). Ez tobbek kozott akkor fordulhat példaul eld,
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ha az 1. raktar készlettartasi koltségei magasabbak, mint a 2. raktar ese-
tében, valamint az 1. raktarban van elegendd késztermék. Azonban el&for-
dulhat olyan eset is, hogy a termék egyaltalan nem keriil jrahasznositasra,
hanem hulladéklerakéba keriil. Kornyezetvédelmi szempontbdl az ilyen ese-
teket célszerti gazdasigi Osztonzok segitségével elkertilni. Azért van tehdt
szilkkség arra, hogy mind az tjrahasznositas, mind a lerakas dontési valtozd
legyen, mivel egymédstol fiiggetleniil valosul meg a visszahozott termékek t&-
rolasa, Wjrahasznositdsa és lerakdsa (drtalmatlanitdsa) hulladéklerakéban.
A modell az aldbbi alakban rhaté fel:

/Zmﬁﬂwm@+mﬂﬁm+mmwﬂfmmmﬁamm(U

ahel Li(t) = P (t) + P-(t) = S(t),  L(0) =TI

R(t) y IQ (0) = IQQ (2)

’ (3)

, (4)

A kovetkez6 fejezetben az Arrow-Karlin-modell egy speciélis alakjat vizs-
galjuk. Az Arrow-Karlin-modell egy termeld egység kibocsatasi oldalat veszi
figyelembe, és ismert kereslet esetén vizsgilja a termelési mennyiségeket (a
termelési stratégidt). Az Arrow-Karlin-modell kovetkez fejezetben vizsgélt
alakja input-modellként kezelhets: ismert a beszerzési mennyiség, és kerestink
egy koltségoptimalizalt fogyasztdasi ratat.

3 A ,,visszutas” Arrow-Karlin modell

Egy mddositott Arrow-Karlin modellt fogunk megoldani. Az Arrow-Karlin-
modell feltételezése az, hogy a vallalat azért termel (bedramlasi (input) vél-
tozd), hogy egy ismert keresletet (kidramlési (output) valtozd) kielégitsen.
A visszutas logisztikai rendszerekben a bedramlds (a termékek visszakiildése)
ismert, a kidgramlds (Gjrahasznositds) pedig dontési valtozé. A 2. dbra a
,,visszutas” Arrow-Karlin-modell sematikus folyamatabrajat mutatja be.

]’LQIQ (t)

F(B(1))

2. dbra. Anyag- és koltségiaramlds a ,,forditott” Arrow—Karlin-modellben
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Ha feltételezziik, hogy a készletezési koltségek linearisak, és az tijrahaszno-
sitds koltségei konvexek, akkor a kévetkezé termelési (hulladékartalmatlanité-
si)-készletezési probléma meghatdrozhatd — feltételezve, hogy a ho készletezési
koltség és az Io(t) készletszint nemnegativ:

/%M@+E@@M%mm, (5)
ahol
L(t) = =P.() + R(t),  1(0) = I, (6)
LI(t) >0,

Po(t) > 0.

Ebben a forméjdban a probléma az (1)—(4) modell részmodellje, azzal a
feltételezéssel, hogy a hulladékartalmatlanitas nem relevans a dontéshozatali
folyamatban. Az R(t) visszahozatali mennyiség egy folytonos, kétszer diffe-
rencialhato fliggvény.

Ez egy konvex optimalis szabalyozasi probléma, ahol az allapotvaltozd
a készletszint, a szabdlyozé-valtozé pedig az djrahasznositds mértéke. A
Pontrjagin-féle maximumelv segitségével oldjuk meg a problémat ([6], [17]).
Ehhez az aldbbi két 1j valtozot vezetjik be:

¥(t):  a Hamilton-fiiggvényben szerepld adjungélt véltozd,
A(t):  az éllapotvaltozé Lagrange-multiplikatora.
A probléma Hamilton-fiiggvénye a kovetkezéképpen irhaté fel
H(Ix(t), Pr(t),¥(t),t) =
= —holy(t) + F.(Pr(t)) + ¥ (t) [P (t) + R(t)] .
A visszutas logisztikai probléma egy olyan optimaélis szabélyozasi problé-
ma, amely tisztan allapotvéltozdi korlatozasokkal rendelkezik. Az optimali-
tas sziikséges és elégséges feltételeinek meghatarozasahoz sziikségiink van a
Lagrange-fliggvényre:

(8)

L(I(t), Pr (1), (1), A1), £) =
= —haIr(t) + Fr(P- (1) + () [= Pr () + R()] + A(£) L2(?) -

A probléma konvexitdsa miatt az optimalitas sziikséges feltételei elégségesek
is:

)

a) Y(t) = ha — A(?),
b) maxp, y>o{ =1 (t)P,(t) — F.(P(t))} = —¢(t)Pi(t) — F.(P}(t)), azaz
0, ha —(t) < F.(0)

)= { ELO] (~(t), ha —(t) = FL(B () > FJ(0),

AW (t) =

0
c) A(t) > 0 } Yt € 0,77,
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d) »(MI3(#) =0,  ¢(T) =0,

ahol * az optimélis dontési valtozok jeldlésére szolgal. A kiilonbség az Arrow-
Karlin-modellhez képest az, hogy itt az tjrahasznositds mértéke monoton
csokkend.

Az optimélis megoldas vizsgdlata kapcsdn megemlitjiik, hogy a készlet-
szintet vizsgalva két esetet kiilonboztethetiink meg: pozitiv, illetve nullaval
egyenlo.

1. eset. IZ(t) >0, At)=0
Ebben az esetben az a) és b) feltételek a kovetkezd alakot veszik fel — feltéte-
lezve, hogy az ujrahasznositds mértéke pozitiv:

D) = he (10)
() = FUP). (1)
A madsodik egyenletet derivdlva az alabbi differencidlegyenlet adddik:
. ho
Pt)= ——=————. 12
O = T 1

Az egyenlet jobb oldala negativ, mivel a szamlald pozitiv és az vjrahasznositds
koltségfiigguénye konvex. Ennek kovetkeztében az wjrahasznositds mértéke a
visszutas Arrow-Karlin-modellben monoton csékkend.

2. eset. I(t)=0, PXt)=R(t) At)>0
Ebben az esetben az a) és b) feltételek a kovetkezd alakot veszik fel:
Y(t) = hy—At) (13)
—Y(t) = FuR(1)). (14)
A madsodik egyenletet derivdlva az alabbi differencidlegyenldtlenség adddik:
A(t) = F'(R(®)R(t) +hy > 0, (15)
. By
> 1
R(t) > RO (16)

Azokon az intervallumokon, ahol az egyenlétlenségek teljesiilnek, a készlet-
szint felveheti a nulla értéket.

Elméletileg el6fordulhat, hogy az Ujrahasznositdas mértéke nulla legyen.
Ebben az esetben a készletszint pozitiv és monoton noveked6 lenne. Ez a
tervezési horizont végén valésulhat meg. Megmutatjuk, hogy optimalis meg-
oldas esetén az djrahasznositas mértéke mindig pozitiv.

1. lemma. Az optimdlis megolddsnak nincs olyan intervalluma, amelyre
P*(t) =0, és a készlet zardszintje nulla: I3 (t) = 0.

Bizonyitds. Tegyik fel, hogy van egy olyan [t1,T] intervallum, ahol az
djrahasznositds mértéke nulla, és a készletszint ismert. A készletszint mono-
tonitdsa miatt érvényes a kovetkezé Osszefiggés: 0 < I5(t1) < I5(t). A
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készletszint t1 és T kozott maximalis, ha az Ujrahasznositds mértéke nulla.
Ekkor fel tudunk irni egy alacsonyabb koltséggel rendelkezé Gjrahasznositési
politikat:

Pr(t), , ha t € [0,11)
P, = max P, | I;(t1) —/ P.(t)dr +
B(t) = Pr>f{ h hatelft,r) (7
+/ R(r)dr >0, te [tl,T]},
t1
amely esetén a készletszint az alabbi:
I (t), ) ha t € [0,17)
L) =4 1)~ Po(t — 1) +/ R(7)dr, hatée[h,T). (18)
t1

Az alabbiakban azt fogjuk beldtni, hogy az 1j készletezési stratégia esetén
alacsonyabb koltségekhez jutunk. Ezt az optimalis és az 1j, altalunk definialt
koltségek kiilonbségének vizsgalataval tessziik meg:

/ I3 (0) + Fu(P(0) di — / il (t) + Fo(P(1)) dt =

= /T hQI; (t) + F,(O) dt — /T hQIQ(t) + F,(?,) dt,

tl tl

(19)

ahol az egyenlet jobb oldaldn taldlhaté kifejezés az F.(P.) konvex tulajdon-
sagat felhaszndlva a kovetkezd kifejezéssel alulbecsiilhet6:

/T hol3(t) 4 F,.(0) dt — /T holy(t) + F.(P,)dt > 0
t1 t1 20

> /T ha(I3(t) — Io(t)) + F.(P,)(0 — P,) dt.

ty
A (20) egyenletben a készletek kiilonbsége megegyezik a P, tjrahasznositds
,,elmaradasa” miatti kiillonbozettel:

/T ho(I5(t) — I>(t)) + F.(P,)(0 — P,)dt =

= /T hoP,.(t —t1)dt — F.(P,)P.(T —t;) =
t (21)

—_ T2 _ t% — -
= hy P, — hoP,t1(T —t1) — Fy(P,) P (T —t1) =

T—t — \—
= (hg — - F,’.(P,,.))P,,.(T—tl).
A (20) egyenletben az integral utolsé tagja felirhaté az aldbbi médon:

/ ' F/(P.)(0—P,)dt = F/(P,) / T(o _R(t)) = (P, — R(t))dt, (22)

1 t1
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igy a (20) egyenlet a kovetkez6képpen irhaté fel

/ a3 0) — () + FUPL)(0— P, di =
e (23)
— [ haI30) = Be) dt-+ (P T) - (D) > 0.

t1

Az utolsé integral pedig nagyobb, mint nulla, tehit bebizonyitottuk az elsé
allitdst, azaz a hulladék-ijrahasznositds mértéke nem lehet nulla egy in-
tervallumon. Ha a végkészlet szintje az optimalis megolddsnal nem lenne
nulla, akkor mindig taldlhaté egy jobb (kdltséghatékonyabb) megoldas, tehat
a lemma masodik tételét is bizonyitottuk. |

Osszefoglalva, a ,,visszutas” Arrow-Karlin-modell ugyanazokkal a tulaj-
donsagokkal rendelkezik, mint az ,,egyenes” modell. A kiilonbség az, hogy
ebben az esetben az Gjrahasznositasi rata mindig pozitiv és monoton csokkend.
Az optimalis megolddshoz hasonlé, Arrow és Karlin altal javasolt [14] el6re-
mend algoritmus konstrualhaté.

4 A modell jellemzoi

Az (1)—(4) egyenletek megoldésa elétt megadjuk a modell néhany jellemzéjét.

2. lemma. Ha Ig — fOT S(t)dt > 0, akkor a kereslet kielégitéséhez nincs
sztikség termelésre és ujrahasznositisra: Pr(t) = 0, P*(t) = 0, Vt € [0,T],

és az dsszes visszakuldott terméket drtalmatlanitjuk (kidobjuk): I5(T) = 0.

Bizonyitas. Ha Iq — fOT S(t)dt > 0, akkor az 1. raktar készletszintje a
termeléssel és Ujrahasznositassal megnd, tehat optimélis, ha nem termeliink
és nem hasznositunk jra. Ahhoz, hogy optimélis megoldast kapjunk az
(1)—(4) problémékra, egy az (5)—(7) problémakhoz hasonlé egyenletrendszert
kell megoldanunk. Az 1. lemma eredményeit alkalmazva azt az eredményt
kapjuk, hogy a masodik raktdrban a zaré készletszint nulla: ez a lemma
tétele. m|

A 2. lemma gy értelmezhetd, hogy az Gsszes visszavitt termék artalmat-
lanitasra kertil, ha a kezdeti készletszint elegendé a kereslet kielégitésére a
tervezési horizonton keresztiil.

3. lemma. Ha Ip — fOT S(t)dt < 0, akkor az 1. és 2. raktdrban a zdrd
készletszint nulla: I (T) =0, I5(T) = 0.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a termelés, az tjrahasznositis és a hul-
ladékartalmatlanitas problémaja megoldott, és az optimélis megolddsndl a
készletszintek nagyobbak nulldnal:

Il*(T):Ilo—l—/TP,*n(T)—l—Pf(T) dT—/TS(T) dr >0 (24)
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IQ*(T):IQO—/TP:(T)—l—Pj(T)dT—I—/TR(T)dT>0. (25)

Megmutatjuk, hogy ebben az esetben olyan megoldast lehet taldlni, amely-
hez alacsonyabb koltségek tarsulnak. Elészor az 1-es raktar készletszintjét
vizsgaljuk. Ha a végso készletszint pozitiv, akkor vélaszthatunk egy olyan ¢,
idopillanatot, amelyre

L(t) = I (t) — / t S(r)dr >0 (26)

Az 1j stratégia a nemtermelés és a nem-tjrahasznosits a [t1, 7] intervallu-
mon. Ez az 0j stratégia alacsonyabb készletezési, termelési és Gjrahasznositési
koltségekkel jar.

Vizsgaljuk meg most a 2. raktdrt. A [t1,T] intervallumon készithetiink
egy Uj selejtezési stratégiat, ahogyan azt az 1. lemméban is megtettiik:

Py(t) = max{P | I;(tl)—/t P(t—tl)d7-+/t R(r)dr >0t € [tl,T]} P,

P>0 . .
(28)
és a készletszintek ehhez a stratégidhoz
t t
Ig(t) ZI;(tl)—/ ]_D(t—tl)dT—l-/ R(T) dr, t e [tl,T], (29)
t1 t1
és " -
t1 t1

Feltételezziik, hogy ebben az intervallumban nincs jrahasznositas. A 2. rak-
tar esetében a teljes készletezési és selejtezési koltségek alacsonyabbak, amint
azt az 1. lemma bizonyitja. Az 1. és a 2. raktar Osszes kdltségei alacsonyabbak,
igy a végso készletszintek nem lehetnek nagyobbak nullanal. |

A 2. lemma értelmezése szerint a 2. raktarat optimalis stratégia esetén ki
kell tiriteni — vagy tjrahasznositassal, vagy hulladékartalmatlanitassal.

4. lemma. Ha I1g + Iz + fot [R(r) = S(7)] dr > 0, ¥t € [0,T], akkor a

kereslet kielégitéséhez mincs szikséqg termelésre: P,,*:(t) =0, Vte[0,T].
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az (1)-(4) probléma optimélis megoldésa
ismert. A termelési mennyiség nulla, ha

Lo +/Ot P (r)dr — /OtS(T) dr>0, Ve[0T (31)

Ha a nemnegativitds teljesiil (az 1. raktérra vonatkozdan), akkor a készlet-
szintet noveli a termelés, igy az optimalis dontés az, hogy nem termeliink.
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A mésodik raktar esetében a nemnegativitas feltételezése a kdvetkezéképpen
irhato fel

IQO_/tP,.*(T)dT“‘/tR(T)dTZ/tPj(T)dﬂ vee[o,7].  (32)

Ha ezt a két egyenlGtlenséget Osszegezziik, akkor az alabbi egyenlétlenség
adédik:

t t
Lo + oo + / R(r) - S(r)dr > / Pi(r)dr>0, Wte[o,T], (33)
0 0

és a lemma allitasat igazoltuk. a

A lemma eredménye a kovetkez6: ha a két raktar induld készletének
mennyisége és a visszahozott, Ujrahasznosithaté termékek Osszege nagyobb,
mint a késztermékek iranti kereslet, akkor nincs sziikség termelésre. S6t, még
egyszerlibben fogalmazva: nincs sziikség 1) termékek eloallitasara, mert a
késztermékek (1. raktdr) indulé készlete és a visszahozott, Gjrahasznosithaté
elemek elegendéek ahhoz, hogy kielégitsék a keresletet.

o + Tno + / t R(t)dt > / tS(t) dt. (34)

Lathaté, hogy ez az eredmény a 2. lemma fliggvénye. Ha a 2. lemma feltételei
teljestilnek, akkor

(To — /O " S(0) dt) + (Tno + /O R4 dt) > Io + /O "Rwydt>0.  (35)

ami azt mutatja, hogy a 4. lemma kovetkezik a 2. lemmabdl, forditva viszont
nem. Tehdt a 2. lemma elégséges feltétele a 4. lemmanak, a 4. lemma viszont
sziikséges feltétele a 2. lemmaénak.

5. lemma. Ha Ig + Iy + fOT R(t) — S(r)dr < 0, akkor a modellben a
hulladékdrtalmatlanitdsi mennyiség értéke nulla: P;(t) =0, Vt € [0,T].

Bizonyitds. A 3. lemma alapjdn kdvetkezik, hogy

Ilo—I—/OTP,fL(T)dT—l—/OTP,,.*(T)dT—/OTS(T)de0 (36)
) IQO—/OTP,f(T)dT—/OTPJ(T)dT—l—/OTR(T)dT:0. (37)

Ha a két egyenlOséget Gsszegezziik, akkor megkapjuk, hogy

Tio + Ing + /O ' P (r)dr + /O ’ R(r) — S(r)dr = /O ’ Pi(r)dr.  (38)
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Ha a bal oldali kifejezés nem nagyobb, mint nulla, akkor a kumulalt artal-
matlanitott (drtalmatlanitott) mennyiség is nulla, igy a lemma teljestil.
O

A lemma értelmezése szerint az artalmatlanitasi tevékenységre nincs sziik-
ség, ha a végtermékek és az ijrahasznositott tételek kezdeti készletszintjeinek
és a kumulalt visszahozott tételeknek az Osszege nem nagyobb, mint a ter-
vezési horizont alatt felhalmozott kereslet, azaz

o + Ino + / ’ R(t)dt < / ’ S(t) dt. (39)

5 A modell megoldasa

A feladat megoldédsara a Pontrjagin-féle maximumelvet alkalmazzuk ([6], [17]).
Ehhez az aldbbi 1j véltozdkat vezetjiik be:

1,19 az adjungdlt valtozok,

A1, A2:  az allapotvaltozdk Lagrange-multiplikatorai.

A probléma Hamilton-fiiggvénye a kovetkezéképpen irhaté fel
H(Il (t)) Ig(t), Pm(t)a Pr(t)a Pd(t)a 1ﬁl(t) ) ¢2(t)> t) =

_ Ii(t)
(L hz][IQ(t)]+F,,L(P,,L(t)) FL(PA(1) + FalPa(t))) + o

m(t)
e w0l [g 4 O] R0 |+ 5]
Pa(t)

A visszutas logisztikai probléma egy olyan optimaélis szabalyozédsi prob-
léma, amely tisztdn allapotvéltozdi korlatozdsokkal rendelkezik. Az opti-
malitas sziikséges és elégséges feltételeinek meghatarozasihoz sziikségiink van
a Lagrange-fliggvényre:

L(Il(t)aIQ(t)aPm(t)aP'r(t)aPd(t)awl(t)an(t)at) =

(1 ] [ 200+ B Pt + B(20) + FulPa(t) +
Bl 1 st) (41)
) ¥a(0) ( . [gg +[R(t)] "

) )] [ E

5

)
)
Az optimalitas feltételei az aldbbiak:
1. tétel. Ahhoz, hogy {I(t), I5(t), Py, (t), P (t), P;(t)} optimdlis megolddsa

m

legyen az (1)—(4) problémdnak, annak szikséges és elégséges feltétele, hogy
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létezzenek olyan folytonos ¥1(t) és a(t) figguények, amelyekre minden 0 <
t <T esetén érvényesek a kovetkezok

]2 10

(a)
[W)]:
Pa(t)
— _aL(If(t)alg(t)aP:;L(t)aP;-K(t)aPj(t)awl(t)an(t)a)\l(t)a)\Q(t)at) —
o
I(t)
_ ] M@
=[] =[5
(b)

|:O] H[algfn(t)] {H(If(t),];(t), P’rrb(t)aP'r'(t)aPd(t)awl(t)an(t)at)} =
o< | Pr(t)
0 Py(t)

= H(If (t)a I; (t)a Prtb(t)a P,* (t)a Pj (t)a wl (t)a ¢2(t)>t) )
ami azt jelenti, hogy

Ognlg?n}%t) {wl (t) Py, (t) - Fm(Pm(t))} = wl (t)PrtL(t) - F,,,L(P,,fb (t))

e {(Ua(t) = Va(t) By 1) — B (P()} =
= (Ua(t) — 2(0) P (1) = F (P(0)

oL { — 2O Pa(t) — Fa(Pa(t)) } = —¢2(t) Py (t) — Fa(Pi (1)) ,

(c)

) 01 E0 ] =0 e w@1=0 o1,

(@
) ][] =0 tn) w1z (0 ol

A (b) feltételekbdl egyszertisithetd az optimalis termelési, Gjrahasznositési
és artalmatlanitasi mennyiség:

mO =\ B @), ba () = EL(Pa®) > FL©), D)
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po-{" ha v (8) — ¥ () < F(0)
T 00 ). b0 -0 = B0 > 2O,
cn [0, ha —,(t) < F}(0)
Fi) = { EJ (—a(t), ha —ia(t) = E)PI0) > E)0). )

Az optimalitas szlikséges és elégséges feltételei lehetévé teszik a kérdés
megvalaszolasat: ha az Ujrahasznositds nem sziikséges, akkor a 2. lemma
feltétele nem érvényesiil.

6. lemma. Az optimalis stratégia az jrahasznositdis mell6zése, ha a ter-
melés és az drtalmatlanitds hatdrkoltségeinek dsszege optimdlis termelési és

drtalmatlanitdsi mennyiség mellett nem nagyobb, mint az wjrahasznositds
hatarkoltségeinek dsszege a nulla értéknél.

Bizonyitds. Tegytk fel, hogy az optimalis megoldast elérjiik. Ekkor

Ui(t) < L (P(0) < max F (P(0), (15)
és
~ va(t) < Fi(P; (1) < s Fy(P3(0) (16)
Ha ezt a két egyenl6tlenséget Gsszeadjuk
Dn(0) = valt) < max FL(Pa(t) + max Fi(Pi(0) < F(0),  (47)
igy az allitast bebizonyitottuk. a

A lemma eredményének ellendrzésének egyszerii médja, ha két fiiggetlen
feladatot oldunk meg azzal a feltételezéssel, hogy az tjrahasznositas nulla.
A termelésre vonatkozé probléma egy klasszikus Arrow-Karlin modell, az
artalmatlanitasra vonatkozo pedig egy a 3. szakaszban bemutatott ,,visszu-
tas” Arrow-Karlin modell. Ha a koltségek Osszege a maximalis termelési és
artalmatlanitasi mennyiségnél nem nagyobb, mint az Ujrafeldolgozas hatér-
koltsége a nullanal, akkor elértiik a probléma minimalis koltségli megoldasat.
Ha nem, akkor alkalmazhatjuk a kovetkezékben bemutatott eredményeket.

6 Az optimalis palya teriileti lehatarolasa
Az optimalis palya megalkotdsdnak els6 1épésében megadjuk a modell teriileti
lehatédrolasat.

3. eset. IF(t) >0, I3(t) >0, tE€]lti,ta]
Ebben az esetben a A1(t) és \a(t) vdltozdk értéke nulla. Az adjungdlt vdltozdk
differencidlegyenlet-alakja a kévetkezd:

sol=[) w
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Feltételezzik, hogy a termelési és az drtalmatlanitdsi mennyiség nagyobb,
mint nulla. Ekkor az optimdlis mennyiségeket a kovetkezoképpen kell kiszd-

mitani
Pi(t) —va(t) | = | EL(PE(E) | - (49)
—s(t) Fa(Pi (1))

Ha derivdljuk az egyenleteket, akkor hdrom differencidlegyenletet kapunk, ame-
lyek megadjdk az optimdlis megolddsokat a mennyiségekre vonatkozoan.

=3

() E (P (8) P (t)
Pi(t) —a(t) | = | F/(Br)PE(E) | (50)

—1s(t) F}(P; ()P (t)

vagy
Py = —T1 (51a)
FlL (P ()

Pr(t) = % : (51b)
o —hs (51c)

Fi0) = wrmmy

A ty iddpillanat értékeinek (kezdeti értékek) ismeretében a differencidlegyen-
letek megoldhatok.

4.eset.  Ii(t)=0, I;(t)>0, te [t s
A X\ (t) vdltozd nagyobb, mint nulla, és Aa(t) egyenld nulldval. Az adjungdlt
valtozok a kovetkezd differencidlegyenletek megolddsai:

0] -] )

A kereslet egyenld a termelési és az ujrahasznositdasi mennyiségek osszegével.
Feltételezve az ardnyok nemnegativitdsdt, az optimdlis mennyiségeket a ko-
vetkezoképpen szamitjuk ki

Pi(t) —a(t) | = FL(Pr(t)) : (53)
—1a(t) (Fi (1))

ahol
S(t) — Pr(t) = Py(t). (54)

m

Ha az utolso egyenletet derivdljuk, két differencidlegyenletet kapunk, amelyek
meghatdrozzdk a termelés, az ujrahasznositds és az drtalmatlanitdas optimdlis
mennyiségeit.

() hi — A (t) FR(S(t) = Pr(t)(
Yi(t) —a(t) | = | hi—ha = Ai(t) | = F"(Px(
—a(1) —ha (
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vagy .
Py(t) = _W ; (56)
) A (t) = (hy — ho) — F//(Pr(t))Pr(t) = o

= hy — Fi(S(t) — PY())(S(t) — Py (1) = 0.

Ez utobbi kifejezés a kovetkezd differencidlegyenlethez vezet az ujrahasznositdsi
mennyiségre vonatkozoan

b EN(SW) - PHOISW) by
B0 =550 70 r @0

(58)

Aty idbpillanat értékeinek (kezdeti értékek) ismeretében a differencidlegyenlet
megoldhato.

5.eset. If(t) >0, I;(t)=0, tE€]Jt,ts]
Ebben az esetben a Ay (t) vdltozd nem kisebb nulldndl, és A1(t) egyenld nulldval.
Az adjungadlt valtozokra vonatkozd differencidlegyenletek az aldbbiak:

i (t) hy
; = ) 59
bt R P 59
A wisszahozatali mennyiség megegyezik az wjrahasznositdasi és az dartalmatla-
nitdsi mennyiségek dsszegével a mdsodik raktdr esetén. Ha feltételezziik, hogy

a termelési, az ujrahasznositdsi és az drtalmatlanitdsi mennyiségek nagyobbak
nulldndl, akkor az optimdlis mennyiségek a kovetkezoképpen szamithatok ki:

Pit) —a(t) | = FL(Pr(t)) ) (60)
—ta(t) Fa(R(t) = Pr(1))

ahol
Pi(t)=R(t) — P (). (61)

Ha az utolso egyenleteket derivdljuk, akkor két differencidlegyenletet is ka-
punk, amelyek meghatdrozzdk a mennyiségeket.

Yi(t) = o(t) | = [ he —ha+ Xa(t) | = FY(Pr)P:(t)
—a(2) —ha + Aa2(1) FJ(R(t) — Pr(1)(R(t) — Pr(1))
vagy
. hy
Pt) = TP )’ (63)
Ao(t) = FY(Pr(t)Pr(t) — (hy — hg) = (64)

= F (R(t) = PF(t)(R(t) = PY(1)) = 1 2 0.
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Ez utobbi kifejezés adja az ujrahasznositisi mennyiség kovetkezd differencidl-
egyenletét

_ EJ(R(t) — Py () R(t) — ho
E'(R(t) — Pr(t)) '

Px(t) (65)
Aty idbpillanat értékeinek (kezdeti értékek) ismeretében a differencidlegyenlet
megoldhato.

7 Elorelépo6 algoritmus az optimalis palya ki-
szamitasahoz

Miel6tt ismertetnénk az elérelép6 algoritmust, ki kell zarnunk a specialis
eseteket. FEz azt jelenti, hogy ellendrizni kell a 2., 3., 4., 5. és 6. lemma
teljesiilését. Ha a kiindulasi adatokra barmelyik lemma teljesiil, akkor meg-
talaltuk az optimalis megoldast: nincs tovabbi teendonk. Ezért feltételezziik,
hogy egyik lemma sem teljesiil, igy elkezdhetjiik az algoritmus leirasat.

Az eléz6 fejezetek eredményeit felhasznéljuk az elérelépd Arrow-Karlin al-
goritmushoz. Ez azt jelenti, hogy a visszahozott (hasznalt) termékeket el8szor
1j termékekké kell alakitani. Az algoritmus megegyezik az Arrow és Kar-
lin [1] kutatdsban lefrtakkal, csupan itt novekvé fiiggvényt kell hasznalnunk,
azaz a visszahozatali fliggvényt alulrdl kell kozeliteni az Gjrahasznositasi fiigg-
vénnyel. Ezutdn alkalmazhatjuk a klasszikus Arrow-Karlin el6relép6 algorit-
must az 1j termékek iranti kereslet kielégitésére. Az algoritmus tehét szaka-
szonkénti definialassal adhaté meg.

Az elsé 1épésben egy kezdeti megoldast valasztunk a raktdarak raktdrozasi
koltségeinek fiiggvényében. Elészor megoldjuk az (51) differencidlegyenlete-
ket az alabbi kezdeti értékekkel.

P (0) = Pno (66&)
P(0) = Pro (66b)
Pd(o) = [ch]_l(Frl (P'rO) - FrIn(PmO)) = PdO . (66C)

A Py kezdeti értékhez felhasznaltuk azt a tényt, hogy a probléménak két
adjungalt valtozdja van, és az adjungalt valtozd 12(0) kezdeti értéke kifejez-
hetd a 11 (0) és 12(0) — 101 (0) értékekkel. Elészor is igy vélasztjuk meg az
1. raktarhoz a P,,o és P, kezdeti értékeket, hogy legyen olyan id&pillanat,
amelyre az egyenl6ség teljesiil. Legyen PZ (7,0, Pno) a termelés optimé-
lis megoldasa a 0 id6pillanattol kezdodéen P,,o kezdeti értékkel, hasonléan
P (1,0,P) és P; (7,0, Py), T pedig az idévaltozé. Ekkor

t
Il(t) = IIO +/ P:;L(’T,O, PH’LO) dr +
0

¢ ¢ vt € [0,T]. (67)
+ / Pi(1,0, Pro)dr — / S(r)dr >0
0 0
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Ezutan teszteljiikk a 2. raktar nemnegativitdsat. Ha a 2. raktar készlet-
szintje pozitiv,

t
Ig(t) = IQQ —/ Pj(’T,O,PdQ)d’T—F
.o vt € 0,7, (68)
+/ R(t) — P}(1,0,P.g)dr >0
0

akkor 1j kezdeti értéket valasztunk P,,q és P,g szamara. Ha létezik olyan id6-
pillanat, amelyre az egyenléség a 2. raktarban teljesiil, akkor folytathatjuk
az algoritmust a Py, és P.o kezdeti értékkel.

A kezdeti termelési, ijrahasznositasi és drtalmatlanitdsi mennyiségek meg-
hatarozasa utdan nem tudunk kiilonbséget tenni azon esetek kozott, amelyek-
ben a készlettartasi koltségek magasabbak. fgy a készletszinteket ezekhez a
kezdeti értékekhez a kovetkezdképpen hatarozzuk meg:

L(t) = g + /O P (1,0, P dr +
+ /Ot P(r,0, Pro) dr — /Ot S(r)dr >0
L(t) = Iy — /Ot P*(r,0, Pyy) dr —
—/OtPj(T,O,PdO)dT—I—/OtR(T)dT >0
ahol a P*

> (t,0,Pno), PF(t,0,Pr) és Py (t,0, Pyo) fiiggvények a differencial-
egyenletek megolddsai. A P,,q, P.o és Py kezdeti értékek 0 id6pillanatban
ismertek. Kivélasztjuk a legkésébbi ¢; idépillanatot, amelyre az egyik kész-
letszint nulla, de a készletszintek nem negativak, azaz vagy I (t1) = 0, vagy
I5(t1) = 0. Ha ez a kivalasztott id6pillanat a T' tervezési id6szak vége, akkor
elértiik az optimalis megoldast. Ha nem, akkor folytatjuk az algoritmust, és
az optimalis megoldds a [0, ¢1] intervallumra a kévetkezd

vte[0,T],  (69)

P*(t) = P*(1,0, Pyo)
P*L(t) = P* (ta 07 PH’LO)

m m

Py (t) = Py (t,0, Pao)
50 =T+ | P (7.0, Py dr

+ /Ot P (7,0, Pro)dr — /Ot S(r)dr >0
I5(t) = Ipo — /Ot PX(7,0,Pyo)dr —

¢ ¢
—/ Pj (7,0, Py) d7'+/ R(t)dr >0
0 0

vte[0,t].  (70)

A kovetkezd, méasodik lépésben megkeressiik a kovetkezé legkésébbi to id6-
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pontot a [t1,T] intervallumon, amelyre az aldbbiak egyike teljesiil:
t
Li(t) = / Py (7,t2,S(t2) — PX(t2))dr +
to

+/tP (7, 2, P2 (1 ))dT—/tS(T)deo

t2 . b2 Vt € [ta, T], (71)
L(t) = I (t) —/t P (r,ty, P*(ts)) d7 —
- /t P (7 ta, Palts)) dr + /t R(r)dr >0
vagy
1gﬂ:q@ﬂ+/nﬁﬁh,m(»w+
+ /t P (7, t2, R(t2)) dr — /t S(r)dr >0
2, t2 Vt € [ta, T]. (72)
L(t) = —/ Pr (7 ta, R(ts)) dr —

- /t Pi(r, o, R(ts) — P~ (t2)) dr + /t R(r)dr >0

2 2

Az optimalis megoldds az els6 esetben a [t1,t2] intervallumon van.
Pi(t) = P,.*(t,tl,S(tl) — P’ (t1))

&()ZRﬁtORM

Ii(t) = Vt € [ti,ta], (73)
I3 (t) = I5(ty) / P (r 1, 5(t1) — PL(1)) dr —
—/tPj(T,O,PdO)dT—l—/tR(T)dT20

ahol a P (t,t1, S(t1) — P*(t1)) fiiggvény az (58) egyenlet megolddsa az S(t1)—
P*(t1) kezdeti értékkel a ¢, idépillanatban, és ebben az esetben

Pr(t) = P*(t,t1, R(t) — P*(t1))

Pi(t) = R(t) — PX(t)
P:;L( ) Prtb(t 0 PH'LO)
' Vt € [t1,t
Ir<t>=fr<t1>+/ P (7,0, Poo) dr + € [t1,ta],

m
t2
t

+ /t Pr(1,t1, R(t) — P’ (t1)) dr —/ S(r)dr
I;(t) =0
(74)
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ahol a P* (t,t1, R(t1) — P*(t1)) fiiggvény a (65) egyenlet megolddsa R(t1) —
P*(t1) kezdeti értékkel a t; id8pillanatban.

Mint lathatjuk, az utolsé 1épésben ellenoriztiik, hogy az egyik készletszint
nulla-e. Ha a zard készletszintek nulldk, akkor az optimumot elértiikk. Ha
nem, akkor megkeressiik a legkésobbi t3 idépillanatot, amelynél az egyik kész-
letszint nulla, és megismételjiik a méasodik 1épést. Ebben az esetben az opti-
mélis megoldés a [ta,t3] intervallumban van.

PI(t) = PI(t,t2, P (t2))
PrL(t) = Py (tt2, Py (t2))
Pi(t) = d(tat?apd( )
I (t) = I7 (t2) +/ Py (7,t2, Py (t2)) dr +

" t Vt € [tz,tg]. (75)
+/P*(7’t2> " (t ))dT—/S(T)deo
to to
t
B0 = Tilta) = [ Pi(rta P (t)dr -
ta
t t
_/ Pd*(ﬂt%P;(fz))dT—l-/ R(r)dr >0
to to

Az algoritmus ezen médon torténd folytatasdval elérhetjiik az optimumot.

8 Numerikus példa

Ebben a fejezetben egy numerikus példat mutatunk be a modell megoldéasara.
A kiilonb6z6 anyagmiiveletek koltségeit kvadratikusnak feltételezziik:

F'rn(P'rn (t)) = a’”Pr%L( ) (76)
Fo(Po(1) = a, P2(t), (77)
Fd(Pd(t)) = adpdz(t). (78)

A 3. abra a kvadratikus koltségfiiggvényeket szemlélteti. Az 1. tdbldzat a
modell specifikdciés paramétereit mutatja.

Megnevezés Jelolés és érték
Kereslet S(t) = 2 + 2sin(¢)
Visszahozatal R(t)=0.3-S(t—1)
Az 1. raktar készletezési koltsége h1 =0.5
A 2. raktar készletezési koltsége h2 = 0.1
A termelés koltség-egylitthatdja am =3
Az tjrahasznositas koltség-egytitthatdja ar =2
A hulladékartalmatlanitas koltség-egytitthatdja ag =1
A raktédrak kezdeti (kiinduldsi) készletszintjei I;(0) =I(0) =1
Tervezési horizont t € [0,10]

1. tabldzat. A numerikus példa paraméterei
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50 ‘
= termelés (am Pi(t)) /
= = ={jrahasznositds (a PrZ )
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8. dbra. A kvadratikus koltségfiiggvények — F, (P, (t)), Fr(Pr(t)), Fq(Pa(t)) —
a numerikus példa esetében.

A 4. dbra az S(t) keresleti szintet és az R(t) visszahozatali szintet mutatja
be a numerikus példa esetében. Megfigyelhet6, hogy vannak olyan idészakok,
amikor a keresleti szint magasabb, mint a visszahozatal, de van olyan inter-
vallum, amikor a tényleges visszahozatali szint nagyobb, mint a tényleges
keresleti szint.

~
!
\

/ ‘-S()
53 / \ 1 \
Ezs—,' \ ! 1
Eh \ ! \
£ of \ I ‘
'E
g
»

1do (t)
4. dbra. A keresleti szint S(t) és a visszahozatali szint R(t)
a numerikus példaban

Lathato, hogy a hulladékartalmatlanitasi mennyiség a teljes tervezési hor-
izont alatt nulla. A 4. és 5. dbrdkon lathatd, hogy a P,.(t) + Py(t) < R(t)
korlatozas egyes id6szakokban aktiv.
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A kiilonb6z6 anyagmiiveletek mennyiségei

35

-I Termelés (P (1))

- -Ujrahasznosiuis (Pr(l)) ]

L

Artalmatlanitas (P HO))

4 6 8 10
idb (t)

5. dbra. A termelési Py, (t), az Gjrahasznositdsi Pr(t) és a hulladék-
4rtalmatlanitdsi Pq(t) mennyiségek a numerikus példdban

A 6. dbra az I (t) és az I5(t) készletszinteket mutatja be a numerikus példa
esetében. Lathato, hogy optimalis esetben készletezés csak alacsony kereslet
esetén torténik. Az id6 nagy részében a készletek nulla szinten vannak, és a
kereslet kielégitése a termelés novelésével torténik.

A raktarak telitettségi szintjei

4

357t

3 .

2.5

2

1.5¢

1

0.5

- 1. raktdr (I, ()

|__ J2 rakadr (1, (0) |

-
/ \

1d6 (t)
6. dbra. Az I (t) és Ia(t) készletszintek a numerikus példdban

A 7. dbra a P, (t) termelési szintet, valamint az S(t) keresleti szint és
a P.(t) jrahasznositds kozotti killonbséget mutatja be a numerikus példa
esetében. Azokban az id8szakokban, amikor a P,,(t) termelési szint nem
egyenld az S(t) — P.(t) keresleti és tjrahasznositési szintek kiilonbségével,
az elsé raktdr Ih(t) szintje megvaltozik. Azokban az esetekben, amikor a
P,,(t) termelés nagyobb, mint az S(t) — P,(t) kereslet és az tjrahasznositas
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kozotti kiilonbség, az elsd készlet I7(t) szintje novekszik (kék szinnel jelolve).
Azokban az esetekben, amikor a P, (t) termelés kisebb, mint az S(t) — P,(t)
kereslet és az tjrahasznositds kozotti kiilonbség, az els§ készlet I (t) szintje
csOkken (piros szinnel jelolve). A kék és a piros teriilet minden egyes térolési
intervallum esetében egyenld.

5 : ‘ . :

A kereslet és az (ijrahasznositdsi mennyiség killonbsége (S(l)-Pr(l))

== == Termelés (Pm(())

1ido (t)
7. dbra. A Py, (t) termelési mennyiség, valamint az S(t) — P,(t)
kiilonbség a numerikus példa esetében

1.5 T T T T
Visszahozatal R(t)
e w Ujrahasznositis (P (1)

0 2 4 6 8 10
idb (t)

8. dbra. A P,(t) Gjrahasznositdsi mennyiség, valamint az R(t)
visszahozatali mennyiség a numerikus példa esetében

A 8. dbra a P,(t) ujrahasznositdsi szintet és az R(t) visszahozatali szin-
tet mutatja a numerikus példdra. Azokban az iddszakokban, amikor a P,.(t)
jrahasznositasi szint nem egyenl6 az R(t) visszahozatali szinttel, a médsodik
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raktar Io(t) szintje megvaltozik. Azokban az esetekben, amikor a P, (t) djra-
hasznositéds kisebb, mint az R(t) visszahozatali szint, a mésodik raktér I5(t)
szintje novekszik (kék szinnel jelélve). Azokban az esetekben, amikor a P,.(t)
Ujrahasznositds nagyobb, mint az R(t) visszahozatali szint, a mésodik készlet
I,(t) szintje csokken (piros szinnel jelélve). A kék és a piros teriilet minden
egyes tarolasi intervallum esetében egyenld.

9 Kovetkeztetések

A tanulmany egy kordbban publikélt visszutas logisztikai modell altaldnosité-
sét tartalmazza [8], amely kiterjeszti a meglévs megkozelitéseket a hulladék-
artalmatlanitasi tevékenységek és a visszahozatali folyamat modellezésével.
Az 4j modell figyelembe veszi a visszahozott termékek késleltetését, amelyet
a keresleti mennyiség linedris fliggvényeként kezel. Az optimédlis termelési-
készletezési politika folytonos fiiggvényként hatdrozhaté meg, mivel a kolt-
ségfiiggvény minden valtozdjaban konvex.

A tanulmény megallapitja, hogy gazdasédgilag raciondlis optimalis megol-
dés érheto el a specialis esetek kizarasaval — példaul, ha a kezdeti készletek
nulldk. Az eredmények alapjdn minden visszahozott terméket el6szor el-
lendrizni kell, hogy felhaszndlhaté-e 1j termékként. Az djrahasznositdsnak
mindig prioritast kell élveznie, és az 0j termékek gyartasat csak akkor kell
elinditani, ha a megléve készletek nem elegendoek a kereslet kielégitésére.
A hulladékértalmatlanitas kizérdlag akkor valik sziikségessé, ha a készletek
magas szinten vannak, és a termelés elkeriilhetd.

A modell nemcsak a koltségminimalizalds lehet&ségeit vizsgélja, hanem
kozvetetten elGrevetiti az dllami 6sztonzok szerepét is. Példaul a kérnyezet-
kérosité folyamatok (termelés, hulladéklerakds) megadéztatésa, illetve a kor-
nyezetbardt tevékenységek (djrahasznositds) tdmogatdsa révén a gazdasigi
optimum fenntarthaté irdnyba tolhaté el. Az allami szabélyozdsok hatdsainak
modellezése jelentds 1épés lehet a fenntarthato logisztikai rendszerek kialaki-
tésa felé.

Tovabbi kutatédsi lehetGséget jelent a modell kiterjesztése tobbtermékes
rendszerekre, valamint a koltségfiiggvények altalanositasanak vizsgalata, ame-
lyek nemcsak konvex, hanem konkav format is olthetnek. Ezaltal a modell
még szélesebb korli gyakorlati alkalmazhatdésdgot nyerhetne, példaul a RE-
pont visszavaltasi rendszerhez hasonlé ipari rendszerekben.
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DETERMINATION OF THE OPTIMAL STRATEGY OF A CIRCULAR
MANUFACTURING-INVENTORY LOGISTICS MODEL WITH
CONTINUOUS TIME

The study examines a single-product circular logistics system. The logistics system
has two warehouses for new and returning used products. Products in the system
can be divided into three categories: new products, reworked products and waste
products. In the logistics system, the demand is known, and it is assumed that not
all of the reflowing used products are returned, but the rate of reflow is constant and
follows the demand with a known time delay. Manufacturing, rework and disposal
costs are convex, as well as production costs known in microeconomics. The inven-
tory costs of the two warehouses are linear. The planning time horizon is also given,
e.g. one year. Total costs must be minimized in the optimization problem. After
specifying the optimality conditions, some properties of the optimal trajectory are
presented, and then the optimal solution is illustrated with a numerical example.
The research investigates the behaviour of decision variables in optimal solutions,
such as the need for production, recycling or waste disposal, and the conditions for
the existence of an optimal solution. The model not only explores the possibilities
of cost minimisation, but also predicts that public interventions, such as taxing
environmentally damaging processes (production, landfilling) or encouraging envi-
ronmentally friendly processes (recycling), can shift the economic optimum towards
a more sustainable direction. The aim of the research is to explore the properties
of a model of the waste cycle for these cases. The paper illustrates the functioning
of the model through numerical examples and highlights its practical relevance, for
example in the REpont recycling scheme.

Keywords: Circular Logistics System, Recycling, Optimal Policy, Optimal Control





