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TERMEL¶ESI-K¶ESZLETEZ¶ESI FOLYAMATOK OPTIM¶ALIS
IR¶ANY¶IT¶ASA EGY VISSZUTAS LOGISZTIKAI

MODELLBEN1

DOBOS IMRE { KLAUS-PETER KISTNER { ZSIROS ¶AD¶AM J¶ANOS
BME KÄozgazdas¶agtan Tansz¶ek { UniversitÄat Bielefeld

Az egy term¶ekre vonatkoz¶o visszutas logisztikai modellek k¶et k¶eszletrakt¶arral
¶es h¶arom tev¶ekenys¶eggel rendelkeznek: termel¶es, ¶ujrahasznos¶³t¶as ¶es hullad¶ek-
¶artalmatlan¶³t¶as. Az ilyen termel¶esi-k¶eszletez¶esi rendszerek c¶elja a kÄolts¶egek
minimaliz¶al¶asa. A visszutas logisztikai rendszerek m¶asodlagos c¶elja, hogy a
visszakÄuldÄott ¶es ¶ujrafelhaszn¶alhat¶o haszn¶alt term¶ekekb}ol min¶el tÄobbet hasz-
nos¶³tsanak ¶ujra: alak¶³tsanak ¶at ¶uj term¶ekk¶e. A kÄolts¶egek k¶eszlet- ¶es ter-
mel¶esi kÄolts¶egekb}ol ¶allnak. A k¶eszletkÄolts¶egek line¶arisak, m¶³g a termel¶esi
kÄolts¶egek ¶altal¶aban konvexek. A kutat¶asban vizsg¶alt modell egy kor¶abban
bemutatott modell [8] ¶altal¶anos¶³t¶asa. Az ¶uj modellben a visszat¶er}o term¶ekek
a kereslet egy egyn¶el kisebb szorz¶oval ¶es ¶alland¶o k¶esleltet¶essel rendelkez}o
r¶esz¶et k¶epezik. A modell a termel¶esen ¶es az ¶ujrahasznos¶³t¶ason k¶³vÄul a hulla-
d¶ek¶artalmatlan¶³t¶asi tev¶ekenys¶egeket is bevezeti. A kutat¶as vizsg¶alja az op-
tim¶alis megold¶asokban el}ofordul¶o dÄont¶esi v¶altoz¶ok viselked¶es¶et, p¶eld¶aul a ter-
mel¶es, az ¶ujrahasznos¶³t¶as, illetve a hullad¶ek¶artalmatlan¶³t¶as szÄuks¶egess¶eg¶enek,
valamint az optim¶alis megold¶as l¶etez¶es¶enek felt¶eteleit. A modell nemcsak a
kÄolts¶egminimaliz¶al¶as lehet}os¶egeit vizsg¶alja, hanem azt is el}orevet¶³ti, hogy ¶al-
lami beavatkoz¶asokkal { p¶eld¶aul a kÄornyezetk¶aros¶³t¶o folyamatok (termel¶es, le-
rak¶as) megad¶oztat¶as¶aval vagy a kÄornyezetbar¶at folyamatok (¶ujrahasznos¶³t¶as)
ÄosztÄonz¶es¶evel { eltolhat¶o a gazdas¶agi optimum egy fenntarthat¶obb ir¶anyba.
A kutat¶as c¶elja a hullad¶ekkÄorforg¶ast szeml¶eltet}o modell tulajdons¶againak
felt¶ar¶asa az eml¶³tett esetekre vonatkoz¶oan. A tanulm¶any numerikus p¶eld¶akon
keresztÄul illusztr¶alja a modell m}ukÄod¶es¶et, ¶es r¶avil¶ag¶³t annak gyakorlati je-
lent}os¶eg¶ere, p¶eld¶aul a REpont visszav¶alt¶asi rendszerben.

Kulcsszavak : ¶ujrahasznos¶³t¶as, visszutas logisztika, optim¶alis politika, op-
tim¶alis ir¶any¶³t¶as

1 Bevezet¶es

A visszutas logisztik¶anak sz¶amtalan de¯n¶³ci¶oja l¶etezik. A kÄovetkez}okben a
visszutas logisztik¶an olyan termel¶esi-k¶eszletez¶esi rendszert ¶ertÄunk, ahol az ¶uj
nyersanyagokb¶ol tÄort¶en}o ¶uj k¶eszterm¶ek el}o¶all¶³t¶asa mellett a haszn¶alt term¶e-
keket olyan ¶uj, ¶ujra felhaszn¶alhat¶o term¶ekekk¶e alak¶³tj¶ak ¶at, amelyek azt¶an
¶ujk¶ent ¶ert¶ekes¶³thet}ok a piacon. Ez a termel¶esi tev¶ekenys¶eg az¶altal, hogy

1Be¶erkezett 2024. november 29. DOI: https://doi.org/10.15170/SZIGMA.56.1267. E-
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a piacr¶ol visszakerÄult term¶ekeket ¶ujra haszn¶alhat¶o ¶allapotba hozza, f¶ekezi a
term¶eszeti er}oforr¶asok kitermel¶es¶et ¶es ¶atalak¶³t¶as¶at, ez¶altal olyan er}oforr¶asokat
takar¶³t meg, amelyek a jÄov}o nemzed¶ekek sz¶am¶ara is rendelkez¶esre ¶allnak. A
visszutas logisztikai rendszerek gyakorlati alkalmaz¶asa szempontj¶ab¶ol kiemel-
ked}o jelent}os¶eg}u, hogy a kÄulÄonbÄoz}o tev¶ekenys¶egek kÄolts¶egei { mint p¶eld¶aul
a termel¶es, ¶ujrahasznos¶³t¶as, hullad¶ek¶artalmatlan¶³t¶as vagy rakt¶aroz¶as { egy-
ar¶ant a fogyaszt¶okat ¶es az Äuzemeltet}oket terhelik. Azonban ¶allami beavatko-
z¶asok, p¶eld¶aul ad¶ok vagy t¶amogat¶asok r¶ev¶en ezek a kÄolts¶egek befoly¶asolhat¶ok,
ami lehet}ov¶e teszi a gazdas¶agi optimum kÄornyezetbar¶at ir¶anyba tÄort¶en}o el-
tol¶as¶at.

A szakirodalomban h¶aromf¶ele egyterm¶ekes, determinisztikus visszutas lo-
gisztikus modell ismert. E modellek kÄozÄul az els}o az optim¶alis rendel¶esi t¶e-
telnagys¶ag (EOQ) modellek k¶et rakt¶arral rendelkez}o kiterjeszt¶es¶enek tekint-
het}o, ahol a piacon ¶ujk¶ent ¶ert¶ekes¶³tett ¶es a fogyaszt¶asi folyamatb¶ol visszavett
term¶ekeknek egy-egy rakt¶ara van ([4], [10], [11], [12], [13], [16] ¶es [18]). A
keresleti ¶es megt¶erÄul¶esi r¶at¶ak ezekben a modellekben ismertek. Ezek a model-
lek arra a k¶erd¶esre keresik a v¶alaszt, hogy milyen t¶etelm¶eretet kell alkalmaz-
ni a termel¶eshez ¶es az ¶ujratermel¶eshez. Az ilyen modellek felt¶etelezik, hogy
a termel¶esi ¶es az ¶ujrafeldolgoz¶asi t¶etelm¶eretek kÄulÄon-kÄulÄon egyenl}oek. Az
optim¶alis politika, azaz a kÄolts¶egminimaliz¶al¶o termel¶esi ¶es ¶ujrahasznos¶³t¶asi
t¶etelm¶eretek meghat¶aroz¶asa m¶eg nem ismert [7].

Egy m¶asik alkalmaz¶as a dinamikus t¶etelm¶eret Wagner-Within modellje
([14], [15]). Ez a modell is ugyanazt az eredm¶enyt adja, mint az EOQ-n
alapul¶o modellek, azaz egy id}oszakban vagy termel¶es vagy ¶ujrahasznos¶³t¶as
van. Az optim¶alis megold¶as a Bellman-f¶ele dinamikus programoz¶asi algo-
ritmuson alapul. Az optim¶alis megold¶ashoz j¶o kÄozel¶³t¶eseket lehet kapni az
EOQ-n alapul¶o termel¶esi-k¶eszletez¶esi modellekkel.

A harmadik alkalmaz¶asi ir¶any a folytonos idej}u termel¶esi-k¶eszletez¶esi mo-
delleken alapul. A kÄolts¶egek ekkor k¶et csoportra bonthat¶ok: termel¶esi, il-
letve k¶eszlettart¶asi kÄolts¶egek. A k¶et rakt¶ar t¶arol¶o, illetve ¶araml¶asi formul¶ai
a k¶eszletm¶erleg egyenletei. Eddig m¶elyrehat¶oan vizsg¶alt¶ak a line¶aris model-
leket, ¶es a rendszer egyszer}us¶ege miatt kÄonnyen ¶ertelmezhet}o megold¶asok
szÄulettek ([5], [9]). Konvex termel¶esi kÄolts¶egekkel rendelkez}o Arrow-Karlin-
modelleket is elemeztek ([3], [8]). Egy m¶asik csoportba tartozik a kvadratikus
kÄolts¶eg}u Holt-Modigliani-Muth-Simon (HMMS) modellen alapul¶o alkalmaz¶as
[2].

E modellek elm¶eleti megkÄozel¶³t¶esei mellett fontos megvizsg¶alni azok gya-
korlati jelent}os¶eg¶et is. A kÄolts¶egminimaliz¶al¶o politik¶ak kialak¶³t¶asa sor¶an az
¶allami ÄosztÄonz}ok kulcsszerepet j¶atszhatnak a kÄornyezetk¶aros¶³t¶o tev¶ekenys¶egek
(p¶eld¶aul termel¶es ¶es hullad¶eklerak¶as) visszaszor¶³t¶as¶aban, illetve a kÄornyezet-
bar¶at folyamatok, p¶eld¶aul az ¶ujrahasznos¶³t¶as el}omozd¶³t¶as¶aban. A jelen ta-
nulm¶any egy ¶altal¶anos¶³tott modellt mutat be, amely ezeket a lehet}os¶egeket
is ¯gyelembe veszi.

Jelen tanulm¶any c¶elja egy Arrow-Karlin-t¶³pus¶u visszutas logisztikai mo-
dell elemz¶ese. A le¶³rand¶o modell egy kor¶abban kÄozz¶etett modell k¶et t¶enyez}ovel
tÄort¶en}o kiterjeszt¶ese [8]. A kiterjeszt¶es egyik t¶enyez}oje a kÄovetkez}o: a ter-
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mel¶es ¶es az ¶ujrahasznos¶³t¶as mellett bevezetjÄuk a hullad¶ek¶artalmatlan¶³t¶asi te-
v¶ekenys¶eget is, ¶³gy optim¶alis szab¶alyoz¶asi modellÄunk a kor¶abbi kett}o helyett
m¶ar h¶arom szab¶alyoz¶ov¶altoz¶oval rendelkezik. A kiterjeszt¶es m¶asik eleme a
visszav¶alt¶asi/visszahozatali fÄuggv¶eny a kereslet egyn¶el kisebb ¶ert¶ekkel tÄort¶en}o
szorz¶asa. Ezen felÄul de¯ni¶alunk egy ¯x k¶esleltet¶est, mert a visszagy}ujt¶esi
folyamat id}ot vesz ig¶enybe: a mi felt¶eteleink szerint ez ¶³rja le a k¶esleltet¶est. A
kutat¶as sor¶an megvizsg¶aljuk a termel¶es, az ¶ujrahasznos¶³t¶as, illetve a hullad¶ek-
¶artalmatlan¶³t¶as szÄuks¶egess¶eg¶enek, valamint az optim¶alis megold¶as l¶etez¶es¶enek
felt¶eteleit kÄulÄonbÄoz}o esetekre (kÄulÄonbÄoz}o k¶eszlettart¶asi felt¶etelekre) vonatko-
z¶oan.

A vizsg¶alt modell kÄulÄonÄosen relev¶ans lehet az olyan gyakorlati rendszerek
elemz¶es¶eben, mint p¶eld¶aul a REpont visszav¶alt¶asi rendszer, ahol a fogyaszt¶ok
¶altal ¯zetett bet¶etd¶³j (p¶eld¶aul palackonk¶ent 50 forint) ¶es annak visszat¶er¶³t¶ese
kÄozvetlen hat¶assal van az ¶ujrahasznos¶³t¶asi ar¶anyokra. Az ilyen rendszerek
m}ukÄod¶ese sor¶an az Äuzemeltet}o ¶altal viselt kÄolts¶egek { rakt¶aroz¶as, ¶ujrahasz-
nos¶³t¶as { optimaliz¶al¶asa, valamint az ¶allami t¶amogat¶asok hat¶as¶anak model-
lez¶ese kritikus szerepet j¶atszhat a fenntarthat¶o m}ukÄod¶es biztos¶³t¶as¶aban. A
tanulm¶any tov¶abbi c¶elja, hogy bemutassa a kÄolts¶egminimaliz¶al¶as m¶odszereit
egy ¶altal¶anos¶³tott visszutas logisztikai modell alapj¶an, valamint r¶avil¶ag¶³tson
arra, hogy az ¶allami szab¶alyoz¶asok hogyan befoly¶asolhatj¶ak a modellben
szerepl}o tev¶ekenys¶egek kÄolts¶egszerkezet¶et. A bemutatott modell teh¶at nem
csak elm¶eleti jelent}os¶eg}u, hanem alapot teremt a kÄornyezettudatos logisztikai
rendszerek fejleszt¶es¶ehez ¶es optimaliz¶al¶as¶ahoz is.

A cikk a kÄovetkez}ok¶eppen ¶epÄul fel. A modell a 2. fejezetben kerÄul bemu-
tat¶asra. A harmadik fejezetben egy ,,visszutas" Arrow-Karlin modellt mu-
tatunk be. A 4. fejezet a modell n¶eh¶any jellemz}oj¶et mutatja be. Ezut¶an az
optimalit¶as szÄuks¶eges ¶es el¶egs¶eges felt¶eteleit mutatjuk be, majd megadjuk a
modell megold¶as¶at a termel¶esre, az ¶ujrahasznos¶³t¶asra ¶es a hullad¶ek¶artalmat-
lan¶³t¶asra, valamint a k¶eszlet alakul¶as¶at mindk¶et rakt¶arra vonatkoz¶oan. A 6.
¶es 7. fejezetek egy Arrow-Karlin-t¶³pus¶u el}oremen}o algoritmust ismertetnek
az optim¶alis megold¶as kisz¶am¶³t¶as¶ara. A 8. fejezet bemutatja az optim¶alis
megold¶ast adott adatokra, v¶egÄul pedig Äosszefoglaljuk az eredm¶enyeket.

2 A modell

Egy k¶et k¶eszlettel (rakt¶arral) rendelkez}o visszutas logisztikai modellt vizsg¶a-
lunk folyamatos hullad¶ek¶artalmatlan¶³t¶assal. A modellben a param¶eterek ¶es
fÄuggv¶enyek a kÄovetkez}ok:

T : a vizsg¶alt id}ointervallum hossza,

h1: fajlagos k¶eszletez¶esi kÄolts¶eg az els}o rakt¶arban,

h2: fajlagos k¶eszletez¶esi kÄolts¶eg a m¶asodik rakt¶arban,

S(t): a kereslet m¶ert¶eke, folytonosan di®erenci¶alhat¶o fÄuggv¶eny,

R(t): a haszn¶altterm¶ek-visszahozatal m¶ert¶eke, folytonosan diffe-
renci¶alhat¶o fÄuggv¶eny,
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Fm(Pm(t)): a termel¶es (gy¶art¶as) kÄolts¶egfÄuggv¶enye; konvex, monoton nÄo-
veked}o, k¶etszer folytonosan di®erenci¶alhat¶o fÄuggv¶eny,

Fr(Pr(t)): az ¶ujrahasznos¶³t¶as kÄolts¶egfÄuggv¶enye; konvex, monoton nÄo-
veked}o, k¶etszer folytonosan di®erenci¶alhat¶o fÄuggv¶eny,

Fd(Pd(t)): a hullad¶ek¶artalmatlan¶³t¶as kÄolts¶egfÄuggv¶enye; konvex, mono-
ton nÄoveked}o, k¶etszer folytonosan di®erenci¶alhat¶o fÄuggv¶eny.

DÄont¶esi v¶altoz¶ok:

I1(t): rakt¶ark¶eszlet szintje az els}o rakt¶arban,
I2(t): rakt¶ark¶eszlet szintje a m¶asodik rakt¶arban,
Pr(t): ¶ujrahasznos¶³t¶as m¶ert¶eke,
Pm(t): termel¶es (gy¶art¶as) m¶ert¶eke,
Pd(t): hullad¶ek¶artalmatlan¶³t¶as m¶ert¶eke.

Kezdeti felt¶etelek:

I1(0): kezdeti rakt¶ark¶eszlet szintje az els}o rakt¶arban,
I2(0): kezdeti rakt¶ark¶eszlet szintje a m¶asodik rakt¶arban.

A modell anyag- ¶es kÄolts¶eg¶araml¶asa az 1. ¶abr¶an l¶athat¶o.

1. ¶abra. A modell anyag- ¶es kÄolts¶eg¶araml¶asa

Fontos megjegyezni, hogy az ¶ujrahasznos¶³t¶as m¶ert¶eke az¶ert lehet dÄont¶esi
v¶altoz¶o, mert nem minden id}opillanatban val¶osul meg 100%-os ¶ujrahasznos¶³-
t¶as. Ennek oka, hogy a 2. rakt¶ar arra alkalmas, hogy a visszahozott term¶e-
keket t¶arolja, hogy k¶es}obbi id}opillanatban val¶osuljon meg az ¶ujrahasznos¶³t¶as
(amikor gazdas¶agilag meg¶eri). Ez tÄobbek kÄozÄott akkor fordulhat p¶eld¶aul el}o,

Fm(Pm(t))

termelés

Pm(t) h1I1(t)

raktár
1.

S(t)
üzlet

R(t)

h2I2(t)

raktár
2.

Pr(t)
újrahasznosítás

Fr(Pr(t))

Pr(t)

Pd(t)

ártalmatlanítás

Fd(Pd(t))
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ha az 1. rakt¶ar k¶eszlettart¶asi kÄolts¶egei magasabbak, mint a 2. rakt¶ar ese-
t¶eben, valamint az 1. rakt¶arban van elegend}o k¶eszterm¶ek. Azonban el}ofor-
dulhat olyan eset is, hogy a term¶ek egy¶altal¶an nem kerÄul ¶ujrahasznos¶³t¶asra,
hanem hullad¶eklerak¶oba kerÄul. KÄornyezetv¶edelmi szempontb¶ol az ilyen ese-
teket c¶elszer}u gazdas¶agi ÄosztÄonz}ok seg¶³ts¶eg¶evel elkerÄulni. Az¶ert van teh¶at
szÄuks¶eg arra, hogy mind az ¶ujrahasznos¶³t¶as, mind a lerak¶as dÄont¶esi v¶altoz¶o
legyen, mivel egym¶ast¶ol fÄuggetlenÄul val¶osul meg a visszahozott term¶ekek t¶a-
rol¶asa, ¶ujrahasznos¶³t¶asa ¶es lerak¶asa (¶artalmatlan¶³t¶asa) hullad¶eklerak¶oban.

A modell az al¶abbi alakban ¶³rhat¶o fel:

Z T

0

h1I1(t) + h2I2(t) + Fm(Pm(t)) + Fr(Pr(t)) + Fd(Pd(t)) dt ! min ; (1)

ahol
_I1(t) = Pm(t) + Pr(t) ¡ S(t) ; I1(0) = I10

_I2(t) = ¡Pr(t) ¡ Pd(t) + R(t) ; I2(0) = I20

(2)

I1(t) ¸ 0 ;

I2(t) ¸ 0 ;
(3)

Pm(t) ¸ 0 ;

Pr(t) ¸ 0 ;

Pd(t) ¸ 0 :

(4)

A kÄovetkez}o fejezetben az Arrow-Karlin-modell egy speci¶alis alakj¶at vizs-
g¶aljuk. Az Arrow-Karlin-modell egy termel}o egys¶eg kibocs¶at¶asi oldal¶at veszi
¯gyelembe, ¶es ismert kereslet eset¶en vizsg¶alja a termel¶esi mennyis¶egeket (a
termel¶esi strat¶egi¶at). Az Arrow-Karlin-modell kÄovetkez}o fejezetben vizsg¶alt
alakja input-modellk¶ent kezelhet}o: ismert a beszerz¶esi mennyis¶eg, ¶es keresÄunk
egy kÄolts¶egoptimaliz¶alt fogyaszt¶asi r¶at¶at.

3 A ,,visszutas" Arrow-Karlin modell

Egy m¶odos¶³tott Arrow-Karlin modellt fogunk megoldani. Az Arrow-Karlin-
modell felt¶etelez¶ese az, hogy a v¶allalat az¶ert termel (be¶araml¶asi (input) v¶al-
toz¶o), hogy egy ismert keresletet (ki¶araml¶asi (output) v¶altoz¶o) kiel¶eg¶³tsen.
A visszutas logisztikai rendszerekben a be¶araml¶as (a term¶ekek visszakÄuld¶ese)
ismert, a ki¶araml¶as (¶ujrahasznos¶³t¶as) pedig dÄont¶esi v¶altoz¶o. A 2. ¶abra a
,,visszutas" Arrow-Karlin-modell sematikus folyamat¶abr¶aj¶at mutatja be.

2. ¶abra. Anyag- ¶es kÄolts¶eg¶araml¶as a ,,ford¶³tott" Arrow{Karlin-modellben

R(t)

h2I2(t)

raktár
2.

Pr(t)
újrahasznosítás

Fr(Pr(t))
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Ha felt¶etelezzÄuk, hogy a k¶eszletez¶esi kÄolts¶egek line¶arisak, ¶es az ¶ujrahaszno-
s¶³t¶as kÄolts¶egei konvexek, akkor a kÄovetkez}o termel¶esi (hullad¶ek¶artalmatlan¶³t¶a-
si)-k¶eszletez¶esi probl¶ema meghat¶arozhat¶o { felt¶etelezve, hogy a h2 k¶eszletez¶esi
kÄolts¶eg ¶es az I2(t) k¶eszletszint nemnegat¶³v:

Z T

0

h2I2(t) + Fr(Pr(t)) dt ! min ; (5)

ahol
_I2(t) = ¡Pr(t) + R(t); I2(0) = I20 ; (6)

I2(t) ¸ 0 ;

Pr(t) ¸ 0 :
(7)

Ebben a form¶aj¶aban a probl¶ema az (1){(4) modell r¶eszmodellje, azzal a
felt¶etelez¶essel, hogy a hullad¶ek¶artalmatlan¶³t¶as nem relev¶ans a dÄont¶eshozatali
folyamatban. Az R(t) visszahozatali mennyis¶eg egy folytonos, k¶etszer diffe-
renci¶alhat¶o fÄuggv¶eny.

Ez egy konvex optim¶alis szab¶alyoz¶asi probl¶ema, ahol az ¶allapotv¶altoz¶o
a k¶eszletszint, a szab¶alyoz¶o-v¶altoz¶o pedig az ¶ujrahasznos¶³t¶as m¶ert¶eke. A
Pontrjagin-f¶ele maximumelv seg¶³ts¶eg¶evel oldjuk meg a probl¶em¶at ([6], [17]).
Ehhez az al¶abbi k¶et ¶uj v¶altoz¶ot vezetjÄuk be:

Ã(t): a Hamilton-fÄuggv¶enyben szerepl}o adjung¶alt v¶altoz¶o,
¸(t): az ¶allapotv¶altoz¶o Lagrange-multiplik¶atora.

A probl¶ema Hamilton-fÄuggv¶enye a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o fel

H(I2(t); Pr(t); Ã(t); t) =

= ¡h2I2(t) + Fr(Pr(t)) + Ã(t)[¡Pr(t) + R(t)] :
(8)

A visszutas logisztikai probl¶ema egy olyan optim¶alis szab¶alyoz¶asi probl¶e-
ma, amely tiszt¶an ¶allapotv¶altoz¶oi korl¶atoz¶asokkal rendelkezik. Az optimali-
t¶as szÄuks¶eges ¶es el¶egs¶eges felt¶eteleinek meghat¶aroz¶as¶ahoz szÄuks¶egÄunk van a
Lagrange-fÄuggv¶enyre:

L(I2(t); Pr(t); Ã(t); ¸(t); t) =

= ¡h2I2(t) + Fr(Pr(t)) + Ã(t)[¡Pr(t) + R(t)] + ¸(t)I2(t) :
(9)

A probl¶ema konvexit¶asa miatt az optimalit¶as szÄuks¶eges felt¶etelei el¶egs¶egesek
is:

a) _Ã(t) = h2 ¡ ¸(t),

b) maxPr(t)¸0f¡Ã(t)Pr(t) ¡ Fr(Pr(t))g = ¡Ã(t)P¤
r (t) ¡ Fr(P

¤
r (t)), azaz

P¤
r (t) =

½
0; ha ¡Ã(t) · F 0

r(0)

[F 0
r(t)]

¡1(¡Ã(t)); ha ¡Ã(t) = F 0
r(P

¤
r (t)) > F 0

r(0),

c)
¸(t)I¤

2 (t) = 0

¸(t) ¸ 0

¾
8t 2 [0; T ],
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d) Ã(T )I¤
2 (t) = 0; Ã(T ) ¸ 0,

ahol ¤ az optim¶alis dÄont¶esi v¶altoz¶ok jelÄol¶es¶ere szolg¶al. A kÄulÄonbs¶eg az Arrow-
Karlin-modellhez k¶epest az, hogy itt az ¶ujrahasznos¶³t¶as m¶ert¶eke monoton
csÄokken}o.

Az optim¶alis megold¶as vizsg¶alata kapcs¶an megeml¶³tjÄuk, hogy a k¶eszlet-
szintet vizsg¶alva k¶et esetet kÄulÄonbÄoztethetÄunk meg: pozit¶³v, illetve null¶aval
egyenl}o.

1. eset. I¤
2 (t) > 0; ¸(t) = 0

Ebben az esetben az a) ¶es b) felt¶etelek a kÄovetkez}o alakot veszik fel { felt¶ete-
lezve, hogy az ¶ujrahasznos¶³t¶as m¶ert¶eke pozit¶³v:

_Ã(t) = h2 (10)

¡Ã(t) = F 0
r(P

¤
r (t)): (11)

A m¶asodik egyenletet deriv¶alva az al¶abbi di®erenci¶alegyenlet ad¶odik:

_P¤
r (t) = ¡ h2

F 00
r (P¤

r (t))
: (12)

Az egyenlet jobb oldala negat¶³v, mivel a sz¶aml¶al¶o pozit¶³v ¶es az ¶ujrahasznos¶³t¶as
kÄolts¶egfÄuggv¶enye konvex. Ennek kÄovetkezt¶eben az ¶ujrahasznos¶³t¶as m¶ert¶eke a
visszutas Arrow-Karlin-modellben monoton csÄokken}o.

2. eset. I¤
2 (t) = 0; P ¤

r (t) = R(t) ¸(t) ¸ 0
Ebben az esetben az a) ¶es b) felt¶etelek a kÄovetkez}o alakot veszik fel:

_Ã(t) = h2 ¡ ¸(t) (13)

¡Ã(t) = F 0
r(R(t)): (14)

A m¶asodik egyenletet deriv¶alva az al¶abbi di®erenci¶alegyenl}otlens¶eg ad¶odik:

¸(t) = F 00
r (R(t)) _R(t) + h2 ¸ 0; (15)

_R(t) ¸ ¡ h2

F 00
r (R(t))

: (16)

Azokon az intervallumokon, ahol az egyenl}otlens¶egek teljesÄulnek, a k¶eszlet-
szint felveheti a nulla ¶ert¶eket.

Elm¶eletileg el}ofordulhat, hogy az ¶ujrahasznos¶³t¶as m¶ert¶eke nulla legyen.
Ebben az esetben a k¶eszletszint pozit¶³v ¶es monoton nÄoveked}o lenne. Ez a
tervez¶esi horizont v¶eg¶en val¶osulhat meg. Megmutatjuk, hogy optim¶alis meg-
old¶as eset¶en az ¶ujrahasznos¶³t¶as m¶ert¶eke mindig pozit¶³v.

1. lemma. Az optim¶alis megold¶asnak nincs olyan intervalluma, amelyre
P ¤

r (t) = 0, ¶es a k¶eszlet z¶ar¶oszintje nulla: I¤
2 (t) = 0.

Bizony¶³t¶as. TegyÄuk fel, hogy van egy olyan [t1; T ] intervallum, ahol az
¶ujrahasznos¶³t¶as m¶ert¶eke nulla, ¶es a k¶eszletszint ismert. A k¶eszletszint mono-
tonit¶asa miatt ¶erv¶enyes a kÄovetkez}o ÄosszefÄugg¶es: 0 · I¤

2 (t1) < I¤
2 (t). A
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k¶eszletszint t1 ¶es T kÄozÄott maxim¶alis, ha az ¶ujrahasznos¶³t¶as m¶ert¶eke nulla.
Ekkor fel tudunk ¶³rni egy alacsonyabb kÄolts¶eggel rendelkez}o ¶ujrahasznos¶³t¶asi
politik¶at:

Pr(t) =

8
>>>><
>>>>:

P ¤
r (t); ha t 2 [0; t1)

P r = max
Pr>0

n
Pr j I¤

2 (t1) ¡
Z t

t1

Pr(¿) d¿ +

+

Z t

t1

R(¿) d¿ ¸ 0; t 2 [t1; T ]
o
;

ha t 2 [t1; T ]
(17)

amely eset¶en a k¶eszletszint az al¶abbi:

I2(t) =

8
<
:

I¤
2 (t); ha t 2 [0; t1)

I¤
2 (t1) ¡ P r(t ¡ t1) +

Z t

t1

R(¿) d¿; ha t 2 [t1; T ].
(18)

Az al¶abbiakban azt fogjuk bel¶atni, hogy az ¶uj k¶eszletez¶esi strat¶egia eset¶en
alacsonyabb kÄolts¶egekhez jutunk. Ezt az optim¶alis ¶es az ¶uj, ¶altalunk de¯ni¶alt
kÄolts¶egek kÄulÄonbs¶eg¶enek vizsg¶alat¶aval tesszÄuk meg:

Z T

0

h2I
¤
2 (t) + Fr(P

¤
r (t)) dt ¡

Z T

0

h2I2(t) + Fr(Pr(t)) dt =

=

Z T

t1

h2I
¤
2 (t) + Fr(0) dt ¡

Z T

t1

h2I2(t) + Fr(P r) dt;

(19)

ahol az egyenlet jobb oldal¶an tal¶alhat¶o kifejez¶es az Fr(Pr) konvex tulajdon-
s¶ag¶at felhaszn¶alva a kÄovetkez}o kifejez¶essel alulbecsÄulhet}o:

Z T

t1

h2I
¤
2 (t) + Fr(0) dt ¡

Z T

t1

h2I2(t) + Fr(P r) dt ¸

¸
Z T

t1

h2(I
¤
2 (t) ¡ I2(t)) + F 0

r(P r)(0 ¡ P r) dt :

(20)

A (20) egyenletben a k¶eszletek kÄulÄonbs¶ege megegyezik a P r ¶ujrahasznos¶³t¶as
,,elmarad¶asa" miatti kÄulÄonbÄozettel:

Z T

t1

h2(I
¤
2 (t) ¡ I2(t)) + F 0

r(P r)(0 ¡ P r) dt =

=

Z T

t1

h2P r(t ¡ t1) dt ¡ F 0
r(P r)P r(T ¡ t1) =

= h2P r
T 2 ¡ t21

2
¡ h2P rt1(T ¡ t1) ¡ F 0

r(P r)P r(T ¡ t1) =

=
³
h2

T ¡ t1
2

¡ F 0
r(P r)

´
P r(T ¡ t1) :

(21)

A (20) egyenletben az integr¶al utols¶o tagja fel¶³rhat¶o az al¶abbi m¶odon:

Z T

t1

F 0
r(P r)(0 ¡ P r) dt = F 0

r(P r)

Z T

t1

(0 ¡ R(t)) ¡ (P r ¡ R(t)) dt ; (22)
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¶³gy a (20) egyenlet a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o fel

Z T

t1

h2(I
¤
2 (t) ¡ I2(t)) + F 0

r(P r)(0 ¡ P r) dt =

=

Z T

t1

h2(I
¤
2 (t) ¡ I2(t)) dt + F 0

r(P r)(I
¤
2 (T ) ¡ I2(T )) > 0 :

(23)

Az utols¶o integr¶al pedig nagyobb, mint nulla, teh¶at bebizony¶³tottuk az els}o
¶all¶³t¶ast, azaz a hullad¶ek-¶ujrahasznos¶³t¶as m¶ert¶eke nem lehet nulla egy in-
tervallumon. Ha a v¶egk¶eszlet szintje az optim¶alis megold¶asn¶al nem lenne
nulla, akkor mindig tal¶alhat¶o egy jobb (kÄolts¶eghat¶ekonyabb) megold¶as, teh¶at
a lemma m¶asodik t¶etel¶et is bizony¶³tottuk. 2

ÄOsszefoglalva, a ,,visszutas" Arrow-Karlin-modell ugyanazokkal a tulaj-
dons¶agokkal rendelkezik, mint az ,,egyenes" modell. A kÄulÄonbs¶eg az, hogy
ebben az esetben az ¶ujrahasznos¶³t¶asi r¶ata mindig pozit¶³v ¶es monoton csÄokken}o.
Az optim¶alis megold¶ashoz hasonl¶o, Arrow ¶es Karlin ¶altal javasolt [14] el}ore-
men}o algoritmus konstru¶alhat¶o.

4 A modell jellemz}oi

Az (1){(4) egyenletek megold¶asa el}ott megadjuk a modell n¶eh¶any jellemz}oj¶et.

2. lemma. Ha I10 ¡
R T

0 S(t) dt ¸ 0, akkor a kereslet kiel¶eg¶³t¶es¶ehez nincs
szÄuks¶eg termel¶esre ¶es ¶ujrahasznos¶³t¶asra: P¤

m(t) = 0, P ¤
r (t) = 0, 8t 2 [0; T ],

¶es az Äosszes visszakÄuldÄott term¶eket ¶artalmatlan¶³tjuk (kidobjuk): I¤
2 (T ) = 0.

Bizony¶³t¶as. Ha I10 ¡ R T

0
S(t) dt ¸ 0, akkor az 1. rakt¶ar k¶eszletszintje a

termel¶essel ¶es ¶ujrahasznos¶³t¶assal megn}o, teh¶at optim¶alis, ha nem termelÄunk
¶es nem hasznos¶³tunk ¶ujra. Ahhoz, hogy optim¶alis megold¶ast kapjunk az
(1){(4) probl¶em¶akra, egy az (5){(7) probl¶em¶akhoz hasonl¶o egyenletrendszert
kell megoldanunk. Az 1. lemma eredm¶enyeit alkalmazva azt az eredm¶enyt
kapjuk, hogy a m¶asodik rakt¶arban a z¶ar¶o k¶eszletszint nulla: ez a lemma
t¶etele. 2

A 2. lemma ¶ugy ¶ertelmezhet}o, hogy az Äosszes visszavitt term¶ek ¶artalmat-
lan¶³t¶asra kerÄul, ha a kezdeti k¶eszletszint elegend}o a kereslet kiel¶eg¶³t¶es¶ere a
tervez¶esi horizonton keresztÄul.

3. lemma. Ha I10 ¡ R T

0
S(t) dt < 0, akkor az 1. ¶es 2. rakt¶arban a z¶ar¶o

k¶eszletszint nulla: I¤
1 (T ) = 0, I¤

2 (T ) = 0.

Bizony¶³t¶as. TegyÄuk fel, hogy a termel¶es, az ¶ujrahasznos¶³t¶as ¶es a hul-
lad¶ek¶artalmatlan¶³t¶as probl¶em¶aja megoldott, ¶es az optim¶alis megold¶asn¶al a
k¶eszletszintek nagyobbak null¶an¶al:

I¤
1 (T ) = I10 +

Z T

0

P¤
m(¿) + P¤

r (¿) d¿ ¡
Z T

0

S(¿) d¿ > 0 (24)
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I¤
2 (T ) = I20 ¡

Z T

0

P¤
r (¿) + P ¤

d (¿) d¿ +

Z T

0

R(¿) d¿ > 0 : (25)

Megmutatjuk, hogy ebben az esetben olyan megold¶ast lehet tal¶alni, amely-
hez alacsonyabb kÄolts¶egek t¶arsulnak. El}oszÄor az 1-es rakt¶ar k¶eszletszintj¶et
vizsg¶aljuk. Ha a v¶egs}o k¶eszletszint pozit¶³v, akkor v¶alaszthatunk egy olyan t1
id}opillanatot, amelyre

I1(t) = I¤
1 (t1) ¡

Z t

t1

S(¿) d¿ > 0 (26)

¶es

I1(T ) = I¤
1 (t1) ¡

Z T

t1

S(¿) d¿ = 0 : (27)

Az ¶uj strat¶egia a nemtermel¶es ¶es a nem-¶ujrahasznos¶³t¶as a [t1; T ] intervallu-
mon. Ez az ¶uj strat¶egia alacsonyabb k¶eszletez¶esi, termel¶esi ¶es ¶ujrahasznos¶³t¶asi
kÄolts¶egekkel j¶ar.

Vizsg¶aljuk meg most a 2. rakt¶art. A [t1; T ] intervallumon k¶esz¶³thetÄunk
egy ¶uj selejtez¶esi strat¶egi¶at, ahogyan azt az 1. lemm¶aban is megtettÄuk:

Pd(t) = max
P>0

n
P j I¤

2 (t1)¡
Z t

t1

P (t¡t1) d¿ +

Z t

t1

R(¿) d¿ ¸ 0; t 2 [t1; T ]
o

= P ;

(28)
¶es a k¶eszletszintek ehhez a strat¶egi¶ahoz

I2(t) = I¤
2 (t1) ¡

Z t

t1

P (t ¡ t1) d¿ +

Z t

t1

R(¿) d¿; t 2 [t1; T ]; (29)

¶es

I2(T ) = I¤
2 (t1) ¡

Z T

t1

P (T ¡ t1) d¿ +

Z T

t1

R(¿) d¿ = 0 : (30)

Felt¶etelezzÄuk, hogy ebben az intervallumban nincs ¶ujrahasznos¶³t¶as. A 2. rak-
t¶ar eset¶eben a teljes k¶eszletez¶esi ¶es selejtez¶esi kÄolts¶egek alacsonyabbak, amint
azt az 1. lemma bizony¶³tja. Az 1. ¶es a 2. rakt¶ar Äosszes kÄolts¶egei alacsonyabbak,
¶³gy a v¶egs}o k¶eszletszintek nem lehetnek nagyobbak null¶an¶al. 2

A 2. lemma ¶ertelmez¶ese szerint a 2. rakt¶arat optim¶alis strat¶egia eset¶en ki
kell Äur¶³teni { vagy ¶ujrahasznos¶³t¶assal, vagy hullad¶ek¶artalmatlan¶³t¶assal.

4. lemma. Ha I10 + I20 +
R t

0 [R(¿) ¡ S(¿)] d¿ ¸ 0, 8t 2 [0; T ], akkor a
kereslet kiel¶eg¶³t¶es¶ehez nincs szÄuks¶eg termel¶esre: P¤

m(t) = 0, 8t 2 [0; T ].

Bizony¶³t¶as. TegyÄuk fel, hogy az (1){(4) probl¶ema optim¶alis megold¶asa
ismert. A termel¶esi mennyis¶eg nulla, ha

I10 +

Z t

0

P ¤
r (¿) d¿ ¡

Z t

0

S(¿) d¿ ¸ 0; 8t 2 [0; T ] : (31)

Ha a nemnegativit¶as teljesÄul (az 1. rakt¶arra vonatkoz¶oan), akkor a k¶eszlet-
szintet nÄoveli a termel¶es, ¶³gy az optim¶alis dÄont¶es az, hogy nem termelÄunk.
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A m¶asodik rakt¶ar eset¶eben a nemnegativit¶as felt¶etelez¶ese a kÄovetkez}ok¶eppen
¶³rhat¶o fel

I20 ¡
Z t

0

P ¤
r (¿) d¿ +

Z t

0

R(¿) d¿ ¸
Z t

0

P¤
d (¿) d¿; 8t 2 [0; T ] : (32)

Ha ezt a k¶et egyenl}otlens¶eget ÄosszegezzÄuk, akkor az al¶abbi egyenl}otlens¶eg
ad¶odik:

I10 + I20 +

Z t

0

R(¿) ¡ S(¿) d¿ ¸
Z t

0

P¤
d (¿) d¿ ¸ 0; 8t 2 [0; T ] ; (33)

¶es a lemma ¶all¶³t¶as¶at igazoltuk. 2

A lemma eredm¶enye a kÄovetkez}o: ha a k¶et rakt¶ar indul¶o k¶eszlet¶enek
mennyis¶ege ¶es a visszahozott, ¶ujrahasznos¶³that¶o term¶ekek Äosszege nagyobb,
mint a k¶eszterm¶ekek ir¶anti kereslet, akkor nincs szÄuks¶eg termel¶esre. S}ot, m¶eg
egyszer}ubben fogalmazva: nincs szÄuks¶eg ¶uj term¶ekek el}o¶all¶³t¶as¶ara, mert a
k¶eszterm¶ekek (1. rakt¶ar) indul¶o k¶eszlete ¶es a visszahozott, ¶ujrahasznos¶³that¶o
elemek elegend}oek ahhoz, hogy kiel¶eg¶³ts¶ek a keresletet.

I10 + I20 +

Z t

0

R(t) dt ¸
Z t

0

S(t) dt: (34)

L¶athat¶o, hogy ez az eredm¶eny a 2. lemma fÄuggv¶enye. Ha a 2. lemma felt¶etelei
teljesÄulnek, akkor

¡
I10 ¡

Z t

0

S(t) dt
¢

+
¡
I20 +

Z t

0

R(t) dt
¢

¸ I20 +

Z t

0

R(t) dt > 0 ; (35)

ami azt mutatja, hogy a 4. lemma kÄovetkezik a 2. lemm¶ab¶ol, ford¶³tva viszont
nem. Teh¶at a 2. lemma el¶egs¶eges felt¶etele a 4. lemm¶anak, a 4. lemma viszont
szÄuks¶eges felt¶etele a 2. lemm¶anak.

5. lemma. Ha I10 + I20 +
R T

0 R(¿) ¡ S(¿) d¿ · 0, akkor a modellben a
hullad¶ek¶artalmatlan¶³t¶asi mennyis¶eg ¶ert¶eke nulla: P¤

d (t) = 0, 8t 2 [0; T ].

Bizony¶³t¶as. A 3. lemma alapj¶an kÄovetkezik, hogy

I10 +

Z T

0

P¤
m(¿) d¿ +

Z T

0

P¤
r (¿) d¿ ¡

Z T

0

S(¿) d¿ = 0 (36)

¶es

I20 ¡
Z T

0

P¤
r (¿) d¿ ¡

Z T

0

P ¤
d (¿) d¿ +

Z T

0

R(¿) d¿ = 0 : (37)

Ha a k¶et egyenl}os¶eget ÄosszegezzÄuk, akkor megkapjuk, hogy

I10 + I20 +

Z T

0

P¤
m(¿) d¿ +

Z T

0

R(¿) ¡ S(¿) d¿ =

Z T

0

P¤
d (¿) d¿ : (38)
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Ha a bal oldali kifejez¶es nem nagyobb, mint nulla, akkor a kumul¶alt ¶artal-
matlan¶³tott (¶artalmatlan¶³tott) mennyis¶eg is nulla, ¶³gy a lemma teljesÄul.

2

A lemma ¶ertelmez¶ese szerint az ¶artalmatlan¶³t¶asi tev¶ekenys¶egre nincs szÄuk-
s¶eg, ha a v¶egterm¶ekek ¶es az ¶ujrahasznos¶³tott t¶etelek kezdeti k¶eszletszintjeinek
¶es a kumul¶alt visszahozott t¶eteleknek az Äosszege nem nagyobb, mint a ter-
vez¶esi horizont alatt felhalmozott kereslet, azaz

I10 + I20 +

Z T

0

R(t) dt ·
Z T

0

S(t) dt: (39)

5 A modell megold¶asa

A feladat megold¶as¶ara a Pontrjagin-f¶ele maximumelvet alkalmazzuk ([6], [17]).
Ehhez az al¶abbi ¶uj v¶altoz¶okat vezetjÄuk be:

Ã1; Ã2: az adjung¶alt v¶altoz¶ok,
¸1; ¸2: az ¶allapotv¶altoz¶ok Lagrange-multiplik¶atorai.

A probl¶ema Hamilton-fÄuggv¶enye a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o fel

H(I1(t); I2(t); Pm(t); Pr(t); Pd(t); Ã1(t); Ã2(t); t) =

¡
³

[h1 h2 ]

·
I1(t)
I2(t)

¸
+ Fm(Pm(t)) + Fr(Pr(t)) + Fd(Pd(t))

´
+

+ [Ã1(t) Ã2(t) ]

0
@

·
1 1 0
0 ¡1 ¡1

¸2
4

Pm(t)
Pr(t)
Pd(t)

3
5 +

·¡S(t)
R(t)

¸1
A :

(40)

A visszutas logisztikai probl¶ema egy olyan optim¶alis szab¶alyoz¶asi prob-
l¶ema, amely tiszt¶an ¶allapotv¶altoz¶oi korl¶atoz¶asokkal rendelkezik. Az opti-
malit¶as szÄuks¶eges ¶es el¶egs¶eges felt¶eteleinek meghat¶aroz¶as¶ahoz szÄuks¶egÄunk van
a Lagrange-fÄuggv¶enyre:

L(I1(t); I2(t); Pm(t); Pr(t); Pd(t); Ã1(t); Ã2(t); t) =

¡
³

[h1 h2 ]

·
I1(t)
I2(t)

¸
+ Fm(Pm(t)) + Fr(Pr(t)) + Fd(Pd(t))

´
+

+ [Ã1(t) Ã2(t) ]

0
@

·
1 1 0
0 ¡1 ¡1

¸2
4

Pm(t)
Pr(t)
Pd(t)

3
5 +

·
¡S(t)
R(t)

¸1
A +

+ [ ¸1(t) ¸2(t) ]

·
I1(t)
I2(t)

¸
:

(41)

Az optimalit¶as felt¶etelei az al¶abbiak:

1. t¶etel. Ahhoz, hogy fI¤
1 (t); I¤

2 (t); P¤
m(t); P¤

r (t); P ¤
d (t)g optim¶alis megold¶asa

legyen az (1){(4) probl¶em¶anak, annak szÄuks¶eges ¶es el¶egs¶eges felt¶etele, hogy
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l¶etezzenek olyan folytonos Ã1(t) ¶es Ã2(t) fÄuggv¶enyek, amelyekre minden 0 ·
t · T eset¶en ¶erv¶enyesek a kÄovetkez}ok

·
Ã1(t)
Ã2(t)

¸
6´

·
0
0

¸

(a)
·

_Ã1(t)
_Ã2(t)

¸
=

= ¡@L
¡
I¤
1 (t); I¤

2 (t); P¤
m(t); P¤

r (t); P¤
d (t); Ã1(t); Ã2(t); ¸1(t); ¸2(t); t

¢

@

·
I1(t)
I2(t)

¸ =

=

·
h1

h2

¸
¡

·
¸1(t)
¸2(t)

¸
;

(b)

max·
0
0
0

¸
·

·
Pm(t)
Pr(t)
Pd(t)

¸
©
H

¡
I¤
1 (t); I¤

2 (t); Pm(t); Pr(t); Pd(t); Ã1(t); Ã2(t); t
¢ª

=

= H
¡
I¤
1 (t); I¤

2 (t); P¤
m(t); P¤

r (t); P¤
d (t); Ã1(t); Ã2(t); t

¢
;

ami azt jelenti, hogy

max
0·Pm(t)

©
Ã1(t)Pm(t) ¡ Fm(Pm(t))

ª
= Ã1(t)P

¤
m(t) ¡ Fm(P¤

m(t))

max
0·Pr(t)

©
(Ã1(t) ¡ Ã2(t))Pr(t) ¡ Fr(Pr(t))

ª
=

= (Ã1(t) ¡ Ã2(t))P
¤
r (t) ¡ F¤

r (Pr(t))

max
0·Pd(t)

© ¡ Ã2(t)Pd(t) ¡ Fd(Pd(t))
ª

= ¡Ã2(t)P
¤
d (t) ¡ Fd(P

¤
d (t)) ;

(c)

[ ¸1(t) ¸2(t) ]

·
I¤
1 (t)

I¤
2 (t)

¸
= 0; [¸1(t) ¸2(t) ] ¸ [ 0 0 ] ;

(d)

[Ã1(t) Ã2(t) ]

·
I¤
1 (t)

I¤
2 (t)

¸
= 0; [Ã1(t) Ã2(t) ] ¸ [ 0 0 ] :

A (b) felt¶etelekb}ol egyszer}us¶³thet}o az optim¶alis termel¶esi, ¶ujrahasznos¶³t¶asi
¶es ¶artalmatlan¶³t¶asi mennyis¶eg:

P ¤
m(t) =

½
0; ha Ã1(t) · F 0

m(0)

[F 0
m]¡1(Ã1(t)); ha Ã1(t) = F 0

m(P¤
m(t)) > F 0

m(0),
(42)
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P¤
r (t) =

½
0; ha Ã1(t) ¡ Ã2(t) · F 0

r(0)

[F 0
r ]

¡1(Ã1(t) ¡ Ã2(t)); ha Ã1(t) ¡ Ã2(t) = F 0
r(P

¤
r (t)) > F 0

r(0)
(43)

¶es

P¤
d (t) =

½
0; ha ¡Ã2(t) · F 0

d(0)

[F 0
d]¡1(¡Ã2(t)); ha ¡Ã2(t) = F 0

d(P¤
d (t)) > F 0

d(0).
(44)

Az optimalit¶as szÄuks¶eges ¶es el¶egs¶eges felt¶etelei lehet}ov¶e teszik a k¶erd¶es
megv¶alaszol¶as¶at: ha az ¶ujrahasznos¶³t¶as nem szÄuks¶eges, akkor a 2. lemma
felt¶etele nem ¶erv¶enyesÄul.

6. lemma. Az optim¶alis strat¶egia az ¶ujrahasznos¶³t¶as mell}oz¶ese, ha a ter-
mel¶es ¶es az ¶artalmatlan¶³t¶as hat¶arkÄolts¶egeinek Äosszege optim¶alis termel¶esi ¶es
¶artalmatlan¶³t¶asi mennyis¶eg mellett nem nagyobb, mint az ¶ujrahasznos¶³t¶as
hat¶arkÄolts¶egeinek Äosszege a nulla ¶ert¶ekn¶el.

Bizony¶³t¶as. TegyÄuk fel, hogy az optim¶alis megold¶ast el¶erjÄuk. Ekkor

Ã1(t) · F 0
m(P ¤

m(t)) · max
0·t·T

F 0
m(P¤

m(t)); (45)

¶es
¡ Ã2(t) · F 0

d(P
¤
d (t)) · max

0·t·T
F 0

d(P¤
d (t)): (46)

Ha ezt a k¶et egyenl}otlens¶eget Äosszeadjuk

Ã1(t) ¡ Ã2(t) · max
0·t·T

F 0
m(P ¤

m(t)) + max
0·t·T

F 0
d(P¤

d (t)) · F 0
r(0); (47)

¶³gy az ¶all¶³t¶ast bebizony¶³tottuk. 2

A lemma eredm¶eny¶enek ellen}orz¶es¶enek egyszer}u m¶odja, ha k¶et fÄuggetlen
feladatot oldunk meg azzal a felt¶etelez¶essel, hogy az ¶ujrahasznos¶³t¶as nulla.
A termel¶esre vonatkoz¶o probl¶ema egy klasszikus Arrow-Karlin modell, az
¶artalmatlan¶³t¶asra vonatkoz¶o pedig egy a 3. szakaszban bemutatott ,,visszu-
tas" Arrow-Karlin modell. Ha a kÄolts¶egek Äosszege a maxim¶alis termel¶esi ¶es
¶artalmatlan¶³t¶asi mennyis¶egn¶el nem nagyobb, mint az ¶ujrafeldolgoz¶as hat¶ar-
kÄolts¶ege a null¶an¶al, akkor el¶ertÄuk a probl¶ema minim¶alis kÄolts¶eg}u megold¶as¶at.
Ha nem, akkor alkalmazhatjuk a kÄovetkez}okben bemutatott eredm¶enyeket.

6 Az optim¶alis p¶alya terÄuleti lehat¶arol¶asa

Az optim¶alis p¶alya megalkot¶as¶anak els}o l¶ep¶es¶eben megadjuk a modell terÄuleti
lehat¶arol¶as¶at.

3. eset. I¤
1 (t) > 0; I¤

2 (t) > 0; t 2 [t1; t2]
Ebben az esetben a ¸1(t) ¶es ¸2(t) v¶altoz¶ok ¶ert¶eke nulla. Az adjung¶alt v¶altoz¶ok
di®erenci¶alegyenlet-alakja a kÄovetkez}o:

·
_Ã1(t)
_Ã2(t)

¸
=

·
h1

h2

¸
: (48)
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Felt¶etelezzÄuk, hogy a termel¶esi ¶es az ¶artalmatlan¶³t¶asi mennyis¶eg nagyobb,
mint nulla. Ekkor az optim¶alis mennyis¶egeket a kÄovetkez}ok¶eppen kell kisz¶a-
m¶³tani 2

4
Ã1(t)

Ã1(t) ¡ Ã2(t)
¡Ã2(t)

3
5 =

2
4

F 0
m(P¤

m(t))
F 0

r(P
¤
r (t))

F 0
d(P

¤
d (t))

3
5 : (49)

Ha deriv¶aljuk az egyenleteket, akkor h¶arom di®erenci¶alegyenletet kapunk, ame-
lyek megadj¶ak az optim¶alis megold¶asokat a mennyis¶egekre vonatkoz¶oan.

2
4

_Ã1(t)
_Ã1(t) ¡ _Ã2(t)

¡ _Ã2(t)

3
5 =

2
4

F 00
m(P ¤

m(t)) _P¤
m(t)

F 00
r (P¤

r (t)) _P¤
r (t)

F 00
d (P¤

d (t)) _P¤
d (t)

3
5 ; (50)

vagy

_P ¤
m(t) =

h1

F 00
m(P¤

m(t))
; (51a)

_P¤
r (t) =

h1 ¡ h2

F 00
m(P¤

r (t))
; (51b)

_P ¤
d (t) =

¡h2

F 00
d (P ¤

d (t))
: (51c)

A t1 id}opillanat ¶ert¶ekeinek (kezdeti ¶ert¶ekek) ismeret¶eben a differenci¶alegyen-
letek megoldhat¶ok.

4. eset. I¤
1 (t) = 0; I¤

2 (t) > 0; t 2 [t1; t2]
A ¸1(t) v¶altoz¶o nagyobb, mint nulla, ¶es ¸2(t) egyenl}o null¶aval. Az adjung¶alt
v¶altoz¶ok a kÄovetkez}o di®erenci¶alegyenletek megold¶asai:

·
_Ã1(t)
_Ã2(t)

¸
=

·
h1 ¡ ¸1(t)

h2

¸
: (52)

A kereslet egyenl}o a termel¶esi ¶es az ¶ujrahasznos¶³t¶asi mennyis¶egek Äosszeg¶evel.
Felt¶etelezve az ar¶anyok nemnegativit¶as¶at, az optim¶alis mennyis¶egeket a kÄo-
vetkez}ok¶eppen sz¶am¶³tjuk ki

2
4

Ã1(t)
Ã1(t) ¡ Ã2(t)

¡Ã2(t)

3
5 =

2
4

F 0
m(S(t) ¡ P¤

r (t))
F 0

r(P
¤
r (t))

F 0
d(P¤

d (t))

3
5 ; (53)

ahol
S(t) ¡ P ¤

r (t) = P ¤
m(t) : (54)

Ha az utols¶o egyenletet deriv¶aljuk, k¶et differenci¶alegyenletet kapunk, amelyek
meghat¶arozz¶ak a termel¶es, az ¶ujrahasznos¶³t¶as ¶es az ¶artalmatlan¶³t¶as optim¶alis
mennyis¶egeit.
2
4

_Ã1(t)
_Ã1(t) ¡ _Ã2(t)

¡ _Ã2(t)

3
5 =

2
4

h1 ¡ ¸1(t)
h1 ¡ h2 ¡ ¸1(t)

¡h2

3
5 =

2
4

F 00
m(S(t) ¡ P ¤

r (t))( _S(t) ¡ _P ¤
r (t))

F 00
r (P ¤

r (t)) _P ¤
r (t)

F 00
d (P ¤

d (t)) _P ¤
d (t)

3
5

(55)
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vagy

_P¤
d (t) = ¡ h2

F 00
d (P ¤

d (t))
; (56)

¶es
¸1(t) = (h1 ¡ h2) ¡ F 00

r (P¤
r (t)) _P¤

r (t) =

= h1 ¡ F 00
m(S(t) ¡ P¤

r (t))( _S(t) ¡ _P¤
r (t)) ¸ 0:

(57)

Ez ut¶obbi kifejez¶es a kÄovetkez}o differenci¶alegyenlethez vezet az ¶ujrahasznos¶³t¶asi
mennyis¶egre vonatkoz¶oan

_P¤
r (t) =

F 00
m(S(t) ¡ P¤

r (t)) _S(t) ¡ h2

F 00
m(S(t) ¡ P¤

r (t)) + F 00
r (P¤

r (t))
: (58)

A t1 id}opillanat ¶ert¶ekeinek (kezdeti ¶ert¶ekek) ismeret¶eben a di®erenci¶alegyenlet
megoldhat¶o.

5. eset. I¤
1 (t) > 0; I¤

2 (t) = 0; t 2 [t1; t2]
Ebben az esetben a ¸2(t) v¶altoz¶o nem kisebb null¶an¶al, ¶es ¸1(t) egyenl}o null¶aval.
Az adjung¶alt v¶altoz¶okra vonatkoz¶o di®erenci¶alegyenletek az al¶abbiak:

·
_Ã1(t)
_Ã2(t)

¸
=

·
h1

h2 ¡ ¸2(t)

¸
: (59)

A visszahozatali mennyis¶eg megegyezik az ¶ujrahasznos¶³t¶asi ¶es az ¶artalmatla-
n¶³t¶asi mennyis¶egek Äosszeg¶evel a m¶asodik rakt¶ar eset¶en. Ha felt¶etelezzÄuk, hogy
a termel¶esi, az ¶ujrahasznos¶³t¶asi ¶es az ¶artalmatlan¶³t¶asi mennyis¶egek nagyobbak
null¶an¶al, akkor az optim¶alis mennyis¶egek a kÄovetkez}ok¶eppen sz¶am¶³that¶ok ki:

2
4

Ã1(t)
Ã1(t) ¡ Ã2(t)

¡Ã2(t)

3
5 =

2
4

F 0
m(P¤

m(t))
F 0

r(P
¤
r (t))

F 0
d(R(t) ¡ P ¤

r (t))

3
5 ; (60)

ahol
P¤

d (t) = R(t) ¡ P¤
r (t) : (61)

Ha az utols¶o egyenleteket deriv¶aljuk, akkor k¶et di®erenci¶alegyenletet is ka-
punk, amelyek meghat¶arozz¶ak a mennyis¶egeket.

2
4

_Ã1(t)
_Ã1(t) ¡ _Ã2(t)

¡ _Ã2(t)

3
5 =

2
4

h1

h1 ¡ h2 + ¸2(t)
¡h2 + ¸2(t)

3
5 =

2
4

F 00
m(P¤

m(t)) _P ¤
m(t)

F 00
r (P ¤

r (t)) _P¤
r (t)

F 00
d (R(t) ¡ P¤

r (t))( _R(t) ¡ _P¤
r (t))

3
5

(62)
vagy

_P ¤
m(t) =

h1

F 00
m(P¤

m(t))
; (63)

¶es
¸2(t) = F 00

r (P¤
r (t)) _P¤

r (t) ¡ (h1 ¡ h2) =

= F 00
d (R(t) ¡ P¤

r (t))( _R(t) ¡ _P¤
r (t)) ¡ h1 ¸ 0 :

(64)
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Ez ut¶obbi kifejez¶es adja az ¶ujrahasznos¶³t¶asi mennyis¶eg kÄovetkez}o differenci¶al-
egyenlet¶et

_P¤
r (t) =

F 00
d (R(t) ¡ P ¤

r (t)) _R(t) ¡ h2

F 00
r (R(t) ¡ P¤

r (t))
: (65)

A t1 id}opillanat ¶ert¶ekeinek (kezdeti ¶ert¶ekek) ismeret¶eben a differenci¶alegyenlet
megoldhat¶o.

7 El}orel¶ep}o algoritmus az optim¶alis p¶alya ki-
sz¶am¶³t¶as¶ahoz

Miel}ott ismertetn¶enk az el}orel¶ep}o algoritmust, ki kell z¶arnunk a speci¶alis
eseteket. Ez azt jelenti, hogy ellen}orizni kell a 2., 3., 4., 5. ¶es 6. lemma
teljesÄul¶es¶et. Ha a kiindul¶asi adatokra b¶armelyik lemma teljesÄul, akkor meg-
tal¶altuk az optim¶alis megold¶ast: nincs tov¶abbi teend}onk. Ez¶ert felt¶etelezzÄuk,
hogy egyik lemma sem teljesÄul, ¶³gy elkezdhetjÄuk az algoritmus le¶³r¶as¶at.

Az el}oz}o fejezetek eredm¶enyeit felhaszn¶aljuk az el}orel¶ep}o Arrow-Karlin al-
goritmushoz. Ez azt jelenti, hogy a visszahozott (haszn¶alt) term¶ekeket el}oszÄor
¶uj term¶ekekk¶e kell alak¶³tani. Az algoritmus megegyezik az Arrow ¶es Kar-
lin [1] kutat¶asban le¶³rtakkal, csup¶an itt nÄovekv}o fÄuggv¶enyt kell haszn¶alnunk,
azaz a visszahozatali fÄuggv¶enyt alulr¶ol kell kÄozel¶³teni az ¶ujrahasznos¶³t¶asi fÄugg-
v¶ennyel. Ezut¶an alkalmazhatjuk a klasszikus Arrow-Karlin el}orel¶ep}o algorit-
must az ¶uj term¶ekek ir¶anti kereslet kiel¶eg¶³t¶es¶ere. Az algoritmus teh¶at szaka-
szonk¶enti de¯ni¶al¶assal adhat¶o meg.

Az els}o l¶ep¶esben egy kezdeti megold¶ast v¶alasztunk a rakt¶arak rakt¶aroz¶asi
kÄolts¶egeinek fÄuggv¶eny¶eben. El}oszÄor megoldjuk az (51) di®erenci¶alegyenlete-
ket az al¶abbi kezdeti ¶ert¶ekekkel.

Pm(0) = Pm0 (66a)

Pr(0) = Pr0 (66b)

Pd(0) = [F 0
d]

¡1(F 0
r(Pr0) ¡ F 0

m(Pm0)) = Pd0 : (66c)

A Pd0 kezdeti ¶ert¶ekhez felhaszn¶altuk azt a t¶enyt, hogy a probl¶em¶anak k¶et
adjung¶alt v¶altoz¶oja van, ¶es az adjung¶alt v¶altoz¶o Ã2(0) kezdeti ¶ert¶eke kifejez-
het}o a Ã1(0) ¶es Ã2(0) ¡ Ã1(0) ¶ert¶ekekkel. El}oszÄor is ¶ugy v¶alasztjuk meg az
1. rakt¶arhoz a Pm0 ¶es Pr0 kezdeti ¶ert¶ekeket, hogy legyen olyan id}opillanat,
amelyre az egyenl}os¶eg teljesÄul. Legyen P¤

m (¿; 0; Pm0) a termel¶es optim¶a-
lis megold¶asa a 0 id}opillanatt¶ol kezd}od}oen Pm0 kezdeti ¶ert¶ekkel, hasonl¶oan
P ¤

r (¿; 0; Pr0) ¶es P ¤
d (¿; 0; Pr0), ¿ pedig az id}ov¶altoz¶o. Ekkor

I1(t) = I10 +

Z t

0

P¤
m(¿; 0; Pm0) d¿ +

+

Z t

0

P¤
r (¿; 0; Pr0) d¿ ¡

Z t

0

S(¿) d¿ ¸ 0

8t 2 [0; T ]: (67)
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Ezut¶an teszteljÄuk a 2. rakt¶ar nemnegativit¶as¶at. Ha a 2. rakt¶ar k¶eszlet-
szintje pozit¶³v,

I2(t) = I20 ¡
Z t

0

P¤
d (¿; 0; Pd0) d¿ +

+

Z t

0

R(¿) ¡ P ¤
r (¿; 0; Pr0) d¿ > 0

8t 2 [0; T ]; (68)

akkor ¶uj kezdeti ¶ert¶eket v¶alasztunk Pm0 ¶es Pr0 sz¶am¶ara. Ha l¶etezik olyan id}o-
pillanat, amelyre az egyenl}os¶eg a 2. rakt¶arban teljesÄul, akkor folytathatjuk
az algoritmust a Pm0 ¶es Pr0 kezdeti ¶ert¶ekkel.

A kezdeti termel¶esi, ¶ujrahasznos¶³t¶asi ¶es ¶artalmatlan¶³t¶asi mennyis¶egek meg-
hat¶aroz¶asa ut¶an nem tudunk kÄulÄonbs¶eget tenni azon esetek kÄozÄott, amelyek-
ben a k¶eszlettart¶asi kÄolts¶egek magasabbak. ¶Igy a k¶eszletszinteket ezekhez a
kezdeti ¶ert¶ekekhez a kÄovetkez}ok¶eppen hat¶arozzuk meg:

I1(t) = I10 +

Z t

0

P ¤
m(¿; 0; Pm0) d¿ +

+

Z t

0

P¤
r (¿; 0; Pr0) d¿ ¡

Z t

0

S(¿) d¿ ¸ 0

I2(t) = I20 ¡
Z t

0

P ¤
r (¿; 0; Pr0) d¿ ¡

¡
Z t

0

P ¤
d (¿; 0; Pd0) d¿ +

Z t

0

R(¿) d¿ ¸ 0

8t 2 [0; T ]; (69)

ahol a P¤
m (t; 0; Pm0), P¤

r (t; 0; Pr0) ¶es P¤
d (t; 0; Pd0) fÄuggv¶enyek a differenci¶al-

egyenletek megold¶asai. A Pm0, Pr0 ¶es Pd0 kezdeti ¶ert¶ekek 0 id}opillanatban
ismertek. Kiv¶alasztjuk a legk¶es}obbi t1 id}opillanatot, amelyre az egyik k¶esz-
letszint nulla, de a k¶eszletszintek nem negat¶³vak, azaz vagy I1(t1) = 0, vagy
I2(t1) = 0. Ha ez a kiv¶alasztott id}opillanat a T tervez¶esi id}oszak v¶ege, akkor
el¶ertÄuk az optim¶alis megold¶ast. Ha nem, akkor folytatjuk az algoritmust, ¶es
az optim¶alis megold¶as a [0; t1] intervallumra a kÄovetkez}o

P¤
r (t) = P¤

r (t; 0; Pr0)

P ¤
m(t) = P ¤

m(t; 0; Pm0)

P ¤
d (t) = P ¤

d (t; 0; Pd0)

I¤
1 (t) = I10 +

Z t

0

P ¤
m(¿; 0; Pm0) d¿ +

+

Z t

0

P¤
r (¿; 0; Pr0) d¿ ¡

Z t

0

S(¿) d¿ ¸ 0

I¤
2 (t) = I20 ¡

Z t

0

P ¤
r (¿; 0; Pr0) d¿ ¡

¡
Z t

0

P ¤
d (¿; 0; Pd0) d¿ +

Z t

0

R(¿) d¿ ¸ 0

8t 2 [0; t1]: (70)

A kÄovetkez}o, m¶asodik l¶ep¶esben megkeressÄuk a kÄovetkez}o legk¶es}obbi t2 id}o-
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pontot a [t1; T ] intervallumon, amelyre az al¶abbiak egyike teljesÄul:

I1(t) =

Z t

t2

P¤
m(¿; t2; S(t2) ¡ P¤

r (t2)) d¿ +

+

Z t

t2

P ¤
r (¿; t2; P

¤
r (t2)) d¿ ¡

Z t

t2

S(¿) d¿ ¸ 0

I2(t) = I¤
2 (t2) ¡

Z t

t2

P¤
r (¿; t2; P

¤
r (t2)) d¿ ¡

¡
Z t

t2

P¤
d (¿; t2; Pd(t2)) d¿ +

Z t

t2

R(¿) d¿ ¸ 0

8t 2 [t2; T ]; (71)

vagy

I1(t) = I¤
1 (t1) +

Z t

t2

P ¤
m(¿; t1; P

¤
m(t1)) d¿ +

+

Z t

t2

P¤
r (¿; t2; R(t2)) d¿ ¡

Z t

t2

S(¿) d¿ ¸ 0

I2(t) = ¡
Z t

t2

P¤
r (¿; t2;R(t2)) d¿ ¡

¡
Z t

t2

P¤
d (¿; t2; R(t2) ¡ P¤

r (t2)) d¿ +

Z t

t2

R(¿) d¿ ¸ 0

8t 2 [t2; T ]: (72)

Az optim¶alis megold¶as az els}o esetben a [t1; t2] intervallumon van.

P¤
r (t) = P¤

r (t; t1; S(t1) ¡ P ¤
r (t1))

P¤
m(t) = S(t) ¡ P ¤

r (t)

P¤
d (t) = P¤

d (t; 0; Pd0)

I¤
1 (t) = 0

I¤
2 (t) = I¤

2 (t1) ¡
Z t

t1

P¤
r (¿; t1; S(t1) ¡ P¤

r (t1)) d¿ ¡

¡
Z t

t1

P ¤
d (¿; 0; Pd0) d¿ +

Z t

t1

R(¿) d¿ ¸ 0

8t 2 [t1; t2]; (73)

ahol a P¤
r (t; t1; S(t1) ¡ P ¤

r (t1)) fÄuggv¶eny az (58) egyenlet megold¶asa az S(t1)¡
P ¤

r (t1) kezdeti ¶ert¶ekkel a t1 id}opillanatban, ¶es ebben az esetben

P¤
r (t) = P¤

r (t; t1;R(t) ¡ P¤
r (t1))

P¤
d (t) = R(t) ¡ P¤

r (t)

P¤
m(t) = P¤

m(t; 0; Pm0)

I¤
1 (t) = I¤

1 (t1) +

Z t

t2

P ¤
m(¿; 0; Pm0) d¿ +

+

Z t

t2

P ¤
r (¿; t1; R(t) ¡ P¤

r (t1)) d¿ ¡
Z t

t2

S(¿) d¿

I¤
2 (t) = 0

8t 2 [t1; t2];

(74)
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ahol a P ¤
r (t; t1;R(t1) ¡ P¤

r (t1)) fÄuggv¶eny a (65) egyenlet megold¶asa R(t1) ¡
P ¤

r (t1) kezdeti ¶ert¶ekkel a t1 id}opillanatban.
Mint l¶athatjuk, az utols¶o l¶ep¶esben ellen}oriztÄuk, hogy az egyik k¶eszletszint

nulla-e. Ha a z¶ar¶o k¶eszletszintek null¶ak, akkor az optimumot el¶ertÄuk. Ha
nem, akkor megkeressÄuk a legk¶es}obbi t3 id}opillanatot, amelyn¶el az egyik k¶esz-
letszint nulla, ¶es megism¶eteljÄuk a m¶asodik l¶ep¶est. Ebben az esetben az opti-
m¶alis megold¶as a [t2; t3] intervallumban van.

P¤
r (t) = P¤

r (t; t2; P
¤
r (t2))

P¤
m(t) = P¤

m(t; t2; P
¤
m(t2))

P¤
d (t) = P¤

d (t; t2; P
¤
d (t2))

I¤
1 (t) = I¤

1 (t2) +

Z t

t2

P ¤
m(¿; t2; P

¤
m(t2)) d¿ +

+

Z t

t2

P ¤
r (¿; t2; P

¤
r (t2)) d¿ ¡

Z t

t2

S(¿) d¿ ¸ 0

I¤
2 (t) = I¤

2 (t2) ¡
Z t

t2

P¤
r (¿; t2; P

¤
r (t2)) d¿ ¡

¡
Z t

t2

P ¤
d (¿; t2; P

¤
d (t2)) d¿ +

Z t

t2

R(¿) d¿ ¸ 0

8t 2 [t2; t3]: (75)

Az algoritmus ezen m¶odon tÄort¶en}o folytat¶as¶aval el¶erhetjÄuk az optimumot.

8 Numerikus p¶elda

Ebben a fejezetben egy numerikus p¶eld¶at mutatunk be a modell megold¶as¶ara.
A kÄulÄonbÄoz}o anyagm}uveletek kÄolts¶egeit kvadratikusnak felt¶etelezzÄuk:

Fm(Pm(t)) = amP 2
m(t); (76)

Fr(Pr(t)) = arP
2
r (t); (77)

Fd(Pd(t)) = adP 2
d (t): (78)

A 3. ¶abra a kvadratikus kÄolts¶egfÄuggv¶enyeket szeml¶elteti. Az 1. t¶abl¶azat a
modell speci¯k¶aci¶os param¶etereit mutatja.

Megnevez¶es JelÄol¶es ¶es ¶ert¶ek
Kereslet S(t) = 2 + 2 sin(t)
Visszahozatal R(t) = 0:3 ¢ S(t ¡ 1)
Az 1. rakt¶ar k¶eszletez¶esi kÄolts¶ege h1 = 0:5
A 2. rakt¶ar k¶eszletez¶esi kÄolts¶ege h2 = 0:1
A termel¶es kÄolts¶eg-egyÄutthat¶oja am = 3
Az ¶ujrahasznos¶³t¶as kÄolts¶eg-egyÄutthat¶oja ar = 2
A hullad¶ek¶artalmatlan¶³t¶as kÄolts¶eg-egyÄutthat¶oja ad = 1
A rakt¶arak kezdeti (kiindul¶asi) k¶eszletszintjei I1(0) = I2(0) = 1
Tervez¶esi horizont t 2 [0; 10]

1. t¶abl¶azat. A numerikus p¶elda param¶eterei
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3. ¶abra. A kvadratikus kÄolts¶egfÄuggv¶enyek { Fm(Pm(t)); Fr(Pr(t)); Fd(Pd(t)) {
a numerikus p¶elda eset¶eben.

A 4. ¶abra az S(t) keresleti szintet ¶es az R(t) visszahozatali szintet mutatja
be a numerikus p¶elda eset¶eben. Meg¯gyelhet}o, hogy vannak olyan id}oszakok,
amikor a keresleti szint magasabb, mint a visszahozatal, de van olyan inter-
vallum, amikor a t¶enyleges visszahozatali szint nagyobb, mint a t¶enyleges
keresleti szint.

4. ¶abra. A keresleti szint S(t) ¶es a visszahozatali szint R(t)
a numerikus p¶eld¶aban

L¶athat¶o, hogy a hullad¶ek¶artalmatlan¶³t¶asi mennyis¶eg a teljes tervez¶esi hor-
izont alatt nulla. A 4. ¶es 5. ¶abr¶akon l¶athat¶o, hogy a Pr(t) + Pd(t) · R(t)
korl¶atoz¶as egyes id}oszakokban akt¶³v.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

10

20

30

40

50
termelés (am Pm

2 (t))

újrahasznosítás (ar Pr
2(t))

ártalmatlanítás (ad Pd
2(t))
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5. ¶abra. A termel¶esi Pm(t), az ¶ujrahasznos¶³t¶asi Pr(t) ¶es a hullad¶ek-
¶artalmatlan¶³t¶asi Pd(t) mennyis¶egek a numerikus p¶eld¶aban

A 6. ¶abra az I1(t) ¶es az I2(t) k¶eszletszinteket mutatja be a numerikus p¶elda
eset¶eben. L¶athat¶o, hogy optim¶alis esetben k¶eszletez¶es csak alacsony kereslet
eset¶en tÄort¶enik. Az id}o nagy r¶esz¶eben a k¶eszletek nulla szinten vannak, ¶es a
kereslet kiel¶eg¶³t¶ese a termel¶es nÄovel¶es¶evel tÄort¶enik.

6. ¶abra. Az I1(t) ¶es I2(t) k¶eszletszintek a numerikus p¶eld¶aban

A 7. ¶abra a Pm(t) termel¶esi szintet, valamint az S(t) keresleti szint ¶es
a Pr(t) ¶ujrahasznos¶³t¶as kÄozÄotti kÄulÄonbs¶eget mutatja be a numerikus p¶elda
eset¶eben. Azokban az id}oszakokban, amikor a Pm(t) termel¶esi szint nem
egyenl}o az S(t) ¡ Pr(t) keresleti ¶es ¶ujrahasznos¶³t¶asi szintek kÄulÄonbs¶eg¶evel,
az els}o rakt¶ar I1(t) szintje megv¶altozik. Azokban az esetekben, amikor a
Pm(t) termel¶es nagyobb, mint az S(t) ¡ Pr(t) kereslet ¶es az ¶ujrahasznos¶³t¶as
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kÄozÄotti kÄulÄonbs¶eg, az els}o k¶eszlet I1(t) szintje nÄovekszik (k¶ek sz¶³nnel jelÄolve).
Azokban az esetekben, amikor a Pm(t) termel¶es kisebb, mint az S(t) ¡ Pr(t)
kereslet ¶es az ¶ujrahasznos¶³t¶as kÄozÄotti kÄulÄonbs¶eg, az els}o k¶eszlet I1(t) szintje
csÄokken (piros sz¶³nnel jelÄolve). A k¶ek ¶es a piros terÄulet minden egyes t¶arol¶asi
intervallum eset¶eben egyenl}o.

7. ¶abra. A Pm(t) termel¶esi mennyis¶eg, valamint az S(t) ¡ Pr(t)
kÄulÄonbs¶eg a numerikus p¶elda eset¶eben

8. ¶abra. A Pr(t) ¶ujrahasznos¶³t¶asi mennyis¶eg, valamint az R(t)
visszahozatali mennyis¶eg a numerikus p¶elda eset¶eben

A 8. ¶abra a Pr(t) ¶ujrahasznos¶³t¶asi szintet ¶es az R(t) visszahozatali szin-
tet mutatja a numerikus p¶eld¶ara. Azokban az id}oszakokban, amikor a Pr(t)
¶ujrahasznos¶³t¶asi szint nem egyenl}o az R(t) visszahozatali szinttel, a m¶asodik
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rakt¶ar I2(t) szintje megv¶altozik. Azokban az esetekben, amikor a Pr(t) ¶ujra-
hasznos¶³t¶as kisebb, mint az R(t) visszahozatali szint, a m¶asodik rakt¶ar I2(t)
szintje nÄovekszik (k¶ek sz¶³nnel jelÄolve). Azokban az esetekben, amikor a Pr(t)
¶ujrahasznos¶³t¶as nagyobb, mint az R(t) visszahozatali szint, a m¶asodik k¶eszlet
I2(t) szintje csÄokken (piros sz¶³nnel jelÄolve). A k¶ek ¶es a piros terÄulet minden
egyes t¶arol¶asi intervallum eset¶eben egyenl}o.

9 KÄovetkeztet¶esek

A tanulm¶any egy kor¶abban publik¶alt visszutas logisztikai modell ¶altal¶anos¶³t¶a-
s¶at tartalmazza [8], amely kiterjeszti a megl¶ev}o megkÄozel¶³t¶eseket a hullad¶ek-
¶artalmatlan¶³t¶asi tev¶ekenys¶egek ¶es a visszahozatali folyamat modellez¶es¶evel.
Az ¶uj modell ¯gyelembe veszi a visszahozott term¶ekek k¶esleltet¶es¶et, amelyet
a keresleti mennyis¶eg line¶aris fÄuggv¶enyek¶ent kezel. Az optim¶alis termel¶esi-
k¶eszletez¶esi politika folytonos fÄuggv¶enyk¶ent hat¶arozhat¶o meg, mivel a kÄolt-
s¶egfÄuggv¶eny minden v¶altoz¶oj¶aban konvex.

A tanulm¶any meg¶allap¶³tja, hogy gazdas¶agilag racion¶alis optim¶alis megol-
d¶as ¶erhet}o el a speci¶alis esetek kiz¶ar¶as¶aval { p¶eld¶aul, ha a kezdeti k¶eszletek
null¶ak. Az eredm¶enyek alapj¶an minden visszahozott term¶eket el}oszÄor el-
len}orizni kell, hogy felhaszn¶alhat¶o-e ¶uj term¶ekk¶ent. Az ¶ujrahasznos¶³t¶asnak
mindig priorit¶ast kell ¶elveznie, ¶es az ¶uj term¶ekek gy¶art¶as¶at csak akkor kell
elind¶³tani, ha a megl¶ev}o k¶eszletek nem elegend}oek a kereslet kiel¶eg¶³t¶es¶ere.
A hullad¶ek¶artalmatlan¶³t¶as kiz¶ar¶olag akkor v¶alik szÄuks¶egess¶e, ha a k¶eszletek
magas szinten vannak, ¶es a termel¶es elkerÄulhet}o.

A modell nemcsak a kÄolts¶egminimaliz¶al¶as lehet}os¶egeit vizsg¶alja, hanem
kÄozvetetten el}orevet¶³ti az ¶allami ÄosztÄonz}ok szerep¶et is. P¶eld¶aul a kÄornyezet-
k¶aros¶³t¶o folyamatok (termel¶es, hullad¶eklerak¶as) megad¶oztat¶asa, illetve a kÄor-
nyezetbar¶at tev¶ekenys¶egek (¶ujrahasznos¶³t¶as) t¶amogat¶asa r¶ev¶en a gazdas¶agi
optimum fenntarthat¶o ir¶anyba tolhat¶o el. Az ¶allami szab¶alyoz¶asok hat¶asainak
modellez¶ese jelent}os l¶ep¶es lehet a fenntarthat¶o logisztikai rendszerek kialak¶³-
t¶asa fel¶e.

Tov¶abbi kutat¶asi lehet}os¶eget jelent a modell kiterjeszt¶ese tÄobbterm¶ekes
rendszerekre, valamint a kÄolts¶egfÄuggv¶enyek ¶altal¶anos¶³t¶as¶anak vizsg¶alata, ame-
lyek nemcsak konvex, hanem konk¶av form¶at is Äolthetnek. Ez¶altal a modell
m¶eg sz¶elesebb kÄor}u gyakorlati alkalmazhat¶os¶agot nyerhetne, p¶eld¶aul a RE-
pont visszav¶alt¶asi rendszerhez hasonl¶o ipari rendszerekben.
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DETERMINATION OF THE OPTIMAL STRATEGY OF A CIRCULAR

MANUFACTURING-INVENTORY LOGISTICS MODEL WITH

CONTINUOUS TIME

The study examines a single-product circular logistics system. The logistics system
has two warehouses for new and returning used products. Products in the system
can be divided into three categories: new products, reworked products and waste
products. In the logistics system, the demand is known, and it is assumed that not
all of the re°owing used products are returned, but the rate of re°ow is constant and
follows the demand with a known time delay. Manufacturing, rework and disposal
costs are convex, as well as production costs known in microeconomics. The inven-
tory costs of the two warehouses are linear. The planning time horizon is also given,
e.g. one year. Total costs must be minimized in the optimization problem. After
specifying the optimality conditions, some properties of the optimal trajectory are
presented, and then the optimal solution is illustrated with a numerical example.
The research investigates the behaviour of decision variables in optimal solutions,
such as the need for production, recycling or waste disposal, and the conditions for
the existence of an optimal solution. The model not only explores the possibilities
of cost minimisation, but also predicts that public interventions, such as taxing
environmentally damaging processes (production, land¯lling) or encouraging envi-
ronmentally friendly processes (recycling), can shift the economic optimum towards
a more sustainable direction. The aim of the research is to explore the properties
of a model of the waste cycle for these cases. The paper illustrates the functioning
of the model through numerical examples and highlights its practical relevance, for
example in the REpont recycling scheme.

Keywords: Circular Logistics System, Recycling, Optimal Policy, Optimal Control




