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PARAMETERBECSLES WEIBULL-ELOSZLAS ESETEN!

[ SZIDAROVSZKY FERENC [ - MOLNAR MARK
Corvinus Egyetem — ELTE GTK

Biztonsagi szakemberek a rendszerek, berendezések és gépek karbantarta-
sanak és javitasainak megfelelo szervezésében a meghibdsodédsok idépontjara
altaldban haromparaméteres Weibull-eloszlast feltételeznek. A paraméterek
becslésére a maximum likelihood (ML) mdédszer tiinik a legalkalmasabb elja-
rasnak. Gyakorlati esetekben korabbi tapasztalatok alapjan egy vagy két pa-
raméter értéke ismert. fgy hét kiilonboz6 eset adodik, ezeket vizsgaljuk meg
a moédszer alkalmazhatésaga szempontjabdl. A tanulményt zard téabldzatban
foglaljuk Gssze az eredményeket.

1 Bevezetés

Az alkalmazott tudoményok teriiletén a valdszinliségszamitasi és statisztikai
modszereknek alapvet6 szerepiik van. Minden modell és médszer bizonyos va-
16sziniiségi eloszlasra alapozddik. A legegyszeriibb az exponencidlis eloszlas,
ahol az eloszlasfiiggvény F(t) = 1 — e~ és a siirtiségfiiggvény f(t) = Ae M
alaki, ahol A egy pozitiv paraméter. A gyakorlati esetek nagy részében a
valészintiségi valtozo egy bizonyos esemény bekovetkeztének idopontjat je-
lenti. Barmely ¢y id6pontot is valasztunk ki, ha az esemény t, idépontig
nem kovetkezett be, akkor a folyamat tgy irhaté le, mintha a folyamat a tg
idopontban kezd6dott volna. Ez azt jelenti, hogy a folyamat , nem oregszik”.
Ez a tulajdonsag az oka annak, hogy az exponencidlis eloszlast csak nagyon
ritkan haszndljuk a gyakorlatban. Ezért tobbféle dltalanositast is kidolgoz-
tak. Az egyik az, amikor f(t) exponencidlis tényez§jét még egy ¢t hatvannyal
is megszorozzuk, igy kapjuk a gamma-eloszlas stiriségfiiggvényét:
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Masik lehet6ség szerint F'(t) masodik tagjdnak linedris kitevjét tessziik
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Ezt az eloszlast Weibull-eloszlasnak nevezziik. Ez az eloszlastipus nagyon sok
alkalmazéssal rendelkezik, néhany koziiliik:

e tulélés-analizis,
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e hibaanalizis,

e megbizhatosagelmélet,

o idgjaras-elorejelzés,

e extrémérték-elmélet,

e biztositasi szamitasok,

e extrém hidrolégiai események elorejelzése,

e technolégiavaltozasok elemzése,

e a makrogazdasagi statisztikdkban a fizikai téke folyamatos leltarozasa,
e meghibdsodasok elbrejelzése és kezelése.

A legutébbi kérdéskor a megbizhatésdgi mérndki gyakorlatban az egyik
legfontosabb és leggyakrabban felmeriilé probléma.

A miiszaki és gazdasagi szakemberek szaméra nagyon fontos, hogy az 4l-
taluk miikodtetett rendszerek, berendezések és gépek minél gazdasagosabban
miikodjenek. Ehhez az is sziikséges, hogy a karbantartasi és javitasi munkakat
a megfeleld idopontokban és a lehet6 legjobban végezzék el, valamint a felgji-
tasokat és végleges kicseréléseket is a leggazdasagosabb idépontokra tudjak
tervezni. Mindezek nagyban fliggenek az esetleges késobbi meghibasodasok
id6pontjaitol és tipusaitdl, amelyeket nem lehet minden bizonyossdggal el6re
tudni. Viszont ezekre igen gyakran szamos korabbi adat all rendelkezésre,
amelyek alapjan lehet6ség kinalkozik bizonyos kvantitativ kapcsolatok meg-
becslésére.

A megbizhatdsiggal foglalkoz6 szakemberek a valésziniiségszamitds maéd-
szereire alapozzak ezeket a vizsgalatokat. Ennek a szakteriiletnek hatalmas
irodalma van, példdul Osaki (2002) térgyalja a sztochasztikus mddszereket,
Barlow és Proschan (1996) osszefoglalja a sziikséges matematikai elméletet.
Goodman et al. (2019) a gyakorlatban legtobbszor alkalmazott alapelveket
és maédszereket mutatja be.

Az egyik legfontosabb feladat a meghibdsodésok idébeli eloszlasdnak vizs-
galata. A gyakorlatban tobbféle valdszintiségi eloszlast is alkalmaznak, ezek
koziil a Weibull-eloszlés a legjelentosebb, amelyet egy altalanositott exponen-
cialis eloszlasnak tekinthetiink. Jel6lje ¢ az els6 meghibasodas véletlenszert
idopontjat, akkor ennek eloszlasfiiggvénye

Fity=1—-e ()" (t>n), (1)
strtségfliggvénye pedig
£ =S5t (F) (e20). @

A G =1,y = 0 specidlis esetben ez a stiriiségfiiggvény exponencialissd egysze-
riisodik. Az (1) és (2) fliggvények ismeretében meg tudjuk becsiilni egy adott
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idGintervallum alatti meghibasodédsok szamaét, ami azért alapvetéen fontos,
hogy az esetleges javitasokhoz sziikséges anyagokat, alkatrészeket, munka-
er6t és egyéb eréforrasokat biztositani lehessen. Az irodalomban a -y valtozot
eltolasnak, a [ valtozét skdlanak, az 1 valtozot pedig a gorbe alakjat meg-
hatarozo tényezének is nevezziik.

A gyakorlatban legtobbszor Weibull-eloszlast valasztanak, mivel az elosz-
14s tipusédt korabbi tapasztalatok alapjén igy feltételezik. Az eloszlas 3, ~
és n paramétereinek értékeit korabbi meghibasodéasok adatai alapjan szoktak
becsiilni. Paraméterek becslésére tobbféle modszer all rendelkezésre, amelyek

koziil a maximum likelihood médszer rendelkezik a legjobb statisztikai tulaj-
donséagokkal.

Tegytik fel, hogy korabbi tapasztalatok alapjan egy t1 < to < ... <ty
minta all rendelkezésre, ahol feltételezziik, hogy a mintaelemek nem azonosak.
Az optimalis paraméterértékeket az

ft) - ft2) - - fin) (3)

szorzat maximalizaldsdval nyerhetjiikk. Minthogy f(¢) exponencidlis tényez6t
is tartalmaz, a (3) fliggvény helyett annak logaritmusat maximalizéljuk, ami
az optimalis megoldast nem befolydsolja.

Esetiinkben a likelihood-fiiggvény alakja

L(t1,... ty (ﬁ% (te —7)°~ 16_(3”;7)3:
:é<1nﬂ—ﬂln77+(ﬂ—1)1n(tk—’y)— t"; > (4)
=Nng— NBlnny+ (5 -1) 1n(ka) i( )

k=1 k=1

ahol zp, =t —v (1 < k < N). Ez egy hdromvaltozds fliggvény optimali-
zalasat igényli, azonban a gyakorlati esetek jelentOs részében hisztogramok
segitségével egy vagy két paraméter értékére elfogadhatéan jé becslést tudunk
kapni. fgy a valtozdk szama 2-re vagy 1-re is csokkenhet.

Ebben a dolgozatban a (4) figgvény optimalizécidjaval fogunk foglalkozni
kiilonbozo feltételek mellett.

2 Egyetlen ismeretlen valtozé esete

Ezt a szakaszt harom részre bontjuk fel attdl fiiggéen, hogy melyik valtozo
az ismeretlen, feltételezve, hogy a masik kett6 értéke ismert.
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2.1 Az egyetlen ismeretlen valtozé: 7

Vegyiik észre, hogy

OL _ N8 s~ pmeyPt ay  NB, B s a_
on 1 ;ﬂ(n) (772)_ n+nﬁ+1;x"_ )
N (1 & N
— S (F el ) = T ) ),

1
ahol 77( ) (% Zk lxk)”. Ha n < n(8), akkor g—,’;“] > 0, n > n(0) esetén
pedig 2 6r/ < 0, igy n* = n(P) adja az optimalis értéket.

Természetesen n* értéke y-tdl is fiigg, hiszen xy =ty — 7.

2.2 Az egyetlen ismeretlen valtozé: [

Ebben az esetben

g ovn(fl) @2
és N
2

igy L szigortan konkav (-ban. Vegyiik észre, hogy % — oo ha 8 — +0. A
g—L derivalt végtelenben vett hatarértékének meghatarozasaban tobb esetet
kell tekinteniink:

(i) legaldbb egy k esetén x > 7. Ekkor & > 1, igy § L, 0.

(ii) x < n az Gsszes k esetén. Ekkor 8 — oo esetén

oL N1 1N T 2
55— Vi in([Lo) =m(IT ) <o.

(iii) zx, =n (i=1,...,p), és a tobbi (legalabb egy) k esetén x) < n. Ekkor
S\ B y A\ B ,
(&) mZk _ g g (x_") mZkE o,
n n n n

igy % végtelenben vett hatarértéke ugyanaz, mint az el6z6 esetben.

Tehat az (i), (ii), (iii) esetben egyértelml optimélis 3 érték létezik, amit
egy monoton egyenlet megoldasaval lehet megkapni.
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2.3 Az egyetlen ismeretlen valtozé: ~

Vegytik most észre, hogy

L=Nlg—NBln+(5-1)Y Ity —7) —Z(u)ﬁ, (8)

igy

amibdl kovetkezik, hogy

2L 1 B & )
— =—(f-1 —_— = B—1)(tr — )" 2.
7 =~ e 2 )
Tegyiik fel, hogy § < 1. Ha v — t; = min{t;}, akkor L — oo, {gy nincs
véges optimum.
Ha g =1, akkor

N
th N
e, Ny
=1 " K

N
k=7
L=—Nlnn-— =—Nlnn— ,
> =
amely 7 legnagyobb megengedhet6 értékénél optimalis: v* = ¢; = min{t;}.
Amennyiben 5 > 1, akkor gzi < 0, L szigordan konkav y-ban, és %
szigorian csokken. Ha v = 0, akkor

oL 1oL,
8”)/( —(6-1) Zt__’__ﬁkgtﬁ'l-

=1 %

Ha v — t; = min{t}, akkor g—fy — —o0. Ezek alapjdn ldthat6, hogy %(0) <
0 esetén v = 0 az optimdalis megoldés, ellenkez esetben is egyértelmi az op-
timalis megoldas, amit egy monoton egyenlet megoldasaval kaphatunk meg.

3 Két ismeretlen valtozo esete

Ebben az esetben azt vizsgaljuk meg, hogy miikodik-e a médszer két isme-
retlen mellett.
3.1 Az ismeretlen valtozo ( és n

Az optimélis megoldédsban rogzitett 5 mellett az optimalis 7 érték (5) alapjin
n(B). Han = n(B), akkor

Z(ﬂ)ﬁziai Ty = %N}i

k=1

ﬁ:N

)

?‘Q

N
e
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igy
N N
L=NlG-Ng (%fo)—l—(ﬂ—l)ln(ﬂ k) ~N  (10)
k=1 k=1
és
OL N LSV o Inay, N !
W VIS In (kl:[lxk) N(E - (g)) . (11)
ahol N N
D ket xf Inz;, 1
F(B) = &=k=t 2k =7k = (T ) - (12)
s v ()
Nyilvanvaléan

1 & 1
= —Zlnxk ——ln(ka.) =0.
Nk-:l N k=1

A 8 — oo esetre az f(f) hatarérték a kovetkezSképpen adédik. Tegyiik fel,
hogy a maximélis zn érték K-szor szerepel az xy, értékek koézott. Ekkor (12)
els6 tagjanak végtelenben vett hatarértéke

: $N Zk 1(“,) Inzy, o Kx]ﬁvlan —lnzx
— 00 L ﬁ —00 ﬁ - )
s JUN Zk—l(l_-i;) - p Ky
{
gy , N
Jim, FB) =My — = > na > 0. (13)
k=1

Vegyiik észre tovabba, hogy
N
af(B) D h—1 xf(lnxk) Zk 1% (Zk 12 hlxk)

08 (Zk:l xk)

JE2 J<2
Koénnyen beldthaté a Cauchy-egyenlétlenséggel az a, = x7, by = x? Inxy,
vélasztassal, hogy a szamlals pozitiv. Igy f (6) novekszik B-ban. Tekintsiik
végiil az
1

f(ﬂ)—ﬁzo

egyenletet. Ha § — 0, akkor a bal oldal —oo-hez tart, valamint § — oo
esetén (13) alapjan a hatdrérték pozitiv. Igy az egyértelmi optimélis (3 érték
meghatérozhaté egy monoton egyenlet megolddséval, és akkor n = n(f3).

3.2 Az ismeretlen valtozé ( és v

Ebben az esetben nincs véges optimum, mert v — ¢ és 5 < 1 esetén (4) a
végtelenbe tart.
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3.3 Az ismeretlen valtozo n és v

A 2.1 részbél tudjuk, hogy adott § és v mellett az optimélis esetben n = n(5),
és az L fliggvényt ismét (10) irja le. Az L fiiggvény akkor maximaélis, ha

= —Nln(% éxf) +(B— 1)1n(lﬁxk‘) _

1 N N
= -Nin(5 Do)+ (B-1) > ma*
k=1

k=1

(15)

maximélis. Ekkor 0 < v < t;, és L csak -t fiigg.

Nyilvénvaléan § > 1 esetén L — —oo, ha v — ;. fgy létezik olyan ~y,
hogy Yo < v < t; esetén L(y) < L(0). Minthogy L folytonos, rendelkezik
optimélis megolddssal a [0, ] intervallumon, amely megkeresésére tobbféle
modszert lehet alkalmazni (Yakowitz és Szidarovszky, 1989).

A %L
g—L derivaltrol. fgy az optimalis megoldas egyértelmiisége sem garantalt.

Ha g =1, akkor
- 1
= —Nln(ﬁ ];xk) :

eléjele hatarozatlan, {gy semmilyen monotonitds nem igazolhaté a

amely akkor maximalis, ha

N

N N
=) (k=)= tr— Ny
k=1 k=1

k=1

minimdlis, vagyis ott, ahol v maximéalis, amely 7 = {1 esetben valosul meg.
Ha § < 1, akkor v — t; esetén Inxy — —oo, igy L végtelenhez tart, azaz
nincs véges optimum.

4 Mindharom paraméter valtozo

Ebben az esetben nincs véges optimum, mert v — ¢ és 5 < 1 esetén (4) a
végtelenbe tart.

5 Egy alkalmazas

Tegyiik fel, hogy egy berendezés meghibasodasai Weibull-eloszlds szerint tor-
ténnek. Azt is feltételezziik, hogy minden meghibdsodés esetén minimalis
javitas torténik, amely visszadllitja a berendezést a meghibasodas el6tti al-

lapotba. Ismert (ld. pl. Goodman et al., 2019), hogy a meghibdsoddsok
struségfliiggvénye

p(t) = TR — (=7~ (16)
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és egy (t1,t2) idéintervallumon bekovetkezé meghibdsodédsok varhaté szdma

Mty 1) = /ttz p(7) dr = /ttz D —yytar = [Mr _

&)
1 1 M n t (17)

1
= n—g((tz —7)? = (t1 —7)°).
A 3 =1 esetben exponencidlis eloszlast kapunk, amikor
1
M(ty,t2) = E(tz —t1),

vagyis a meghibdsoddsok varhaté szama csak az idGintervallum hosszatol
figg, fiiggetleniil attél, hogy az intervallum a szamegyenesen hol helyezkedik
el.

Erdekes még a t; =y és to =t eset, amikor feltessziik, hogy a v idépont
elott biztosan nem lesz meghibasodas. Ekkor

M(y,t) = (t_Tv)ﬁ,

amely novekszik t-ben, csokken y-ban és 7-ban, t — v < 7 esetén csokken [-
ban, t—v > n esetén pedig névekszik S-ban. A t—vy = n esetében M (~,t) =1,
a 3 értékétdl fliggetlentil.

6 Kovetkeztetések

A cikkben Weibull-eloszlasok esetére vizsgaltuk meg a maximum likelihood
modszer alkalmazhatésagat. Minthogy az eloszlasfiggvényben harom para-
méter szerepel altalaban, viszont gyakorlati esetekben egy vagy két paraméter
értéke ismert, az igy ad6do hét esetben néztitk meg az optimélis paraméterek
megbecslését. Az alabbi tdblazat mutatja a vizsgalat eredményeit.

Ismeretlenek Feltétel Eredmény
n mindig n=n(B)
8 mindig egyértelmii megoldas
o B<1 nincs véges optimum
B=1 y=t1
B>1 egyértelmii megoldas
Bésn mindig egyértelmii megoldas
B és vy mindig nincs véges optimum
n és y g<1 nincs véges optimum
s=1 egyértelml megoldas
B8>1 véges optimum
n, B és vy mindig nincs véges optimum

1. tabldzat. Optimdlis paraméterek becslése az egyes esetekben
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PARAMETER ESTIMATION FOR THE WEIBULL DISTRIBUTION

In reliability engineering usually three-parameter Weibull distributions are assumed
for the occurrences of failures in systems, equipment, and machines. They are used
for proper scheduling of maintenance and repairs. The parameters are estimated
by applying the maximum likelihood (ML) method. In many practical cases the
values of one or two parameters are known from previous observations. So there
are seven cases for which the applicability of the method is examined. Our findings
are summarised in the concluding table of the paper.





