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FOLYTONOS DINAMIKUS COURNOT MODELLEK ¶ES
KITERJESZT¶ESÄUK1

FEUER G¶ABOR { SZIDAROVSZKY FERENC { TERRY A. BAHILL
G. Feuer Ges.m.b.H. { Arizonai Egyetem

Realisztikus oligopol modelleket t¶argyalunk folytonos id}osk¶ala mellett. A
piaci ¶arfÄuggv¶eny v¶altoz¶as¶at, term¶ekmennyis¶eg nÄovel¶esi kÄolts¶eg¶et, kÄornyezet-
szennyez¶es csÄokkent¶es¶et, valamint a kÄulÄonbÄoz}o termel}ok kÄolts¶egkÄolcsÄonhat¶a-
sait is ¯gyelembe vev}o modellek aszimptotikus tulajdons¶agait vizsg¶aljuk meg.
A megfelel}o diszkr¶et modelleket egy kor¶abbi dolgozatban vezettÄuk be ¶es t¶ar-
gyaltuk (Feuer ¶es Szidarovszky, 2007).

1 Bevezet¶es

Az oligopol modellek jelent}os irodalommal rendelkeznek, ¶es az egyik leg-
gyakrabban t¶argyalt t¶emakÄort jelentik a matematikai kÄozgazdas¶agtan terÄule-
t¶en. A legegyszer}ubb modell Cournot (1838) munk¶ass¶ag¶ahoz vezethet}o vis-
sza, ¶es }ot kÄovet}oen kutat¶ok eg¶esz sora tanulm¶anyozta az oligopol modellek
tulajdons¶agait.

Kezdetben az egyens¶ulypont l¶etez¶ese ¶es egy¶ertelm}us¶ege volt a kÄozponti
probl¶ema, majd a modellek kÄulÄonf¶ele v¶altozatai kerÄultek el}ot¶erbe. Differen-
ci¶alt term¶ek}u, tÄobbterm¶ekes, alkalmazott-tulajdon¶u ¶es piacmegoszt¶asi mo-
delleket vezettek be ¶es tanulm¶anyoztak. Ugyanakkor a modellek dinamikus
kiterjeszt¶eseit is vizsg¶alt¶ak, ahol az egyens¶ulypont aszimptotikus stabilit¶as¶a-
nak felt¶eteleit kerest¶ek meg. A kor¶abbi eredm¶enyek j¶o Äosszefoglal¶as¶at adja a
Okuguchi (1976) monogr¶a¯a, ¶es ezek tÄobbterm¶ekes ¶altal¶anos¶³t¶as¶at, valamint
tÄobbf¶ele alkalmaz¶as¶at t¶argyalja Okuguchi ¶es Szidarovszky (1999) kÄonyve. A
dinamikus modellek stabilit¶asi vizsg¶alata Theocharis (1959) cikk¶evel kezd}o-
dÄott, aki kimutatta, hogy a dinamikus modell line¶aris kÄolts¶eg ¶es ¶arfÄuggv¶e-
nyek, valamint diszkr¶et id}osk¶ala mellett akkor ¶es csak akkor aszimptotikusan
stabilis, ha csak k¶et c¶eg versenyez. A nemline¶aris eset enn¶el sokkal bonyolul-
tabb, a legfontosabb eredm¶enyeket a Bischi, Chiarella, Kopel ¶es Szidarovszky
(2007) monogr¶a¯a tartalmazza. Nemline¶aris esetekben a lok¶alis ¶es glob¶alis
aszimptotikus stabilit¶as nem ekvivalens.

A kor¶abbi modellek realit¶astartalma igen korl¶atozott volt, mert sz¶amos
l¶enyeges t¶enyez}ot nem vettek ¯gyelembe. A Feuer ¶es Szidarovszky (2009) dol-
gozat tÄobb modell kiterjeszt¶est vezetett be ¶es vizsg¶alt diszkr¶et id}osk¶ala mel-
lett. Ezek a modellek ¯gyelembe veszik a piaci ¶arfÄuggv¶eny id}obeni v¶altoz¶as¶at,
a kapacit¶asnÄovel¶es egy¶eb kÄolts¶egeit, kÄornyezetv¶edelmi k¶erd¶eseket, valamint
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a kÄulÄonbÄoz}o termel}ok kÄolts¶egkÄolcsÄonhat¶asait. Jelen dolgozatunkban ugyan-
ezeknek a modelleknek a stabilit¶as¶at vizsg¶aljuk meg folytonos id}osk¶ala mel-
lett. Vizsg¶alatunk a lok¶alis aszimptotikus stabilit¶asra vonatkozik, amely
nemline¶aris esetekben nem garant¶alja a rendszer glob¶alis aszimptotikus sta-
bilit¶as¶at.

2 A klasszikus Cournot modell

A Cournot modellek legegyszer}ubb v¶altozat¶aban N termel}ot, vagy szolg¶alta-
t¶ot felt¶etelezÄunk, akik azonos term¶eket termelnek, vagy azonos szolg¶altat¶ast
aj¶anlanak ugyanazon a piacon. Ha xk jelÄoli a k-adik termel}o (vagy szolg¶altat¶o)
¶altal piacra bocs¶ajtott mennyis¶eget ¶es Lk a kapacit¶as korl¶atj¶at, akkor nyil-
v¶anval¶oan 0 · xk · Lk. A teljes piaci k¶³n¶alat

s =
NX

k=1

xk;

az ¶arfÄuggv¶eny p(s), ¶es ck(xk) a k-adik termel}o vagy szolg¶altat¶o kÄolts¶egfÄugg-
v¶enye. Ezek alapj¶an a k-adik termel}o (vagy szolg¶altat¶o) pro¯tja:

'k(x1; . . . ; xN ) = xkp(s) ¡ ck(xk) : (1)

Ez a piaci szitu¶aci¶o egy N -szem¶elyes j¶at¶ek, ahol a termel}ok (vagy szolg¶altat¶ok)
a j¶at¶ekosok, a k-adik j¶at¶ekos strat¶egiahalmaza a [0; Lk] intervallum ¶es 'k a
ki¯zet}ofÄuggv¶enye.

Az sk =
PN

l 6=k xl jelÄol¶essel nyilv¶anval¶oan

'k(x1; . . . ; xN ) = xkp(sk + xk) ¡ ck(xk) ; (2)

azaz a k-adik j¶at¶ekos ki¯zet}o fÄuggv¶enye csak a tÄobbi j¶at¶ekos egyÄuttes k¶³n¶ala-
t¶at¶ol fÄugg. A k-adik j¶at¶ekos v¶alaszfÄuggv¶eny¶et ¶ugy kapjuk meg, hogy rÄogz¶³tett
sk mellett maximaliz¶aljuk 'k ¶ert¶ek¶et:

Rk(sk) = argmax
0·xk·Lk

fxkp(sk + xk) ¡ ck(xk)g : (3)

Az oligopol j¶at¶ekok irodalm¶aban ¶altal¶aban felteszik, hogy a p ¶es ck fÄuggv¶enyek
k¶etszer folytonosan diferrenci¶alhat¶ok, valamint

(A) p0 < 0; c0
k > 0;

(B) p0 + xkp00 · 0;

(C) p0 ¡ c00
k < 0;

minden megengedett x1; . . . ; xN ¶ert¶ek mellett.
A fenti felt¶etelek teljesÄul¶ese eset¶en

@'k

@xk
= p + xkp0 ¡ c0

k
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¶es
@2'k

@x2
k

= 2p0 + xkp00 ¡ c00
k < 0 ; (4)

¶³gy 'k szigor¶uan konk¶av az xk v¶altoz¶oban. ¶Igy Rk(sk) egy¶ertelm}u ¶es a kÄo-
vetkez}ok¶eppen kaphat¶o meg:

Rk(sk) =

8
<
:

0; ha p(sk) ¡ c0
k(0) · 0;

Lk; ha Lkp0(sk + Lk) + p(xk + Lk) ¡ c0
k(Lk) ¸ 0;

zk egy¶ebk¶ent,

(5)

ahol zk a
zkp0(zk + sk) + p(zk + sk) ¡ c0

k(zk) = 0 (6)

egyenlet egy¶ertelm}u megold¶asa a (0; Lk) intervallumban. VegyÄuk ¶eszre, hogy
(6) bal oldala szigor¶uan csÄokken}o, zk = 0 eset¶en pozit¶³v ¶es zk = Lk eset¶en
negat¶³v. ¶Igy az egy¶ertelm}u megold¶as l¶etez¶ese biztos¶³tott. Az implicit fÄugg-
v¶enyek t¶etele alapj¶an Rk is folytonosan di®erenci¶alhat¶o, ¶es R0

k ¶ert¶eke a (6)
egyenletb}ol implicit di®erenci¶al¶assal kaphat¶o meg:

R0
kp0 + zkp00(1 + R0

k) + p0(1 + R0
k) ¡ c00

kR0
k = 0

amelyb}ol

R0
k = ¡ p0 + zkp00

2p0 + zkp00 ¡ c0
k

2 (¡1; 0] : (7)

A statikus oligopol-j¶at¶ek egyens¶ulya olyan x¤
1; . . . ; x

¤
N strat¶egiavektor, amely-

re minden k mellett teljesÄul, hogy

0 · x¤
k · Lk ¶es x¤

k = Rk

0
@X

l 6=k

x¤
l

1
A :

Nem-egyens¶ulyi ¶allapotok eset¶en felt¶etelezzÄuk, hogy a j¶at¶ekosok a v¶alasz-
fÄuggv¶eny ¶altal biztos¶³tott legjobb pro¯t ir¶any¶aba mozd¶³tj¶ak el strat¶egi¶aikat,
amely folytonos id}osk¶ala felt¶etelez¶ese mellett az

x0
k(t) = Kk

0
@Rk

0
@X

l6=k

xl(t)

1
A ¡ xk(t)

1
A (8)

di®erenci¶alegyenlettel ¶³rhat¶o le, ahol Kk > 0 a j¶at¶ekos ¶altal v¶alasztott para-
m¶eter. ¶Erdemes megjegyeznÄunk, hogy a (8) dinamikus rendszer ¶es a statikus
N -szem¶elyes oligopol-j¶at¶ek egyens¶ulypontjai egybeesnek. Az irodalomb¶ol
ismert (l¶asd Bischi, Chiarella, Kopel ¶es Szidarovszky, 2009), hogy a fenti
(A){(C) felt¶etelek mellett a (8) rendszer egyens¶ulypontja lok¶alisan aszimp-
totikusan stabilis, ami azt jelenti, hogy ha a kezdeti xk(0) strat¶egi¶ak el¶eg
kÄozel vannak az egyens¶ulyi strat¶egi¶akhoz, akkor t ! 1 eset¶en a strat¶egi¶ak
az egyens¶ulyponthoz konverg¶alnak. A dolgozat tov¶abbi r¶eszeiben a modell
tÄobbf¶ele kiterjeszt¶es¶et ¶es a megfelel}o dinamikus rendszerek stabilit¶as¶at vizs-
g¶aljuk meg.
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3 ¶ArfÄuggv¶enyek id}obeli kÄolcsÄonhat¶asa

Piacok tel¶³tetts¶eg¶et a kor¶abbi modellek ¶altal¶aban nem veszik ¯gyelembe, ha-
sonl¶oan elhanyagolj¶ak a v¶as¶arl¶ok ¶³zl¶es¶enek v¶altoz¶as¶at, v¶as¶arl¶asi szok¶asok be-
foly¶asol¶as¶at. Mindezek azt eredm¶enyezik, hogy az ¶ar a kor¶abbi fogyaszt¶asokt¶ol
is fÄugg. Matematikailag feltesszÄuk teh¶at, hogy a kor¶abbi ¶ert¶ekes¶³t¶esek Äossz-
hat¶asa egy id}ofÄugg}o Q v¶altoz¶oval ¶³rhat¶o le, amely egy

Q0(t) = H

Ã
NX

k=1

xk(t); Q(t)

!
(9)

dinamik¶aval v¶altozik. P¶eld¶aul a piac tel¶³t}od¶ese a speci¶alis

Q0(t) =
NX

k=1

xk(t) ¡ ®Q(t)

egyenl}os¶eggel jellemezhet}o, ahol az els}o tag a jelenlegi fogyaszt¶ast, a m¶asodik
pedig az utols¶o peri¶odusban elhaszn¶al¶odott term¶ekmennyis¶eget jelenti. Fel-
tettÄuk tov¶abb¶a, hogy az ¶arfÄuggv¶eny nemcsak az ¶ert¶ekes¶³tett term¶ekmennyi-
s¶egt}ol, hanem Q aktu¶alis ¶ert¶ek¶et}ol is fÄugg. ¶Igy a k-adik termel}o pro¯tja:

'k(x1; . . . ; xN ;Q) = xkp(xk + sk; Q) ¡ ck(xk) :

FeltesszÄuk most, hogy

(A) p0 < 0; c0
k > 0;

(B) p0 + xkp00
xx · 0;

(C) p0
x ¡ c00

k < 0;

(D) p0
Q + xkp00

xQ · 0

minden megengedett x1; . . . ; xN ¶es Q mellett. A k-adik termel}o v¶alaszfÄugg-
v¶enye:

Rk(sk; Q) =

8
<
:

0; ha p(sk;Q) ¡ c0
k(0) · 0;

Lk; ha Lkp0
x(sk + Lk;Q) + p(sk + Lk; Q) ¡ c0

k(Lk) ¸ 0;

zk egy¶ebk¶ent,
(10)

ahol zk a
p(zk + sk;Q) + zkp0

x(zk + sk;Q) ¡ c0
k(zk) = 0 (11)

egyenlet egyetlen megold¶asa a (0; Lk) intervallumban.
Implicit deriv¶al¶assal

rk =
@Rk

@sk
= ¡ p0

x + xkp00
xx

2p0
x + xkp00

xx ¡ c00
k

2 (¡1; 0] (12)
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¶es

·rk =
@Rk

@Q
= ¡

p0
Q + xkp00

xQ

2p0
x + xkp00

xx ¡ c00
k

2 (¡1; 0] : (13)

Hasonl¶oan a (8) dinamik¶ahoz, ebben az esetben az

x0
k(t) = Kk

0
@Rk

0
@X

l 6=k

xl(t); Q(t)

1
A ¡ xk(t)

1
A (k = 1; 2; . . . ;N)

Q0(t) = H

Ã
NX

k=1

xk(t); Q(t)

! (14)

rendszert kapjuk, ahol Kk > 0 egy konstans. A rendszer Jacobi m¶atrixa a
kÄovetkez}o:

J =

2
666664

¡K1 K1r1 . . . K1r1 K1·r1

K2r2 ¡K2 . . . K2r2 K2·r2

...
...

. . .
...

...
KNrN KN rN . . . ¡KN KN ·rn

h h h ĥ

3
777775

(15)

ahol

h =
@H

@s
¶es ĥ =

@H

@Q
:

A diszkr¶et esethez (l¶asd Feuer ¶es Szidarovszky, 2007) hasonl¶oan tekintsÄuk
a szimmetrikus esetet, amikor r1 = . . . = rN = r, ·r1 = . . . = ·rN = ·r ¶es
K1 = . . . = KN = K. Ekkor (15) saj¶at¶ert¶ekfeladata a kÄovetkez}ok¶eppen
egyszer}usÄodik:

¡Kuk + Kr
X

l6=k

ul + K·rv = ¸uk (k = 1; 2; . . . ;N) (16)

h
NX

k=1

uk + ĥv = ¸v : (17)

VezessÄuk be az U =
PN

k=1 uk v¶altoz¶ot, akkor (16) ¶at¶³rhat¶o a

KrU + K·rv ¡ (K + Kr + ¸)uk = 0 (18)

alakba. TegyÄuk fel el}oszÄor, hogy ¸ = ¡K(1 + r). A (12) egyenl}otlens¶eg
alapj¶an ez az ¶ert¶ek negat¶³v, ¶³gy nem befoly¶asolja a rendszer aszimptotikus
stabilit¶as¶at. KÄulÄonben u1 = . . . = uN = u ¶es ¶³gy

((N ¡ 1)Kr ¡ K ¡ ¸)u + K·rv = 0

Nhu + (ĥ ¡ ¸)v = 0 :
(19)

Nemtrivi¶alis megold¶as akkor ¶es csak akkor l¶etezik, ha

det

·
(N ¡ 1)Kr ¡ K ¡ ¸ K·r

Nh ĥ ¡ ¸

¸
= 0 ; (20)
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azaz

¸2 ¡ ¸(ĥ + (N ¡ 1)Kr ¡ K) + ĥ((N ¡ 1)Kr ¡ K) ¡ K·rNh = 0 : (21)

TegyÄuk most fel, hogy h > 0 ¶es ĥ < 0 (ami mindenk¶eppen teljesÄul a piaci
tel¶³t}od¶es eset¶en), akkor mind a line¶aris egyÄutthat¶o ¶es mind a konstans tag
pozit¶³v. A rendszer aszimptotikus stabilit¶asa pedig a kÄovetkez}o seg¶edt¶etel
egyszer}u kÄovetkezm¶enye.

Lemma. A ¸2 + ¸p + q = 0 m¶asodfok¶u egyenlet (p, q val¶os egyÄutthat¶ok)
gyÄokeinek val¶os r¶esze akkor ¶es csak akkor negat¶³v, ha p ¶es q pozit¶³v ¶ert¶ek}u.

Ez az eredm¶eny azt jelenti, hogy az ¶arfÄuggv¶enyek id}obeli kÄolcsÄonhat¶as¶anak
¯gyelembev¶etele pontosabb modell a stabilit¶as elveszt¶ese n¶elkÄul.

4 Term¶ekmennyis¶eg nÄovel¶esi kÄolts¶egek ¯gye-
lembev¶etele

TegyÄuk most fel, hogy a termel¶esi menyis¶eg nÄovel¶es¶enek kÄolts¶eg¶et is ¯gyelembe
veszik a termel}ok. A k-adik termel}o pro¯tja:

xkp(sk + xk) ¡ ck(xk) ¡ Ak(xk; x0
k) (22)

ahol az utols¶o tag a term¶ekmennyis¶eg nÄovel¶esi tÄobbletkÄolts¶eget jelÄoli. A v¶a-
laszfÄuggv¶eny (5)-hÄoz hasonl¶oan

Rk(sk; x0
k) =

8
<
:

0; ha p(sk)¡ c0k(0)¡A0kx(0; x0k) · 0;
Lk; ha Lkp

0(Lk + sk) + p(Lk + sk)¡ c0k(Lk)¡A0kx(Lx; x0k) ¸ 0;
zk egy¶ebk¶ent,

(23)
ahol zk a

zkp0(zk + sk) + p(zk + sk) ¡ c0
k(zk) ¡ A0

kx(zk; x0
k) = 0 (24)

egyenlet egy¶ertelm}u megold¶asa. Az egy¶ertelm}u megold¶as biztos¶³t¶asa ¶erdek¶e-
ben a klasszikus Cournot modell (A), (B) ¶es (C) felt¶etelein k¶³vÄul azt is felt¶e-
teleznÄunk kell, hogy Ak konvex zk-ban b¶armely rÄogz¶³tett x0

k mellett. Implicit
deriv¶al¶assal,

rk =
@Rk

@sk
= ¡ p0 + xkp00

2p0 + xkp00 ¡ c00
k ¡ A00

kxx

2 (¡1; 0] (25)

¶es

·rk =
@Rk

@x0
k(t)

= ¡ A00
kxx0

2p0 + xkp00 ¡ c00
k ¡ A00

kxx

· 0 (26)

ha a fentieken k¶³vÄul feltesszÄuk, hogy A00
kxx0 ¸ 0. A dinamikus egyenletek

implicitek ebben az esetben:

x0
k(t) = Kk

0
@Rk

0
@X

l 6=k

xl(t); x
0
k(t)

1
A ¡ xk(t)

1
A (k = 1; 2; . . . ;N) : (27)
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Minthogy a jobboldal csÄokken x0
k(t)-ben, az egyens¶ulypont kÄornyezet¶eben

x0
k(t) egy¶ertelm}u ¶es egy¶ertelm}u fÄuggv¶enye xk(t)-nek ¶es

P
l6=k xl(t)-nek. Im-

plicit deriv¶al¶assal kaphatjuk meg a Jacobi m¶atrix elemeit, az eredm¶eny:

J =

2
6666666664

¡ K1

1 ¡ K1·r1

K1r1

1 ¡ K1·r1
. . .

K1r1

1 ¡ K1·r1

K2r2

1 ¡ K2·r2
¡ K2

1 ¡ K2·r2
. . .

K2r2

1 ¡ K2·r2
...

...
. . .

...
KNrN

1 ¡ KN ·rN

KN rN

1 ¡ KN ·rN
. . . ¡ KN

1 ¡ KN ·rN

3
7777777775

: (28)

A szimmetrikus esetben r1 = . . . = rN = r, ·r1 = . . . = ·rN = ·r ¶es K1 = . . . =
KN = K.

A Jacobi m¶atrix saj¶at¶ert¶ek-feladata a kÄovetkez}o:

¡ K

1 ¡ K·r
uk +

Kr

1 ¡ K·r

X

l6=k

ul = ¸uk (k = 1; 2; . . . ; N) : (29)

Ha ism¶et bevezetjÄuk az U =
PN

k=1 uk jelÄol¶est, akkor ezt a

Kr

1 ¡ K·r
U ¡

µ
K(1 + r)

1 ¡ K·r
+ ¸

¶
uk = 0 (k = 1; 2; . . . ;N) (30)

alakba tudjuk ¶at¶³rni. Ha ¸ = ¡K(1 + r)

1 ¡ K·r
< 0, akkor a saj¶at¶ert¶ek nem

befoly¶asolja a stabilit¶ast. Ellenkez}o esetben u1 = . . . = uN = u ¶es (29)
alapj¶an akkor µ¡K + Kr(N ¡ 1)

1 ¡ K·r
¡ ¸

¶
u = 0 (31)

azaz

¸ =
¡K + Kr(N ¡ 1)

1 ¡ K·r
< 0 (32)

a saj¶at¶ert¶ek. Minthogy ez is negat¶³v ¶ert¶ek}u, a rendszer aszimptotikusan
stabilis. Ez az eredm¶eny is azt mutatja, hogy a re¶alisabb modellel a rendszer
aszimptotikus stabilit¶asa nem veszik el.

5 Ipari szennyez}od¶es csÄokkent¶es¶enek ¯gyelembe
v¶etele

Ebben a modellben feltesszÄuk, hogy a termel}ok kÄozÄos telepen tiszt¶³tj¶ak az
ipari szennyez}od¶est, ¶es a felmerÄul}o kÄolts¶eget a term¶ekmennyis¶egek ar¶any¶aban
osztj¶ak el. Ekkor a k-adik termel}o pro¯tja:

'k(x1; . . . ; xN) = xkp(xk + sk) ¡ ck(xk) ¡ xk
T (xk + sk)

(xk + sk)
: (33)
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Ha bevezetjÄuk a

P (xk + sk) = p(xk + sk) ¡ T (xk + sk)

(xk + sk)
(34)

jelÄol¶est, akkor (33) a klasszikus Cournot modellel ¶³rhat¶o le, amikor az ¶arfÄugg-
v¶enyt P helyettes¶³ti. Felt¶eve, hogy P is k¶etszer folytonosan di®erenci¶alhat¶o,
(7) alapj¶an

rk =
@Rk

@sk
= ¡ P 0 + xkP 00

2P 0 + xkP 00 ¡ c00
k

: (35)

Ha garant¶alni tudjuk, hogy ¡1 < r · 0, akkor az egyens¶ulypont aszimp-
totikusan stabilis marad. Ez biztosan teljesÄul, ha

P 0 + xkP 00 · 0 ¶es P 0 ¡ c00
k < 0 :

Egyszer}u di®erenci¶al¶assal l¶athat¶o, hogy

P 0 = p0 ¡ T 0s ¡ T

s2
(36)

¶es

P 00 = p00 ¡ T 00s2 ¡ 2T 0s + 2T

s3
: (37)

A rendszer aszimptotikusan stabilis marad, ha p szigor¶uan csÄokken ¶es konk¶av,
ck konvex minden k eset¶en, valamint

T 0s ¡ T ¸ 0 (38)

¶es
T 00s2 ¡ 2T 0s + 2T ¸ 0 : (39)

A (38) felt¶etel teljesÄul, ha a T (s)=s fajlagos kÄolts¶eg nÄovekszik ¶es konvex.

6 KÄolts¶egkÄolcsÄonhat¶asok ¯gyelembev¶etele

A kor¶abbi modellekben feltettÄuk, hogy az egyes termel}ok kÄolts¶egei egym¶ast¶ol
fÄuggetlenek. Ez a felt¶etelez¶es gyakran irre¶alis, hiszen a kutat¶asi eredm¶enyeket
a konkurens termel}ok is hasznos¶³thatj¶ak, valamint a kÄozÄos mukaer}o, ener-
gia, t}oke stb. piac is Äosszekapcsolja a termel}ok kÄolts¶egt¶enyez}oit. Ez az
¶altal¶anosabb felt¶etel legegyszer}ubben ¶ugy modellezhet}o, hogy egy ck(xk; sk)
kÄolts¶egt¶enyez}ot felt¶etelezÄunk. ¶Igy a k-adik termel}o pro¯tja a kÄovetkez}o alak¶u:

'k(x1; . . . ; xN ) = xkp(xk + sk) ¡ ck(xk; sk) : (40)

Egyszer}u sz¶amol¶as mutatja, hogy

@'k

@xk
= p + xkp0 ¡ c0

kx

¶es
@2'k

@x2
k

= 2p0 + xkp00 ¡ c00
kxx < 0 :

Ha feltesszÄuk, hogy
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(A) p0 < 0; c0
kx > 0;

(B) p0 + xkp00 · 0;

(C) p0 ¡ c00
kxx < 0

minden megengedett x1; . . . ; xN mellett, akkor 'k szigor¶uan konk¶av xk {ban,
¶³gy a v¶alaszfÄuggv¶eny egy¶ertelm}u. Implicit di®erenci¶al¶as mutatja, hogy

rk =
@Rk

@sk
= ¡ p0 + xkp00 ¡ c00

kxs

2p0 + xkp00 ¡ c00
kxx

: (41)

A rendszer aszimptotikusan stabilis, ha rk 2 (¡1; 0], amely felt¶etel biztosan
teljesÄul, ha

0 ¸ p0 + xkp00 ¡ c00
kxs > 2p0 + xkp00 ¡ c00

kxx ;

amely ¶at¶³rhat¶o a kÄovetkez}o alakba:

c00
kxx ¡ p0 > c00

kxs ¸ p0 + xkp00 : (42)

VegyÄuk ¶eszre, hogy a baloldal pozit¶³v ¶es a jobboldal nem pozit¶³v. Teh¶at
a rendszer aszimptotikusan stabilis, ha a c00

kxs m¶asodrend}u vegyes parci¶alis
deriv¶alt a z¶erus megfelel}o kÄornyezet¶ebe esik.

7 KÄovetkeztet¶esek

Ebben a dolgozatban dinamikus oligopol modelleket vizsg¶altunk meg a Cournot
klasszikus modelln¶el re¶alisabb felt¶etelek mellett. Folytonos id}osk¶ala mellett
kimutattuk, hogy alkalmas felt¶etelek teljesÄul¶ese eset¶en a modellek aszimp-
totikus stabilit¶asa megmarad. A stabilit¶as azonban elv¶esz id}ok¶esleltet¶esek
mellett, mint ahogy azt a klasszikus modellre kimutatta Chiarella ¶es Szi-
darovszky (2001). Az itt bemutatott modellek megfelel}o vizsg¶alata egy tov¶abbi
dolgozatunk t¶argya lesz.
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CONTINUOUS COURNOT MODELS AND THEIR EXTENSIONS

Realistic Cournot Models are examined with continuous time scales. The asymp-
totic properties of models with intertemporal demand interaction, output adjust-
ment costs, environmental considerations and with cost externalities are investi-
gated. The corresponding discrete models were discussed in our earlier paper (Feuer
and Szidarovszky, 2007).


