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FOLYTONOS DINAMIKUS COURNOT MODELLEK ES
KITERJESZTESUK!

FEUER GABOR - SZIDAROVSZKY FERENC - TERRY A. BAHILL
G. Feuer Ges.m.b.H. — Arizonai Egyetem

Realisztikus oligopol modelleket targyalunk folytonos idéskéla mellett. A
piaci arfliggvény valtozasat, termékmennyiség novelési koltségét, kornyezet-
szennyezés csokkentését, valamint a kiilonboz6 termelék koltségkolesénhata-
sait is figyelembe vevé modellek aszimptotikus tulajdonsigait vizsgaljuk meg.
A megfeleld diszkrét modelleket egy kordbbi dolgozatban vezettiik be és tar-
gyaltuk (Feuer és Szidarovszky, 2007).

1 Bevezetés

Az oligopol modellek jelentés irodalommal rendelkeznek, és az egyik leg-
gyakrabban targyalt témakort jelentik a matematikai kozgazdasagtan tertile-
tén. A legegyszeriibb modell Cournot (1838) munkéssdgdhoz vezethetd vis-
sza, és 6t kovetGen kutatdk egész sora tanulmanyozta az oligopol modellek
tulajdonsagait.

Kezdetben az egyenstilypont létezése és egyértelmiisége volt a kozponti
probléma, majd a modellek kiilonféle valtozatai kertiltek el6térbe. Differen-
cialt terméki, tobbtermékes, alkalmazott-tulajdonu és piacmegosztdsi mo-
delleket vezettek be és tanulmanyoztak. Ugyanakkor a modellek dinamikus
kiterjesztéseit is vizsgaltak, ahol az egyensilypont aszimptotikus stabilitdasa-
nak feltételeit keresték meg. A korabbi eredmények jé Osszefoglaldsat adja a
Okuguchi (1976) monogréfia, és ezek tobbtermékes dltaldnositasit, valamint
tobbféle alkalmazésit tdrgyalja Okuguchi és Szidarovszky (1999) konyve. A
dinamikus modellek stabilitdsi vizsgélata Theocharis (1959) cikkével kezdé-
dott, aki kimutatta, hogy a dinamikus modell linedris koltség és arfliggvé-
nyek, valamint diszkrét idoskala mellett akkor és csak akkor aszimptotikusan
stabilis, ha csak két cég versenyez. A nemlinedris eset ennél sokkal bonyolul-
tabb, a legfontosabb eredményeket a Bischi, Chiarella, Kopel és Szidarovszky
(2007) monografia tartalmazza. Nemlinedris esetekben a lokélis és globélis
aszimptotikus stabilitds nem ekvivalens.

A korabbi modellek realitdstartalma igen korldtozott volt, mert szamos
lényeges tényez6t nem vettek figyelembe. A Feuer és Szidarovszky (2009) dol-
gozat tobb modell kiterjesztést vezetett be és vizsgalt diszkrét idoskala mel-
lett. Ezek a modellek figyelembe veszik a piaci arfiiggvény idébeni valtozasat,
a kapacitasnovelés egyéb koltségeit, kornyezetvédelmi kérdéseket, valamint

1Beérkezett: 2008. majus 7. E-mail: szidar@sie.arizona.edu.



2 Feuer Gabor — Szidarovszky Ferenc — Terry A. Bahill

a kiilonboz6 termelok koltségkolesonhatasait. Jelen dolgozatunkban ugyan-
ezeknek a modelleknek a stabilitasat vizsgdljuk meg folytonos idoskala mel-
lett. Vizsgalatunk a lokalis aszimptotikus stabilitasra vonatkozik, amely
nemlinearis esetekben nem garantdlja a rendszer globalis aszimptotikus sta-
bilitasat.

2 A klasszikus Cournot modell

A Cournot modellek legegyszeriibb valtozataban N termel6t, vagy szolgalta-
tot feltételezink, akik azonos terméket termelnek, vagy azonos szolgaltatast
ajanlanak ugyanazon a piacon. Ha xy jeloli a k-adik termeld (vagy szolgédltatd)
altal piacra bocsajtott mennyiséget és Ly a kapacitas korlatjat, akkor nyil-
vanvaléan 0 <z, < Li. A teljes piaci kindlat

N
§ = E T,
k=1

az arfliggvény p(s), és ci(zr) a k-adik termeld vagy szolgaltaté koltségfiige-
vénye. Ezek alapjan a k-adik termeld (vagy szolgaltatd) profitja:
or(x1,...,xn) = zkp(s) — ek (k) - (1)

Ez a piaci szitudci6 egy N-személyes jaték, ahol a termel8k (vagy szolgéltatdk)
a jatékosok, a k-adik jatékos stratégiahalmaza a [0, L] intervallum és ¢y a
kifizetofiiggvénye.

Az s, =3, 2k Tl jeloléssel nyilvanvaléan

or(r1, ... xn) = oep(sk +xr) — ck(2r) (2)

azaz a k-adik jatékos kifizeto fliggvénye csak a tobbi jatékos egytttes kindla-
tatdl fiigg. A k-adik jatékos valaszfliiggvényét igy kapjuk meg, hogy régzitett
sk mellett maximalizaljuk ¢ értékét:

Ry(si) = argmax {zp(sp + x1) — cp(zp)} - (3)

0<z, <Ly

Az oligopol jatékok irodalmaban dltaldban felteszik, hogy a p és ¢, fiiggvények
kétszer folytonosan diferrencialhaték, valamint

(A) p' <0; ¢}, >0
(B) p' +zep” <0;
(C) v =l <0;

minden megengedett x1,...,xN érték mellett.
A fenti feltételek teljesiilése esetén
i,

= = xp —c)
D + zip k
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és

D2y,
<'02k =2p" +xp" — L <0, (4)
oy,

fgy ¢ szigortian konkdv az xj, valtozéban. Igy Ry(si) egyértelmii és a ko-
vetkezoképpen kaphaté meg:
0, hap(si) — (0) <0;
Ry(sk) = § Lk, ha Lyp'(sp + Li) + p(xr + Li) — ¢ (L) > 0;  (5)
zr,  egyébként,
ahol 7z, a
2D (21 + sk) + 2k + sx) — ci(z1,) = 0 (6)
egyenlet egyértelmii megoldésa a (0, L) intervallumban. Vegyiik észre, hogy
(6) bal olglala szigorian csOkkend, zp = 0 esetén pozitiv és zp = L esetén
negativ. Igy az egyértelmii megoldds létezése biztositott. Az implicit fiigg-
vények tétele alapjan Ry is folytonosan differencidlhatd, és R). értéke a (6)
egyenletbdl implicit differencidléssal kaphaté meg:

Rip’ + zp” (14 Ry,) + p'(1+ Ry) = ¢ Ry, =0

amelybol
/ /!
R, = _% € (-1,0]. (7)
20 + zp" — ¢,
A statikus oligopol-jaték egyensilya olyan x7, ..., x} stratégiavektor, amely-

re minden k mellett teljesiil, hogy

0<az; <L, é x;,=Ry le*
1#k

Nem-egyenstlyi allapotok esetén feltételezziik, hogy a jatékosok a vélasz-
fliggvény altal biztositott legjobb profit iranyaba mozditjik el stratégiaikat,
amely folytonos idoskala feltételezése mellett az

2 () = Ki | R | Y wi(t) | — 2i(t) (8)

1£k

differencidlegyenlettel irhato le, ahol Kj > 0 a jatékos &ltal valasztott para-
méter. Erdemes megjegyezniink, hogy a (8) dinamikus rendszer és a statikus
N-személyes oligopol-jaték egyensilypontjai egybeesnek. Az irodalombdl
ismert (ldsd Bischi, Chiarella, Kopel és Szidarovszky, 2009), hogy a fenti
(A)—(C) feltételek mellett a (8) rendszer egyensilypontja lokdlisan aszimp-
totikusan stabilis, ami azt jelenti, hogy ha a kezdeti x(0) stratégidk elég
kozel vannak az egyensilyi stratégidkhoz, akkor ¢ — oo esetén a stratégidk
az egyensulyponthoz konvergdlnak. A dolgozat tovabbi részeiben a modell
tobbféle kiterjesztését és a megfeleld dinamikus rendszerek stabilitasat vizs-
galjuk meg.
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3 Arfiiggvények id8beli kdlcsénhatssa

Piacok telitettségét a korabbi modellek altaldban nem veszik figyelembe, ha-
sonlbéan elhanyagoljdk a vasarldk izlésének valtozasat, vasarlasi szokasok be-
folyasolasat. Mindezek azt eredményezik, hogy az ar a korabbi fogyasztasoktol
is fligg. Matematikailag feltessziik tehat, hogy a korabbi értékesitések Ossz-
hatasa egy idofiiggd @) valtozéval irhato le, amely egy

Q(t)=H (Z wk(t), Q(ﬂ) 9)
k=1

dinamikaval valtozik. Példaul a piac telitédése a specilis

N

Q'(t) = wk(t) — aQ(t)

k=1

egyenléséggel jellemezhetd, ahol az els6 tag a jelenlegi fogyasztast, a masodik
pedig az utolsé periddusban elhasznalédott termékmennyiséget jelenti. Fel-
tettik tovabba, hogy az arfiiggvény nemcsak az értékesitett termékmennyi-
ségtdl, hanem @ aktudlis értékétol is fiigg. fgy a k-adik termeld profitja:

ka('rla cee a-rNaQ) = ‘rk'p(‘rk' + Sk Q) - ck‘(‘rk‘) .

Feltessziik most, hogy
(A) p' <0; ¢, >0
B) ¢’ + zkpl, <05
(©) pl—f <0
(D) pg +arplhg <0
minden megengedett x1,...,zx és @ mellett. A k-adik termeld vélaszfiigg-
vénye:

0, hap(sn Q) — ¢ (0) < 0;

Ri(sk, Q) = { Ly, ha Lgpl(si + Ly, Q) + p(sk + Ly, Q) — ci.(Lx) > 0;
zr ~ egyébként,

(10)
ahol 7z, a
P2k + sk, Q) + 2Py (21 + sk, Q) — ci(2r) =0 (11)
egyenlet egyetlen megolddsa a (0, Ly) intervallumban.
Implicit derivalassal
ORy, a o
Tk- — k — p‘L +-rka,J, E (_1)0] (12)

dsr  2p, +xrpll, — cp
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ORy, _ Pq + TrPrq
90 W, 4l

Hasonl6an a (8) dinamikahoz, ebben az esetben az

T = € (—00,0] . (13)

2, (t) = Ki | R | D _2i(1),Qt) | — i(t) (k=1,2,...,N)
i (14)

Qt)=H (Z 2 (t), Q(t)>
k=1

rendszert kapjuk, ahol K; > 0 egy konstans. A rendszer Jacobi métrixa a
kovetkezo:

—Kl K17‘1 PN K17‘1 Klfl
KQTQ —KQ e KQTQ Kgfg
I=| (15)
KNTN KNTN _KN KNTVTL
h h h h
ahol
oOH , . OH
h=—— ¢é h=—4=.
0s oQ
A diszkrét esethez (ldsd Feuer és Szidarovszky, 2007) hasonléan tekintsiik
a szimmetrikus esetet, amikor vy = ... = ry =1, 71 = ... = Fy = T é8
K, = ... = Ky = K. Ekkor (15) sajatértékfeladata a kovetkez8képpen
egyszertsodik:
—Kug+ Kr» w+Kiv=>y  (k=1,2,...,N) (16)
I#k
N ~
hZuk—l—hU:)\U. (17)
k=1

Vezessiik be az U = Zszl uy, véltozot, akkor (16) atirhaté a
KrU + Kiv— (K+ Kr+ XNu, =0 (18)

alakba. Tegyiik fel elészor, hogy A = —K(1 +r). A (12) egyenlétlenség
alapjan ez az érték negativ, igy nem befolyasolja a rendszer aszimptotikus
stabilitasat. Kiillonben uq = ... =uy = u és igy

(N =1)Kr — K — Nu+ Kiv =0

. 19
Nhu+ (h=XNv=0. (19)
Nemtrividlis megoldés akkor és csak akkor létezik, ha
N-1)Kr— K- K
qer | (VDRI RSN KT T, (20)

Nh h—A
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A2 —Ah+ (N —-1)Kr —K)+h((N-1)Kr — K)— KiNh=0. (21)

Tegytk most fel, hogy h > 0 és h<0 (ami mindenképpen teljesiil a piaci
telitédés esetén), akkor mind a linedris egytitthaté és mind a konstans tag
pozitiv. A rendszer aszimptotikus stabilitdsa pedig a kdvetkezd segédtétel
egyszeru kovetkezménye.

Lemma. A )+ \p+ q = 0 mdsodfoki egyenlet (p, q valds egyiitthatdk)
gyokeinek valds része akkor és csak akkor negativ, ha p és q pozitiv értékd.

Ez az eredmény azt jelenti, hogy az arfiiggvények idobeli kolcsonhatasanak
figyelembevétele pontosabb modell a stabilitas elvesztése nélkiil.

4 Termékmennyiség novelési koltségek figye-
lembevétele

Tegyiik most fel, hogy a termelési menyiség névelésének koltségét is figyelembe
veszik a termel6k. A k-adik termel profitja:

zep(sy + k) — cx(ay) — Ap(zg, 27,) (22)
ahol az utols6 tag a termékmennyiség novelési tobbletkdltséget jeloli. A vé-
laszfiiggvény (5)-hoéz hasonléan

0,  hap(sk) — c(0) — Ak, (0,7%) < 0;
Ry (sk, x),) = § Lk, ha Lip/(Lg + k) +p(Lk + sx) — i (Li) — Af,(La, 73,) > 0;

zr  egyébként,
(23)
ahol 7z, a

2kp' (2 + 8k) + P21 4 sx) — ¢ (21) — A (21, 23,) =0 (24)

egyenlet egyértelmi megoldasa. Az egyértelmii megoldds biztositasa érdeké-
ben a klasszikus Cournot modell (A), (B) és (C) feltételein kiviil azt is felté-
telezniink kell, hogy Aj konvex zi-ban barmely rogzitett ;. mellett. Implicit
derivélassal,

ORy, p' + xp”
.= = — € (—1,0 25
" Osk 2 +app”’ — ¢ — Al ( ] (25)
& OR Al
> k kxx’
R e 20

ha a fentieken kivil feltessziik, hogy A} , > 0. A dinamikus egyenletek

kxax!
implicitek ebben az esetben:

2 (8) = Ky | R | Y a(t), 2 (1) | — xi(t) (k=1,2,...,N). (27)
1#k
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Minthogy a jobboldal csokken z}(t)-ben, az egyensilypont kornyezetében
3,(t) egyértelmi és egyértelmfl fiiggvénye xy,(t)-nek és >, @i(t)-nek. Im-
plicit derivaldssal kaphatjuk meg a Jacobi matrix elemeit, az eredmény:

r K, Kirg Kir
1-Ky# 1-Kyv  — 1-Ki#
Kors K, Koo
J=| 1—Kas 1-Kora ==~ 1-FKais | . (28)
K]\}TN KN-TN _ kN
| 1—-Kn?n 1—Kyvy 1—Knrn |
A szimmetrikus esetbenry =...=ry =7, 1 =...=Fn =T K; =... =

Ky =K.
A Jacobi matrix sajdtérték-feladata a kovetkezé:

K Kr
— . = , =12,...,N). 2
I_Kfuk+1_Kf;ul Mg (k=1,2,...,N) (29)

Ha ismét bevezetjiik az U = Zszl uy, jelolést, akkor ezt a

K U—<M+)\>uk:0 (k=1,2,....,N)  (30)

1-Kr 1-Kr
K(1
alakba tudjuk atirni. Ha A = —% < 0, akkor a sajatérték nem
- K7
befolydsolja a stabilitdst. Ellenkezé esetben uqy = ... = uy = u és (29)
alapjan akkor
—K + Kr(N —1)
— = 1
< T k7 )\> u=0 (31)
azaz K+ Kr(N 1)
A ki (32)

a sajatérték. Minthogy ez is negativ értékii, a rendszer aszimptotikusan
stabilis. Ez az eredmény is azt mutatja, hogy a realisabb modellel a rendszer
aszimptotikus stabilitdsa nem veszik el.

5 Ipari szennyezodés csokkentésének figyelembe
vétele

Ebben a modellben feltessziik, hogy a termel6k kozos telepen tisztitjak az
ipari szennyez6dést, és a felmeriilé koltséget a termékmennyiségek aranyaban
osztjak el. Ekkor a k-adik termel6 profitja:

T'(xg + si)

(wr + s1) (33)

or(x1,...,on) = zep(zr + SK) — ck(xk) — )
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Ha bevezetjik a

T(xy + sp)
(zk + si)

jelolést, akkor (33) a klasszikus Cournot modellel irhaté le, amikor az arflige-

vényt P helyettesiti. Feltéve, hogy P is kétszer folytonosan differencidlhato,
(7) alapjén

P(ay + sp) = plag + s,) — (34)

ORy, P+ xp, P
Tk = = 7N (35)
sy, 2PI+.IJkPII—Ck
Ha garantalni tudjuk, hogy —1 < r < 0, akkor az egyenstilypont aszimp-
totikusan stabilis marad. Ez biztosan teljesiil, ha

P +z,P’' <0 és P —dl <0.

Egyszeri differencialassal lathato, hogy

T's—T
/ /
Pr=p-—F7F" (36)
és
Py T”SQ—2TIS—|-2T- (37)

53
A rendszer aszimptotikusan stabilis marad, ha p szigorian csokken és konkév,
¢, konvex minden k esetén, valamint
Ts—T>0 (38)
és
T's* —2T's +2T > 0. (39)
A (38) feltétel teljesiil, ha a T'(s)/s fajlagos koltség novekszik és konvex.

6 Koltségkolcsonhatasok figyelembevétele

A korabbi modellekben feltettiik, hogy az egyes termeldk koltségei egyméstol
fliggetlenek. Ez a feltételezés gyakran irredlis, hiszen a kutatési eredményeket
a konkurens termeldk is hasznosithatjak, valamint a kézos mukaerd, ener-
gia, toke stb. piac is Osszekapcsolja a termelOk koltségtényezéit. Ez az
altaldnosabb feltétel legegyszeriibben gy modellezhetd, hogy egy ck(xk, sk)
koltségtényezot feltételeziink. fgy a k-adik termel6 profitja a kovetkezo6 alaku:

or(x1, ... xon) = xpp(Tr + sk) — ek (T, Sk) - (40)
Egyszeri szamolas mutatja, hogy

iy, / /
— =Dp+ TP — Cp,
axk kP kx

és

Oy,
=20 +app” — Al <0

Ha feltessziik, hogy
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(A) p' <0; ¢, >0;
(B) p' +zpp” < 0;
(C) pl - CZJ,J, <0
minden megengedett x1,. ..,z N mellett, akkor ¢y szigorian konkav x; —ban,
igy a valaszfliggvény egyértelmi. Implicit differencialds mutatja, hogy
OR, _ p+aw =l
Osy, 20 4 xpp” — ¢l

T = (41)
A rendszer aszimptotikusan stabilis, ha r, € (—1,0], amely feltétel biztosan
teljestl, ha

0>p" +app” —cllps > 20"+ app” = €y

amely atirhaté a kovetkez6 alakba:
c;:J,J, _pl > CZJ,S 2 pl + ‘rk‘p” : (42)

Vegyiik észre, hogy a baloldal pozitiv és a jobboldal nem pozitiv. Tehat
a rendszer aszimptotikusan stabilis, ha a ¢, mésodrend{i vegyes parcidlis
derivalt a zérus megfelelé kornyezetébe esik.

7 Kovetkeztetések

Ebben a dolgozatban dinamikus oligopol modelleket vizsgaltunk meg a Cournot
klasszikus modellnél realisabb feltételek mellett. Folytonos idoskala mellett
kimutattuk, hogy alkalmas feltételek teljesiilése esetén a modellek aszimp-
totikus stabilitdsa megmarad. A stabilitds azonban elvész idSkésleltetések
mellett, mint ahogy azt a klasszikus modellre kimutatta Chiarella és Szi-
darovszky (2001). Az itt bemutatott modellek megfelel$ vizsgélata egy tovabbi
dolgozatunk targya lesz.
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CONTINUOUS COURNOT MODELS AND THEIR EXTENSIONS

Realistic Cournot Models are examined with continuous time scales. The asymp-
totic properties of models with intertemporal demand interaction, output adjust-
ment costs, environmental considerations and with cost externalities are investi-
gated. The corresponding discrete models were discussed in our earlier paper (Feuer
and Szidarovszky, 2007).



