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A HITELPORTF¶OLI¶OK MAXIM¶ALIS BED}OL¶ESI
VAL¶OSZ¶IN}US¶EG¶ENEK MEGHAT¶AROZ¶ASA II.

TÄOBBTERM¶EKES HITELPORTF¶OLI¶OK VIZSG¶ALATA1

VÄORÄOS J¶OZSEF { KOML¶OSI S¶ANDOR
P¶ecsi Tudom¶anyegyetem, KÄozgazdas¶agtudom¶anyi Kar

El}oz}o, egyt¶³pus¶u hitelterm¶eket vizsg¶al¶o tanulm¶anyunkban, amikor egyetlen
kÄuls}o, ¶ugynevezett makr¶o magyar¶az¶o v¶altoz¶ot haszn¶altunk, arra jutottunk,
hogy becsl}o, a management k¶epess¶egeit is tÄukrÄoz}o fÄuggv¶enyek kidolgoz¶as¶aval
v¶elhet}oen kÄozelebb jutunk a val¶os bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶egek meghat¶aroz¶as¶ahoz.
E tanulm¶anyban abb¶ol indulunk ki, hogy gondos elemz¶es ut¶an rendelkez¶e-
sÄunkre ¶all hitelterm¶ekenk¶ent a bed}ol¶esi ar¶anyokat a makr¶o¶allapotok fÄuggv¶e-
nyek¶ent le¶³r¶o ÄosszefÄugg¶es. Viszont egy makr¶o¶allapot m¶ask¶ent ¶es m¶ask¶ent hat-
hat kÄulÄonbÄoz}o t¶³pus¶u hitelterm¶ekek bed}ol¶esi ar¶anyaira, ¶³gy a keletkez}o vesz-
tes¶egekre. Ad¶odik ez¶ert annak feladata, hogy elemezzÄuk a lehets¶eges makr¶o-
¶allapotokat annak c¶elj¶ab¶ol, hogy szimult¶an m¶odon hat¶arozzuk meg a teljes
portf¶oli¶ora hat¶o kritikus makr¶o¶allapotokat. KÄulÄonÄosen fontos a legrosszabb
kimenetre tÄort¶en}o felk¶eszÄul¶es, hiszen a cs}od ¶allapot ily m¶odon kikerÄulhet}o
lehet. A probl¶em¶at megfogalmaz¶o modell bonyolults¶aga szimul¶aci¶os elj¶ar¶asok
alkalmaz¶as¶at helyezi el}ot¶erbe, ennek ¶ara viszont, hogy az extr¶em vesztes¶egek
okainak megismer¶ese nehezebb¶e v¶alik a szimul¶aci¶os megkÄozel¶³t¶esek ismert
h¶atr¶anyai miatt. E tanulm¶any az eml¶³tett h¶arom t¶enyez}o: a sz¶oba jÄohet}o
l¶enyeges makr¶ot¶enyez}ok halmaza meghat¶aroz¶as¶anak, a bed}ol¶esi ar¶anyok ¶es
makr¶o¶allapotok kÄozÄotti ÄosszefÄugg¶es meg¶allap¶³t¶as¶anak, a maxim¶alis hitelport-
f¶oli¶o vesztes¶eget okoz¶o makr¶o¶allapotok meghat¶aroz¶as¶anak m¶odszertan¶aba ad
betekint¶est.

Kulcsszavak: hitelvesztes¶egek, makr¶ot¶enyez}ok, el}orejelz¶es, maximum vesz-
tes¶eg, nemkonvex programoz¶as

1 Bevezet¶es

A t¶em¶ahoz kapcsol¶od¶o el}oz}o tanulm¶anyunkban a Vasicek (1987) modell elem-
z¶ese sor¶an arra jutottunk, hogy annak output ¶ert¶ekei nagyon ¶elesen reag¶alnak
az inputokban bekÄovetkez}o v¶altoz¶asokra, vagyis a Vasicek-modell nehezen
lenne robusztusnak nevezhet}o. A gyakorlati tapasztalatokat felhaszn¶alva,
visszam¶er¶est alkalmazva azt tal¶altuk, hogy tÄobbf¶ele regresszi¶os megkÄozel¶³t¶est
alkalmazva jobban megismerhet}o egy hitelez¶esi gyakorlat reag¶al¶asa a kÄuls}o
t¶enyez}okben bekÄovetkez}o v¶altoz¶asokra. A mostani, a t¶em¶ahoz kapcsol¶od¶o
m¶asodik tanulm¶anyunkban az el}oz}o modellÄunket k¶et ir¶anyban sz¶eles¶³tjÄuk:

1Be¶erkezett 2024. m¶arcius 19. DOI: https://doi.org/10.15170/SZIGMA.55.1246. E-mail:
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egyr¶eszt tÄobb kÄuls}o t¶enyez}o mint magyar¶az¶o v¶altoz¶o felhaszn¶al¶as¶at tesszÄuk
lehet}ov¶e, m¶asr¶eszt egy hitelportf¶oli¶ot tekintÄunk, melyben tÄobb t¶³pus¶u hitel-
term¶ek l¶etezhet, ¶es az egyes hitelterm¶ekt¶³pusok m¶ask¶ent ¶es m¶ask¶ent reag¶al-
hatnak kÄuls}o t¶enyez}okre. El}oz}o tanulm¶anyunkban egyt¶³pus¶u hitelterm¶eket
tekintettÄunk, melynek szerkezete homog¶en, p¶eld¶aul minden kiadott szem¶elyi
kÄolcsÄon azonos m¶odon fÄugg egy kÄuls}o t¶enyez}ot}ol.

Abb¶ol indulunk ki, hogy egy hitelterm¶ekt¶³pus bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶eg¶et j¶ol
le¶³r¶o (line¶aris) regresszi¶os fÄuggv¶eny rendelkez¶esÄunkre ¶all, melyben v¶eges sz¶a-
m¶u magyar¶az¶o v¶altoz¶o szerepelhet. Bhat ¶es szerz}ot¶arsai (2018) p¶eld¶aul egy
line¶aris regresszi¶os fÄuggv¶enyt haszn¶alnak, melyben a magyar¶az¶o v¶altoz¶ok
egyike az egy peri¶odusban felmerÄult hitelez¶esi vesztes¶egek ar¶anya az el}oz}o
peri¶odusban ny¶ujtott hitelek nagys¶ag¶ahoz. M¶as modellek mellett Breuer ¶es
szerz}ot¶arsai (2012) is haszn¶altak egy m¶odos¶³tott Vasicek-t¶³pus¶u, tÄobbv¶altoz¶os
modellt annak c¶elj¶ab¶ol, hogy bemutass¶ak a kÄulÄonbs¶eget a bekÄovetkez¶esi val¶o-
sz¶³n}us¶eg ¶es a legrosszabb esetben bekÄovetkez}o vesztes¶eg kÄozÄott, adott kock¶a-
zati szint mellett. A Mahalanobis-t¶avols¶agot haszn¶alt¶ak, mely a makr¶ov¶alto-
z¶ok halmazon belÄuli mozg¶as¶anak er}oss¶eg¶et m¶eri, ¶es e mozg¶as fÄuggv¶eny¶eben
hat¶arozt¶ak meg a maxim¶alis vesztes¶eget. Intuit¶³v m¶odon, a tÄobb dimenzi¶oban
tÄort¶en}o mozg¶as intenzit¶as¶anak m¶ert¶eke a Mahalanobis-t¶avols¶ag, mely er}os
megkÄozel¶³t¶essel valami olyat fejez ki, hogy a kÄozpontt¶ol h¶any egys¶egnyi sz¶o-
r¶ast tettÄunk meg a tÄobbdimenzi¶os t¶erben (Breuer ¶es t¶arsai, 2009). A maxim¶a-
lis vesztes¶egek becsl¶es¶ere term¶eszetesen m¶as m¶odszerek is l¶eteznek. Chan ¶es
Kroese (2010) p¶eld¶aul t-kopula modelleket haszn¶alnak a nagy vesztes¶egek be-
kÄovetkez¶esi val¶osz¶³n}us¶eg¶enek meghat¶aroz¶as¶ara. Aszimmetrikus megkÄozel¶³t¶est
alkalmazva a rendk¶³vÄul ritk¶an bekÄovetkez}o esem¶enyek le¶³r¶as¶ara, felt¶eteles
Monte Carlo szimul¶aci¶os elj¶ar¶ast dolgoztak ki a rendk¶³vÄul magas vesztes¶egek
val¶osz¶³n}us¶eg¶enek meghat¶aroz¶as¶ara. Bassamboo ¶es szerz}ot¶arsai (2008) minta-
v¶eteli algoritmus seg¶³ts¶eg¶evel ugyancsak Monte Carlo m¶odszert alkalmaznak
a maxim¶alis hitelez¶esi vesztes¶egek felder¶³t¶es¶ere. V¶eges id}ohorizont¶u modell-
jÄukben azt is ¯gyelembe vett¶ek, amikor az ad¶osok hitelmin}os¶³t¶esei kÄozÄott
nagyon er}os az ÄosszefÄugg¶es.

M¶³g a Monte Carlo m¶odszerek elengedhetetlen eszkÄozei maradnak a hi-
telez¶esi vesztes¶egek meg¶allap¶³t¶as¶anak, egyszer}uen az¶ert, mert a fenn¶all¶o ma-
tematikai probl¶em¶ara nincs hat¶ekonyabb elj¶ar¶as, fontosak azon kutat¶asi er}o-
fesz¶³t¶esek is, melyek a vesztes¶egeket okoz¶o t¶enyez}oket igyekeznek felt¶arni.
Term¶eszetesen hosszan kitart¶o munka ut¶an ezek megval¶os¶³that¶ok Monte Carlo
szimul¶aci¶os m¶odszerekkel is, m¶egis az explicit form¶akkal tÄort¶en}o magyar¶az¶as
el}obbre viszi a probl¶ema viselked¶es¶enek meg¶ert¶es¶et. Mik¶ent majd l¶atni lehet,
az egyterm¶ekes portf¶oli¶ora kÄonnyen adunk explicit form¶at, melyb}ol kÄovetke-
z}oen a szimul¶aci¶ora semmi szÄuks¶eg. TÄobb hitelterm¶ek eset¶en m¶ar nem ez a
helyzet. Egy kÄozgazdas¶agilag ¶artalmatlannak ¶³t¶elt felt¶etelez¶es azonban ma-
tematikailag fontos ¶attÄor¶est hoz l¶etre az explicit megfogalmazhat¶os¶ag el¶er¶es¶e-
ben, ¶es¶³gy a tÄobbterm¶ekes hitelportf¶oli¶ok vizsg¶alata is kÄonnyebben elv¶egezhe-
t}o. Ez a felt¶etelez¶es azt takarja, hogy portf¶oli¶okban nincs olyan hitelterm¶ek,
melynek bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶ege 50%-n¶al magasabb lenne. Amennyiben ez ¶³gy
van, javasolt m¶odszerÄunk a t-kopul¶akkal dolgoz¶o szimul¶aci¶os algoritmusokat
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is felgyors¶³thatja, azonban e tanulm¶any els}odleges c¶elja nem algoritmusok
hat¶ekonys¶ag¶anak t¶argyal¶asa, hanem a kÄozgazdas¶agi alkalmazhat¶os¶ag, ¶es a
betekinthet}os¶eg nÄovel¶ese. MegjegyezzÄuk m¶eg, hogy az ÄosszefÄugg¶esek alap-
j¶at k¶epez}o f}o t¶etelnek egy m¶asik bizony¶³t¶asa megtal¶alhat¶o VÄorÄos (2023)-as
munk¶aj¶aban.

Az explicit form¶akra val¶o ig¶eny, mely vil¶agosabb¶a teszi a kÄozgazdas¶agi ka-
teg¶ori¶ak t¶argyal¶as¶at, m¶ar kor¶abban is felmerÄult. Garcia-C¶espedes ¶es Moreno
(2017) modelljÄukben m¶asod- ¶es harmadrend}u Taylor-polinomokat haszn¶al-
nak, hogy vizsg¶alni tudjanak tÄobb peri¶odusos vesztes¶eg-eloszl¶asfÄuggv¶enyeket.
Ezt az Äotletet mi is fel fogjuk haszn¶alni abb¶ol a c¶elb¶ol, hogy gyakorlatilag egy
pontos megold¶asi algoritmussal rendelkezzÄunk. Ez az¶ert hasznos, mert a java-
solt explicit k¶epletekkel dolgoz¶o elj¶ar¶asunk eredm¶enyeit ekkor Äossze tudjuk
hasonl¶³tani a val¶oban optim¶alis megold¶asokkal. A 20-ad fok¶u Maclaurin-po-
linomunk m¶eg a negyedik tizedesjegy hely¶en is pontosan kÄozel¶³ti a sztenderd
norm¶alis eloszl¶asfÄuggv¶enyt az ¶altalunk haszn¶alt intervallumban, vagyis meg-
b¶³zhat¶o kÄovetkeztet¶eseink lesznek.

Dolgozatunk szerkezete a bevezet¶est kÄovetve az al¶abbi lesz: a kÄovetkez}o
fejezetben fogalmazzuk meg a hitelportf¶oli¶o vesztes¶eg¶et meghat¶aroz¶o mo-
dellt, a harmadik fejezetben pedig kimutatjuk a maxim¶alis vesztes¶eget okoz¶o
¶allapotok meghat¶aroz¶as¶anak m¶odj¶at. A negyedik fejezet elj¶ar¶asokat aj¶anl
hat¶ekony indul¶o megold¶asok el}o¶all¶³t¶as¶ahoz, ¶es vizsg¶alja e megold¶asok kÄozel-
s¶eg¶et az optim¶alis megold¶ashoz. Az ÄotÄodik fejezet az el}oz}o ¶es e tanulm¶any
kÄovetkeztet¶eseit fogalmazza meg.

2 Modellalkot¶as

El}oz}o tanulm¶anyunkban addig jutottunk, hogy a Vasicek (1987) modell meg-
fogalmaz¶as¶ab¶ol az kÄovetkezik, hogy

PDx = N
³ ln D

B ¡(y¡0:5s2)

s
¡ ½xp

1 ¡ ½2

´
= N

³DTD ¡ ½DFEp
1 ¡ ½2

´
; (1)

ahol most y a befektetett eszkÄoz egys¶egnyi id}o alatti %-os v¶arhat¶o ¶ert¶eknÄove-
ked¶ese, az ¶ert¶eknÄoveked¶es sz¶or¶asa pedig s. Az (1) alatti kifejez¶esben most x
a makr¶o¶allapotot kifejez}o, szint¶en sztenderd norm¶alis eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi
v¶altoz¶o (x » N(0; 1)), tov¶abb¶a ½ a korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o a p¶enzÄugyi eszkÄoz
¶ert¶eke ¶es a makr¶o¶allapot kÄozÄott (mint kor¶abban, B a hitel felv¶etelekor te-
kintett eszkÄoz¶ert¶ek, melyb}ol D a hitel nagys¶aga). Az irodalomban nagyon
gyakran az (1)-ben szerepl}o

ln D
B ¡ (y ¡ 0:5s2)

s
(2)

kifejez¶est a felt¶etel n¶elkÄuli bed}ol¶est}ol m¶ert t¶avols¶agnak nevezik, ¶es DTD-vel
jelÄolik (distance to default), m¶³g az x-et a gazdas¶agt¶ol val¶o t¶avols¶agnak (dis-
tance from economy) nevezik, ¶es DFE-vel jelÄolik. PDx-szel a bed}ol¶es val¶osz¶³-
n}us¶eg¶et jelÄoljÄuk, amikor a bekÄovetkez}o makr¶o¶allapot x. N¡1(PDx) kifejez¶es
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ily m¶odon a bed}ol¶est}ol m¶ert t¶avols¶agot hivatott kifejezni, felt¶eve, hogy a
makr¶ogazdas¶ag x ¶allapotban van. Erre pedig a DTDE kifejez¶est haszn¶aljuk
majd.

Az (1) alatti ÄosszefÄugg¶est a bevezetett, kÄozismert jelÄol¶esekkel ez¶ert ¶³gy is
¶³rhatjuk:

DTDE =
DTD ¡ ½DFEp

1 ¡ ½2
: (3)

A Vasicek-modellnek egy fontos von¶asa az az idea, hogy amennyiben portf¶o-
li¶onk homog¶en hitelterm¶ekekb}ol ¶all, ¶es ezek sz¶amoss¶aga el¶egs¶egesen magas,
akkor a DFE egy adott ¶ert¶ek¶ere a portf¶oli¶on belÄul a bed}ol}o hitelek ar¶anya
PDDF E-hez fog konverg¶alni. Ez¶ert a p¶enzÄugyi eszkÄozÄok oszt¶alyoz¶asa alapve-
t}oen fontos elj¶ar¶as, ¶es erre Doumpos t¶arsaival (2002) aj¶anlanak egy tÄobbc¶el-
krit¶eriumos tÄobbszint}u oszt¶alyoz¶asi elj¶ar¶ast abb¶ol a c¶elb¶ol, hogy a hitelk¶er}o
v¶allalatokat homog¶en csoportokba terelj¶ek. MegjegyezzÄuk m¶eg, hogy a sz¶el-
s}os¶eges, kÄozÄos sokkok probl¶em¶aja fontos szerepet j¶atszik sok modellben, l¶asd
p¶eld¶aul Bassamboo ¶es t¶arsai (2008). M¶³g a Vasicek (1987) elk¶epzel¶es szerint

az eszkÄoz¶ert¶eket befoly¶asol¶o v¶eletlen t¶enyez}ot az " = ½x +
p

1 ¡ ½2v Äossze-
fÄugg¶es ¶³rja le, modelljÄukben a

" =
½x +

p
1 ¡ ½2v

w

kifejez¶est haszn¶alj¶ak, ahol w egy nemnegat¶³v val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, mely
fÄuggetlen v-t}ol ¶es x-t}ol, ¶es s}ur}us¶egfÄuggv¶enye eleget tesz az ®wk¡1 + o(wk¡1)
el}o¶³r¶asnak, amikor w # 0, tov¶abb¶a ® > 0, k > 0 ¶es konstans ¶ert¶ek}uek (v
az egy¶eni saj¶atoss¶agokat kifejez}o, ¶ugynevezett idioszinkratikus val¶osz¶³n}us¶e-
gi v¶altoz¶o, mely szint¶en sztenderd norm¶alis eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o,
v » N(0; 1)).

¶Eletszer}u, hogy a gazdas¶agi-p¶enzÄugyi ¶eletben nem csak egy makr¶o¶alla-
potot kell tekinteni, hanem sz¶amosat. Az ÄosszefÄugg¶eseket line¶aris modellel
sz¶amszer}us¶³tik, gyakran az al¶abbi form¶aban p¶eld¶aul:

" = c1x1 + . . . + cnxn + cv;

ahol x1; . . . ; xn v¶altoz¶ok fejezik ki a makr¶o jellemz¶es¶ere kijelÄolt val¶osz¶³n}us¶egi
v¶altoz¶okat, melyek mindegyike sztenderd norm¶alis eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶al-
toz¶o, ¶es kifejezhetnek glob¶alis, orsz¶ag-, vagy ipar¶agi speci¯kumokat, melyek a
v¶allalkoz¶asra hatnak. V¶altozatlanul, v a m¶ar eml¶³tett idioszinkratikus szten-
derd norm¶alis eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, tov¶abb¶a a c1; . . . ; cn param¶ete-
rek a terhel¶esi t¶enyez}ok (Bassamboo ¶es t¶arsai 2008).

E line¶aris kapcsolatra alapozva, a (3) formul¶at felhaszn¶alva azt t¶etelezzÄuk
fel, hogy l¶etezik egy line¶aris kapcsolat a felt¶eteles bed}ol¶esi t¶avols¶agok ¶es a
makr¶o¶allapotok kÄozÄott. Ez a forma az al¶abbi:

DTDE = a0 + a0x ; (4)

ahol a0 egy konstans, a ¶es x vektorok, melyek n elemb}ol ¶allnak, a fels}o vessz}o
pedig sorvektort jelÄol, azaz a0 = [a1; . . . ; an] ¶es x0 = [x1; . . . ; xn]. E regresszi¶os
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ÄosszefÄugg¶esben ai az i-edik makr¶o¶allapothoz (xi) tartoz¶o egyÄutthat¶o, ¶es ter-
m¶eszetesen felt¶etelezhetjÄuk, hogy a 6= 0.

B a befektet¶es kezdeti ¶ert¶eke
D a befektet¶eshez felvett hitel nagys¶aga
y az ¶ert¶eknÄoveked¶es v¶arhat¶o ¶ert¶eke %-ban kifejezve
s a %-ban kifejezett ¶ert¶eknÄoveked¶es sz¶or¶asa
v az egy¶eni saj¶atoss¶agokat kifejez}o, idioszinkratikus val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o
x a makr¶o¶allapotot kifejez}o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o
n a makr¶ov¶altoz¶ok sz¶ama
½ az eszkÄoz/v¶allalat ¶ert¶eke ¶es a makr¶o¶allapot kÄozÄotti korrel¶aci¶o
N;N¡1 a sztenderd norm¶alis eloszl¶as eloszl¶asfÄuggv¶enye ¶es annak inverze
DTD a felt¶etel n¶elkÄuli bed}ol¶est}ol val¶o t¶avols¶ag
DFE a gazdas¶agt¶ol val¶o t¶avols¶ag
DFI a kamatl¶abt¶ol val¶o t¶avols¶ag
DTDE felt¶eteles bed}ol¶est}ol val¶o t¶avols¶ag
± Mahalanobis-t¶avols¶ag
¤ vesztes¶eg nagys¶aga portf¶oli¶okon vagy egyedi term¶eken
LGD bed}ol¶es eset¶en a vesztes¶eg nagys¶aga,
EAD bed}ol¶es eset¶en a kitetts¶eg m¶ert¶eke
a0j ; aj a line¶aris regresszi¶os fÄuggv¶eny komponensei a j-edik p¶enzÄugyi term¶ekre,

a0j = (a1j ; . . . ; anj), ahol n a makr¶ov¶altoz¶ok sz¶ama, k a term¶ekek sz¶ama
a portf¶oli¶oban, j = 1; . . . ; k

x x0 = (x1; . . . ; xn), ahol xi az i-edik makr¶o¶allapot, ¶es a makr¶o¶allapotot
n v¶altoz¶oval azonos¶³tjuk

V;V¡1 a makr¶o¶allapotok kovariancia-variancia m¶atrixa ¶es annak inverze, nem-
szingul¶aris

F a c¶elfÄuggv¶eny
L;¸ a Lagrange-fÄuggv¶eny ¶es a Lagrange-szorz¶o
u kieg¶esz¶³t}o v¶altoz¶o
'j a j-edik p¶enzÄugyi term¶ek s¶ulya a portf¶oli¶oban

1. t¶abl¶azat. JelÄol¶esek Äosszefoglal¶asa

JelÄoljÄuk egy adott term¶ek becsÄult vesztes¶eg¶enek m¶ert¶ek¶et ¤-val, melyet
h¶arom t¶enyez}o hat¶aroz meg: a bed}ol¶es val¶osz¶³n}us¶ege (PD), vesztes¶eg m¶ert¶eke
bed}ol¶es eset¶en (LGD), a harmadik t¶enyez}o pedig a kitetts¶eg m¶ert¶eke bed}ol¶es
eset¶en (EAD). Az al¶abbi kifejez¶es maxim¶alis ¶ert¶ek¶et keressÄuk ekkor:

¤ = PD £ LGD £ EAD (5)

B¶ar e tanulm¶any a bed}ol¶esek val¶osz¶³n}us¶eg¶evel foglalkozik, a m¶asik k¶et t¶e-
nyez}onek is fontos jelent}os¶ege van. Somers ¶es Whittaker (2007) kvantilis reg-
resszi¶os elj¶ar¶ast javasol p¶eld¶aul bed}ol¶esi vesztes¶egek meghat¶aroz¶as¶ara lak¶ashi-
telekkel kapcsolatban, mely bed}ol¶eseket egy¶ebk¶ent asszimptotikus folyamat-
nak tekintenek. Tal¶alkozhatunk kvantilisek haszn¶alat¶aval hitelmin}os¶³t¶esekkel
kapcsolatban is, tov¶abb¶a Verbraken t¶arsaival (2014) pro¯talap¶u m¶ert¶ekeket
haszn¶altak fogyaszt¶oi hitelek min}os¶³t¶es¶ere. FigyelmÄunket a bed}ol¶esi val¶o-
sz¶³n}us¶egekre f¶okusz¶alva, az irodalomban ¶altal¶anos feltev¶es, hogy az LGD ¶es
EAD ¶ert¶ekeket adottnak tekintik, ¶es arra tÄorekednek, hogy meghat¶arozz¶ak a
bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶egek maxim¶alis ¶ert¶ek¶et. Portf¶oli¶okra vonatkoz¶oan Gotoh
¶es Takeda (2012) kifejlesztettek egy portf¶oli¶o optimaliz¶al¶asi modellt, mely a
bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶egek als¶o ¶es fels}o korl¶atait keresi. Ezen als¶o ¶es fels}o korl¶a-
tokra alapozva felt¶eteles nemkonvex optimaliz¶al¶asi feladatokat hoznak l¶etre,
melyekhez algoritmusokat is terveztek.
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Egy adott makr¶o¶allapot eset¶eben (melyet az n-v¶altoz¶os x vektor ¶³r le) a
bed}ol¶es val¶osz¶³n}us¶eg¶et (melyet PDx jelÄol) az eloszl¶asfÄuggv¶eny DTDE helyen
vett ¶ert¶eke hat¶arozza meg, ¶es a DTDE ¶ert¶ek¶et (4) adja. Teh¶at:

PDx = N(DTDE) = N(a0 + a0x) : (6)

C¶elunk, hogy a lehets¶eges makr¶o¶allapotok adott halmaz¶an azonos¶³tsuk
be azon makr¶o¶allapotokat, melyek a maxim¶alis bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶egeket
adj¶ak meg. A lehets¶eges makr¶o¶allapotok halmaz¶anak meghat¶aroz¶as¶ahoz a
Mahalanobis (rÄovid¶³tve Maha) t¶avols¶agot haszn¶aljuk fel. Mint eml¶³tettÄuk a
bevezet}oben, a Mahalanobis-t¶avols¶ag megkÄozel¶³t}oleg azt ¶³rja le, hogy a kÄoz-
pontt¶ol (ez a 'gazdas¶ag' ¶atlagos ¶allapota) h¶any egys¶egnyi sz¶or¶ast tettÄunk meg
a tÄobbdimenzi¶os t¶erben. De Maesschalck et al. (2000) alapj¶an, a Mahala-
nobis-t¶avols¶ag a tÄobbdimenzi¶os ¶altal¶anos¶³t¶asa annak, hogy egy pont h¶any
sz¶or¶asnyira van a v¶arhat¶o ¶ert¶ekt}ol. Amennyiben a tengelyek mindegyik¶et
¶ugy sk¶al¶azzuk ¶ujra, hogy egys¶egnyi sz¶or¶asuk legyen, akkor a Mahalanobis-
t¶avols¶ag a sztenderd euklideszi t¶avols¶agot jelenti a transzform¶alt t¶erben.

Ekkor az al¶abbi matematikai programoz¶asi feladatot fogalmazhatjuk meg:

max
x1;...;xn

N(a0 + a0x) ; (7a)

felt¶eve, hogy p
x0V¡1x · ± : (7b)

(7b)-ben V a makr¶ov¶altoz¶ok n £ n-es kovariancia-variancia m¶atrix¶at jelÄoli.
Felt¶etelezzÄuk, hogy e m¶atrix pozit¶³v de¯nit (mint ismert, e m¶atrix legal¶abb
pozit¶³v szemide¯nit), ¶es V¡1 e m¶atrix inverz¶et jelÄoli. ± lehets¶eges ¶ert¶ekeit
m¶erlegelve azt kell ¯gyelembe vennÄunk, hogy a Maha-t¶avols¶ag n¶egyzete,
x0V¡1x · ±2, mely azonos tartalm¶u (7b)-vel, chi-n¶egyzet eloszl¶ast kÄovet.
P¶eld¶aul, kettes szabads¶agfok mellett, egy chi-n¶egyzet eloszl¶as t¶abl¶aj¶aba n¶ezve
(k¶et komponens}u norm¶al vektorra) a 13,3, 9,2, 4,6 kvantiliseket kapjuk (kÄo-
vetkez¶esk¶eppen a ± ¶ert¶eke rendre 3,65, 3,03 ¶es 2,15) a 0,1%, 1% ¶es 10%
val¶osz¶³n}us¶egi ¶ert¶ekekre (rendj¶eben).

B¶ar a (7) alatti matematikai programoz¶asi feladat megold¶asa kÄonny}u,
c¶elszer}u rÄogz¶³teni az al¶abbi tulajdons¶agot.

1. Tulajdons¶ag. A bed}ol¶es maxim¶alis val¶osz¶³n}us¶ege meghat¶arozott ± Maha-
lanobis-t¶avols¶agra az al¶abbi makr¶o¶allapot szerint lesz:

x =
±p

a0Va
Va ;

¶es ez a maxim¶alis bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶eg (melyet PDmax-szal jelÄolÄunk), az al¶ab-
bi kifejez¶es ¶altal adott:

PDmax = N(a0 + ±
p

a0Va) =
1p
2¼

Z a0+±
p

a0Va

¡1
e¡ u2

2 du

(N a sztenderd norm¶alis val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶as eloszl¶asfÄuggv¶enye).
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Tekintettel arra, hogy a sztenderd norm¶alis eloszl¶as eloszl¶asfÄuggv¶enye szi-
gor¶uan nÄovekv}o, (7) azonos az al¶abbi programoz¶asi feladattal:

max
x1;...;xn

(a0 + a0x) ; (8a)

felt¶eve, hogy
x0V¡1x = ±2 : (8b)

B¶ar ¶ugy t}unik, hogy (7b) ¶es (8b) felt¶etelek kÄulÄonbÄoznek, tartalmilag nem.
Ugyanis a c¶elfÄuggv¶eny line¶aris, a lehets¶eges megold¶asok halmaza pedig kon-
vex. Line¶aris fÄuggv¶enyek maxim¶alis ¶ert¶ekeiket a konvex halmaz hat¶arpontjai-
ban vehetik fel, vagyis elegend}o csup¶an azon makr¶o¶allapotok keres¶ese, melyek
a felt¶eteli halmaz hat¶arpontjain helyezkednek el. (8) alapj¶an a feladathoz
kapcsolhat¶o Lagrange-fÄuggv¶enyt az al¶abbi m¶odon ¶³rhatjuk:

L(x; ¸) = (a0 + a0x) + ¸(±2 ¡ x0V¡1x) ; (9)

ahol ¸ a (8) feladathoz tartoz¶o Lagrange-szorz¶o.
A maximumpont keres¶es¶ehez kapcsol¶od¶o els}orend}u felt¶eteleket az al¶abbi

felt¶etelrendszer foglalja Äossze:

@L

@x
= a ¡ 2¸V¡1x = 0 (10a)

@L

@¸
= ±2 ¡ x0V¡1x ¸ 0 (10b)

@L

@¸
¸ = 0; ¸ ¸ 0 (10c)

Mik¶ent fent indokoltuk, (10b) egyenl}os¶eg form¶aj¶aban kell teljesÄuljÄon, kÄo-
vetkez¶esk¶eppen (10c) is rendben van.

Balr¶ol szorozzuk meg (10a) mindk¶et oldal¶at a V m¶atrixszal, ¶es akkor a
kÄovetkez}ohÄoz jutunk:

Va ¡ 2¸x = 0 : (11)

Ennek mindk¶et oldal¶at az a0 vektorral szorozva az al¶abbi eredm¶enyhez ju-
tunk:

a0Va ¡ 2¸a0x = 0 : (12)

Most szorozzuk meg az x vektorral (10a) mindk¶et oldal¶at balr¶ol, ¶es azt kap-
juk, hogy:

x0a ¡ 2¸x0V¡1x = x0a ¡ 2¸±2 = 0 ;

melyb}ol az kÄovetkezik, hogy

x0a = 2¸±2 ;

melyet (12)-ben haszn¶alva rendelkez¶esÄunkre ¶all ¸ ¶ert¶eke:

¸2 =
1

4±2
a0Va; i.e. ¸ = § 1

2±

p
a0Va : (13)
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Most, hogy rendelkez¶esÄunkre ¶all a Lagrange-szorz¶o ¶ert¶eke, meghat¶arozhatjuk
a maxim¶alis bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶eget ad¶o makr¶o¶allapotot. (12) egyenletben
a0Va > 0, mivel V pozit¶³v de¯nit. Ekkor sem a ¸, sem az a0x ¶ert¶ek nem
lehet z¶erus, ¶³gy (11)-b}ol:

x =
1

2¸
Va : (14)

(13)-ban l¶athat¶o eredm¶enyt felhaszn¶alva a maximum, illetve minimum ¶ert¶e-
keket az al¶abbi kifejez¶es adja meg:

x = § ±p
a0Va

Va ; (15)

tov¶abb¶a (15)-b}ol nyerjÄuk, hogy:

a0x = § ±p
a0Va

a0Va = §±
p

a0Va :

A negat¶³v ¸ ¶ert¶ekt}ol eltekinthetÄunk, mivel maxim¶alis ¶ert¶eket keresÄunk, melyet
egy¶ebk¶ent az al¶abbi kifejez¶es ad meg:

DTDE = a0 + ±
p

a0Va : (16)

Ezen fontos kifejez¶es pedig elvezet bennÄunket a maxim¶alis bed}ol¶esi val¶osz¶³-
n}us¶eg (illetve vesztes¶eg) meghat¶aroz¶as¶ahoz. (6)-ra alapozva:

PDmax = N(a0 + ±
p

a0Va) : (17)

P¶elda. TekintsÄunk egy esetet, amikor k¶et makr¶ov¶altoz¶onk van, ¶es

DTDE = ¡1:815 + 0:177x1 ¡ 0:0084x2 ;

tov¶abb¶a a kovariancia/variancia m¶atrix az al¶abbi:

V =

·
1 ¡0:95

¡0:95 1

¸
:

(Megeml¶³tjÄuk, hogy ezen adatok egy bank fogyaszt¶asi hiteleivel kapcsolatosak,
¶es egy val¶os eset, melyet az A FÄuggel¶ek ¶³r le.) A DTDE ¶ert¶ekeket le¶³r¶o
regresszi¶os fÄuggv¶eny magyar¶az¶o v¶altoz¶oi (a makr¶o¶allapotok) a kamatl¶ab ¶es
a GDP nÄoveked¶ese (rendre). A determin¶aci¶os egyÄutthat¶o 92%-os. Igy x1 a
kamatl¶abat, m¶³g x2 a GDP nÄoveked¶es¶et azonos¶³tja (ezek a DFI ¶es a DFE
¶ert¶ekek, l¶asd A FÄuggel¶ek). TekintsÄuk a Maha 3 t¶avols¶agot, azaz ± = 3. A ko-
variancia/korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o ¶ert¶eke a k¶et v¶altoz¶ora -0.95. KÄovetkez¶esk¶epp
inputjaink: a0 = ¡1:815, a0 = [0:177; ¡0:0084], ± = 3, ¶es V fentebb adott.
Felhaszn¶alva ezen inputokat, sorban kalkul¶aljuk a szÄuks¶eges kifejez¶eseket: Va =
[0:185; ¡0:176]0 ¶es a0Va = 0:0342. Ekkor ¸2 = 0:0342=36, ¶³gy ¸ = §0:031.
(15)-re alapozva, a makr¶o¶allapotok, melyek a maxim¶alis bed}ol¶esi val¶osz¶³n}u-
s¶eget/vesztes¶eget adj¶ak, az al¶abbiak lesznek: x1 = 3 ¶es x2 = ¡2:85. Ekkor
meghat¶arozhatjuk DTDE-t (16)-b¶ol:

DTDE = a0 + ±
p

a0Va = ¡1:815 + 3
p

0:0342 = ¡1:26:
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¶Igy a (17) kifejez¶est haszn¶alva, a maxim¶alis bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶eg/vesztes¶eg:
PDmax = N(¡1:26) = 10:5%. Egy m¶eg szigor¶ubb esetre, amikor a kvantilis
13.3, ¶³gy ± = 3:65, azt kapjuk, hogy DTDE = ¡1:815+3:65

p
0:0342 = ¡1:14,

melyre PDmax = N(¡1:14) = 12:5%.

3 A maxim¶alis vesztes¶eg jellemz¶ese portf¶oli¶ok
eset¶en

A probl¶ema megold¶asa jelent}osebb er}ofesz¶³t¶eseket ig¶enyel, melynek oka, hogy
egy adott makr¶o¶allapot kÄulÄonbÄoz}ok¶eppen hathat az egyes p¶enzÄugyi eszkÄozÄokre.
Ugyanaz a makr¶o¶allapot egyik term¶ekre kedvez}otlen, m¶asra esetleg kedvez}o
hat¶assal b¶³r. E fejezet c¶elja n¶eh¶any ¶uj tulajdons¶ag felt¶ar¶asa, melyek el}oseg¶³t-
hetik ismert elj¶ar¶asok hat¶ekonys¶ag¶anak nÄovel¶es¶et.

T¶etelezzÄuk fel, hogy most k kÄulÄonbÄoz}o p¶enzÄugyi term¶ekÄunk van a port-
f¶oli¶oban. (5) m¶odos¶³t¶as¶ara van ekkor szÄuks¶eg. A j-edik t¶³pus¶u term¶ekre
ekkor a PDj £ LGDj £ EADj (j = 1; 2; . . . ; k) kifejez¶esÄunk van, ¶es a teljes
portf¶oli¶o-¶allom¶anyunkra a teljes vesztes¶eg ekkor az al¶abbi lesz:

¤ =
kX

j=1

PDj £ LGDj £ EADj : (18)

Tekintettel arra, hogy az LGDj £ EADj ¶ert¶ekek ismeret¶et adottnak t¶ete-
lezzÄuk fel valamennyi term¶ek eset¶en, (18)-ban a maxim¶alis vesztes¶eg csak az
egyes term¶ekek bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶egeit}ol fÄuggnek, melyek viszont term¶eken-
k¶ent m¶as ¶es m¶as ¶ert¶eket vehetnek fel azonos makr¶o¶allapot eset¶en. Legyen
'j = LGDj £ EADj ; ¶es itt az ¶altal¶anoss¶ag csorb¶³t¶asa n¶elkÄul feltehetjÄuk,
hogy

Pm
j=1 'j = 1, ¶es 0 < 'j < 1 valamennyi term¶ek eset¶eben. A 'j = 1

esetre az el}oz}o fejezet megadja a v¶alaszokat.

Hasonl¶oan (7)-hez, a maxim¶alis vesztes¶eg probl¶em¶aja portf¶oli¶ok eset¶en az
al¶abbi m¶odon fogalmazhat¶o meg:

max
x1;...;xn

F (x1; . . . ; xn) =
1p
2¼

kX

j=1

'jN(a0j + a0
jx) (19a)

felt¶eve, hogy p
x0V¡1x · ± : (19b)

Itt az (a0j + a0
jx) kifejez¶es a DTDE ¶ert¶eket hat¶arozza meg a portf¶oli¶oban

lev}o, egy adott j term¶ekre, melyre haszn¶alni fogjuk a DTDEj jelÄol¶est. (19b)

helyett most a vele azonos tartalm¶u x0V¡1x · ±2 felt¶etelt haszn¶aljuk. ¶Igy
(19)-hez az al¶abbi Lagrange-fÄuggv¶enyt csatolhatjuk:

L(x; ¸) = F (x) + ¸(±2 ¡ x0V¡1x) : (20)
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Az L stacion¶arius pontj¶anak meghat¶aroz¶as¶ahoz Sydsaeter ¶es Hammond (1995)
nyom¶an ¶³rjuk fel a Kuhn-Tucker felt¶eteleket:

@L

@xi
=

1p
2¼

kX

j=1

'jajie
¡

(a0j +a0
j
x)2

2 ¡ 2¸v¡1
i

0
x = 0; i = 1; 2; . . . ; n (21a)

@L

@¸
= ±2 ¡ x0V¡1x ¸ 0 ; (21b)

@L

@¸
¸ = 0; ¸ ¸ 0 : (21c)

ahol v¡1
i

0
a V¡1 m¶atrix i-edik sora, aji az aj vektor i-edik komponense,

melyek egy¶ebk¶ent szerepet j¶atszanak a DTDEj ¶ert¶ekek meghat¶aroz¶as¶aban.
Els}ok¶ent jegyezzÄuk meg, hogy a (19b) ¶altal de¯ni¶alt lehets¶eges megold¶asok

halmaza egy z¶art konvex halmaz, tov¶abb¶a a c¶elfÄuggv¶eny folytonos, ez¶ert (19)-
nek lesz megold¶asa, ¶³gy (21)-nek is. JelÄoljÄon x0 egy stacion¶arius pontot,
vagyis a (21)-nek egy megold¶as¶at.

2. Tulajdons¶ag. Egy bels}o stacion¶arius x0 pont nem lehet optim¶alis megol-
d¶as, amikor legal¶abb egy i-re a

kX

j=1

'ja
2
ji(a0j + a0

jx
0)e¡

(a0j+a0
j
x0)2

2

kifejez¶es negat¶³v.

Bizony¶³t¶as. Egy bels}o stacion¶arius pontra a Lagrange-szorz¶o z¶erus, vagyis
¸ = 0. Azonban amikor ¸ = 0, a (21a) xi szerinti deriv¶altj¶at v¶eve azt kapjuk,
hogy

@2L

@xi@xi
=

@2F

@xi@xi
=

1p
2¼

kX

j=1

¡'jaji
2(a0j + a0

jx)e¡
(a0j+a0

j
x)2

2 ; i = 1; . . . ; n:

(22)
Ha x0 egy bels}o maximumpont lenne, F el¶ern¶e felt¶etel n¶elkÄuli lok¶alis maxi-
mum¶at ezen x0 pontban. Azonban F Hesse m¶atrix¶anak negat¶³v szemide¯nit-
nek kell lenni a bels}o lok¶alis maximumpontban. A 2. Propoz¶³ci¶o felt¶etele
szerint azonban e felt¶etel s¶erÄul (Sydsaeter and Hammond, 1995).

3. Tulajdons¶ag. Amikor a portf¶oli¶o valamennyi term¶ek¶ere igaz, hogy a be-
d}ol¶es val¶osz¶³n}us¶ege 50% alatt van adott Mahalanobis-t¶avols¶ag eset¶en, felt¶eve,
hogy l¶etezik ilyen makr¶o¶allapot, a maxim¶alis vesztes¶eget okoz¶o makr¶o¶allapot
a Maha-t¶avols¶ag hat¶arpontj¶aban van.

Bizony¶³t¶as. Amikor a j-edik p¶enzÄugyi eszkÄoz bed}ol¶es¶enek val¶osz¶³n}us¶ege
50% alatti, akkor a0j + a0

jx < 0. TekintsÄuk ekkor az al¶abbi ny¶³lt f¶elteret:

Sj = fx j a0j + a0
jx < 0g :
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Az N(t) fÄuggv¶eny (a sztenderd norm¶alis eloszl¶as eloszl¶asfÄuggv¶enye) nÄovekv}o
¶es konvex a t · 0 f¶elt¶eren. Ismert, hogy egy t = a0j + a0

jx line¶aris tran-
szform¶aci¶ora az N fÄuggv¶eny ugyan¶ugy konvex marad (Sydsaeter and Ham-
mond, 1995). Vagyis, az

fj(x) = N(a0j + a0
jx)

fÄuggv¶eny konvex lesz az Sj halmaz felett. VegyÄuk most e halmazok kÄozÄos
r¶esz¶et, melyet jelÄoljÄunk S-sel, ¶es feltev¶esÄunk ¶ertelm¶eben nem Äures. Vagyis

S = \k
j=1Sj :

Az S halmazon valamennyi fj(x) fÄuggv¶eny konvex. A (19)-ben de¯ni¶alt c¶el-
fÄuggv¶eny, az F (x), az fj(x) fÄuggv¶enyek Äosszege. Konvex fÄuggv¶enyek Äosszege
is konvex, viszont konvex fÄuggv¶enyek a maximumukat hat¶arpontban veszik
fel. A (19b) felt¶etel teh¶at egyenl}os¶eg form¶aj¶aban kell teljesÄuljÄon a maximum-
pontban.

Az A FÄuggel¶ek adatait vizsg¶alva, melyek egy val¶os eset sz¶amai, azt ¯-
gyelhetjÄuk meg, hogy a legnagyobb v¶als¶ag eset¶en is a bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶egek
6% kÄozel¶eben mozogtak, meglehet}osen messze az 50%-t¶ol (tÄobb p¶enzÄugyi
eszkÄoz viselked¶es¶et is meg¯gyeltÄuk, ezekre is hasonl¶o meg¶allap¶³t¶ast tehetÄunk).
¶Erdekes k¶erd¶es lehet m¶eg, hogy val¶os¶agos esetekben el}ofordulhat-e hogy az
S halmaz Äures. Mivel valamennyi makr¶o¶allapot m¶er¶ese normaliz¶alt, a 0 tu-
lajdonk¶eppen az ¶atlagos ¶allapotot reprezent¶alja. Az a0j ¶ert¶ekek amennyiben
pozit¶³v ¶ert¶eket venn¶enek fel, azt jelenten¶e, hogy m¶ar norm¶al esetben is 50%
felett lenne a bed}ol¶es val¶osz¶³n}us¶ege, mely ¶allapot gazdas¶agi szemmel elk¶ep-
zelhetetlen. 2009-ben, a v¶als¶ag kÄozepette DFE = ¡2:7 volt, mely ¶atlagosan
egy megjelen¶est jelent 300 ¶evente. A 2021-es ¶ev els}o f¶el¶evben a sz¶oban forg¶o
bank besz¶amol¶oiban 5.4% bed}ol¶esi r¶at¶at mutatott a hitelekre, alapvet}oen a
pand¶emia harmadik hull¶ama alatt. Ez¶ert ¶ugy gondoljuk, van ¶ertelme a z¶art
formul¶akkal foglalkozni, melyek strukt¶ur¶aja egy¶ebk¶ent is sok mindenre vil¶ag¶³t
r¶a.

4. Tulajdons¶ag. Amikor a (21) felt¶etelrendszerben

rF (x) =
1p
2¼

kX

j=1

('je
¡

(a0j+a0
j
x)2

2 )aj 6= 0 ;

a ¸ ¶ert¶eke pozit¶³v, m¶egpedig

¸2 =
1

4±2
rF (x)VrF (x) : (23)

Bizony¶³t¶as. A (21a) ¶altal adott felt¶etelrendszer az al¶abbi form¶aban¶³rhat¶o:

rF (x) ¡ 2¸V¡1x = 0 : (24)

Mivel a Mahalanobis-t¶avols¶ag pozit¶³v, azaz ± > 0, ¶es V¡1 nem szin-
gul¶aris, V¡1x nem lehet z¶erus. (21c) miatt ¸ ¸ 0. Ha ¸ z¶erus lenne, akkor
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(21a) vagy (24) akkor teljesÄul, ha rF (x) = 0. Ez¶ert ¸ > 0, ¸V¡1x 6= 0
amikor rF (x) 6= 0. MegjegyezzÄuk, hogy a rF (x) = 0, ±2 = x0V¡1x
egyenletrendszer megold¶asa reprezent¶alhat maximumpontot abban az eset-
ben, amikor a maximumpont egy¶ebk¶ent is a hat¶arponton van. ¶Igy ¸ = 0
lehets¶eges. KÄozelebb kerÄultÄunk teh¶at ¸ ¶ert¶ek¶enek meghat¶aroz¶as¶ahoz, amikor
rF (x) 6= 0. (24) mindk¶et oldal¶at balr¶ol megszorozva a V m¶atrixszal, azt
kapjuk, hogy

2¸x =
1p
2¼

VrF (x) : (25)

Szorozzuk meg most ezen egyenl}os¶eg mindk¶et oldal¶at balr¶ol a rF (x)0 sorvek-
torral, ¶es ekkor:

2¸(rF (x)0x = rF (x)0VrF (x) : (26)

TekintsÄuk most a (23) kifejez¶est, ¶es szorozzuk meg mindk¶et oldalt ism¶et balr¶ol
az x0 sorvektorral

x0rF (x) = 2¸x0V¡1x = 2¸±2 : (27)

A (26) bal oldal¶an lev}o kifejez¶est hasznos¶³tva azt kapjuk, hogy

2¸ ¢ ¸±2 = 4¸2±2 = rF (x)0VrF (x) ;

melyb}ol ¶all¶³t¶asunk helyess¶ege kÄovetkezik.

5. Tulajdons¶ag. Ha az optim¶alis megold¶asban a bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶egek,
azaz a DTDEj = a0j + a0

jx ¶ert¶ekek azonosak lenn¶enek valamennyi p¶enzÄugyi
eszkÄozre, j = 1; . . . ; k, akkor az optim¶alis megold¶as az al¶abbi lenne:

x =
±r³Pk

j=1 'jaj

´0
V

³Pk
j=1 'jaj

´V
³ kX

j=1

'jaj

´
: (28)

Bizony¶³t¶as. (23)-b¶ol,

¸ =
1

2±

1p
2¼

r³Xk

j=1
('je¡

(a0j+a0
j
x)2

2 )aj

´0
V

Xk

j=1
('je¡

(a0j+a0
j
x)2

2 )aj ;

¶es ezen ¶ert¶ekeket helyettes¶³tve (25)-be, ¶atrendez¶es ut¶an azt kapjuk, hogy

x =
±r

Pk
j=1('je¡

(a0j+a0
j
x)2

2 )a0
jV

Pk
j=1('je¡

(a0j+a0
j
x)2

2 )aj

V
kX

j=1

('je
¡

(a0j+a0
j
x)2

2 )aj

(29)
Legyen

e¡ (DT DEj)2

2 = e¡
(a0j+a0

j
x)2

2 = e¡ (DT DE)2

2 = z ;

akkor (29) nem m¶as, mint

x =
±q

(z)2
Pk

j=1('jaj)0V
Pk

j=1('jaj)
zV

kX

j=1

('jaj) ; (30)

melyb}ol ¶all¶³t¶asunk helyess¶ege kÄovetkezik.



A hitelportf¶oli¶ok maxim¶alis bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶eg¶enek meghat¶aroz¶asa. . . 377

4 Hat¶ekony indul¶o megold¶asok el}o¶all¶³t¶asa

Amikor a ¯gyelembe vett befoly¶asol¶o makr¶o¶allapotok sz¶ama nagy, a (19)
alatti feladat megold¶asa kÄulÄonÄosen neh¶ez. Ruane ¶es t¶arsai (2022) szerint egy
spanyol bank (BBVA) a probl¶ema bonyolults¶aga ok¶an kvantumrendszerek
gyakorlati alkalmaz¶as¶at tervezi hitelterm¶ekek ¶ert¶ekel¶ese c¶elj¶ab¶ol, melyhez
Monte Carlo szimul¶aci¶ot alkalmaznak. A fent meg¶allap¶³tott tulajdons¶agokat
felhaszn¶alva, a jelent}os sz¶am¶³t¶asi ig¶eny csÄokkent¶es¶enek c¶elj¶ab¶ol hozunk l¶etre
egy kezd}o megold¶ast gener¶al¶o algoritmust, melynek hat¶ekonys¶agvizsg¶alata
m¶eg tov¶abbi kutat¶asokat ig¶enyel, ¶es sz¶³vesen aj¶anljuk kutat¶ok ¯gyelm¶ebe e
feladatot. A B FÄuggel¶ekben mi csak k¶et makr¶ov¶altoz¶ora hoztunk l¶etre egy
kÄozel optim¶alis megold¶ast ad¶o algoritmust, mely a sztenderd norm¶alis eloszl¶as
Maclaurin polinomi¶alis megkÄozel¶³t¶es¶ere ¶ep¶³t:

1p
2¼

Z z

0

e¡ u2

2 du =
1p
2¼

KX

l=1

z2l¡1(¡1)l¡1

(2l ¡ 1)2l¡1(l ¡ 1)!
+ residuum : (31)

¶Ugy tal¶altuk, hogy a K ¶ert¶ek¶et 10-re ¶all¶³tva, mely a 19-ik hatv¶anyig vezet,
meglehet}osen pontos kÄozel¶³t¶es¶et adja a sz¶oban forg¶o eloszl¶asfÄuggv¶enynek.
Eg¶eszen z = 2:5-ig mind a n¶egy karakter sz¶ama pontosan adja az elosz-
l¶as¶ert¶ekeket, a 3 fel¶e haladva az ÄotÄodik karakterben ¯gyelhetÄunk meg kisebb
elt¶er¶eseket.

A B FÄuggel¶ekben le¶³rt algoritmust haszn¶alva a lent meghat¶arozott p¶eld¶a-
inkra meg¶allap¶³tottuk az optim¶alis megold¶ast.

P¶elda: TekintsÄunk h¶arom p¶enzÄugyi term¶eket egy hitelportf¶oli¶oban. Az els}o
term¶ek legyen a m¶ar eml¶³tett szem¶elyi kÄolcsÄon, ¶es el}oz}o p¶eld¶ankb¶ol tudjuk,
hogy DTDE1 = ¡1:815 +0:177x1 ¡ 0:0084x2. K¶et Maha-t¶avols¶agot vegyÄunk,
melyek legyenek ± = 3 ¶es ± = 2:15. E chi-n¶egyzet kvantilisek a 99, illetve
a 90 sz¶azal¶ekos val¶osz¶³n}us¶egeknek felelnek meg, sorrendben. Ekkor az al¶abbi
inputokkal rendelkezÄunk: a01 = ¡1:815, a1 = [0:177;¡0:0084], ± = 3 vagy
± = 2:15, ¶es a kovariancia-variancia m¶atrixunk az al¶abbi:

V =

·
1 ¡0:95

¡0:95 1

¸
:

Tov¶abbi tulajdons¶agok megismer¶ese c¶elj¶ab¶ol megadunk egy m¶asik, mesters¶eges
kovariancia-variancia m¶atrixot is, hogy arra is kiterjesszÄuk a vizsg¶alatot:

V =

·
1 ¡0:4

¡0:4 1

¸
:

A kÄovetkez}o k¶et term¶ek inputjait mesters¶egesen megadott sz¶amok, melyeket
igyekeztÄunk ¶ugy de¯ni¶alni, hogy hozz¶ak ki aj¶anlott algoritmusunk gyenge pont-
jait. A m¶asodik term¶ek inputjai: (a02; a12; a22) = (¡1:815; 0:177; ¡0:084),
a harmadik term¶ek hi¶anyz¶o adatai: (a03; a13; a23) = (¡1:815; 0:05;¡0; 1).
Kezdetk¶ent az egyedi term¶ekek tulajdons¶agait vizsg¶aljuk, melyekhez az 1. Pro-
poz¶³ci¶oban megadott kifejez¶eseket haszn¶aljuk. A 2. t¶abl¶azat Äosszegezi az in-
putokat, a 3. t¶abl¶azat pedig megadja a bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶egeket term¶ekenk¶ent
kÄulÄonbÄoz}o Maha-t¶avols¶agokra.
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a0j a1j a2j
1. term¶ek -1.815 0.177 0.0084
2. term¶ek -1.815 0.177 0.084
3. term¶ek -1.815 0.05 -0.1

2. t¶abl¶azat. Az egyedi term¶ekek regresszi¶os koe±ciensei

Maha = 3 Maha = 2.15
Max PD % x1 ¶ert¶ekek x2 ¶ert¶ekek Max PD % x1 ¶ert¶ekek x2 ¶ert¶ekek

1. term¶ek 10 2.99 -1.34 8 2.15 -0.97
2. term¶ek 12.7 2.65 -2.35 8.8 2 -1.5
3. term¶ek 7.6 2.11 -2.8 6 1.5 -2

3. t¶abl¶azat. A makr¶o¶allapotok, melyek kÄulÄon-kÄulÄon, term¶ekenk¶ent maximaliz¶alj¶ak a bed}ol¶esi
val¶osz¶³n}us¶egeket kÄulÄonbÄoz}o Maha-t¶avols¶agok eset¶en, amikor a korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o -0.4.

A B FÄuggel¶ekben megadott Maclaurin-approxim¶aci¶ora ¶ep¶³tett algorit-
must haszn¶alva a 4. t¶abl¶azat a maxim¶alis bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶egeket mutatja
kÄulÄonbÄoz}o portf¶oli¶o strukt¶ur¶akra, az 5. t¶abl¶azat ugyanezt mutatja, azonban
ott a korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o -0.95.

A portfoli¶o Maha = 3 Maha = 2.15
kompoz¶³ci¶oja: Max ¤ x1 ¶ert¶ekek x2 ¶ert¶ekek Max ¤ x1 ¶ert¶ekek x2 ¶ert¶ekek
('1; '2; '3) (=Loss) (=Loss)

(0.1, 0.1, 0.8) 8.28 2.45 -2.6 6.54 1.64 -1.7
(0.2, 0.1, 0.7) 8.42 2.63 -2.4 6.59 1.75 -1.58
(0.2, 0.2, 0.6) 8.9 2.65 -2.3 6.84 1.8 -1.5
(0.1, 0.6, 0.3) 10.8 2.78 -2.12 7.76 1.85 -1.44
(0.6, 0.2, 0.2) 9.9 2.94 -1.7 7.35 1.96 -1.15

4. t¶abl¶azat. Makr¶o¶allapotok, melyek maxim¶alis bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶eget eredm¶enyeznek
kÄulÄonbÄoz}o portf¶oli¶o strukt¶ur¶akra ¶es Maha-t¶avols¶agokra. A korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o ¶ert¶eke -0.4.

A portfoli¶o Maha = 3 Maha = 2
kompoz¶³ci¶oja: Max ¤ x1 ¶ert¶ekek x2 ¶ert¶ekek Max ¤ x1 ¶ert¶ekek x2 ¶ert¶ekek
('1; '2; '3) (=Loss) (=Loss)
(0.1, 0.1, 0.8) 9.43 2.96 -2.965 7.1 1.975 -1.97
(0.2, 0.1, 0.7) 9.6 2.96 -2.965 7.18 1.98 -1.96
(0.2, 0.2, 0.6) 10.2 2.97 -2.96 7.5 1.98 -1.96
(0.1, 0.6, 0.3) 12.6 2.98 -2.93 8.6 1.99 -1.95
(0.6, 0.2, 0.2) 10.9 2.995 -2.87 7.83 1.99 -1.95

5. t¶abl¶azat. Makr¶o¶allapotok, melyek maxim¶alis bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶eget eredm¶enyeznek
kÄulÄonbÄoz}o portf¶oli¶o strukt¶ur¶akra ¶es Maha t¶avols¶agokra. A korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o ¶ert¶eke -0.95.

A sz¶am¶³t¶asi eredm¶enyek azt mutatj¶ak, hogy az er}os korrel¶aci¶o nem enged
nagy teret a v¶altoz¶ok Äon¶all¶o, szabad mozg¶as¶anak. P¶eld¶aul 3-as Maha-t¶avol-
s¶agra az els}o v¶altoz¶o ¶ert¶eke mindig 3 kÄorÄul forog, ¶es amikor a Maha-t¶avols¶ag
2, akkor e v¶altoz¶o ¶ert¶eke ism¶et 2-hÄoz nagyon kÄozeli.

A kÄovetkez}okben egy algoritmust de¯ni¶alunk, mely kompakt form¶akat
haszn¶al, ¶es ¶ugy gondoljuk, hat¶ekony (az optim¶alis megold¶ashoz kÄozeli) in-
dul¶o megold¶ast gener¶al. Nagysz¶am¶u makr¶ov¶altoz¶o eset¶ere erre nem tudunk
igazol¶ast nyerni nagyteljes¶³tm¶eny}u sz¶am¶³t¶og¶epek hi¶any¶aban, ¶es ezen }ur be-
tÄolt¶es¶ere sz¶³vesen invit¶alunk kutat¶okat. Viszont k¶et v¶altoz¶o eset¶en sz¶ep ered-
m¶enyeket kapunk. ¶Ime az algoritmus l¶ep¶esei:
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² egy term¶ek portfoli¶on belÄuli s¶uly¶at haszn¶alva egy egyterm¶ekes maxi-
mum bed}ol¶esi feladatot hozunk l¶etre az al¶abbi inputokat meghat¶arozva:

®0 =
kX

j=1

'ja0j; ® =
kX

j=1

'jaj (32)

(jegyezzÄuk meg, hogy
Pk

j=1 'j = 1, ¶es 'j > 0 minden j-re);

² az 1. Propoz¶³ci¶ora alapozva, a makr¶o¶allapot, mely maxim¶alis bed}ol¶esi
val¶osz¶³n}us¶eget hoz l¶etre, az al¶abbi:

x =
±p
®0V®

V® ; (33)

² tov¶abb¶a a bed}ol¶est}ol m¶ert t¶avols¶ag, mely a maxim¶alis bed}ol¶esi val¶osz¶³-
n}us¶eget adja meg, az al¶abbi:

DTDE = ®0 + ±
p
®0V® :

² KÄovetkez¶esk¶eppen, a maxim¶alis vesztes¶eget/bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶eget a

¤ = N(®0 + ±
p
®0V®)

kifejez¶es adja, ahol N a standard norm¶alis eloszl¶as eloszl¶asfÄuggv¶enye.

P¶elda. TekintsÄuk a 2. t¶abl¶azatban megadott regresszi¶os egyÄutthat¶okat. A fenti
approxim¶aci¶os algoritmust haszn¶alva ¶allap¶³tsuk meg a maxim¶alis vesztes¶egeket
¶es az ezt l¶etrehoz¶o makr¶o¶allapotot minden portf¶oli¶o strukt¶ur¶ara ¶es a 2,15-Äos
Maha-t¶avols¶agra. A 6. t¶abl¶azat Äosszegezi az eredm¶enyeket. Tekintettel arra,
hogy valamennyi term¶ekre az a0j ¶ert¶ekek ugyanazok (¡1:815), a s¶ulyozott
sz¶amtani ¶atlag ugyanaz az ¶ert¶ek lesz, azaz ®0 = ¡1:815.

a1j ¶ert¶ekek a2j ¶ert¶ekek Portf¶oli¶o strukt¶ur¶ak
0.177 -0.0084 0.1 0.2 0.2 0.1 0.6
0.177 -0.084 0.1 0.1 0.2 0.6 0.2
0,05 -0.1 0.8 0.7 0.6 0.3 0.2

®1 = 0.0754 0.088 0.1 0.139 0.1516
®2 = -0.089 -0.08 -0.0776 -0.081 -0.042

Macro state 1, x1 = 1.75 1.85 1.9 2 2.1
Macro state 2, x2 = -1.86 -1.76 -1.68 -1.56 -1.3

Max loss ¤ ¼ 6.7 6.3 6.6 8 7.4
Maclaurin ¤ = 6.75 6.8 7.14 8.2 7.7

6. t¶abl¶azat. A maxim¶alis vesztes¶egek kalkul¶al¶asa a (32-33) alatti algoritmussal (Max loss ¤ ¼),
tov¶abb¶a az optim¶alis megold¶as ¶ert¶ekei (Maclaurin ¤ =) a Maha=2.15 t¶avols¶agra.

A k¶et utols¶o sor a maxim¶alis bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶egeket mutatja a (32-
33) k¶epletek, illetve a B. FÄuggel¶ekben megadott (optim¶alis) algoritmus sze-
rint. ÄOsszehasonl¶³tva az adatsorokat, a javasolt kezd}o megold¶as meglep}oen



380 VÄorÄos J¶ozsef { Koml¶osi S¶andor

kÄozel esik az optim¶alis ¶ert¶ekekhez, gyakorlatilag a kÄulÄonbs¶eg nem szigni¯k¶ans.
Az eredm¶eny egyr¶eszt ak¶ar dÄont¶esre is felhaszn¶alhat¶o, m¶asr¶eszt a maxim¶alis
bed}ol¶est befoly¶asol¶o t¶enyez}ok ismertt¶e v¶altak.

Eml¶³t¶est ¶erdemel, hogy a (32-33) alatti k¶epletek sugallat¶at az 5. Propoz¶³ci¶o

adja, ugyanis ebben az e¡
(a0j+a0

j
x)2

2 ¶ert¶ekek azonosak valamennyi term¶ekre,
¶es a (32-33)-ban alkalmazott megkÄozel¶³t¶es az 5. Propoz¶³ci¶o eredm¶enyeit hasz-
nos¶³tja a (30) alatti kifejez¶esben. A kezd}o megold¶as gener¶al¶as¶anak ez a lelke.
A potenci¶alis kezd}o megold¶asok sz¶am¶at nÄovelhetjÄuk iter¶aci¶o ind¶³t¶as¶aval op-
tim¶alis megold¶ast keres}o algoritmusok sz¶am¶ara oly m¶odon, hogy a (33) k¶eplet
eredm¶enyek¶ent kapott makr¶o¶allapotot, az x vektort felhaszn¶aljuk (29) jobb
oldal¶anak kalkul¶al¶as¶ahoz, melynek eredm¶enyek¶ent ¶uj x vektort kapunk. A 6.
t¶abl¶azat szerint a (32-33) alapj¶an javasolt kezd}o megold¶as ¶es az optim¶alis
megold¶as kÄozÄotti legnagyobb elt¶er¶es a (0.2, 0.2, 0.6) portf¶oli¶ostrukt¶ur¶ara
jÄott ki (6.6, illetve 7.14, sorrendben). Az ehhez tartoz¶o x1 = 1:9, illetve
x2 = ¡1:68 ¶ert¶eket felhaszn¶alva ekkor az

® =
kX

j=1

'je
¡

(a0j+a0
j
x)2

2 aj

vektort haszn¶aljuk (32)-ben. E l¶ep¶essel az optim¶alis megold¶ashoz fogunk
¶erkezni.

5 KÄovetkeztet¶esek

A Vasicek-modell egy line¶aris ÄosszefÄugg¶est fogalmaz meg a bed}ol¶est}ol val¶o
t¶avols¶ag (DTDE) ¶es egy makr¶o¶allapot kÄozÄott, melyet az ¶atlagos gazdas¶agi
¶allapott¶ol m¶ert t¶avols¶aggal jellemzÄunk (DFE). A felt¶eteles bed}ol¶est}ol m¶ert
t¶avols¶ag ¶es az ¶atlagos gazdas¶agi ¶allapott¶ol m¶ert t¶avols¶ag kÄozÄotti ÄosszefÄugg¶est
le¶³r¶o line¶aris regresszi¶o meg¶allap¶³t¶asa az¶ert fontos, mert egyedi p¶enzÄugyi ter-
m¶eket vizsg¶alva a bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶eg nÄovekszik a bed}ol¶est}ol m¶ert t¶avols¶ag-
gal, azaz a bed}ol¶es val¶osz¶³n}us¶ege a DTDE fÄuggv¶eny¶eben nÄovekszik. A DTDE
koncepci¶o az¶ert is fontos, mert explicit, kompakt form¶akat tudunk fel¶ep¶³teni
a line¶aris regresszi¶o param¶etereinek felhaszn¶al¶as¶aval a maxim¶alis bed}ol¶esi
val¶osz¶³n}us¶eg meghat¶aroz¶as¶ahoz. A kidolgozott kompakt forma meghat¶arozza
az ÄosszefÄugg¶est a maxim¶alis bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶eg ¶es a makr¶ogazdas¶ag ¶allapo-
ta kÄozÄott, ¶es l¶athat¶ov¶a v¶alik a maxim¶alis bed}ol¶est okoz¶o makr¶o¶allapota adott
Mahalanobis-t¶avols¶ag eset¶en. E formul¶at vizsg¶alva l¶athatjuk az egy makr¶o-
v¶altoz¶os Vasicek-modell kiterjeszt¶es¶et tÄobbv¶altoz¶os esetre: a Maha-t¶avols¶agot
jelÄol}o ± kifejezi a makr¶ogazdas¶ag ¶allapot¶at, melynek egyÄutthat¶oja

p
®0V®.

Az egyterm¶ekes modell az¶ert j¶atszik fontos szerepet, mert a maxim¶alis be-
d}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶eg meghat¶aroz¶asa tÄobb term¶ek eset¶ere az egyterm¶ekes prob-
l¶em¶ara lesz visszavezetve az input param¶eterek adott m¶odos¶³t¶as¶aval. Ezzel
explicit, kompakt formul¶ak k¶³n¶alkoznak a tÄobbterm¶ekes p¶enzÄugyi probl¶ema
elemz¶es¶ehez. A felvetett m¶odszertani eszkÄozÄunk ¶ujabb kutat¶asi ir¶anyokra
h¶³vja fel a ¯gyelmet, ugyanis javasolt m¶odszerÄunk el}onyei akkor ¶erv¶enyesÄulnek
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igaz¶an, amikor a makr¶o¶allapot le¶³r¶as¶ara sok v¶altoz¶ot, ismeretlent vezetÄunk
be. Ekkor viszont nincs optim¶alis megold¶ast ad¶o m¶odszertanunk, melynek
felhaszn¶al¶as¶aval meghat¶arozhatn¶ank az optim¶alis eredm¶enyt. Arra az esetre
viszont, amikor a makr¶ogazdas¶ag ¶allapot¶at k¶et v¶altoz¶oval ¶³rjuk le, kidolgoz-
tunk egy (gyakorlatilag) optim¶alis megold¶ast ad¶o algoritmust, ¶es ¶³gy javasolt
elj¶ar¶asunk j¶os¶ag¶at vizsg¶alhatjuk.

Ezen k¶etv¶altoz¶os, gyakorlatilag optim¶alis megold¶ast ad¶o elj¶ar¶asunk a poli-
nomi¶alis Maclaurin megkÄozel¶³t¶esen alapul, mely nagyon pontosnak bizonyult,
¶³gy val¶oban jogot nyer az Äosszehasonl¶³t¶ashoz. Amit ezen optim¶alisnak tekint-
het}o megold¶assal Äosszehasonl¶³tunk, egy mesters¶egesen l¶etrehozott egyterm¶e-
kes modell eredm¶enye, melynek param¶etereit a tÄobbterm¶ekes probl¶ema input-
jaib¶ol ¶all¶³tottunk Äossze: a tÄobbterm¶ekes modell inputjainak konvex line¶aris
kombin¶aci¶oja lesz az egyterm¶ekes modell inputja. Ez term¶eszetesen alulbecsli
az optim¶alis maxim¶alis vesztes¶egek m¶ert¶ek¶et, viszont eredm¶enyeink azt mu-
tatj¶ak, ennek m¶ert¶eke jelent¶ektelen. Ezen eredm¶enyt ugyanakkor ¶ovatosan
kell kezelni, de rem¶eljÄuk, tov¶abbi kutat¶asok ugyanerre az eredm¶enyre jut-
nak. Ha ez ¶³gy lesz, eredm¶enyeink jelent}osen felgyors¶³thatj¶ak a szimul¶aci¶os
elj¶ar¶asokat, mindemellett k¶epleteink betekint¶est engednek abba, hogy milyen
er}ok alak¶³tj¶ak a maxim¶alis vesztes¶egek alakul¶as¶at. Mindemellett azt hisszÄuk,
a mesters¶egesen gener¶alt n¶eh¶any p¶elda elemz¶es¶enek van el}onye is, hiszen a
v¶eletlenszer}uen gener¶alt sok p¶elda elemz¶ese n¶eha eltakarja egy m¶odszertan
gyenge pontjait.
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A. FÄuggel¶ek

GDP volumen¶enek DFE bed}ol¶esek ar¶anya DTDE MNB DFI
alakul¶asa az empirikus meg¯gyel¶es, alapkamat, %

el}oz}o ¶ev %-¶aban OTP Bank Plc, %

2009 -6,7 -2,7 6 -1,55 7,6 1,57
2010 0,7 -0,27 5,5 -1,6 5,6 0,77
2011 1,8 0,086 4,6 -1,68 6,5 1,13
2012 -1,5 -1 4,8 -1,65 6,25 1
2013 2,0 0,167 4,6 -1,68 4,2 0,2
2014 4,2 0,9 3,3 -1,83 2,5 -0,48
2015 3,8 0,77 2,6 -1,94 1,65 -0,82
2016 2,2 0,23 2,4 -1,98 0,95 -1,1
2017 4,3 0,93 2 -2,05 0,95 -1,1
2018 5,1 1,2 1,7 -2,1 0,95 -1,1

A1. t¶abl¶azat. N¶eh¶any kamatl¶abbal, nÄoveked¶esi r¶at¶aval kapcsolatos adat, tov¶abb¶a a bed}ol¶esi
val¶osz¶³n}us¶egek empirikus meg¯gyel¶ese

DFE (t¶avols¶ag a gazdas¶ag ¶atlagos ¶allapot¶at¶ol) ¶ert¶ekek a GDP %-os nÄove-
ked¶esi r¶at¶aj¶ara vonatkoznak: a %-os nÄoveked¶esi r¶ata ¶atlag¶at, tov¶abb¶a sz¶or¶a-
s¶at kalkul¶altuk, majd az ¶atlagot egyenk¶ent kivontuk a nÄoveked¶esi r¶at¶akb¶ol, ¶es
ezt a sz¶or¶assal osztva megkaptuk a t¶avols¶agokat. Vagyis azt sz¶am¶³tottuk ki,
hogy egy adott ¶evben a gazdas¶ag h¶any sz¶or¶asnyira van az ¶atlagt¶ol. A DTDE
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¶es a DFI sztenderd normaliz¶alt adatokat hasonl¶oan sz¶armaztattuk. A GDP
¶es alapkamatl¶abakat a KÄozponti Statisztikai Hivatal kimutat¶asaib¶ol nyertÄuk.

B. FÄuggel¶ek

Visszat¶erve (31)-hez, az a B1. ¶abr¶an megjelen¶³tett sztenderd norm¶alis eloszl¶as¶u
val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o s}ur}us¶egfÄuggv¶enye gÄorbe alatti terÄulet¶enek nagys¶ag¶at ad-
ja meg a (0; z) intervallumban, viszont mi a (¡1;DTDE) szakasz feletti
terÄulet nagys¶ag¶at szeretn¶enk ismerni, ugyanis ez adja meg a bed}ol¶esi val¶o-
sz¶³n}us¶eget { mely ebben az esetben a vesztes¶eg nagys¶ag¶at is adja. Hogy ezt
megkapjuk, a DTDE ¶ert¶eket kell tÄukrÄoznÄunk a fÄugg}oleges tengelyre, ¶es a
kapott val¶osz¶³n}us¶egi ¶ert¶eket 0.5-b}ol ki kell vonni. Az eredm¶eny a DTDE
¶ert¶ekhez tartoz¶o bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶eg (PD).

B1. ¶abra. A sztenderd norm¶alis eloszl¶as s}ur}us¶egfÄuggv¶enye

Felhaszn¶alva (31)-et a (19) alatt de¯ni¶alt maxim¶alis vesztes¶eg meg¶allap¶³-
t¶as¶ara, feladatunk az, hogy megoldjuk az al¶abbi feladatot:

max
x1;...;xn

1p
2¼

kX

j=1

'j(0:5 ¡
10X

l=1

(¡a0j ¡ a0
jx)2l¡1(¡1)l¡1

(2l ¡ 1)2l¡1(l ¡ 1)!
) (B1a)

s.t. p
x0V¡1x = ± : (B1b)

Gyakorlatilag (B1)-et fel lehetne haszn¶alni ak¶arh¶any v¶eges term¶ekb}ol ¶all¶o
portf¶oli¶o maxim¶alis vesztes¶eg¶enek becsl¶es¶ere tetsz}oleges sz¶am¶u makr¶ov¶alto-
z¶oval, azonban k¶et makr¶ov¶altoz¶o eset¶en egy egyszer}u megold¶as k¶³n¶alkozik,
melyet az al¶abbiakban ¶³runk le:

² Mindegyik p¶enzÄugyi term¶ekre hat¶arozzuk meg a line¶aris regresszi¶o pa-
ram¶etereit. A j-edik term¶ekre legyenek ezek az ¶ert¶ekek az al¶abbiak:

(a0j;a
0
j) = (a0j ; a1j; a2j); j = 1; . . . ; k :

² Mindegyik term¶ekre ¶allap¶³tsuk meg annak s¶uly¶at a portf¶oli¶on. Legyenek
ezek: 'j, j = 1; . . . ; k.

DTDE z = - DTDE 

PD PD 
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² ¶All¶³tsuk el}o a kovariancia/variancia m¶atrixot ¶es annak inverz¶et. Ezek:
V, illetve V¡1, sorj¶aban.

² Hat¶arozzuk meg a vizsg¶alni k¶³v¶ant Maha-t¶avols¶agot, jelÄolje ezt ±. Mivel
k¶et v¶altoz¶onk van, (B1b) alapj¶an egyiket kifejezhetjÄuk a m¶asik fÄuggv¶e-
nyek¶ent, ¶es helyettes¶³tsÄuk a (B1a) kifejez¶esbe e fÄuggv¶enyt.

² (B1a) ily m¶odon egy egyv¶altoz¶os fÄuggv¶eny, melyet rajzoltassunk fel egy
alkalmas szoftverrel.

² Hat¶aroljuk be pontosan a maximumpontot.

THE MAXIMUM LOSS ON LOAN PORTFOLIOS WITH MULTIPLE

PRODUCTS

In our previous study of one type of credit product, when we used a single external,
so-called macro explanatory variable, and concluded that by developing estimators
that also re°ect management capabilities, we are likely to get closer to determining
the true probabilities of default. In this paper we assume that, after careful analysis,
we have a correlation describing default rates by loan product as a function of
macro conditions. However, a macro state may have di®erent e®ects on default
rates, and hence on the resulting losses, for di®erent types of credit products. The
task therefore arises to analyse the possible macro states in order to simultaneously
identify the critical macro states a®ecting the whole portfolio. In particular, it is
important to prepare for the worst outcome, as a bankruptcy can be avoided in
this way. The complexity of the model formulation of the problem favours the use
of simulation techniques, but at the cost of making it more di±cult to understand
the causes of extreme losses due to the known drawbacks of simulation approaches.
This paper provides insights into the methodology for these three factors: the
identi¯cation of the set of relevant macro factors at stake, the identi¯cation of the
relationship between default rates and macro states, and the identi¯cation of the
macro states that cause maximum loan portfolio losses.

Key words: loan losses, macro factors, forecasting, maximum losses, non-convex
programming




