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A HITELPORTFOLIOK MAXIMALIS BEDOLESI
_ VALOSZINUSEGENEK MEGHATAROZASA 1I.
TOBBTERMEKES HITELPORTFOLIOK VIZSGALATA!

VOROS JOZSEF — KOMLOSI SANDOR
Pécsi Tudomdnyegyetem, Kézgazdasdgtudomdnyi Kar

El6z6, egytipust hitelterméket vizsgald tanulmanyunkban, amikor egyetlen
kiils6, ugynevezett makré magyarazo valtozot hasznaltunk, arra jutottunk,
hogy becslo, a management képességeit is tiikrozo fliggvények kidolgozasaval
vélhetGen kozelebb jutunk a valds bedélési valdszintliségek meghatarozasdhoz.
E tanulmanyban abbdl indulunk ki, hogy gondos elemzés utdn rendelkezé-
sunkre all hiteltermékenként a bedolési aranyokat a makroallapotok fliggvé-
nyeként leir6 Osszefiiggés. Viszont egy makroallapot méasként és masként hat-
hat kiilonboz6 tipusi hiteltermékek beddlési aranyaira, igy a keletkezé vesz-
teségekre. Adédik ezért annak feladata, hogy elemezziik a lehetséges makré-
allapotokat annak céljabdl, hogy szimultdn moédon hatarozzuk meg a teljes
portféliora haté kritikus makroallapotokat. KiilonGsen fontos a legrosszabb
kimenetre torténé felkésziilés, hiszen a csod &allapot ily médon kikeriilheto
lehet. A problémat megfogalmaz6 modell bonyolultsdga szimuldciés eljarasok
alkalmazdasat helyezi el6térbe, ennek ara viszont, hogy az extrém veszteségek
okainak megismerése nehezebbé vélik a szimulaciés megkozelitések ismert
hatranyai miatt. E tanulmdny az emlitett harom tényez6: a széba johetd
lényeges makrotényezck halmaza meghatarozasanak, a bedolési ardanyok és
makréallapotok kozotti osszefliggés megallapitasanak, a maximalis hitelport-
f6li6 veszteséget okozd makréallapotok meghatarozasanak modszertanaba ad
betekintést.

Kulcsszavak: hitelveszteségek, makrétényezok, elorejelzés, maximum vesz-
teség, nemkonvex programozas

1 Bevezetés

A téméhoz kapcsol6dé el6z6 tanulmanyunkban a Vasicek (1987) modell elem-
zése soran arra jutottunk, hogy annak output értékei nagyon élesen reagilnak
az inputokban bekovetkezd valtozasokra, vagyis a Vasicek-modell nehezen
lenne robusztusnak nevezhet. A gyakorlati tapasztalatokat felhaszndlva,
visszamérést alkalmazva azt taldltuk, hogy tobbféle regresszios megkozelitést
alkalmazva jobban megismerheté egy hitelezési gyakorlat reagélasa a kiilsé
tényezékben bekdvetkezd véltozdsokra. A mostani, a témédhoz kapcsolédd
méasodik tanulményunkban az el6z6 modelliinket két irdnyban szélesitjiik:
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egyrészt tobb kiilsé tényezé mint magyardzd valtozo felhasznalasat tessziik
lehet6vé, masrészt egy hitelportféliot tekintiink, melyben tobb tipusu hitel-
termék létezhet, és az egyes hitelterméktipusok masként és masként reagal-
hatnak kiilsé tényezokre. El6z6 tanulményunkban egytipust hitelterméket
tekintettiink, melynek szerkezete homogén, példaul minden kiadott személyi
koleson azonos médon fiigg egy kiilsd tényezdtol.

Abbdl indulunk ki, hogy egy hitelterméktipus bed6lési valésziniiségét jol
leiré (linedris) regressziés fliggvény rendelkezésiinkre 4ll, melyben véges sza-
mui magyardzé véltozé szerepelhet. Bhat és szerzétédrsai (2018) példaul egy
linearis regresszios fiiggvényt hasznalnak, melyben a magyardzé valtozok
egyike az egy periédusban felmeriilt hitelezési veszteségek ardnya az el6zé
periddusban nytjtott hitelek nagysagdhoz. Mas modellek mellett Breuer és
szerzOtarsai (2012) is hasznéltak egy médositott Vasicek-tipusi, tébbvaltozds
modellt annak céljabol, hogy bemutassak a kiilonbséget a bekovetkezési vals-
szinlség és a legrosszabb esetben bekovetkezo veszteség kozott, adott kocka-
zati szint mellett. A Mahalanobis-tdvolsdgot hasznéltak, mely a makrévalto-
zO0k halmazon beliili mozgasdnak erOsségét méri, és e mozgas fiiggvényében
hataroztdk meg a maximalis veszteséget. Intuitiv médon, a tobb dimenziéban
torténé mozgds intenzitdsanak mértéke a Mahalanobis-tavolsag, mely erds
megkozelitéssel valami olyat fejez ki, hogy a kozponttol hany egységnyi szé-
rést tettiink meg a tobbdimenzids térben (Breuer és térsai, 2009). A maxima-
lis veszteségek becslésére természetesen mas maédszerek is 1éteznek. Chan és
Kroese (2010) példdul t-kopula modelleket haszndlnak a nagy veszteségek be-
kovetkezési valoszinliségének meghatérozasira. Aszimmetrikus megkozelitést
alkalmazva a rendkiviil ritkdn bekovetkez6 események leirdsara, feltételes
Monte Carlo szimulacids eljarast dolgoztak ki a rendkiviil magas veszteségek
valdsziniiségének meghatdrozdsira. Bassamboo és szerzétdrsai (2008) minta-
vételi algoritmus segitségével ugyancsak Monte Carlo médszert alkalmaznak
a maximalis hitelezési veszteségek felderitésére. Véges idohorizontu modell-
jiikkben azt is figyelembe vették, amikor az addsok hitelminGsitései kozott
nagyon erés az Osszefliggés.

Mig a Monte Carlo médszerek elengedhetetlen eszkozei maradnak a hi-
telezési veszteségek megallapitasanak, egyszeriien azért, mert a fenndllé ma-
tematikai problémara nincs hatékonyabb eljaras, fontosak azon kutatési erd-
feszitések is, melyek a veszteségeket okozd tényezoket igyekeznek feltarni.
Természetesen hosszan kitarté munka utan ezek megvalésithatok Monte Carlo
szimuldcios médszerekkel is, mégis az explicit formakkal torténé magyarazas
elobbre viszi a probléma viselkedésének megértését. Miként majd latni lehet,
az egytermékes portféliéra konnyen adunk explicit format, melybdl kovetke-
zOen a szimulaciéra semmi sziikség. Tobb hiteltermék esetén mar nem ez a
helyzet. Egy kozgazdasagilag artalmatlannak {télt feltételezés azonban ma-
tematikailag fontos attorést hoz létre az explicit megfogalmazhatdsag elérésé-
ben, és igy a tobbtermékes hitelportfoliok vizsgdlata is konnyebben elvégezhe-
t6. Ez a feltételezés azt takarja, hogy portféliokban nincs olyan hiteltermék,
melynek beddlési valdszintisége 50%-ndl magasabb lenne. Amennyiben ez igy
van, javasolt médszeriink a t-kopuldkkal dolgozé szimuldcids algoritmusokat
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is felgyorsithatja, azonban e tanulmany elsédleges célja nem algoritmusok
hatékonysidganak targyaldsa, hanem a kozgazdasagi alkalmazhatdsig, és a
betekinthetOség novelése. Megjegyezziik még, hogy az Osszefiiggések alap-
jat képezd 16 tételnek egy masik bizonyitdsa megtaldlhaté Vords (2023)-as
munkajaban.

Az explicit formdakra vald igény, mely vildgosabb4 teszi a kozgazdasagi ka-
tegéridk targyalasat, mar korabban is felmeriilt. Garcia-Céspedes és Moreno
(2017) modelljiikben mdsod- és harmadrendii Taylor-polinomokat hasznal-
nak, hogy vizsgdlni tudjanak tobb periddusos veszteség-eloszlasfiiggvényeket.
Ezt az 6tletet mi is fel fogjuk hasznalni abbdl a célbdl, hogy gyakorlatilag egy
pontos megoldasi algoritmussal rendelkezziink. Ez azért hasznos, mert a java-
solt explicit képletekkel dolgozé eljarasunk eredményeit ekkor Gssze tudjuk
hasonlitani a valéban optimalis megolddsokkal. A 20-ad fokd Maclaurin-po-
linomunk még a negyedik tizedesjegy helyén is pontosan kozeliti a sztenderd
normalis eloszlasfiiggvényt az altalunk hasznélt intervallumban, vagyis meg-
bizhat6 kovetkeztetéseink lesznek.

Dolgozatunk szerkezete a bevezetést kovetve az alabbi lesz: a kovetkezd
fejezetben fogalmazzuk meg a hitelportflié veszteségét meghatarozé mo-
dellt, a harmadik fejezetben pedig kimutatjuk a maximalis veszteséget okozo
allapotok meghatdrozasanak maodjat. A negyedik fejezet eljardsokat ajanl
hatékony indulé megoldasok eléallitasdhoz, és vizsgalja e megoldasok kozel-
ségét az optimalis megolddashoz. Az 6tddik fejezet az el6z6 és e tanulmany
kovetkeztetéseit fogalmazza meg.

2 Modellalkotas

Eléz6 tanulmanyunkban addig jutottunk, hogy a Vasicek (1987) modell meg-
fogalmazéasabdl az kovetkezik, hogy

In 2 —(y—0.55>

np-05s) DTD — pDFE
=) =N(—7)

PDl.:N(
V1 —p? 1= p?

ahol most y a befektetett eszkoz egységnyi id6 alatti %-os varhaté értéknove-
kedése, az értéknovekedés szérdsa pedig s. Az (1) alatti kifejezésben most x
a makréallapotot kifejez6, szintén sztenderd normélis eloszlasi valdszintiségi
véltozé (z ~ N(0,1)), tovdbba p a korreldcids egyiitthaté a pénziigyi eszkoz
értéke és a makrddllapot kozott (mint kordbban, B a hitel felvételekor te-
kintett eszkozérték, melyb6l D a hitel nagysiga). Az irodalomban nagyon
gyakran az (1)-ben szerepld

(1)

InZ — (y—0.5s?)
s

(2)

kifejezést a feltétel nélkili beddléstol mért tdvolsagnak nevezik, és DTD-vel
jelolik (distance to default), mig az z-et a gazdasdgtdl vald tdvolsignak (dis-
tance from economy) nevezik, és DFE-vel jelolik. PD,-szel a bed6lés valdszi-
niiségét jeldljiik, amikor a bekovetkezd makrédllapot z. N=1(PD,) kifejezés
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ily moédon a bedoléstél mért tavolsagot hivatott kifejezni, feltéve, hogy a
makrogazdasig x dllapotban van. Erre pedig a DTDE kifejezést hasznaljuk
majd.

Az (1) alatti Osszefiiggést a bevezetett, kozismert jelolésekkel ezért {gy is
frhatjuk:
DTD — pDFFE

T (3)

A Vasicek-modellnek egy fontos vonésa az az idea, hogy amennyiben portfé-
lionk homogén hiteltermékekbdl all, és ezek szamossaga elégségesen magas,
akkor a DFE egy adott értékére a portfélion belil a beddld hitelek ardnya
PDprgp-hez fog konvergalni. Ezért a pénziigyi eszkozok osztalyozasa alapve-
téen fontos eljards, és erre Doumpos tarsaival (2002) ajanlanak egy tobbcél-
kritériumos tobbszinti osztalyozasi eljarast abbdl a célbol, hogy a hitelkérd
vallalatokat homogén csoportokba tereljék. Megjegyezziik még, hogy a szél-
s6séges, kozos sokkok problémaéja fontos szerepet jatszik sok modellben, lasd
példaul Bassamboo és tdarsai (2008). Mig a Vasicek (1987) elképzelés szerint
az eszkozértéket befolydsold véletlen tényezbt az ¢ = px + /1 — p%v Ossze-
fliggés irja le, modelljiikben a

E_px—l—\/l—p%
w

DTDE =

kifejezést hasznaljak, ahol w egy nemnegativ valdszinliségi valtozd, mely
fiiggetlen v-t6l és x-t6l, és stirtiségfiiggvénye eleget tesz az aw* =1 + o(w* 1)
el6irdsnak, amikor w | 0, tovdbbd a > 0, k > 0 és konstans értékiiek (v
az egyéni sajatossagokat kifejezd, tigynevezett idioszinkratikus valdsziniisé-
gi valtozd, mely szintén sztenderd normalis eloszlasi valdszintiségi véaltozd,
v~ N(0,1)).

Eletszertt, hogy a gazdasagi-pénziigyi életben nem csak egy makrdélla-
potot kell tekinteni, hanem szdmosat. Az Osszefliggéseket linedris modellel
szamszerisitik, gyakran az aldbbi formaban példaul:

E=cCc1x1+ ... +cpx, +cv,

ahol x1,...,x, valtozok fejezik ki a makré jellemzésére kijelolt valdszintiségi
valtozdkat, melyek mindegyike sztenderd normaélis eloszlast valdszintiségi val-
tozd, és kifejezhetnek globdlis, orszag-, vagy iparagi specifikumokat, melyek a
vallalkozasra hatnak. Valtozatlanul, v a mar emlitett idioszinkratikus szten-
derd normélis eloszlasu valészintiségi valtozo, tovabba a cq,. .., ¢, paraméte-
rek a terhelési tényezok (Bassamboo és térsai 2008).

E linedris kapcsolatra alapozva, a (3) formulat felhaszndlva azt tételezziik
fel, hogy létezik egy linedris kapcsolat a feltételes beddlési tavolsagok és a
makréallapotok kozott. Ez a forma az alabbi:

DTDE = ag +a'x, (4)

ahol ag egy konstans, a és x vektorok, melyek n elembdl allnak, a fels6 vessz6
pedig sorvektort jeldl, azaz a’ = [aq,...,a,] és X = [21,...,2,]. Eregresszids
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Osszefliggésben a; az i-edik makréédllapothoz (z;) tartozd egytitthatd, és ter-
mészetesen feltételezhetjiik, hogy a # 0.

B a befektetés kezdeti értéke

D a befektetéshez felvett hitel nagysiga

y az értéknovekedés varhaté értéke %-ban kifejezve

s a %-ban kifejezett értéknovekedés szérasa

v az egyéni sajatossagokat kifejezd, idioszinkratikus valészintliségi valtozé
T a makrééllapotot kifejez6 valdszintliségi valtozé

n a makrévaltozdk szama

p az eszkOz/villalat értéke és a makrdallapot kozotti korreldcié
N,N—1 a sztenderd normalis eloszlss eloszldsfiiggvénye és annak inverze
DTD a feltétel nélkiili bedbléstél vald tavolsag

DFE a gazdasagtdl valé tavolsag

DFI a kamatlabtdl valé tavolsag

DTDE feltételes beddléstdl valé tavolsag

6 Mahalanobis-tavolsig

A veszteség nagysaga portfélickon vagy egyedi terméken
LGD bed6lés esetén a veszteség nagysiga,

EAD bedélés esetén a kitettség mértéke
apj,a; a linedris regressziés fiiggvény komponensei a j-edik pénziigyi termékre,

a;- = (a1j,---,an;j), ahol n a makrévaltozék szama, k a termékek szdma
a portféliéban, 7 =1,...,k
x x' = (z1,...,%n), ahol z; az i-edik makrdédllapot, és a makrééllapotot

n valtozéval azonositjuk
V, V™! a makrésllapotok kovariancia-variancia métrixa és annak inverze, nem-

szingularis
F a célfiiggvény
L, X a Lagrange-fiiggvény és a Lagrange-szorzd
u kiegészit6 véltozé
Pj a j-edik pénziigyi termék silya a portféliGban

1. tabldazat. Jelolések Osszefoglalasa

Jeldljiik egy adott termék becsiilt veszteségének mértékét A-val, melyet
harom tényezd hatdroz meg: a bedélés valészintisége (PD), veszteség mértéke
bedélés esetén (LGD), a harmadik tényez6 pedig a kitettség mértéke bedblés
esetén (EAD). Az aldbbi kifejezés maximalis értékét keressiik ekkor:

A=PD x LGD x EAD (5)

Bar e tanulmany a beddlések valdszintiségével foglalkozik, a masik két té-
nyezOnek is fontos jelentésége van. Somers és Whittaker (2007) kvantilis reg-
ressziés eljarast javasol példaul bedolési veszteségek meghatarozasara lakashi-
telekkel kapcsolatban, mely beddléseket egyébként asszimptotikus folyamat-
nak tekintenek. Taldlkozhatunk kvantilisek hasznélatdaval hitelmindsitésekkel
kapcsolatban is, tovabba Verbraken térsaival (2014) profitalapi mértékeket
hasznéltak fogyaszt6i hitelek mindsitésére. Figyelmiinket a beddlési valo-
szintségekre fékuszalva, az irodalomban &altaldnos feltevés, hogy az LGD és
EAD értékeket adottnak tekintik, és arra torekednek, hogy meghatdrozzak a
bedolési valdsziniiségek maximalis értékét. Portfolidkra vonatkozoan Gotoh
és Takeda (2012) kifejlesztettek egy portf6lié optimalizéldsi modellt, mely a
bedolési valoszintiségek alsé és felso korlatait keresi. Ezen also és fels6 korla-
tokra alapozva feltételes nemkonvex optimalizalasi feladatokat hoznak 1étre,
melyekhez algoritmusokat is terveztek.
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Egy adott makréallapot esetében (melyet az n-valtozds x vektor ir le) a
bedélés valdszintiségét (melyet PD, jelol) az eloszlasfiiggvény DT DE helyen
vett értéke hatdrozza meg, és a DTDE értékét (4) adja. Tehdt:

PD, = N(DTDE) = N(ao + a'x) . (6)

Célunk, hogy a lehetséges makroéallapotok adott halmazan azonositsuk
be azon makréallapotokat, melyek a maximalis bed&lési valdsziniiségeket
adjak meg. A lehetséges makrédllapotok halmazinak meghatarozdsahoz a
Mahalanobis (roviditve Maha) tavolsdgot hasznéljuk fel. Mint emlitettik a
bevezetében, a Mahalanobis-tavolsag megkozelitoleg azt irja le, hogy a koz-
ponttdl (ez a ’gazdasig’ dtlagos dllapota) hény egységnyi szérast tettiink meg
a tobbdimenzids térben. De Maesschalck et al. (2000) alapjan, a Mahala-
nobis-tavolsag a tobbdimenzids altaldnositdsa annak, hogy egy pont hany
szérasnyira van a véarhaté értékt6l. Amennyiben a tengelyek mindegyikét
ugy skalazzuk jra, hogy egységnyi szérasuk legyen, akkor a Mahalanobis-
tavolsig a sztenderd euklideszi tavolsagot jelenti a transzformalt térben.

Ekkor az aldbbi matematikai programozasi feladatot fogalmazhatjuk meg;:

max N(ap+a'x), (7a)

L1yeeey3Xm

feltéve, hogy

Vx'V-1ix <§. (7b)

(7b)-ben V a makrévéltozok n x n-es kovariancia-variancia matrixat jeloli.
Feltételezziik, hogy e métrix pozitiv definit (mint ismert, e métrix legaldbb
pozitiv szemidefinit), és V=1 e matrix inverzét jeloli. § lehetséges értékeit
mérlegelve azt kell figyelembe venntink, hogy a Maha-tavolsag négyzete,
x'V~Ix < 62, mely azonos tartalmi (7b)-vel, chi-négyzet eloszldst kovet.
Példaul, kettes szabadsagfok mellett, egy chi-négyzet eloszlas tablajaba nézve
(két komponensti normal vektorra) a 13,3, 9,2, 4,6 kvantiliseket kapjuk (ko-
vetkezésképpen a é értéke rendre 3,65, 3,03 és 2,15) a 0,1%, 1% és 10%
val6szintségi értékekre (rendjében).

Bér a (7) alatti matematikai programozési feladat megolddsa konnyf,
célszeri rogziteni az alabbi tulajdonsagot.

1. Tulajdonsag. A beddlés mazimdlis valdsziniisége meghatdrozott 6 Maha-
lanobis-tdvolsdgra az aldbbi makrodllapot szerint lesz:

XZLVa,

va'Va

és ez a mazximdlis beddlési valdszinidség (melyet P Dpax-szal jelolink), az aldb-
bi kifejezés dltal adott:

1 ap+6vVa’Va 2
PDpax = N(ag + 6vVa'Va) = /

v 2T

e 7 du
(N a sztenderd normdlis valdsziniségeloszlds eloszldsfiiggvénye).
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Tekintettel arra, hogy a sztenderd normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye szi-
gorian névekvd, (7) azonos az aldbbi programozasi feladattal:

max (ag + a'x), (8a)
LlyeeyTmn
feltéve, hogy
x'Vix =62, (8b)

Bér gy tiinik, hogy (7b) és (8b) feltételek kiilonboznek, tartalmilag nem.
Ugyanis a célfiiggvény linedris, a lehetséges megoldasok halmaza pedig kon-
vex. Linedris fliggvények maximalis értékeiket a konvex halmaz hatarpontjai-
ban vehetik fel, vagyis elegendd csupan azon makréallapotok keresése, melyek
a feltételi halmaz hatdrpontjain helyezkednek el. (8) alapjan a feladathoz
kapcsolhato Lagrange-fiiggvényt az alabbi médon irhatjuk:

L(x,\) = (ag +a'x) + \(6? —x'V'x), (9)

ahol A a (8) feladathoz tartozé Lagrange-szorzo.
A maximumpont kereséséhez kapcsol6dé elsérendii feltételeket az alabbi
feltételrendszer foglalja Gssze:

% =a—-2\V!x=0 (10a)

aL 2 Ixr—1

i — >

B\ 5 —x'V7'x >0 (10b)
oL
—\= > 1
HA=0. A0 (10c)

Miként fent indokoltuk, (10b) egyenléség formdjaban kell teljesiiljon, ko-
vetkezésképpen (10c) is rendben van.
Balrdl szorozzuk meg (10a) mindkét oldaldt a V madtrixszal, és akkor a
kovetkezohoz jutunk:
Va—-2\x=0. (11)

Ennek mindkét oldaldt az a’ vektorral szorozva az aldbbi eredményhez ju-
tunk:
a'Va—2\a'x=0. (12)

Most szorozzuk meg az x vektorral (10a) mindkét oldalat balrél, és azt kap-
juk, hogy:
x'a—2Xx'V'x =x'a—2)6* =0,

melybdl az kévetkezik, hogy
x'a=2)\6?%,

melyet (12)-ben hasznalva rendelkezésiinkre &1l A értéke:

1 1
2 __ / : _ I
A° = vk Va, ie. A i—%\/a Va. (13)
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Most, hogy rendelkezéstinkre all a Lagrange-szorzo értéke, meghatarozhatjuk
a maximalis beddlési valészintiséget adé makrdéllapotot. (12) egyenletben
a’Va > 0, mivel V pozitiv definit. Ekkor sem a A, sem az a’x érték nem
lehet zérus, igy (11)-bdl: .

X = 5Va. (14)
(13)-ban lathat6 eredményt felhaszndlva a maximum, illetve minimum érté-
keket az alabbi kifejezés adja meg:

6
va'Va

Va, (15)

X==4
tovabbd (15)-bél nyerjiik, hogy:

!

a'x=+ a’Va = +§ va'Va.

0
va'Va
A negativ A értéktdl eltekinthetiink, mivel maximalis értéket keresiink, melyet
egyébként az alabbi kifejezés ad meg:

DTDE = ag + 6vVa'Va. (16)

Ezen fontos kifejezés pedig elvezet benniinket a maximalis bedolési valdszi-
niiség (illetve veszteség) meghatdrozdsihoz. (6)-ra alapozva:

PDyax = N(aO + oV a’Va) . (17)

Példa. Tekintsiink egy esetet, amikor két makrévdltozonk van, és
DTDE = —1.815+4 0.177z; — 0.0084 x> ,

tovabbd a kovariancia/variancia mdtriz az alabbi:

1 —0.95
V= [—0.95 1 ]

(Megemlitjik, hogy ezen adatok egy bank fogyasztdsi hiteleivel kapcsolatosak,
és egy valds eset, melyet az A Figgelék ir le.) A DTDE értékeket leiré
regresszids fligguény magyardzd vdltozdi (a makrdallapotok) a kamatldb és
a GDP névekedése (rendre). A determindcids egyiitthaté 92%-os. Igy x1 a
kamatlabat, mig xo a GDP niévekedését azonositja (ezek a DFI és a DFE
értékek, lasd A Figgelék). Tekintsik a Maha 8 tdvolsdgot, azaz 6 = 3. A ko-
variancia/korreldcids egyiitthatd értéke a két vdltozdra -0.95. Kovetkezésképp
inputjaink: ag = —1.815, a’ = [0.177,—0.0084], § = 3, és 'V fentebb adott.
Felhaszndlva ezen inputokat, sorban kalkuldljuk o sziikséges kifejezéseket: Va =
[0.185, —0.176])’ és a’Va = 0.0342. Ekkor \* = 0.0342/36, igy A = +£0.031.
(15)-re alapozva, a makrddllapotok, melyek a maximalis beddlési valdszind-
séget/veszteséget adjik, az aldbbiak lesznek: x1 = 3 és xg = —2.85. Ekkor
meghatdrozhatjuk DTDE-t (16)-bdl:

DTDE = ap+ 6va’'Va= —1.815+ 3v0.0342 = —1.26.
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Igy a (17) kifejezést haszndlva, a mazimdlis beddlési valdsziniiség/veszteséy:
PDpax = N(—1.26) = 10.5%. Egy még szigoribb esetre, amikor a kvantilis
13.8, igy 6 = 3.65, azt kapjuk, hogy DT DE = —1.815+3.65/0.0342 = —1.14,
melyre PDpax = N(—1.14) = 12.5%.

3 A maximalis veszteség jellemzése portfoliok
esetén

A probléma megoldésa jelentOsebb eréfeszitéseket igényel, melynek oka, hogy
egy adott makroallapot kiillonbozoképpen hathat az egyes pénziigyi eszkozokre.
Ugyanaz a makréallapot egyik termékre kedvezotlen, masra esetleg kedvezd
hatassal bir. E fejezet célja néhany 1j tulajdonsag feltarasa, melyek el6segit-
hetik ismert eljarasok hatékonysdganak novelését.

Tételezziik fel, hogy most k kiilonb6z6 pénzigyi termékiink van a port-
foliéban. (5) médositdsira van ekkor sziikség. A j-edik tipusi termékre
ekkor a PD; x LGD; x EAD; (j = 1,2,...,k) kifejezésiink van, és a teljes
portfélio-allomanyunkra a teljes veszteség ekkor az alabbi lesz:

k
A=Y"PD; x LGD; x EAD,; . (18)

j=1

Tekintettel arra, hogy az LGD; x EAD; értékek ismeretét adottnak téte-

lezziik fel valamennyi termék esetén, (18)-ban a maximélis veszteség csak az

egyes termékek bedolési valdszintiségeitdl fiiggnek, melyek viszont terméken-

ként mas és mas értéket vehetnek fel azonos makrdallapot esetén. Legyen

v; = LGD; x EAD;, és itt az altalanossdg csorbitdsa nélkiil feltehetjiik,

hogy 0L, pj = 1, és 0 < ; < 1 valamennyi termék esetében. A ¢; = 1
esetre az el6zo fejezet megadja a valaszokat.

Hasonléan (7)-hez, a maximadlis veszteség probléméja portf6lick esetén az

aldbbi médon fogalmazhaté meg:
1k
F e Ty) = — iN(ag; + a’; 19
M{na’}in (£1, >'rrb) \/ﬁ JZI P (aOJ + aJX) ( a)

feltéve, hogy

Vx'V-1x <§. (19b)

Itt az (ag; + a)x) kifejezés a DTDE értéket hatdrozza meg a portféliGhan
levd, egy adott j termékre, melyre haszndlni fogjuk a DT DE); jelolést. (19b)
helyett most a vele azonos tartalmi x'V—1x < §2 feltételt hasznaljuk. Igy
(19)-hez az alabbi Lagrange-fiiggvényt csatolhatjuk:

L(z,\) = F(x) + (6% —x'V71x). (20)
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Az L staciondrius pontjanak meghatdrozésihoz Sydsaeter és Hammond (1995)
nyoman irjuk fel a Kuhn-Tucker feltételeket:

k ’ 2
L 1 (ag; +a’x)
% = Nor Z‘pjajie_—;2 — 2>\vi—1/X =0, i=12,...,n (2la)
i vV =
% = 62 _ X/V—IX 2 0) (21b)
L

ahol v U a V-1 matrix i-edik sora, aj; az a; vektor i-edik komponense,
melyek egyébként szerepet jatszanak a DI'DE) értékek meghatdrozdsaban.

Els6ként jegyezziik meg, hogy a (19b) ltal definialt lehetséges megolddsok
halmaza egy zért konvex halmaz, tovdbbd a célfiiggvény folytonos, ezért (19)-
nek lesz megoldésa, fgy (21)-nek is. Jeloljon x° egy staciondrius pontot,
vagyis a (21)-nek egy megolddsat.

2. Tulajdonsag. Egy belsé staciondrius x° pont nem lehet optimdlis megol-

dds, amikor legaldbb egy i-re a

(aoj+3'~x0)2
—_J
2

k

2 1 0y, —
g pjaj;(ao; +ajx’)e
j=1

kifejezés negativ.

Bizonyitds. Egy belso stacionarius pontra a Lagrange-szorzo zérus, vagyis

A = 0. Azonban amikor A = 0, a (21a) z; szerinti derivaltjat véve azt kapjuk,
hogy

2L PF (agj+a’x)?

2

k
= _ ! Z —p;a;°(ag; +a/x)e” ,
Ox;0x;  O0z;0x; /21 = o T

i=1,...,n.

(22)
Ha x° egy bels6 maximumpont lenne, F' elérné feltétel nélkiili lokalis maxi-
mumat ezen x° pontban. Azonban F' Hesse métrixdnak negativ szemidefinit-
nek kell lenni a bels6 lokdlis maximumpontban. A 2. Propozicié feltétele
szerint azonban e feltétel sériil (Sydsaeter and Hammond, 1995).

3. Tulajdonsag. Amikor a portfolié valamennyi termékére igaz, hogy a be-
déblés valdszintisége 50% alatt van adott Mahalanobis-tdvolsdg esetén, feltéve,
hogy létezik ilyen makrodllapot, a mazximdlis veszteséget okozo makrddllapot
a Maha-tdvolsdg hatdrpontjaiban van.

Bizonyitds. Amikor a j-edik pénziigyi eszkoz beddlésének valdszintisége
50% alatti, akkor ag; + a’x < 0. Tekintsiik ekkor az aldbbi nyilt félteret:

sz{x|a0j+agx<0}.
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Az N(t) fiiggvény (a sztenderd normalis eloszlds eloszlasfliggvénye) névekvo
és konvex a t < 0 féltéren. Ismert, hogy egy t = ag; + a}x linearis tran-
szforméciéra az N figgvény ugyanigy konvex marad (Sydsaeter and Ham-
mond, 1995). Vagyis, az

fi(x) = N(ag; + a)x)

filggvény konvex lesz az S; halmaz felett. Vegyiik most e halmazok kozos
részét, melyet jeloljink S-sel, és feltevésiink értelmében nem iires. Vagyis

S=nj_,S;.

Az S halmazon valamennyi f;(x) fiiggvény konvex. A (19)-ben definidlt cél-
fiiggvény, az F(x), az f;(x) fiiggvények sszege. Konvex fliggvények Gsszege
is konvex, viszont konvex fliggvények a maximumukat hatarpontban veszik
fel. A (19Db) feltétel tehét egyenldség formajaban kell teljesiiljon a maximum-
pontban.

Az A Figgelék adatait vizsgalva, melyek egy valds eset szamai, azt fi-
gyelhetjiik meg, hogy a legnagyobb valsag esetén is a bed6lési valoszinliségek
6% kozelében mozogtak, meglehetésen messze az 50%-t6l (t6bb pénziigyi
eszkoz viselkedését is megfigyeltiik, ezekre is hasonlé megallapitast tehetiink).
Erdekes kérdés lehet még, hogy valdsagos esetekben eléfordulhat-e hogy az
S halmaz tires. Mivel valamennyi makréallapot mérése normalizédlt, a 0 tu-
lajdonképpen az atlagos allapotot reprezentdlja. Az ag; értékek amennyiben
pozitiv értéket vennének fel, azt jelentené, hogy mér normal esetben is 50%
felett lenne a beddlés valdsziniisége, mely allapot gazdasagi szemmel elkép-
zelhetetlen. 2009-ben, a valsag kozepette DFE = —2.7 volt, mely atlagosan
egy megjelenést jelent 300 évente. A 2021-es év els félévben a széban forgd
bank beszdmoléiban 5.4% beddélési ratat mutatott a hitelekre, alapvetéen a
pandémia harmadik hullAma alatt. Ezért igy gondoljuk, van értelme a zart
formulakkal foglalkozni, melyek struktiuraja egyébként is sok mindenre vilagit
ra.

4. Tulajdonsag. Amikor a (21) feltételrendszerben

k (agj+a’x)?

VF(x) = % D (pjes ™ = )a; #0,

j=1
a A értéke pozitiv, mégpedig
1
2
A= 4—62VF(X)VVF(X) . (23)

Bizonyitds. A (21a) altal adott feltételrendszer az aldbbi formaban irhaté:
VF(x) —2A\V~!'x=0. (24)

Mivel a Mahalanobis-tdvolsdg pozitiv, azaz § > 0, és V! nem szin-
guldris, V~!x nem lehet zérus. (21c) miatt A > 0. Ha X zérus lenne, akkor
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(21a) vagy (24) akkor teljesiil, ha VF(x) = 0. Ezért A > 0, A\V~!x # 0
amikor VF(x) # 0. Megjegyezziik, hogy a VF(x) = 0, §2 = x'V~!x
egyenletrendszer megolddsa reprezentalhat maximumpontot abban az eset-
ben, amikor a maximumpont egyébként is a hatarponton van. fgy A=0
lehetséges. Kozelebb kertiltiink tehat A értékének meghatarozasihoz, amikor
VF(x) # 0. (24) mindkét oldalat balrél megszorozva a V matrixszal, azt
kapjuk, hogy

1
2 x = \/_2_7TVVF(X) . (25)

Szorozzuk meg most ezen egyenléség mindkét oldaldt balrdél a VF(x)’ sorvek-
torral, és ekkor:

2AM(VF(x)'x = VF(x)'VVF(x). (26)
Tekintsiik most a (23) kifejezést, és szorozzuk meg mindkét oldalt ismét balrdl
az x’ sorvektorral
X' VF(x) = 22x'V~'x = 2)6?. (27)
A (26) bal oldalan lev§ kifejezést hasznositva azt kapjuk, hogy
2\ - A% = 4N?6? = VF (x)'VVF(x),
melybdl allitdsunk helyessége kovetkezik.

5. Tulajdonsag. Ha az optimdlis megolddsban o beddlési valdsziniiségek,
azaz a DTDE; = ag; + a}x értékek azonosak lennének valamennyi pénzigyi
eszkozre, j =1,...,k, akkor az optimdlis megoldds az aldbbi lenne:

1) k
o V(Q_wia)- (28)
\/(Zf_leaj)lv(zjj_l %‘aj) (J"ZIQP )

Bizonyitds. (23)-bdl,

(aoj+3'~x)2 k (aoj+3'~x)2

A= 2_16#\/(2?_1(90]‘@_ 2 )aj)IV Zj:1(¢je_+)aj ,

és ezen értékeket helyettesitve (25)-be, atrendezés utdn azt kapjuk, hogy

x =
o) k (aoj+3'~x)2

VY (g™ T e

. | _(a0j+23'~x)2 ) X ‘ _(aoj-?{x)z =
Zj:1(90je )ajVijl(%e )aj
(29)
Legyen
_ (DTDEj)?2 _(‘IOJ“*"‘;">2 _ (DTDE)2
e 2 =e 2 =e z =z,

akkor (29) nem més, mint

o) k
= 2V (piay), (30)
\/(2)2 > (pay)'V 0 (w5a5) le

melybdl allitasunk helyessége kovetkezik.
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4 Hatékony indulé megoldasok eloallitasa

Amikor a figyelembe vett befolydsol6 makréallapotok széma nagy, a (19)
alatti feladat megoldésa kiilonGsen nehéz. Ruane és tarsai (2022) szerint egy
spanyol bank (BBVA) a probléma bonyolultsiga okdn kvantumrendszerek
gyakorlati alkalmazdasat tervezi hiteltermékek értékelése céljabdl, melyhez
Monte Carlo szimuléciét alkalmaznak. A fent megallapitott tulajdonsagokat
felhasznalva, a jelent6s szamitasi igény csokkentésének céljabdl hozunk 1étre
egy kezd6 megoldast generald algoritmust, melynek hatékonysagvizsgdlata
még tovabbi kutatdsokat igényel, és szivesen ajanljuk kutatdk figyelmébe e
feladatot. A B Fiiggelékben mi csak két makrévéltozéra hoztunk létre egy
kozel optimalis megoldast ad6 algoritmust, mely a sztenderd normalis eloszlas
Maclaurin polinomialis megkézelitésére épit:

2l 1( 1)[—1

\/_Z 2 — 1)2-1(1 —1)!

u = + residuum . (31)

1 z

Ugy talaltuk, hogy a K értékét 10-re allitva, mely a 19-ik hatvanyig vezet,
meglehetGsen pontos kozelitését adja a szoban forgd eloszlasfiggvénynek.
Egészen z = 2.5-ig mind a négy karakter szdma pontosan adja az elosz-
lasértékeket, a 3 felé haladva az 6t6dik karakterben figyelhetiink meg kisebb
eltéréseket.

A B Fiiggelékben leirt algoritmust hasznédlva a lent meghatérozott példa-
inkra megallapitottuk az optimélis megoldést.

Példa: Tekintsink hdarom pénziigyi terméket eqy hitelportfolicban. Az elsd
termék legyen a mdr emlitett személyi kélcson, €s el6z6 példdnkbol tudjuk,
hogy DTDFE; = —1.815+0.177z1 — 0.0084x2. Két Maha-tdvolsagot vegytink,
melyek legyenek 6 = 3 és 6 = 2.15. E chi-négyzet kvantilisek a 99, illetve
a 90 szdzalékos valoszintségeknek felelnek meg, sorrendben. Ekkor az aldbbi
inputokkal rendelkezink: agy = —1.815, a; = [0.177,—0.0084], § = 3 vagy
6 = 2.15, és a kovariancia-variancia mdtrizunk az aldbbi:

1 095
V= [—0.95 1 ]

Tovabbi tulajdonsdgok megismerése céljabol megadunk egy mdsik, mesterséges
kovariancia-variancia mdtrizot is, hogy arra is kiterjesszik a vizsgdlatot:

1 04
V‘[—o.4 1 ]

A kévetkezd két termék inputjait mesterségesen megadott szamok, melyeket
1gyekeztink ugy definidlni, hogy hozzdk ki ajanlott algoritmusunk gyenge pont-
jait. A mdsodik termék inputjai: (aoz,a12,a22) = (—1.815,0.177,—0.084),
a harmadik termék hidnyzé adatai: (aos,ais,ass) = (—1.815,0.05,—0,1).
Kezdetként az egyedi termékek tulajdonsdgait vizsgdljuk, melyekhez az 1. Pro-
pozicidban megadott kifejezéseket haszndljuk. A 2. tablazat dsszegezi az in-
putokat, a 3. tablazat pedig megadja a beddlési valosziniiségeket termékenként
ktilonbozé Maha-tdvolsdgokra.



378 Vorés Jozsef — Komlési Sandor

1. termék -1.815 0.177 0.0084
2. termék -1.815 0.177 0.084
3. termék -1.815 0.05 -0.1

2. tabldzat. Az egyedi termékek regresszios koefficiensei

Maha = 3 Maha = 2.15
Max PD % x1 értékek x5 értékek Max PD % x1 értékek x5 értékek
1. termék 10 2.99 -1.34 8 2.15 -0.97
2. termék 12.7 2.65 -2.35 8.8 2 -1.5
3. termék 7.6 2.11 -2.8 6 1.5 -2

3. tdbldzat. A makrééllapotok, melyek kiilon-kiilon, termékenként maximalizaljak a beddlési
valészinliségeket kiilonbozé Maha-tavolsdgok esetén, amikor a korreldcids egytitthaté -0.4.

A B Figgelékben megadott Maclaurin-approximéciéra épitett algorit-
must hasznalva a 4. tdbldzat a maximalis bedolési valdszintiségeket mutatja
kiillonboz6 portfolié strukturakra, az 5. tdbldzat ugyanezt mutatja, azonban
ott a korrelacios egytitthaté -0.95.

A portfolié Maha = 3 Maha = 2.15
kompozicidja: Max A x; értékek xo értékek Max A x1 értékek xg értékek
(1, P2, P3) (=Loss) (=Loss)

(0.1, 0.1, 0.8) 8.28 2.45 -2.6 6.54 1.64 -1.7
(0.2, 0.1, 0.7) 8.42 2.63 -2.4 6.59 1.75 -1.58
(0.2, 0.2, 0.6) 8.9 2.65 -2.3 6.84 1.8 -1.5
(0.1, 0.6, 0.3) 10.8 2.78 -2.12 7.76 1.85 -1.44
(0.6, 0.2, 0.2) 9.9 2.94 -1.7 7.35 1.96 -1.15

4. tdbldzat. Makréallapotok, melyek maximadlis beddlési valdszintliséget eredményeznek
kiilonbozé portfélié struktirakra és Maha-tavolsagokra. A korrelacids egyiitthatd értéke -0.4.

A portfolié Maha = 3 Maha = 2
kompozicidja: Max Az értékek a9 értékek Max A x1 értékek xo értékek
(p1,2,03)  (=Loss) (=Loss)

(0.1, 0.1, 0.8) 9.43 2.96 -2.965 7.1 1.975 -1.97
(0.2, 0.1, 0.7) 9.6 2.96 -2.965 7.18 1.98 -1.96
(0.2, 0.2, 0.6) 10.2 2.97 -2.96 7.5 1.98 -1.96
(0.1, 0.6, 0.3) 12.6 2.98 -2.93 8.6 1.99 -1.95
(0.6, 0.2, 0.2) 10.9 2.995 -2.87 7.83 1.99 -1.95

5. tabldzat. Makrééllapotok, melyek maximadlis beddlési valészinliséget eredményeznek
kiilonboz6 portfélié struktirdkra és Maha tavolsdgokra. A korreldcids egytitthaté értéke -0.95.

A szamitdsi eredmények azt mutatjak, hogy az erds korrelacié nem enged
nagy teret a valtozok 6nalld, szabad mozgasanak. Példaul 3-as Maha-tavol-
sagra az els6 valtozé értéke mindig 3 koriil forog, és amikor a Maha-tavolsag
2, akkor e valtozo értéke ismét 2-hoz nagyon kozeli.

A kovetkezdkben egy algoritmust definidlunk, mely kompakt formékat
haszndl, és gy gondoljuk, hatékony (az optimélis megolddshoz kozeli) in-
dulé megoldast general. Nagyszamui makrévaltozé esetére erre nem tudunk
igazolast nyerni nagyteljesitményii szamitégépek hidnyaban, és ezen fir be-
toltésére szivesen invitdlunk kutatékat. Viszont két valtozd esetén szép ered-
ményeket kapunk. Ime az algoritmus lépései:
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e cgy termék portfolién beliili sulyat hasznélva egy egytermékes maxi-
mum bedo6lési feladatot hozunk 1étre az alabbi inputokat meghatarozva:

K K
a0 =Y @ja0,  a=>» gja, (32)
j=1 j=1

(jegyezziik meg, hogy ij:l ¢; =1, és ¢; > 0 minden j-re);

e az 1. Propoziciéra alapozva, a makréallapot, mely maximalis bed&lési
valészintiséget hoz létre, az aldbbi:
o

x vVa'Va (33)

e tovabbd a beddléstdl mért tavolsag, mely a maximélis beddlési valdszi-
niséget adja meg, az alabbi:

DIDE = ag+ 6Va'Va.
o Kovetkezésképpen, a maximalis veszteséget/beddlési valdsziniiséget a
A= N(ap+6va'Va)
kifejezés adja, ahol N a standard normalis eloszlas eloszlasfiggvénye.
Példa. Tekintsik a 2. tabldazatban megadott regresszids egyiitthatdkat. A fenti
approximdcios algoritmust haszndlva dllapitsuk meg a mazimdlis veszteségeket
€s az ezt létrehozo makrodllapotot minden portfolio strukturdra és a 2,15-0s

Maha-tdvolsdagra. A 6. tdbldzat dsszegezi az eredményeket. Tekintettel arra,
hogy valamennyi termékre az ao; értékek ugyanazok (—1.815), a siulyozott

szamtani dtlag ugyanaz az érték lesz, azaz ag = —1.815.
ayj értékek azj értékek Portfélié struktiardk

0.177 -0.0084 0.1 0.2 0.2 0.1 0.6
0.177 -0.084 0.1 0.1 0.2 0.6 0.2
0,05 -0.1 0.8 0.7 0.6 0.3 0.2

a] = 0.0754 0.088 0.1 0.139 0.1516

ag = -0.089 -0.08 -0.0776 -0.081 -0.042
Macro state 1, z1 = 1.75 1.85 1.9 2 2.1
Macro state 2, 2 = -1.86 -1.76 -1.68 -1.56 -1.3
Max loss A = 6.7 6.3 6.6 8 7.4
Maclaurin A = 6.75 6.8 7.14 8.2 7.7

6. tdbldzat. A maximdlis veszteségek kalkuldldsa a (32-33) alatti algoritmussal (Max loss A =),
tovdbba az optimadlis megoldds értékei (Maclaurin A =) a Maha=2.15 tdvolsigra.

A két utolsé sor a maximélis beddlési valdszinliségeket mutatja a (32-
33) képletek, illetve a B. Fiiggelékben megadott (optimalis) algoritmus sze-
rint. Osszehasonlitva az adatsorokat, a javasolt kezd6 megoldas meglepGen
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kozel esik az optimalis értékekhez, gyakorlatilag a kiilonbség nem szignifikans.
Az eredmény egyrészt akar dontésre is felhasznalhatd, masrészt a maximalis
bedolést befolyasold tényezok ismertté valtak.

Emlitést érdemel, hogy a (32-33) alatti képletek sugallatat az 5. Propozici6

(aoj+3'~x)2
adja, ugyanis ebben az e~ P értékek azonosak valamennyi termékre,

és a (32-33)-ban alkalmazott megkdzelités az 5. Propozicié eredményeit hasz-
nositja a (30) alatti kifejezésben. A kezd6é megoldds generdldsénak ez a lelke.
A potencidlis kezd6 megolddsok szamat novelhetjiik iterdcié inditasival op-
timélis megoldést keresd algoritmusok szamadra oly médon, hogy a (33) képlet
eredményeként kapott makréallapotot, az x vektort felhasznaljuk (29) jobb
oldaldnak kalkuldldsdhoz, melynek eredményeként 4j x vektort kapunk. A 6.
tabldzat szerint a (32-33) alapjan javasolt kezd6 megoldds és az optimélis
megoldds kozotti legnagyobb eltérés a (0.2, 0.2, 0.6) portfélidstruktirara
jott ki (6.6, illetve 7.14, sorrendben). Az ehhez tartozé z; = 1.9, illetve
x9 = —1.68 értéket felhasznélva ekkor az

(a0,+a x)?2

k
a=) e 3

vektort haszndljuk (32)-ben. E 1épéssel az optimélis megolddshoz fogunk
érkezni.

5 Kovetkeztetések

A Vasicek-modell egy linedris Osszefliggést fogalmaz meg a beddléstél vald
tavolsdg (DTDE) és egy makréallapot kozott, melyet az dtlagos gazdasigi
allapottdl mért tdvolsiggal jellemziink (DFE). A feltételes beddlést6l mért
tavolsag és az atlagos gazdasagi allapottol mért tavolsag kozotti Gsszefliggést
leiré linedris regresszié megallapitasa azért fontos, mert egyedi pénziigyi ter-
méket vizsgalva a bedolési valdsziniiség novekszik a beddléstdl mért tavolsag-
gal, azaz a beddlés valészintisége a DTDE fiiggvényében névekszik. A DTDE
koncepci6 azért is fontos, mert explicit, kompakt formakat tudunk felépiteni
a linedris regresszié paramétereinek felhaszndlasaval a maximalis bedolési
valdszinliség meghatarozasdhoz. A kidolgozott kompakt forma meghatéarozza
az Osszefiiggést a maximalis beddlési valdszintliség és a makrdgazdasag allapo-
ta kozott, és lathatéva valik a maximalis bedolést okoz6 makrdallapota adott
Mahalanobis-tavolsidg esetén. E formulat vizsgalva lathatjuk az egy makro-
valtozds Vasicek-modell kiterjesztését tobbvaltozds esetre: a Maha-tavolsdgot
jelols 6 kifejezi a makrogazdasag allapotat, melynek egyiitthatdja vVa'Var.
Az egytermékes modell azért jatszik fontos szerepet, mert a maximélis be-
dolési valdszintliség meghatarozasa tobb termék esetére az egytermékes prob-
lémara lesz visszavezetve az input paraméterek adott modositasaval. Ezzel
explicit, kompakt formuldk kinalkoznak a tébbtermékes pénziigyi probléma
elemzéséhez. A felvetett mdédszertani eszkoziink wjabb kutatdsi irdnyokra
hivja fel a figyelmet, ugyanis javasolt mddszeriink elényei akkor érvényesiilnek
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igazan, amikor a makréallapot leirdsara sok véltozdt, ismeretlent vezetiink
be. Ekkor viszont nincs optimalis megoldast adé moédszertanunk, melynek
felhasznéldsaval meghatdrozhatnank az optimalis eredményt. Arra az esetre
viszont, amikor a makrogazdasag allapotat két valtozdval irjuk le, kidolgoz-
tunk egy (gyakorlatilag) optimélis megolddst adé algoritmust, és igy javasolt
eljarasunk jésagat vizsgalhatjuk.

Ezen kétvaltozos, gyakorlatilag optimalis megoldast adé eljarasunk a poli-
nomialis Maclaurin megkozelitésen alapul, mely nagyon pontosnak bizonyult,
igy valéban jogot nyer az 6sszehasonlitdshoz. Amit ezen optimélisnak tekint-
het6 megoldéssal Gsszehasonlitunk, egy mesterségesen létrehozott egytermé-
kes modell eredménye, melynek paramétereit a tobbtermékes probléma input-
jaibol allitottunk Ossze: a tobbtermékes modell inputjainak konvex linearis
kombinacidja lesz az egytermékes modell inputja. Ez természetesen alulbecsli
az optimalis maximalis veszteségek mértékét, viszont eredményeink azt mu-
tatjak, ennek mértéke jelentéktelen. Ezen eredményt ugyanakkor évatosan
kell kezelni, de reméljik, tovabbi kutatdsok ugyanerre az eredményre jut-
nak. Ha ez igy lesz, eredményeink jelentésen felgyorsithatjak a szimulacids
eljarasokat, mindemellett képleteink betekintést engednek abba, hogy milyen
erok alakitjak a maximalis veszteségek alakulasat. Mindemellett azt hissziik,
a mesterségesen generalt néhany példa elemzésének van elénye is, hiszen a
véletlenszertien generalt sok példa elemzése néha eltakarja egy mddszertan
gyenge pontjait.

Ko6szonetnyilvanitas

A szerzok koszonik Csdnyi Sandor urnak, az OTP Bank NyRT elntk-vezér-
igazgatojanak tamogatasat, inspirdcioit, és kitartasit a téma fontossdga mel-
lett, tovabbéa az adatokhoz valé hozzaférést. A kutatds a TKP2021-NKTA-19
szamu projekt keretében késziilt, mely az Innovacids és Technoldgiai Minisz-
térium Nemzeti Kutatési Fejlesztési és Innovéciés Alapbdl nyijtott tdmo-
gatasdval, a TKP2021-NKTA palyazati program finanszirozdsaban valésult
meg,.

Irodalom

1. Bassanboo, A., S. Juneja and A. Zeevi, 2008, Portfolio credit risk with ex-
tremal dependence: Asymptotic analysis and efficient simulation, Operations
Research, 56(3), 593-606.

2. Bhat, G.; S. G. Ryan and D. Vyas, 2018, The implications of credit risk
modeling for banks’ loan loss provisions and loan-origination procyclicality,
Management Science, 65(5), 2116-2141.

3. Breuer, T., M. Jandacka, K. Rheinberger and M. Summer, 2009, How to find
plausible, severe and useful stress scenarios, International Journal of Central
Banking, 3, 205—-224.

4. Breuer, T., M. Jandacka, J. Mencia and M. Summer, 2012, A systematic
approach to multi-period stress testing of portfolio credit risk, Journal of
Banking and Finance, 36, 332—-340.



382

10.

11.

12.

13.

14.

Vorés Jozsef — Komlési Sandor

. Chan, J. C. C. and D. P. Kroese, 2010, Efficient estimation of large port-

folio loss probabilities in t-copula models, European Journal of Operational
Research, 205, 361-367.

. De Maesschalck, R., Jouan-Rimbaud, D., and Massart, D. L., 2000, The Ma-

halanobis distance, Chemometrics and Intelligent Laboratory Systems, 50 (1):
1-18. d0i:10.1016/s0169-7439(99)00047-7

. Doumpos, M., K. Kosmidou, G. Baourakis and C. Zopounidis, 2002, Credit

risk assessment using a multi criteria hierarchical discrimination approach: A
comparative analysis, Furopean Journal of Operational Research, 138, 392—
412.

. Garcia-Céspedes, R. and M. Moreno, 2017, An approximate multi-period

Vasicek credit risk model, Journal of Banking and Finance, 81, 105—113.

. Gotoh, J. and A. Takeda, 2012, Minimizing loss probability bounds for port-

folio selection, European Journal of Operational Research, 217, 371-380.

Ruane, J., A. McAfee and W. D. Oliver, 2022, Quntum computing for busi-
ness leaders, Harvard Business Review, Jan-Feb, 113-121.

Somers, M. and J. Whittaker, 2007, Quantile regression for modelling dis-
tributions of profit and loss, Furopean Journal of Operational Research, 183,
1477-1487.

Sydsaeter, K. and P. J. Hammond, 1995, Mathematics for Economic Analysis,
Prentice Hall, N. J.

Verbraken, T., C. Bravo and B. Baesens, 2014, Development and application
of consumer credit scoring models using profit-based classification measures,
European Journal of Operational Research, 238, 505-513.

Voros, J., 2023, Some properties of the maximum loss on loan portfolios,
Central European Journal of Operations Research, to appear.

Fiiggelék

GDP volumenének DFE bedélések aranya DTDE MNB DFI
alakuldsa az empirikus megfigyelés, alapkamat, %
el6z6 év Y%-dban OTP Bank Plc, %

2009 -6,7 -2,7 6 -1,55 7,6 1,57
2010 0,7 -0,27 5,5 -1,6 5,6 0,77
2011 1,8 0,086 4,6 -1,68 6,5 1,13
2012 -1,5 -1 4,8 -1,65 6,25 1
2013 2,0 0,167 4,6 -1,68 4,2 0,2
2014 4,2 0,9 3,3 -1,83 2,5 -0,48
2015 3,8 0,77 2,6 -1,94 1,65 -0,82
2016 2,2 0,23 2,4 41,98 0,95 1,1
2017 4,3 0,93 2 -2,05 0,95 -1,1
2018 5,1 1,2 1,7 2.1 0,95 1,1

Al. tablazat. Néhdany kamatldbbal, névekedési rataval kapcsolatos adat, tovabba a beddlési

D

valésziniiségek empirikus megfigyelése

FE (tdvolsdg a gazdasdg dtlagos dllapotatdl) értékek a GDP %-os nove-

kedési ratdjdara vonatkoznak: a %-os novekedési rata dtlagdt, tovabbé széré-
sat kalkulaltuk, majd az atlagot egyenként kivontuk a névekedési ratakbol, és

ezt a
hogy

szorassal osztva megkaptuk a tavolsagokat. Vagyis azt szamitottuk ki,
egy adott évben a gazdasdg hany szérasnyira van az atlagtél. A DTDE
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és a DFI sztenderd normalizélt adatokat hasonléan szdarmaztattuk. A GDP
és alapkamatlabakat a Kozponti Statisztikai Hivatal kimutatasaibol nyertiik.

B. Fiiggelék

Visszatérve (31)-hez, az a B1. dbrdn megjelenitett sztenderd normalis eloszlasi
valészintiségi valtozo strtiségfiiggvénye gorbe alatti teriiletének nagysagat ad-
ja meg a (0, z) intervallumban, viszont mi a (—oo, DTDFE) szakasz feletti
tertilet nagysagat szeretnénk ismerni, ugyanis ez adja meg a bedolési valé-
szinliséget — mely ebben az esetben a veszteség nagysagat is adja. Hogy ezt
megkapjuk, a DT DE értéket kell tikrozniink a fliggleges tengelyre, és a
kapott valdszintiségi értéket 0.5-bél ki kell vonni. Az eredmény a DTDE
értékhez tartozé bedélési valésziniiség (PD).

PD 5 PD

zl 15 ¥ a5 o o5 v 1 zl
o

DTDE z=-DTDE

B1. dbra. A sztenderd norméilis eloszlas slirliségfliiggvénye

Felhasznélva (31)-et a (19) alatt definidlt maximélis veszteség megdllapi-
tasara, feladatunk az, hogy megoldjuk az aldbbi feladatot:

1 L (—ag; —ajx)H1(=1)"!
—_— (0.5 — Bl
ot 2T j;%(o ° l:Zl S ST (Bla)

s.t.

VX'V-lx =6. (Blb)
Gyakorlatilag (Bl)-et fel lehetne hasznalni akarhdny véges termékbél &ll6
portfélié maximalis veszteségének becslésére tetszoleges szami makrévalto-
z6val, azonban két makrévaltozo esetén egy egyszerii megoldas kinalkozik,
melyet az alabbiakban irunk le:

e Mindegyik pénziigyi termékre hatarozzuk meg a linearis regresszio pa-
ramétereit. A j-edik termékre legyenek ezek az értékek az aldbbiak:

(anaag):(anaalj,azj), i=1,...,k.

e Mindegyik termékre allapitsuk meg annak sulyat a portfélion. Legyenek
ezek: ¢;, i =1,... k.
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o Allitsuk el6 a kovariancia/variancia matrixot és annak inverzét. Ezek:
V, illetve V1, sorjaban.

e Hatarozzuk meg a vizsgalni kivant Maha-tavolsagot, jelolje ezt 6. Mivel
két valtozonk van, (Blb) alapjén egyiket kifejezhetjitk a mésik fiiggvé-
nyeként, és helyettesitsiik a (Bla) kifejezésbe e fiiggvényt.

e (Bla) ily médon egy egyvéltozds fiiggvény, melyet rajzoltassunk fel egy
alkalmas szoftverrel.

e Hataroljuk be pontosan a maximumpontot.

THE MAXIMUM LOSS ON LOAN PORTFOLIOS WITH MULTIPLE
PRODUCTS

In our previous study of one type of credit product, when we used a single external,
so-called macro explanatory variable, and concluded that by developing estimators
that also reflect management capabilities, we are likely to get closer to determining
the true probabilities of default. In this paper we assume that, after careful analysis,
we have a correlation describing default rates by loan product as a function of
macro conditions. However, a macro state may have different effects on default
rates, and hence on the resulting losses, for different types of credit products. The
task therefore arises to analyse the possible macro states in order to simultaneously
identify the critical macro states affecting the whole portfolio. In particular, it is
important to prepare for the worst outcome, as a bankruptcy can be avoided in
this way. The complexity of the model formulation of the problem favours the use
of simulation techniques, but at the cost of making it more difficult to understand
the causes of extreme losses due to the known drawbacks of simulation approaches.
This paper provides insights into the methodology for these three factors: the
identification of the set of relevant macro factors at stake, the identification of the
relationship between default rates and macro states, and the identification of the
macro states that cause maximum loan portfolio losses.

Key words: loan losses, macro factors, forecasting, maximum losses, non-convex
programming





