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N-SZEM¶ELYES OLIGOPOL J¶AT¶EK KÄORNYEZET-
SZENNYEZ}O J¶AT¶EKOSOKKAL1

SZIDAROVSZKY FERENC { AKIO MATSUMOTO { MOLN¶AR

S¶ANDOR
Corvinus Egyetem { Chuo University, Tokyo { HUN-REN MTA SZTAKI

Klasszikus oligopol j¶at¶ekot vizsg¶alunk olyan felt¶etel mellett, hogy a j¶at¶ekosok
a termel¶essel kÄornyezetszennyez}o anyagokat is l¶etrehoznak ¶es kibocs¶atanak.
Figyelembe vesszÄuk a term¶ek egys¶eg¶ar¶an ¶es a termel¶esi kÄolts¶egeken k¶³vÄul a
szennyez}o anyag egy r¶esze kÄozÄombÄos¶³t¶es¶enek kÄolts¶egeit ¶es a megmarad¶o r¶esz
kibocs¶at¶as¶a¶ert j¶ar¶o bÄuntet¶es m¶ert¶ek¶et. Alkalmas felt¶etelek mellett igazoljuk
az egyetlen egyens¶ulyi pont l¶etez¶es¶et, annak aszimptotikus stabilit¶as¶at gra-
diens dinamika eset¶en. A line¶aris esetben az egyens¶ulypontot analitikusan is
meghat¶arozzuk.

1 Bevezet¶es

A kÄornyezet v¶edelme az egyik legfontosabb feladata a mai gener¶aci¶oknak. A
sz¶en ¶es a f}ut}oolaj el¶eget¶ese, az ipari termel¶es stb. mind szennyez}oanyag kibo-
cs¶at¶assal j¶ar. Egyes esetekben a korm¶any meg tudja ¶allap¶³tani a kibocs¶at¶as
pontos forr¶as¶at ¶es felel}os¶et, sz¶amos esetben ez sajnos nem lehets¶eges. Az els}o
t¶³pus¶u szennyez}ok eset¶en bÄuntet¶es vagy ÄosztÄonz¶es egyedileg lehets¶eges. A m¶a-
sik t¶³pus eset¶eben csak egy kisebb-nagyobb r¶egi¶o Äosszes szennyez¶ese m¶erhet}o.
Segerson (1988) a kollekt¶³v bÄuntet¶es (ÄosztÄonz¶es) alkalmaz¶as¶at javasolta ilyen
esetekben, amikor az egyes szennyez}ok azonos bÄuntet¶est (ÄosztÄonz¶est) kapnak
att¶ol fÄuggetlenÄul, hogy egyedileg mennyi szennyez}od¶est bocs¶atottak ki, ami
egy¶ebk¶ent sem ismerhet}o meg a korm¶any dÄont¶eshoz¶oi sz¶am¶ara.

TekintsÄunk p¶eldak¶ent egy n-szem¶elyes oligopol j¶at¶ekot, ahol az el}o¶all¶³tott
azonos term¶ekeiket a j¶at¶ekosok egy kÄozÄos piacon ¶ert¶ekes¶³tik. Legyen az xk

a k-adik j¶at¶ekos term¶ekmennyis¶ege, S =
Pn

k=1 xk az egyÄuttesen el}o¶all¶³tott
term¶ekmennyis¶eg, p(S) a term¶ek egys¶eg¶ara, valamint ck(xk) a k-adik j¶at¶ekos
termel¶esi kÄolts¶ege, akinek a pro¯tfÄuggv¶enye

'k(x1; . . . ; xn) = xkp(S) ¡ ck(xk) : (1)

A j¶at¶ekosok v¶alaszfÄuggv¶enyei alapj¶an a nemline¶aris esetben is egy n-di-
menzi¶os ¯xpont-probl¶em¶ara vezethet}o vissza az egyens¶ulypontok meghat¶a-
roz¶asa. Selten (1970) ¶es Szidarovszky (1970) egym¶ast¶ol fÄuggetlenÄul egydi-
menzi¶os ¯xpont-probl¶em¶ara reduk¶alt¶ak a probl¶em¶at, amelyet a ,,Selten{Szi-
darovszky technik¶anak" is neveznek. Sz¶amos statikus kiterjeszt¶est vezettek

1Be¶erkezett 2024. febru¶ar 27. DOI: https://doi.org/10.15170/SZIGMA.55.1243. E-mail:
molnar.sandor@gek.szie.hu.
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be az irodalomba, tÄobbek kÄozÄott megkÄulÄonbÄoztetett term¶ekek, tÄobbterm¶ekes
modellek, alkalmazotti tulajdonos¶u esetek, hiperbolikus ¶arfÄuggv¶enyek stb.
vizsg¶alat¶at (Okuguchi ¶es Szidarovszky, 1999), valamint dinamikus kiterjesz-
t¶esek is k¶eszÄultek (Bischi et al., 2010). Leg¶ujabban id}ok¶esleltet¶es}u modellek
vizsg¶alata kerÄult el}ot¶erbe (Matsumoto ¶es Szidarovszky, 2018).

Oligopol j¶at¶ekok ¶es a kÄornyezetv¶edelem kapcsolat¶anak vizsg¶alatakor a
korm¶any ¶altal kiszabott bÄuntet¶esek ¶es ÄosztÄonz¶esek m¶ert¶ek¶et is be¶ep¶³tett¶ek
a j¶at¶ekosok pro¯tfÄuggv¶enyeibe. Ha a k-adik j¶at¶ekos g(xk) ismert mennyis¶eg}u
szennyez¶est bocs¶at ki, akkor egy "kg(xk) tagot kell az (1) pro¯tfÄuggv¶enyb}ol
kivonni. Amennyiben az egy¶eni kibocs¶at¶asok mennyis¶egei nem ismertek,
akkor Segerson (1988) a kÄovetkez}ot javasolta. A korm¶any meghat¶aroz egy E
egyÄuttes elviselhet}o szennyez¶esmennyis¶eget, ¶es ha ezt egyÄuttesen t¶ull¶epik a
j¶at¶ekosok, akkor azonos bÄuntet¶esben r¶eszesÄulnek, ha az egyÄuttes kibocs¶at¶as
enn¶el kevesebb, akkor azonos jutalmat (pl. ad¶oengedm¶enyt) kapnak.

TegyÄuk fel, hogy a k-adik j¶at¶ekos xk mennyis¶eg}u term¶ek el}o¶all¶³t¶as¶ahoz
g(xk) = ekxk szennyez¶est bocs¶at ki, ¶es ¶³gy a teljes kibocs¶at¶as mennyis¶ege
S =

Pn
k=1 ekxk. A j¶at¶ekosok azonos bÄuntet¶est (jutalmat) kapnak, "(S ¡ E).

Vagyis az (1) pro¯tfÄuggv¶eny a kÄovetkez}ok¶eppen m¶odosul:

'k = xkp(S) ¡ ck(xk) ¡ "(S ¡ E): (2)

Az elm¶ult n¶eh¶any ¶evtized sor¶an sz¶amos tanulm¶any foglalkozott a (2) t¶³-
pus¶u modellekkel ¶es azok kÄulÄonf¶ele v¶altozataival (Barnett, 1980; Okuguchi,
2003; Simpson, 1995; Matsumoto et al., 2021). A (2) modell legnagyobb
probl¶em¶aja az, hogy nem veszi ¯gyelembe azt, hogy a bÄuntet¶es elkerÄul¶ese
¶erdek¶eben a termelt szennyez}od¶es egy r¶esz¶et, vagy az Äosszeset a j¶at¶ekos saj¶at
maga kÄozÄombÄos¶³ti.

2 Egy modellv¶altozat

TekintsÄunk most egy j¶at¶ekost, mondjuk a k-adikat. Az ¶altala el}o¶all¶³tott xk

term¶ekmennyis¶eg mellett egy¶uttal ekxk szennyez¶est is termel. Ennek egy
r¶esz¶et, ®kekxk (0 · ®k · 1) mennyis¶eget saj¶at maga kÄozÄombÄos¶³ti, ¶es a meg-
marad¶o (1¡®k)ekxk mennyis¶eget kibocs¶atja a kÄornyezetbe. Ha felt¶etelezzÄuk,
hogy a termelt szennyez}od¶es feldolgoz¶asa °k egys¶eg kÄolts¶egbe kerÄul, akkor a
j¶at¶ekos pro¯tja a kÄovetkez}o:

'k = xkp(S) ¡ ck(xk) ¡ "(S ¡ E) ¡ °k®kekxk ; (3)

ahol most S =
Pn

l=1(1¡®l)elxl. A jobb oldal els}o tagja a term¶ekek elad¶as¶ab¶ol
sz¶armaz¶o bev¶etel, a m¶asodik tag a termel¶esi kÄolts¶eg, a harmadik tag a bÄun-
tet¶es vagy jutalom m¶ert¶eke, a negyedik tag pedig a szennyez¶es egy r¶esz¶enek
kÄozÄombÄos¶³t¶esi kÄolts¶ege. TegyÄuk fel, hogy a j¶at¶ekos Lk kapacit¶askorl¶attal ren-
delkezik, azaz 0 · xk · Lk. TegyÄuk fel azt is, hogy a p ¶arfÄuggv¶eny ¶es az Äosszes
ck termel¶esi kÄolts¶egfÄuggv¶eny k¶etszer folytonosan di®erenci¶alhat¶o, valamint

a) p0(S) < 0
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b) xkp00 + p0(S) · 0

c) p0(S) ¡ c00
k(xk) < 0

minden k, S 2 [0;
Pn

l=1 Ll] ¶es xk 2 [0; Lk] eset¶en.
Az a) felt¶etel azt jelenti, hogy az ¶arfÄuggv¶eny szigor¶uan csÄokken, ha a

k¶³n¶alat nÄovekszik, ami egy term¶eszetes gazdas¶agi kÄovetelm¶eny. A b) felt¶etel
biztosan teljesÄul, ha az ¶arfÄuggv¶eny konk¶av, azonban ez nem kÄovetelm¶eny,
hiszen p0 negat¶³v ¶ert¶eke er}osebb is lehet, mint p00 esetleges pozit¶³v ¶ert¶eke. Ha-
sonl¶o a helyzet a c) felt¶etellel, amely biztosan teljesÄul, ha a kÄolts¶egfÄuggv¶enyek
konvexek.

Minthogy

@'k

@xk
= p(S) + xkp0(S) ¡ c0

k(xk) ¡ "(1 ¡ ®k)ek ¡ °k®kek

¶es
@2'k

@xk
2

= 2p0(S) + xkp00(S) ¡ c00
k(xk) < 0 ;

az a), b), c) felt¶etelek mellett 'k szigor¶uan konk¶av xk-ban.
VezessÄuk be az Sk =

P
l 6=k xl ¶es az Sk =

P
l 6=k(1 ¡ ®l)elxl jelÄol¶eseket,

amelyek m¶ar nem fÄuggnek xk-t¶ol, ekkor

'k(xk) = xkp(xk +Sk)¡ck(xk)¡"
¡
(1¡®k)ekxk +Sk ¡E

¢¡°k®kekxk : (4)

A j¶at¶ekos ezt a fÄuggv¶enyt maximaliz¶alja a [0; Lk] intervallumon. Mint-
hogy 'k szigor¶uan konk¶av, a maxim¶alis megold¶as (amit v¶alaszfÄuggv¶enynek
is neveznek) a kÄovetkez}ok¶eppen ad¶odik:

Rk(Sk) =

8
><
>:

0; ha @'k(0)
@xk

· 0

Lk; ha @'k(Lk)
@xk

¸ 0

x¤
k; egy¶ebk¶ent,

(5)

ahol x¤
k az al¶abbi egyenlet megold¶asa a [0; Lk] intervallumon:

gk(xk) = p(xk +Sk)+xkp0(xk +Sk)¡c0
k(xk)¡¡

"(1¡®k)+°k®k

¢
ek = 0 : (6)

A harmadik esetben @'k(0)
@xk

> 0, @'k(Lk)
@xk

< 0, valamint @'k

@xk
szigor¶uan

csÄokken, ¶³gy a (6) egyenletnek egy¶ertelm}u megold¶asa van.
VegyÄuk ¶eszre, hogy (5) ekvivalens a kÄovetkez}ovel:

Rk(S) =

8
<
:

0; ha gk(0) · 0

Lk; ha gk(Lk) ¸ 0

x¤¤
k ; egy¶ebk¶ent,

(7)

ahol
gk(xk) = p(S) + xkp0(S) ¡ c0

k(xk) ¡
¡
"(1 ¡ ®k) + °k®k

¢
ek



316 Szidarovszky Ferenc { Akio Matsumoto { Moln¶ar S¶andor

¶es x¤¤
k a gk(xk) = 0 egyenletnek a [0; Lk] intervallumon val¶o megold¶asa.
Minthogy a harmadik esetben rÄogz¶³tett S mellett gk(0) > 0 ¶es gk(Lk) <

0, valamint gk(xk) szigor¶uan csÄokken xk-ban, a gk(xk) = 0 egyenletnek
egy¶ertelm}u megold¶asa van. Teh¶at x¤¤

k az S v¶altoz¶o egy¶ertelm}u fÄuggv¶enye.
A gk(xk(S)) ´ 0 egyenlet S szerinti di®erenci¶al¶as¶ab¶ol l¶athatjuk, hogy

p0(S) + x0
kp0(S) + xkp00(S) ¡ c00

k(xk) ¢ x0
k = 0 ;

azaz

x0
k(S) = ¡p0(S) + xkp00(S)

p0(S) ¡ c00
k(xk)

: (8)

A b) ¶es c) felt¶etel alapj¶an x0
k(S) · 0, azaz xk(S) csÄokken S-ben. TekintsÄuk

ezut¶an a

h(S) =
nX

k=1

xk(S) ¡ S = 0 (9)

egyenletet, ahol h(S) szigor¶uan csÄokken}o folytonos fÄuggv¶eny, valamint h(0) ¸
0 ¶es h(

Pn
k=1 Lk) · 0. Teh¶at a (9) egyenletnek egyetlen megold¶asa van, S¤.

A megfelel}o egyens¶ulyi term¶ekmennyis¶egeket az Rk(S¤) ¶ert¶ekei adj¶ak.

3 Dinamikus kiterjeszt¶es

Az egyens¶ulypontban az Äosszes j¶at¶ekos egyens¶ulyi term¶ekmennyis¶ege meg-
egyezik v¶alaszfÄuggv¶enye ¶ert¶ek¶evel. A v¶alaszfÄuggv¶eny-alap¶u dinamika az

_xk(t) = Kk

¡
Rk(Sk(t)) ¡ xk(t)

¢
(Kk > 0)

di®erenci¶alegyenletekkel¶³rhat¶o le, amit a kÄovetkez}ok¶eppen tudunk ¶ertelmezni.
Ha egy id}opontban xk(t) < Rk(Sk(t)), akkor a t id}opontban xk(t) lok¶alisan
nÄovekszik, ¶es ha xk(t) > Rk(Sk(t)) akkor xk(t) lok¶alisan csÄokken. Mindk¶et
esetben xk(t) ¶ert¶eke kÄozeledik Rk(Sk(t)) ¶ert¶ek¶ehez. Ha viszont xk(t) =
Rk(Sk(t)), akkor a j¶at¶ekos azt hiszi, hogy nem kell v¶altoztatnia, hiszen ki-
el¶eg¶³ti az egyens¶ulypont alapfelt¶etel¶et. Nyilv¶anval¶oan aszimptotikusan sta-
bilis rendszer eset¶eben az xk(t) strat¶egi¶ak egyens¶ulyponthoz tartanak t ! 1
eset¶en.

A gradiens-alap¶u dinamika a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o le ¶es ¶ertelmezhet}o.
TegyÄuk fel, hogy egy adott pillanatban a j¶at¶ekosok ¶altal el}o¶all¶³tott term¶ek-
mennyis¶egek nem alkotnak egyens¶ulypontot. Ilyenkor legal¶abb egy j¶at¶ekos
nÄovelheti pro¯tj¶at a term¶ekmennyis¶eg megv¶altoztat¶as¶aval. VegyÄuk ¶eszre,

hogy ha @'k(x)
@xk

> 0, akkor a megnÄovekedett term¶ekmennyis¶eg emeli a j¶at¶ekos

pro¯tj¶at. Hasonl¶oan, a @'k(x)
@xk

< 0 esetben a j¶at¶ekos ¶erdeke, hogy csÄokkentse

a termel¶es¶et, ¶es ha @'k(x)
@xk

= 0, akkor a j¶at¶ekos azt hiheti, hogy xk optimumot

ad. Az el}oz}oekb}ol az is kÄovetkezik, hogy _xk ¶es @'k

@xk
azonos el}ojel}u kell legyen,

hogy a j¶at¶ekos ¶erdekeit szolg¶alja. Ezt az elvet az

_xk(t) = Kk
@'k(x(t))

@xk
(Kk > 0) (10)
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dinamika ¶³rja le. A kÄovetkez}okben a (10) dinamika stabilit¶as¶at vizsg¶aljuk
meg. A (6) rel¶aci¶o alapj¶an

_xk = Kk

¡
p(S) + xkp0(S) ¡ c0

k(xk) ¡
¡
"(1 ¡ ®k) + °k®k

¢
ek

¢
;

ahol Kk > 0 egy ¶alland¶o. A rendszer Jacobi-m¶atrix¶anak k-adik sora a kÄovet-
kez}o:

Jkk = Kk(xkp00 + 2p0 ¡ c00
k); Jkl = Kk(p0 + xkp00) ;

ahol Jkl fÄuggetlen l ¶ert¶ek¶et}ol. A Jacobi-m¶atrix karakterisztikus egyenlete

f(¸) =
nY

k=1

¡
Kk(p0 ¡ c00

k) ¡ ¸
¢h

1 +
nX

k=1

Kk(p0 + xkp00)
Kk(p0 ¡ c00

k) ¡ ¸

i
= 0 (11)

(Bischi et al., 2010, Appendix E). Az els}o t¶enyez}okb}ol ¸ < 0. A m¶asodik
t¶enyez}oben a sz¶aml¶al¶ok nem pozit¶³vak, ¶ugyhogy ha a nevez}ok kÄozÄott lenn¶enek
azonosak is, ezeket kÄozÄos nevez}ovel Äosszevonva a sz¶aml¶al¶o tov¶abbra is nem-
pozit¶³v maradna. ¶Igy nyugodtan feltehetjÄuk, hogy a nevez}ok kÄulÄonbÄoz}oek.
A m¶asodik t¶enyez}o p¶olusai szint¶en negat¶³vak. Ha ¸ a p¶olushoz tart jobbr¶ol
(balr¶ol), akkor a m¶asodik t¶enyez}o hat¶ar¶ert¶eke a +1 (¡1), valamint ¸ sze-
rinti deriv¶altja

nX

k=1

Kk(p0 + xkp00)
£
Kk(p0 ¡ c00

k) ¡ ¸
¤2 < 0 :

VegyÄuk ¶eszre, ha ¸ +1-hez (¡1-hez) tart, akkor a m¶asodik t¶enyez}o ha-
t¶ar¶ert¶eke +1, ¶³gy n¡1 gyÄok tal¶alhat¶o a p¶olusok kÄozÄott, ¶es m¶eg egy a legkisebb
p¶olus el}ott. Teh¶at mind az n gyÄok negat¶³v, teh¶at a (10) dinamika lok¶alisan
aszimptotikusan stabilis.

4 A line¶aris eset

TegyÄuk fel, hogy p(S) = A ¡ B ¢ S (A;B > 0), ¶es k = 1; 2; . . . ; n eset¶en
ck(xk) = akxk + bk (ak > 0). Ekkor

'k = xk(A¡Bxk ¡BSk)¡(akxk +bk)¡"
¡
1¡®k)ekxk +Sk ¡E

¢
¡°k®kekxk

(12)
¶es

@'k

@xk
= A ¡ 2Bxk ¡ BSk ¡ ak ¡ "(1 ¡ ®k)ek ¡ °k®kek :

KÄonnyen kimutathat¶o, hogy a line¶aris esetben a v¶alaszfÄuggv¶eny- ¶es gra-
diensalap¶u dinamik¶ak ekvivalensek egym¶assal, ahol a kÄulÄonbs¶eg csak a Kk

egyÄutthat¶okban jelentkezik.
Ha a v¶alaszfÄuggv¶eny a [0; Lk] intervallum bels}o pontja, akkor

A ¡ Bxk ¡ BS ¡ ak ¡
¡
"(1 ¡ ®k) + °k®k

¢
ek = 0 ;

azaz

xk = Rk(S) =
1

B

£
A ¡ BS ¡ ak ¡

¡
"(1 ¡ ®k) + °k®k

¢
ek

¤
: (13)
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Az egyszer}ubb jelÄol¶es ¶erdek¶eben legyen Ck =
¡
"(1 ¡ ®k) + °k®k

¢
ek. A

(13) egyenl}os¶egnek a k Äosszes ¶ert¶ek¶ere val¶o Äosszead¶as¶ab¶ol ad¶odik, hogy

S =
1

B

³
nA ¡ nBS ¡

nX

k=1

(ak + Ck)
´

;

amib}ol l¶athatjuk, hogy

S = S¤ =
1

B(n + 1)

h
nA ¡

nX

k=1

(ak + Ck)
i
; (14)

¶es a k-adik j¶at¶ekos egyens¶ulyi term¶ekmennyis¶ege (13) alapj¶an

x¤
k =

1

B

h
A ¡ nA ¡ Pn

l=1(al + Cl)

n + 1
¡ ak ¡ Ck

i
=

=
1

(n + 1)B

h
A +

nX

l=1

(al + Cl) ¡ (n + 1)(ak + Ck)
i
:

(15)

Ez a kifejez¶es akkor az egyens¶ulypont, ha az Äosszes j¶at¶ekos eset¶en 0 · x¤
k ·

Lk. Az egyens¶ulyi egys¶eg¶ar a kÄovetkez}o:

p¤ = A ¡ BS¤ = A ¡ 1

n + 1

h
nA ¡

nX

l=1

(al + Cl)
i

=

=
1

n + 1

h
A +

nX

l=1

(al + Cl)
i
:

(16)

A k-adik j¶at¶ekos szennyez}oanyag-kibocs¶at¶asa

(1 ¡ ®k)ekx¤
k =

(1 ¡ ®k)ek

(n + 1)B

h
A +

nX

l=1

(al + Cl) ¡ (n + 1)(ak + Ck)
i
: (17)

VegyÄuk ¶eszre, hogy Ck =
¡
"+(°k¡")®k

¢
ek, ahol feltehetjÄuk, hogy °k < ",

kÄulÄonben a j¶at¶ekosnak nem ¶erdeke, hogy szennyez}od¶est tiszt¶³tson. Ez¶ert Ck

¶ert¶eke nÄovekszik, ha a korm¶any emeli a bÄuntet¶es (jutalom) m¶ert¶ek¶et ("), vagy
a k-adik j¶at¶ekos nÄoveli szennyez}oanyag-kibocs¶at¶as¶at (ek), vagy nÄovekszik a
tiszt¶³t¶asi kÄolts¶ege (°k), vagy a j¶at¶ekos csÄokkenti a szennyez}oanyag-tiszt¶³t¶asi
r¶at¶aj¶at (®k). A (14), (15) ¶es (16) kifejez¶esekb}ol l¶athat¶o, hogy ak ¶es/vagy
Ck nÄovel¶es¶evel csÄokken a k-adik j¶at¶ekos egyens¶ulyi term¶ekmennyis¶ege (xk),
de a tÄobbi j¶at¶ekos¶e nÄovekszik. Az Äosszes j¶at¶ekos egyÄuttes term¶ekmennyis¶ege
(S) viszont csÄokken. Hasonl¶oan a k-adik j¶at¶ekos szennyez}oanyag-kibocs¶at¶asa
csÄokken, ha ak ¶es/vagy Ck nÄovekszik, ekkor viszont a tÄobbi j¶at¶ekos¶e nagyobb
lesz.

5 ÄOsszefoglal¶as

Ebben a tanulm¶anyban n-szem¶elyes klasszikus oligopol j¶at¶ekot vizsg¶altunk,
amikor a termel¶eskor keletkez}o szennyez}od¶est is ¯gyelembe vettÄuk, kÄovet-
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kezm¶enyeivel egyÄutt. Felt¶eteleztÄuk, hogy az egyes j¶at¶ekosok egy¶eni szennye-
z¶eskibocs¶at¶asa nem ¶all a korm¶anyzat rendelkez¶es¶ere, ilyenkor az a kollekt¶³v
bÄuntet¶es (jutalmaz¶as) elv¶et alkalmazza. Figyelembe vettÄuk azt is, hogy a
termelt szennyez}od¶es egy r¶esz¶et a j¶at¶ekosok saj¶at maguk kÄozÄombÄos¶³tik. Az
oligopol irodalomban megszokott felt¶etelek mellett igazoltuk, hogy

(A) az n-szem¶elyes j¶at¶ek egyetlen egyens¶ulyponttal rendelkezik, amely

(B) lok¶alisan aszimptotikusan stabilis gradiens dinamika mellett, valamint

(C) bels}o egyens¶ulypont eset¶en line¶aris esetben meghat¶aroztuk a j¶at¶ekosok
egyens¶ulyi term¶ekmennyis¶eg¶et ¶es szennyez¶eskibocs¶at¶as¶at, valamint az
egyens¶ulyi egys¶eg¶arat.

¶Erdemes megjegyeznÄunk, hogy az (A) ¶es (B) tulajdons¶ag a klasszikus
oligopolj¶at¶ek eset¶en is ¶erv¶enyes, azaz a szennyez}oanyag-kibocs¶at¶as ¶es r¶eszleges
kÄozÄombÄos¶³t¶ese miatt ezek a kedvez}o tulajdons¶agok nem t}unnek el.

A tanulm¶any eredm¶enyei tÄobb ir¶anyban is tov¶abbvihet}oek. Az egyens¶ulyi
pontnak a modell param¶etereit}ol ¶es fÄuggv¶enyeit}ol val¶o fÄugg¶es¶et a nem-line¶aris
esetben is meg lehetne vizsg¶alni. ¶Erdekes lenne azt is felt¶etelezni, hogy az ®k

szennyez¶es-kÄozÄombÄos¶³t¶esi egyÄutthat¶ok is a j¶at¶ekosok dÄont¶esi v¶altoz¶oi. Ekkor
term¶eszetesen a megfelel}o kÄozÄombÄos¶³t¶esi technol¶ogia bevezet¶es¶enek kÄolts¶egeit
is ¯gyelembe kell venni. Ugyancsak ¶erdekes probl¶em¶at jelent id}ok¶esleltet¶es
bevezet¶ese a dinamik¶aba, ugyanis a legmegfelel}obb dÄont¶es meghat¶aroz¶asa ¶es
megval¶os¶³t¶asa id}obe telik, valamint a korm¶any sem abban a pillanatban t}uzi
ki a bÄuntet¶eseket (jutalmakat), amikor a m¶er¶eseket v¶egzik.

Irodalom

1. Barnett, H. (1980). The Pigouvian tax rule under monopoly. American Eco-
nomic Review, 70, 1037{1041.

2. Bischi, G. I., Chiarella C., Kopel M., Szidarovszky F. (2010) Nonlinear Oligo-
polies. Stability and Bifurcations. Springer Verlag, Berlin/Heidelberg.

3. Matsumoto, A., Nonaka Y., Szidarovszky F. (2021) Emission charge control-
lability in Cournot duopoly: Static and dynamic e®ects. Journal of Di®eren-
tial Equations and Applications, https://doi.org/10.1080/10236198.2021.2020
264

4. Matsumoto, A., Szidarovszky F. (2018). Dynamic Oligopolies with Time De-
lays. Springer Nature, Singapore.

5. Okuguchi, K. (2003). Optimal pollution tax in Cournot oligopoly. Keio Eco-
nomic Studies, 40, 85{89.

6. Okuguchi, K., Szidarovszky F. (1999) The Theory of Oligopoly with Multi-
Product Firms, (2. kiad¶as). Springer Verlag, Berlin/Heidelberg/New York.

7. Segerson, K. (1988). Uncertainty and incentives for nonpoint pollution con-
trol. Journal of Environmental Economics and Management, 15, 87{98.

8. Selten R. (1970). Preispolitik der Mehrproduktunternehmung in der Statis-
chen Theorie. Springer-Verlag, Berlin.

9. Simpson, R. (1995) Optimal pollution taxation in a Cournot oligopoly. En-
vironmental and Resource Economics, 6, 359{369.



320 Szidarovszky Ferenc { Akio Matsumoto { Moln¶ar S¶andor

10. Szidarovszky, F. (1970) On the Oligopol Game. 1970-1, Dept. of Math., K.
Marx Univ. of Economics, Budapest, Hungary.

N -PERSON OLIGOPOLY WITH POLLUTING FIRMS

The classical oligopoly game is examined with polluting ¯rms. In addition to the
unit price and production costs we consider the ambient taxes and individual abate-
ment costs by the ¯rms. Under realistic assumptions the existence of the unique
equilibrium and its asymptotical stability under gradient dynamics are proved. In
the linear case analytic expressions are derived for the equilibrium production levels
of the ¯rms as well as for their pollution emissions.




