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N-SZEMELYES OLIGOPOL JATEK KORNYEZET-
SZENNYEZO JATEKOSOKKAL!

[ SZIDAROVSZKY FERENC | - AKIO MATSUMOTO — MOLNAR

SANDOR
Corvinus Egyetem — Chuo University, Tokyo — HUN-REN MTA SZTAKI

Klasszikus oligopol jatékot vizsgalunk olyan feltétel mellett, hogy a jatékosok
a termeléssel kornyezetszennyezd anyagokat is 1étrehoznak és kibocsatanak.
Figyelembe vessziik a termék egységaran és a termelési koltségeken kiviil a
szennyezO anyag egy része kozombositésének koltségeit és a megmaradd rész
kibocsatasaért jaré biintetés mértékét. Alkalmas feltételek mellett igazoljuk
az egyetlen egyensilyi pont 1étezését, annak aszimptotikus stabilitasat gra-
diens dinamika esetén. A linedris esetben az egyensilypontot analitikusan is
meghatarozzuk.

1 Bevezetés

A kornyezet védelme az egyik legfontosabb feladata a mai generacidknak. A
szén és a futoolaj elégetése, az ipari termelés stb. mind szennyezbanyag kibo-
csatassal jar. Egyes esetekben a korméany meg tudja allapitani a kibocsatas
pontos forrasat és felel6sét, szamos esetben ez sajnos nem lehetséges. Az elsd
tipusi szennyezék esetén biintetés vagy 6sztonzés egyedileg lehetséges. A mé-
sik tipus esetében csak egy kisebb-nagyobb régio Gsszes szennyezése mérhetd.
Segerson (1988) a kollektiv biintetés (6sztonzés) alkalmazését javasolta ilyen
esetekben, amikor az egyes szennyezék azonos biintetést (0sztonzést) kapnak
attdl fuggetlentil, hogy egyedileg mennyi szennyez6dést bocsatottak ki, ami
egyébként sem ismerheté meg a kormany dontéshozdi szamara.

Tekintstink példaként egy n-személyes oligopol jatékot, ahol az eléallitott
azonos termékeiket a jatékosok egy kozos piacon értékesitik. Legyen az xj
a k-adik jatékos termékmennyisége, S = > ")_; x) az egylittesen el8allitott
termékmennyiség, p(S) a termék egységara, valamint ci(zy) a k-adik jatékos
termelési koltsége, akinek a profitfiiggvénye

or(1,. .., 20) = 2pp(S) — clxr) . (1)

A jatékosok vilaszfiiggvényei alapjan a nemlinedris esetben is egy n-di-
menziés fixpont-problémara vezethetd vissza az egyensulypontok meghata-
rozdsa. Selten (1970) és Szidarovszky (1970) egymastdl fliggetleniil egydi-
menziés fixpont-problémara redukaltak a problémat, amelyet a ,,Selten—Szi-
darovszky technikanak” is neveznek. Szamos statikus kiterjesztést vezettek
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be az irodalomba, tobbek kozott megkiilonboztetett termékek, tobbtermékes
modellek, alkalmazotti tulajdonosi esetek, hiperbolikus arfiiggvények stb.
vizsgdlatét (Okuguchi és Szidarovszky, 1999), valamint dinamikus kiterjesz-
tések is késziiltek (Bischi et al., 2010). Leguijabban id6késleltetésii modellek
vizsgdlata keriilt el6térbe (Matsumoto és Szidarovszky, 2018).

Oligopol jatékok és a kornyezetvédelem kapcsolatdnak vizsgalatakor a
korméany &ltal kiszabott biintetések és Gsztonzések mértékét is beépitették
a jatékosok profitfiiggvényeibe. Ha a k-adik jatékos g(zj) ismert mennyiségii
szennyezést bocsat ki, akkor egy erg(xy) tagot kell az (1) profitfiiggvénybdl
kivonni. Amennyiben az egyéni kibocsitdsok mennyiségei nem ismertek,
akkor Segerson (1988) a kovetkezot javasolta. A kormany meghatdroz egy E
egylittes elviselhetd szennyezésmennyiséget, és ha ezt egytittesen tullépik a
jatékosok, akkor azonos biintetésben részesiilnek, ha az egyiittes kibocsatas
ennél kevesebb, akkor azonos jutalmat (pl. adéengedményt) kapnak.

Tegyiik fel, hogy a k-adik jatékos xj mennyiségli termék elGallitasahoz
g(xr) = exxy szennyezést bocsit ki, és igy a teljes kibocsdtds mennyisége
S =3"1_, exxi. A jatékosok azonos biintetést (jutalmat) kapnak, e(S — E).
Vagyis az (1) profitfiiggvény a kovetkezéképpen médosul:

or = 2kp(S) — ek (k) — (S — E). (2)

Az elmilt néhdny évtized sordn szdmos tanulmény foglalkozott a (2) ti-
pusi modellekkel és azok kiilonféle valtozataival (Barnett, 1980; Okuguchi,
2003; Simpson, 1995; Matsumoto et al., 2021). A (2) modell legnagyobb
problémaja az, hogy nem veszi figyelembe azt, hogy a buntetés elkeriilése
érdekében a termelt szennyez6dés egy részét, vagy az Gsszeset a jatékos sajat
maga kozombositi.

2 Egy modellvaltozat

Tekintsiink most egy jatékost, mondjuk a k-adikat. Az &ltala eldéllitott zj
termékmennyiség mellett egyittal epxy szennyezést is termel. Ennek egy
részét, agerxy (0 < oy < 1) mennyiséget sajat maga kozombositi, és a meg-
maradé (1 — g )erx, mennyiséget kibocsatja a kornyezetbe. Ha feltételezziik,
hogy a termelt szennyezédés feldolgozasa i, egység koltségbe kertil, akkor a
jatékos profitja a kovetkezo:

o = 7p(S) — cp(wg) — e(S — E) — yparexrxs, 3)

ahol most S = Y|, (1—ay)e;z;. A jobb oldal elsd tagja a termékek eladdsdbol
szarmazo bevétel, a masodik tag a termelési koltség, a harmadik tag a biin-
tetés vagy jutalom mértéke, a negyedik tag pedig a szennyezés egy részének
kozombositési koltsége. Tegytik fel, hogy a jatékos Ly kapacitaskorlattal ren-
delkezik, azaz 0 < x, < Lj. Tegyiik fel azt is, hogy a p arfliggvény és az Gsszes
cr, termelési koltségfiggvény kétszer folytonosan differencidlhatd, valamint

a) p'(S) <0
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b) zkp” +p'(S) <0
) p'(S) —¢i(ar) <0

minden k, S € [0, )" ; L;] és xy € [0, L] esetén.

Az a) feltétel azt jelenti, hogy az drfliggvény szigorian csokken, ha a
kindlat novekszik, ami egy természetes gazdasigi kovetelmény. A b) feltétel
biztosan teljesiil, ha az arfiiggvény konkdv, azonban ez nem kovetelmény,
hiszen p’ negativ értéke erdsebb is lehet, mint p” esetleges pozitiv értéke. Ha-
sonld a helyzet a c) feltétellel, amely biztosan teljesiil, ha a koltségfliggvények
konvexek.

Minthogy
0
és 2
81:; =2p'(S) + @ip"(8) — ¢gi(ar) <0,

az a), b), c) feltételek mellett ¢, szigorian konkav xj-ban.
Vezesstk be az Sy = Z#k 1 és az S = Z#k(l — ay)epx; jeloléseket,
amelyek mar nem fiiggnek x;-tol, ekkor

Ok (xk) = xkp(xk +Sk) —Ck (xk) —E((l — ak)ekxk +§k — E) — VO ELTE - (4)
A jatékos ezt a figgvényt maximalizélja a [0, L] intervallumon. Mint-
hogy ¢y, szigorian konkdv, a maximalis megoldds (amit valaszfiiggvénynek

is neveznek) a kovetkez6képpen adédik:
0, ha 280 <
T -
Ry(Sk) = Lg, ha 6“3“—;%’“2 >0 (5)
xy, egyébként,

ahol z} az alabbi egyenlet megoldasa a [0, Lj] intervallumon:

gr(zr) = p(xre+Sk) +arp (214 Sk) — ¢ (xr) — (e(L— ) +yru)er = 0. (6)

A harmadik esetben 62320) > 0, 6‘%’”5];’”) < 0, valamint 2 Fek szigordan

csOkken, igy a (6) egyenletnek egyértelmi megolddsa van.
Vegyiik észre, hogy (5) ekvivalens a kovetkezbvel:

07 ha yk (0) < 0
Ek(S) = Lk, ha yk(Lk) > 0 (7)
xr", egyébként,

ahol
Gi(zr) = p(S) + 210’ (S) — ¢ (ar) — (e(1 — ) + ) ex
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és 23" a g (zr) = 0 egyenletnek a [0, L] intervallumon valé megoldésa.

Minthogy a harmadik esetben rogzitett S mellett G, (0) > 0 és g, (L) <
0, valamint g, (xy) szigorian csokken zj-ban, a g, (xr) = 0 egyenletnek
egyértelm{i megolddsa van. Tehat z;* az S valtozd egyértelmii fiiggvénye.
A G, (z(S)) = 0 egyenlet S szerinti differencidlasabdl lathatjuk, hogy

P'(8) + 24 (S) + wp” (S) — () - a3, =0,

azaz ‘s) ")
+ TP
h(§) = L2 TP 12) (8)
TG e
A'b) és c) feltétel alapjan 7 (S) < 0, azaz x,(S) csokken S-ben. Tekintsiik
ezutdn a

S)zixk(S)—Szo 9)
k=1

egyenletet, ahol h(S) szigorian cstkkend folytonos fiiggvény, valamint h(0) >
0 és h(3_,—y Lx) < 0. Tehat a (9) egyenletnek egyetlen megolddsa van, S*.
A megfeleld egyensilyi termékmennyiségeket az Ry (S*) értékei adjak.

3 Dinamikus kiterjesztés

Az egyensilypontban az Osszes jatékos egyensilyi termékmennyisége meg-
egyezik valaszfiiggvénye értékével. A vilaszfiiggvény-alapti dinamika az

Z(t) = K (Rk(Sk.(t)) — xk(t)) (K > 0)

differencidlegyenletekkel irhato le, amit a kovetkezoképpen tudunk értelmezni.
Ha egy idépontban x(t) < Ri(Sk(t)), akkor a t idépontban xy(t) lokalisan
novekszik, és ha x(t) > Ri(Sk(t)) akkor xy(t) lokdlisan csdkken. Mindkét
esetben xy(t) értéke kozeledik Ry (Sk(t)) értékéhez. Ha viszont z(t) =
Ry (Sk(t)), akkor a jatékos azt hiszi, hogy nem kell véltoztatnia, hiszen ki-
elégiti az egyensulypont alapfeltételét. Nyilvanvaléan aszimptotikusan sta-
bilis rendszer esetében az xy(t) stratégidk egyensilyponthoz tartanak ¢ — oo
esetén.

A gradiens-alapi dinamika a kovetkezéképpen irhaté le és értelmezhetd.
Tegyiik fel, hogy egy adott pillanatban a jatékosok &ltal eléallitott termék-
mennyiségek nem alkotnak egyensulypontot. Ilyenkor legalabb egy jatékos
novelheti profitjat a termékmennyiség megvaltoztatasaval. Vegytlik észre,
hogy ha %-(:-) > 0, akkor a megnovekedett termékmennyiség emeli a jatékos
profitjat. Hasonldan, a 6‘”—,’;_(:'2 < 0 esetben a jatékos érdeke, hogy cstkkentse
a termelését, és ha ‘P—’”(lz = 0, akkor a jatékos azt hiheti, hogy zj optimumot

ad. Az el6z6ekbél az is kovetkezik, hogy &y, és %% azonos eldjeli kell legyen,
hogy a jatékos érdekeit szolgalja. Ezt az elvet az

n(t) = Kk%i(m (Ki > 0) (10)
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dinamika irja le. A kévetkezOkben a (10) dinamika stabilitdsat vizsgdljuk
meg. A (6) relaci6 alapjén

iy, = Ky (p(S) + z4p'(S) — ch () = (6(1 — o) + v )er)

ahol K}, > 0 egy alland6. A rendszer Jacobi-matrixdnak k-adik sora a kévet-
kez6:

Jik = Ki(zrp” +2p" — ), Ji = Ki(p' + zxp”),
ahol Jy,; fliggetlen [ értékétsl. A Jacobi-méatrix karakterisztikus egyenlete

n n

— f ) — Kk'(pl +'rk'p”) _
500 = [T =) =) [”;—m@f—cg) —|=0

(Bischi et al., 2010, Appendix E). Az els6 tényezékbél A < 0. A mésodik
tényezOben a szamlalok nem pozitivak, igyhogy ha a nevezok k6zott lennének
azonosak is, ezeket kozos nevezovel Gsszevonva a szamlalé tovabbra is nem-
pozitiv maradna. fgy nyugodtan feltehetjiik, hogy a nevezdk kiilonbozoek.
A miésodik tényezd pdlusai szintén negativak. Ha A a pdlushoz tart jobbrdl
(balrdl), akkor a mésodik tényezd hatdrértéke a 400 (—00), valamint A sze-
rinti derivaltja

n

Ky (p' + zip”)
i Bk — ) = A
Vegyiik észre, ha A +00-hez (—oo-hez) tart, akkor a mésodik tényezé ha-
tarértéke +1, igy n—1 gyok taldlhaté a polusok kozott, és még egy a legkisebb
polus elétt. Tehdt mind az n gyok negativ, tehdt a (10) dinamika lokalisan
aszimptotikusan stabilis.

2

4 A linearis eset

Tegyiik fel, hogy p(S) = A—B-S (A,B > 0), és k = 1,2,...,n esetén
cx(xr) = apxy + by (ax > 0). Ekkor

YL = xk(A — Bxjy — BSk-) - (akxk. + bk) —5(1 - ak)ekxk +§k - E) — VO ELTE
(12)
és 5
ﬂ =A- QB.rk — BSk. — ar — 5(1 — ak)ek — Yk QgL .
81;k.
Konnyen kimutathatd, hogy a linedris esetben a valaszfiiggvény- és gra-
diensalapu dinamikék ekvivalensek egymassal, ahol a kiilonbség csak a Kj,
egyitthatokban jelentkezik.
Ha a vélaszfiiggvény a [0, L] intervallum belsd pontja, akkor

A— Bz, — BS —a, — (5(1 —ak)—l-'ykak)ek =0,

azaz

r, = R(S) = é[A — BS —ay — (5(1 —ag) +'Yk-04k-)ek] . (13)
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Az egyszeriibb jelolés érdekében legyen Cj = (e(1 — ax) + vear)er. A
(13) egyenl8ségnek a k Osszes értékére vald osszeaddsdbdl adddik, hogy

S = é(nA —nBS—I;(Gk +Ck)) )

amibdl lathatjuk, hogy

. 1 n
S=5"= m[nfl—];(aw%)], (14)

és a k-adik jatékos egyenstlyi termékmennyisége (13) alapjin

L IR
1 n (15)
= B A @+ O (4 e+ )]
=1

Ez a kifejezés akkor az egyensilypont, ha az 6sszes jatékos esetén 0 < zj, <
L. Az egyensilyi egységar a kovetkezd:

=1

p'=A—BS* =A—

. N (16)
- n+1[‘4+z(“l+cl)] :
=1

A k-adik jatékos szennyezbanyag-kibocsatasa

(1 — ak)ek

(1= ag)exy (n+1)B

[A n i(al L0 = (n+D(ae+ G| . an)
=1

Vegyiik észre, hogy Cj, = (€+(’Yk- —5)ak)ek, ahol feltehetjiik, hogy v, < ¢,
kiilonben a jatékosnak nem érdeke, hogy szennyezddést tisztitson. Ezért C),
értéke novekszik, ha a kormany emeli a biintetés (jutalom) mértékét (¢), vagy
a k-adik jatékos noveli szennyezbanyag-kibocsitasit (ey), vagy novekszik a
tisztitasi koltsége (vi), vagy a jatékos csOkkenti a szennyezdanyag-tisztitési
ratdgjat (ag). A (14), (15) és (16) kifejezésekbdl lathatd, hogy ax és/vagy
C, novelésével csokken a k-adik jatékos egyensilyi termékmennyisége (zy),
de a tobbi jatékosé novekszik. Az Gsszes jatékos egyiittes termékmennyisége
(S) viszont csokken. Hasonléan a k-adik jatékos szennyezbanyag-kibocsétédsa
csokken, ha ay, és/vagy Cj novekszik, ekkor viszont a tébbi jatékosé nagyobb
lesz.

5 Osszefoglalas

Ebben a tanulmanyban n-személyes klasszikus oligopol jatékot vizsgéltunk,
amikor a termeléskor keletkezd szennyezddést is figyelembe vettiik, kovet-
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kezményeivel egyiitt. Feltételeztiik, hogy az egyes jatékosok egyéni szennye-
zéskibocsatasa nem all a kormanyzat rendelkezésére, ilyenkor az a kollektiv
bilintetés (jutalmazas) elvét alkalmazza. Figyelembe vettiik azt is, hogy a
termelt szennyezddés egy részét a jatékosok sajit maguk koézombositik. Az
oligopol irodalomban megszokott feltételek mellett igazoltuk, hogy

(A) az n-személyes jaték egyetlen egyensilyponttal rendelkezik, amely
(B) lokélisan aszimptotikusan stabilis gradiens dinamika mellett, valamint

(C) belsd egyenstilypont esetén linedris esetben meghatéroztuk a jatékosok
egyensulyi termékmennyiségét és szennyezéskibocsatasat, valamint az
egyensilyi egységarat.

Erdemes megjegyezniink, hogy az (A) és (B) tulajdonsig a klasszikus
oligopoljaték esetén is érvényes, azaz a szennyezdanyag-kibocsatas és részleges
kozombositése miatt ezek a kedvezd tulajdonsidgok nem tiinnek el.

A tanulmény eredményei tobb irdnyban is tovdbbvihetéek. Az egyensilyi
pontnak a modell paramétereitdl és fliggvényeitol valo fliggését a nem-linearis
esetben is meg lehetne vizsgalni. Erdekes lenne azt is feltételezni, hogy az ay,
szennyezés-k6zombositési egytitthatok is a jatékosok dontési valtozoi. Ekkor
természetesen a megfelel6 kozombositési technologia bevezetésének koltségeit
is figyelembe kell venni. Ugyancsak érdekes problémat jelent idékésleltetés
bevezetése a dinamikdba, ugyanis a legmegfelelobb dontés meghatarozasa és
megvaldsitasa idébe telik, valamint a kormany sem abban a pillanatban tiizi
ki a biintetéseket (jutalmakat), amikor a méréseket végzik.
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N-PERSON OLIGOPOLY WITH POLLUTING FIRMS

The classical oligopoly game is examined with polluting firms. In addition to the
unit price and production costs we consider the ambient taxes and individual abate-
ment costs by the firms. Under realistic assumptions the existence of the unique
equilibrium and its asymptotical stability under gradient dynamics are proved. In
the linear case analytic expressions are derived for the equilibrium production levels
of the firms as well as for their pollution emissions.





