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VERTIKUM-TIPUSU RENDSZEREK
IRANYITHATOSAGA!

MOLNAR SANDOR - SZIDAROVSZKY FERENC -~ MOLNAR MARK
MATE, SZTAKI — Corvinus Egyetem, Matematika Tanszék — ELTE GTK
Osszehasonlito Gazdasdgtan Tanszék

Egy specialis linearis rendszerosztalyt vizsgalunk, ahol az egyes részrendszerek
kimenet-bemenet reldcidékkal vannak osszekotve, amelyek egy olyan irdanyitott
grafot generdlnak, amely kormentes. Azaz, a részerendszereket Osszekotd
relaciék mindig elére haladnak. Rendszerek iranyithatosaganak vizsgalatahoz
feltétlentl sziikséges az Osszes olyan allapotok halmazanak meghatarozasa,
amelyek megfelel6 iranyitds mellett elérhetéek. Vizsgalatunk a Lie-algebrak
és specidlis métrixstruktirdk elméletén alapszik.

1 Bevezetés

A gazdaségi és miiszaki rendszerek a munkamegosztas, a technolégiai feltéte-
lek, geogréafiai viszonyok stb. miatt természetes médon strukturalédnak, hie-
rarchizdlédnak. Ezen felil a gazdasagi rendszereket tarsadalmi, gazdasagi,
politikai elvek és kiilonféle egyéb okok miatt is tovabb tagolhatjuk. Ezek
végil igen bonyolult grafu komplex gazdasigi rendszert hozhatnak létre.
Ebben az értelemben a dinamikusan miik6dé bonyolult rendszerek ,,egyszert
szerkezetivé” vald 0jjaszervezésének lehetOségeit és matematikai modszereit
vizsgaljuk.

Egyszeriibb szerkezetiinek az tn. vertikum-tipusu rendszereket fogjuk te-
kinteni, amelyeknek a kozgazdasagtanban énmagéban is nagy fontossdga van,
hiszen egy kitermel6-feldolgozé rendszer a technolégiai lanc szerint természet-
szerlen szervezeheto vertikum-tipusi gazdasagi rendszerré.

A feldolgozdipar folytonos folyamatai, de a feldolgozd, Gsszeszerel$ ipari
objektumok is, vagy pl. egy olajfinomité sok részegységre, részrendszerre
bomlik, azzal a specidlis strukturaval, hogy lényegében nincs visszatéro folya-
mat, a részben feldolgozott termékek lesznek a bemenetei egy kovetkezd folya-
matnak, és igy tovabb. Ezt egy iranyitott faval lehet egyszertien érzékeltetni
(Kamen, 1978; Molndr, 1988).

Ezekre a linearis rendszerekre is megfogalmazhatok, felvethetok azok a
kérdések (a gyakorlatban is el6fordulé esetek tanulméanyozdsa sordn), mint
amelyeket az altalanos linedris rendszernél vizsgdlnak, lasd Kalman et al.,
1969. A szokésos rendszertulajdonsigok tanulméanyozéasira alkalmazhatjuk
az altalanosan kapott kritériumokat az elérhetGségre, az iranyithatésigra,
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megfigyelhet6ségre és rekonstrualhatosagra. Elvarhaté azonban, hogy a spe-
cialitast kihasznalva leegyszeriisodnek az eredmények.

1. dbra. Egyszerli vertikum-tipusi rendszer sémaéja

Az 1. dbra egy egyszerli vertikum-tipusi rendszert dbrazol, ahol a graf
csucspontjai mutatjak a részrendszereket és az élek jelentik a részrendszerek
kozotti kimenet-bemenet irdnyitott kapcsolatokat. Minden él balrdl jobbra
halad visszatérés nélkiil. Ez a graf egy kor nélkiili véges fa. A részerendszerek
kimenetei az dllapotvaltozdk fliggvényei.

A rendszer iranyithatésagdanak vizsgalatdahoz sziikséges, hogy meghatéroz-
zuk az Osszes olyan allapotot, amelyek megfelel6 iranyitas mellett elérhetoek.
Példaul termelési folyamatokat leird rendszerek esetén az irdnyitas azt jelenti,
hogy egy rogzitett késébbi idépontra az Osszes részrendszer altal eléallitott
termékmennyiséget eldirjuk, és egy specidlis értékre iranyitjuk a rendszert,
ha ez lehetséges.

Dolgozatunk célja vertikum-tipusu rendszerek esetére az, hogy elGallitsuk
az Osszes elérhetd allapotok halmazat. Vizsgalatunkban specidlis matrix-
strukturak segitségével atalakitjuk a leiré dinamikat, majd a Lie-algebrak
elméletével eloallitjuk a kérdéses halmazt.

2 Matematikai leiras

Amennyiben az egyes részrendszerek linedris bemenet-kimenet rendszerek,
amelyeket az n; dimenziés euklideszi térben modelleztiink, akkor k részrend-
szer esetén (ny + n2 + ... + ngp = n) a kovetkezé blokk-matrixos modellel
adhatjuk meg:
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% A 0 0\ /x Bu 0 ... 0\ /u
X2 _ As1 A ... X2 + B21 B2 ... u:2 _
. 0 0
Xk A Are ... A Xk Byi Bre ... B Uk
= Ax + Bu,
(1)

ahol a matrixok blokk-haromszog alaku struktirdja a vertikumtulajdonsagbol
adédik.

Ezekre a linearis rendszerekre is megfogalmazhatok, felvethetok azok a
kérdések (a gyakorlatban is el6fordulé esetek tanulményozdsa sordn), mint
amelyeket az édltaldnos linedris rendszernél vizsgdlnak. A szokédsos rendszer-
tulajdonsagok tanulményozéasara alkalmazhatjuk az altaldnosan kapott kri-
tériumokat, az elérhetéségre, az iranyithatosiagra, megfigyelhetéségre és re-
konstrualhatésagra. Elvarjuk azonban, hogy a specialitdast kihaszndlva leegy-
szertisodnek az altaldnos eredmények. Itt is természetes az id6tol, allapottol
fliggd egytitthatds rendszerek esete. Ha diszkrét idére is gondolunk, pl. egy
részrendszer ledllasa, legyen az hiba miatt, vagy karbantartas céljabdl, azon-
nal felveti a tobb részrendszerbdl all6 rendszer egyes részrendszereinek ki-be
kapcsolasaval kapott id6fiiged egylitthatdk esetének a vizsgalatdt. Az egy-
szertibb irdasmod céljabdl vezessiik be az alabbi tomorebb jeloléseket:

0 0

J 0 J 0

Ekkor az (1) rendszer a kévetkezd alakiavd valik:

i (DA (D18

amely egy id6tol vagy allapottdl fiiggd egyutthatéja vertikum-tipusi linedris
rendszer. Példaként megemlitjiik, hogy az i-ik részrendszer ki-be kapcsolasé-
val, ill. a t&bbi egyiittes ki-be kapcsolasaval adédo kapcsolasi rendszert két,
0 és 1 értékeket felvevd, szakaszonként balrdl folytonos, és esetleg allapottol
és 1dotdl fiiggo figgvénnyel, a p, g-val modellezhetjiik

T = p(A“'X—F B“-u) + q(z Z Aj1j2X+ lejgu) +
J174 joFi

((Z Ay, + ZAM)H (Z By, + ZBM) u)

J1<i Jo2>i J1<1 J2>1

(2)
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Valéban, p =1, ¢ = 0 esetén az i-ik részrendszert kapjuk
.i? = A“'X =+ B“-u .

Ha p = 0, ¢ = 1, akkor az i-ik kivételével az Osszes tobbi bekapcsolasaval

létrehozott
= (30D A )x+ (D Y Bi)u
J17#i jaFi J1F#ijaFEi
rendszert kapjuk, mig p = 1, ¢ = 1 visszaadja az egész rendszert, a p = 0,
q = 0 pedig a trividlis £ = 0 rendszert.
A konnyebb leirhatdsag érdekében bevezetjiik még az egységmatrix blokk-
jaira az

0
Li=]0 I 0 i
~—
0 0
7
~

jelolést is. Ezzel pl. fenndll az

egyenl6ség, ami a vertikum-tipusi rendszerek blokk-trianguléris struktira-
matrixai esetén azt eredményezi, hogy ¢ > j esetén lesz csak 0 -t6l kilénbo6zo
a szorzat. Hasonlé alakban irhaték fel a B matrix blokkjaibdl a B;; matrixok
is B;; = 1;;B1;; alakban, csak a jobb oldali egységmatrix-blokkok dimenzidja
a B oszlopainak a blokkositdsanak megfeleléek.

A (2) egyenlet jobb oldaldn 1évé matrixokat a kovetkezéképpen is atir-
hatjuk:

& = (pliAly + q(A — 1A — Al + 1; Aly) + pg(Iiy A + Al — 1 Aly) )« +
+ (pLiBlii + (B — 1;B — BI; + I; BI;;) + pq(1;; B + BI; — I;; Bl ;;))u

Vezessiik be a kovetkezo jelolést
Ti(p, )X = plii X Lii+q(X —1;; X = X 1;i+ 1 X 1) +pg(Li X + X 1y — 1 X 1)

ahol az X egy tetszéleges dimenzids blokkositott matrix

X1 X2 .o Xy
X1

X = .
X1 Xp2 o0 Xk

Ezzel a jeloléssel az el6z6 egyenlet az

i = T;(p,q) Az + T;(p, ) Bu 3)
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alakra hozhatd.
Legyenek most 1 <11 < io < ... < i < k, p,q € Bk, és tekintsiik az X
matrix
Tiy (p191) T3y (P2G2) - - - T (pre i) X
transzformaltjat, amelyik fiigg nyilvén az i = (4i1,%9,...,1;), valamint a
P,q € R* paraméterektol, illetve elvben az i1, iz, . . . , 1), rendezésétol is. Meg-
mutathatd, hogy ettdl a rendezéstdl eltekinthetlink, ugyanis igaz, hogy

T(p, ) (T;(P,0)X) = T;(3, ) (Ti(p, ) X) - (4)
Valéban,
Ti(p, o) (T3P, 0)X) = GaX +qq(p — 1)1;; X +7a(p — 1) X Ij; +
+qq(p — D1 X +qq(p — 1) X Lii + (Ga(1 — D) +Ba) Lj; X 1j; +
+ (p7 +79(1 — p)) [ X Ty + (1 = D) (1 — p)qql;; X I +
+(1=D)(1 = p)agli X Ijj; = T;0,7) (Ti(p, 9) X) -
Tekintsiik most az i1-edik és az ip-edik részrendszert, i; < io, valamint a
1, D2 €8 q1, g2 paramétereket. Ekkor
T, (p1, 1) (Tiy (P2, ©2)A) = 1@ A+ quaa(p2 — 1) Lip 5, A+
+q1q2(p2 — DAL, i, + q1q2(p1r — V)AL, i, + q1g2(p1 — 1) AL 4+
+ (@a2(1 = p2) + p2a1) Ly 12 Al iy + (P102 + 102(1 = p1)) Loy iy ALy iy +
+ (1 =p2)(1 = p1)@2q1Liy i ALy iy

ul. Iy 4, AL, 5, = 0, mivel az A métrix blokk-triangularis matrix. Hasonld
igaz a B matrix esetén is.
Ezek utan leirhatjuk a fenti rendszert is a T;(p, q) transzforméaciok segitsé-

gével, a p, q paraméterekkel, amelyben az i1, 12, ..., ig-adik részrendszereket
kapcsolgatjuk:
k
T (prsar) - T (i, aw) A = TH(p, @A + Y T(p,a) (1,1, A+ AL i, ) +
k =
+ Zﬁj(paq)l’ijvijAIijvij + Z Wy jo (s @) i, 5, AL, i,
j=1 Jj1<j2
és
k
Ti, (p1,q1) - - Ti (pry qr) B = 11(p, q) B + an (p,q)(L;,.:; B+ B, i;) +
k =
Zﬁ b, q LJ7LJBILJ7LJ + Z 1_[J17J2 p; q)Lmv‘m BI"'J‘l sty

J1<J2
ahol II, II; és ﬁj17j2 a p és q polinomjai. Ezek alapjén a (3) rendszer az

=T (p1,1)Ti,(p2,q2) - - - Tip, (Prs @) AX + T3, (p1, q1) - - - Ty, (P, qr.) Bu (5)
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Al,

egy polinomidlis LPV-rendszer alaki lesz az A, I;, ;, A+ Al ., I, i, AL i,
és az I;; i, Al i, métrixokkal. A polinomvaltozds (5) rendszer struktira-
matrixai polinomialisak a p, q paraméterekre nézve, de még igy is kelléen jo
tulajdonsigokkal birnak. Tekinthetjiik az (5) rendszerben 1év6 paramétereket
id6fiiggdnek, amely esetén a p,q € {0,1}F C Q C IR* k-dimenzids egység-
kockajanak a csicsaibdl véve az értékeit, egy kapcsolasi rendszert formalunk.
A T;(p,q) ,,kapcsold”-k kommutalasa folytan tekinthetjiik (5) paraméterezését
egy paraméterenkénti 2-allasi kapcsolénak, azaz a rendszerbe beépitettiink
egy 4%-4llast kapcsolét. A vertikum struktiraji komplex ipari rendszerekben
az egyes részrendszerek beallitdsaval kapott rendszer a konverterrel analdg
kapcsoldsi rendszernek tekinthetd egy 4F allast , kapcsold”-val ellatva. En-
nek az ipari komplexum esetén a célja az lehet, hogy az idében lefolyé idealis
gazdasagpolitika, a nyereség maximaldsa, a sziikségletek szezonalis valtoza-
sai, a sziikséges erdforrasok és a termeléshez sziikséges anyagi és energetikai
feltételek biztositasa mind megkivanjak, hogy valtozo strukturat, valtoztat-
haté termelést tervezhessiink. Tekinthetjik azt az idedlis esetet, amikor a p,
q paraméterek id6fiiggbek, azaz p(t), q(t) id6fiiggd paraméterekkel tekintjiik

v i =T (1 (0, 01 (1)) - T (pi (1), () Ax(t) +

+ T, (p1(1), @1 (1)) - - Ty, (pr (1), gi (1)) Bu(t)

rendszert, amelynek az idedlis miikodését fogjuk vizsgalni. Majd ezt appro-
ximaljuk a Q) C IR* kockdn mint konvex poliéderen egy olyan szakaszon-
ként konstans kapcsoldsi rendszerrel, amelyben a (p(t),q(t)) értékei a Q
csucsai, azaz a pj, q;, j = 1,2,...,k értékei a 0 vagy 1 értékeket vehetik
fel a meghatarozott részintervallumokon, azaz részintervallumonként olyan
vertikum-tipusu rendszerekkel kozelitjik, amelyek az eredeti vertikum bi-
zonyos részrendszereinek kikapcsolasaval, ledllitdsaval adédnak.

350

(6)

3 Az allapotok jellemzése

Az éltaldanos esetben lattuk, hogy az id6tol fiiggd rendszerek fundamentalis
matrixanak a kiszamitasahoz ki kell szamitani a rendszer struktiarajahoz ren-
delt Lie-algebrét, azaz az A;; métrixok altal generalt Lie-algebrét.

1. Minden lehetséges i, j parra
[Aii, Ajj] = Aiibj; — Ajhi =0,
akar ¢ = j, akar i # j.

2. Most tekintsiik dltaldban az A;; és az Ay, elemeket, legalabb az egyik
maétrix nem diagondlisbeli, azaz i # j vagy [ # m teljesiil. Ekkor

0, ha j #1é m #1,
I:AijaAl'm] = AijAl'm - Al'rrLA'ij = A'L'jAj'ma ha Jj= L

_Al'rrLA'mja ha m = .
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3. Mivel ¢ > j és | > m teljesil, csak ezekre definidltuk az A;;, Apy,
maétrixokat, ezért [A,-j,Alm] # 0 csak akkor lehetséges, hai > j=1>m
vagy | > m =1 > j teljestl.

Ebbol mar sejthetd, hogy egy szorzat csak akkor lehet nem nulla, ha a
tényezéi dtrendezheték elemek (métrixok) cseréjével, hogy igy az indexek egy
monoton csokkend szorzatot alkossanak, és hogy egy matrix masodik indexe
legyen egyenld a rakévetkezd matrix els6 indexével. Ebbol kénnyen lathatd,
hogy akarmilyen zardjelzéssel egy szorzat, ha teljesiti a fentieket, akkor

+A;,., A, A A A

G1ig gtz Bigig » - - B0t 1817
alakd, ahol 41 > iy > i3 > ... > 4;_9 > 41 > i, és legalabb egy egyenlGtlen-
ség szigoruan teljesiil, az

Ajhii .. Ay

szorzat, mint lattuk az elsé pontban, nem lehet eredménye Lie-zaréjelnek.
Ha a kiilonb6z6 indexti elemeket jeloljiik csak kiilonbozoknek, azaz

+A;,.,A A

i1i iy » - - Bl
teljesitve, hogy i1 > iz, 19 > i3, ..., 1;—1 > 1, akkor a szorzatok altalanos
alakja
mq R o pA™m3 o my_1 ) AU
:tA’il’ilA'Ll'LzAi2i2A1213Ai3’i3A1314 ot Ail_l’il_lA'Ll—l'LZA’ilil .

Ezt a szorzatok hosszara vonatkozo teljes indukcioval lehet bizonyitani.
A kéttényezds [A;i,, Aiyi,| Lie-zérdjelre azt kapjuk, hogy ez iy = i3 esetén
[Ailig,Ahu] (i4-et \jra nevezhetjiik iz-nak), és i1 = iy esetén [Ahu,Amg]
(itt is atindexezhetjiik az indexeket). A lényeg ismét, hogy teljesil az i > is,
ig > 13 > 14, illetve i3 > 14 = i1 > i3 monotonitas az indexekre. Tegyiik fel,
hogy a legfeljebb M-tényez8s Lie-zardjelekre (és a rovidebbekre) mar tudjuk
a fenti szabélyt. Akkor, ha az utolsé Lie-zardjelezés két tényez6jét tekintjik,
mindegyike M vagy kevesebb tényezds:

I:Ala AQ] )

ahol
A = [[Aij'ij+1>' A ]]

Ay = “Aij? [[Ail’iz)Ai:;u]) A]], .. ] .
Ezek mindegyikére igaz, hogy

_ mi o p™m2 mi_1 ] AU
Ay =+ A AT, AT A A
P 9 m, 3 m,
Ay = £A™ Ay AT AT p AT
2 QTN T 1 G L R R R R R U L

Hasznalhattuk az Aq, illetve az As esetén is az 7; indexet mint utolsét,
illetve mint elsét. De ugyanigy felcserélhetd az Ay és Ao szerepe, azért az
itt 4, 7-lel jelolt index is megegyezhetett volna az i1-gyel, akkor is hasonld
eredmény addédott volna, természetesen atindexezve a matrixokat. Innen
TTLZ+7
CECCR

[Ar, A] = AT Ay Ay, ATTTA

1191 1197 ilil+1 st
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Tehat az L{A;; : i > j} generalt Lie-algebra éppen az

{AZL; Atl tzAZ;Lfg e 'A’iz—l LZAZLLZZ }
métrixszorzatok 4ltal generélt vektor-altér az IR™*"-ben. A bézist vélasszuk
ki n6vekvé hossz szerint, a tényezék szamanak névekedo sorrendjében minden
olyan béziselemre, amely fix 7, j-re A7 A;;, A77 .. A; ;AT alaki. Ezeket
igy rendezve alkotjak a bézis A;; blokkjat. Ezeket a blokkokat pedig ren-
dezziik i-ben névekvoen, j-ben csokkenéen minden fix i-re. Legyen A;; vagy

iires: ha A;; = 0, vagy egyelemil A;; = {A;;} (ha A;; #0), és

ko
A=JUJ4;-

i=1j=1

Ebben a sorrendben felirhaté a Wei-Norman-egyenlet (Wei-Norman, 1964),
amelyben az

AP = AT A AT A AT € Ay

2111 Q112 1212 211]

elemhez rendelhetd a g™ (¢, 7) megoldds. Ennek segitségével az alaprendszer
felirhaté exponencidlisok szorzataként

Az A;; € A;; béziselemekre

n;—1

exp(gii(t, 7)A Z g” lu = Z Pi(gii(t, 7)) Ai“
1=0

ahol a Py (g,-z- (t,T)) fiiggvények a g;; (¢, 7)-nak kvazipolinomjai.

Egyszeriibb kiszamitani a tobbi baziselem exponencidlisat, de a formu-
lanak vannak érdekes kovetkezményei. Konnyt belatni, hogy minden ¢ > j
esetén az A" € A;j-re teljesiil, hogy

(A7) =0,

azaz

exp(gi* (¢, 7)AT) =T + g (t, 7)AT™;

tovabba két baziselem, A" € A;; és A:n € A,,,; szorzata i > j és kiz > Ji
esetén szintén 0:
APA" =0

my . . A
i1 AL, akkor i # i1 esetén

Ha A = AT A,

1121 i1%2 * *

A,

exp(g,-i(t, T)A,-,-)A;m =AM,
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fgy az exponencialis szorzatok lényegesen leegyszertisédnek. Példaul

l
[I II explomenAR) =explout,NAa) (1+3 S gt nAR).

j=i A;“EAij >3 Ai[neAij

Kénnyen lathato, hogy az (i, 1) blokkban egyediil exp(g;i(t, 7)As;) van, az
(4,7) blokkban pedig

> oxp(guit, )Ai) g (8, AT (7)

Ai[neAij

all. A toébbi diagondlis blokkban az egységmétrixok n; (I # i)-dimenzids
egységek, mig az Osszes tobbi blokkban 0 all.

A ®(t,7)-t Ggy kapjuk, hogy ezeket mind Gsszeszorozzuk. Ezzel minden
i =1,2,...,k-ra hasonl6képpen frjuk be a (7)-beli sorok blokkjait anélkiil,
hogy barmit médosulnanak a sorok. Lattuk, hogy a Cauchy-féle formulaban,
ill. a Kalman-féle elérhet8ségi métrixban a ® (¢, 7) B(7) szorzatot kell szdmolni,
amely esetiinkben

k i1
®(t,7)B(1) = HeXp(gu(t,T)Aii) (I+ Z Z gim(taT)A;n) X

J=1 AP EeA;; (8)

ko
X D "bij(T)Byj -

i=1 j=1

Miel6tt folytatnank a részletesebb targyalast, vizsgaljuk meg, hogy mi-
lyen specialitdsa van az exp(g;;(t,7)A;;) exponencialisoknak. Azt tudjuk,
hogy altaldban a ®(¢,7) alapmatrixot kifejezhetjik a U(t) = ®(¢,0) matrix
segitségével, amit ugyancsak alapmatrixnak neveznek, amely a specialis

kezdetiérték-probléméanak a megoldasa. Ezek szerint
O(t, 1) = V()W(r)" L

Vizsgdljuk meg, esetiinkben ez mit jelent az dtléban levé A;; blokkok
exponencidlisaira. A W(t) &tléinak az exponencidlisaira azt kapjuk, hogy
azok a definicié szerint éppen az exp(g;;(t,0)A;;) matrixok. W(t)~'-ben
az exp(—g”(t,O)A,-,-) elemek dllnak, mert az atléban levé blokkok inverzei
lesznek az inverz atlos blokkjai, annak kovetkezményeként, hogy a matrixunk
blokk-triangularis. Tehat

exp(gii(t, 7)Asi) = exp(gii(t,0)As) exp(—gii(7,0)As) =
= exp((gii(t,0) — gis(7,0))As) -
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Legyen most a;(t) = < g:;(¢,0). Ekkor f aii(s)ds = g4i(t,0) — g4 (7,0),
azaz ¢;;(t,7) = gii(t,0) — g45(7,0), vagy ezt az exponencidlisba befrva

t
exp(g“- (t, T)A,-,-) = exp/ a;;(s)ds Ay .

Az a;;(t) fiiggvényrdl ennél t6bb is mondhaté. Ehhez kiszdmoljuk a W(t)
alapmegoldds egy részét, a diagonalisban allé blokkokét a

W0 =1+ [ Al @)

iteraciébdl, a Wo(t) = I kezd6értékbél kiindulva.

0 =1+/t Alty) dts,
Uo(t) = I+/OtA(t1)dt1 +%(/OtA(t1) dtl)Q— % /Ot [A(tz),/otzA(tl)dtl} dts

Az utolsé tag integrél alatti Lie-zérdjele abbdl adddik, hogy a formula
kiszamitasaban szerepet jatszo

%(/OtA(tl) dt1)2 — A1) (/O At dt) + (/Ot Aftr) dir ) A(t) =
=2A(t) /t A(ty)dty + [/t A(ty) dty, A(t)}

0

t

derivélas esetén az A(t) és fo (t1) dt; nem felcserélhetéek, ezért sziikséges

[ fo (t1) dtq1, A(t )] Lle zardjeles korrekcio. Ugyanez a harmadik hatvany
esetén

%(/Ot A(th) dt1)3 = A(t) (/Ot A(ty) dt1)2+ /OtA(tl) dty A(t) /Ot Aty) dty +
+ (/OtA(tl) dtl)QA(t) =3A(1) (/Ot Alty) dt1)2 +
+2[/OtA(t1)dt1,A(t)] /Ot A(tr) dty +/Ot A(ty) dty [/Ot A(tl)dtl,A(t)} )

ezért
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Ezt a rekurziéba beirva

t t ty
U3(t) = I+/ A(t1) dt1 +/ A(tl)/ A(t2) dt2 dt1 +
0 0 0

t t1 2
-‘r;/ A(t1)(/0 A(t2)dt2) dt1 —

“Jo
1 [fa [t 2 1 [ "
+§/ d—(/ Alta)dta) dn—;/ [A(tQ),/ Alta)dta | dta +
Yo dti\J, *Jo 0
1 t d t1 3 1 t t1 3
+ — —( A(tg) dtg) dt1 — — [ A(tg) dt2,A(t1):| A(tg) dto dt1 —
3l J, dt 3 /o Lo 0

/ / A(tg dt2 / A(tg) dts, A(tl):| dt1 =
2 1 t 3
=71+ | A(tl)dtl + — ( | A(tl)dtl) + 5 ( | A(tl) dtl) +

+ [Lie—zéréjelet tartalmazé tagok] .
Indukcidval lehet igazolni, hogy

l
1
= E = ( / (t1) dtl) + [Lie—zéro’jelet tartalmazo tagok] .
0

Jj=

A U, (t) egyenletes konvergencidja is igazolhaté minden kompakt intervallu-

mon. Réadasul a
l

> ([ Atwran)

=0’

is egyenletesen konvergal az exp fot A(ty) dt; exponencidlishoz, azaz

t
U(t) = llirgo U, (t) # exp/O A(ty) dty

a nemkommutativitds miatt. Azonban a Lie-zardjeles tagok i tipusi diago-
nélis blokkjai mind 0-k, ezért a W(t) exp(gsi(t, 0)A;;) blokkjaira igaz, hogy
azok exp fo (t1) dt; diagondlis blokkjaival egyenl6k. Ezekre azonban fennall,
hogy

t
eXp(gii(tao)Aii) = exp (/o a;ii(t1) dtlAii) )

amib6l g;;(¢,0) = fot a;; (1) dty adédik, azaz a;;(t) = a;(t).
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Most mér visszatérhetiink a (8) alakitdsdhoz. Nyilvdnvaléan

—Hexp(/T a;i(t1) dt A ”)(I—l—z Z g tTAm)

J=1 AP eA;;
ki
<33 by(r)B, =
i=1 j=1
] t
:Hexp(/ aii(tl)dtlAii) (b” “—FZ Z gl t T LJ )AmB )
i=1 T J=1AM€A;;
Tehat

)= [ @ Bu(r) dr = f[ [ [ eso [t k)
X (bt Biiui (7 +Z Z bii ()™ (t, 7) AT Bijuy (T )) dr

j= lA €A;;

irja le a rendszer dinamikdt. Ebbdl az i-edik sorban levé blokkmétrixnak
megfeleld x; allapotra fennall, hogy:

x;(t) = /Ot exp (/Tt a;;(t1) dtlA,-,-)B,-,-b,-i (T)u;(T)dr +
+ /Ot exp (/Tt a;; (t1) dtlAii) (i Z A{B;;bi; (7)9?1(75»7)%(7)) dr.

j=1 Aim €A, j
Vajon ez milyen differencidlegyenlet megoldoképletének, Cauchy-féle for-
muldjanak tekinthet6? Hogy ezt megkapjuk, derivaljuk a kapott egyenletet,
felhasznélva, hogy egy tn. paraméteres integralt, amelynek a paramétere az
integrél felsé hataraban is benne van, a

%(/Otf(t,f) dT) = f(t,t) +/Ot Ocf(t,m)dr

formula alapjan derivalunk, rdadasul a mi esetiinkben az integrandus szorzat,
amelyet a szorzat derivalasi szabalyaval derivalunk. Tehat

d5() = by () By (£) + /O i’ (DA, eXp( /T . (t) dtlA,-,-) X
x (Buibis(r)u +Z S APBby(r (t,T)uj(T)) dr +

Jj=1Ap™ EA”

+/Otexp(/7— aii(ty) dty ”) (Z Z APBjbij (T (t,T)Uj(T)) dr =

Jj=1AM€A;;
= au(t)Au-rL( ) + bu( )Buut(t) +

o[ ool [ atants) (T3 A8, () S e ) .

J=1AmcA,;
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Lathato, hogy az eredeti, az i-edik részrendszer egyenletéhez hozzdjarul
egy az uq(t), ua(t), ..., ui—1(t) el6z6 bemenetektdl fliggd integralos beavat-
kozé tag. Viszont az igy kapott k részrendszernek az allapotfiiggd dinamikéja
szétesatolddott k darab fiiggetlen dinamikéra. Az id6tdl fliggb egytitthato is
maradt az eredeti a;;(t).

4 Az elérheto allapotok halmaza

Az elérhetd allapotok lefrdsdra is elég az elérheté x;(T") éllapotokat lefrni

minden ¢ = 1,2,...,k esetén. Ehhez definidljuk az 1) B-k szerepét jatszo
matrixokat:
i—1
B, =(Bii,...,A"Byj,..), A e|JAy.
j=1

Az i-edik Kalman-féle iranyithatésédgi-elérhet6ségi métrix az a kdvetkezo:
(Bi,AiBi,.. .A'B),  i=1,2,... k.

A perzisztens gerjesztés feltételeként nem tudunk semmi speciélist mon-
dani, ugyanis a Wei—Norman—differenciéle%yenlet megoldasara az egyetlen
specidlis allitdsunk az, hogy gi;(t,7) = [ aii(t1)dt1. Tehat létezik olyan
gerjesztési feltétel, és ez generikusan teljesiil, amely mellett az elérhetéségi
altér az x; éllapotok elérhetéségi altereinek a direkt Osszege (a szétcsatolds
miatt).

Tétel. Az elérhetdségi altér az
Im(Bi, A“'Bi, e AZL;_IBL)

alterek direkt dsszege.

Osszefoglalas

A kiillonféle vertikum-tipusu rendszerek mind gyakorlati, mind elméleti je-
lent6ségét abban latjuk, hogy egy természetes algoritmizélasi lehet&séget
kindlnak, mésrészt az is lathatd, hogy szinte minden rendszer vertikum-tipusu
rendszerré transzformalhaté (pl. bioldgiai rendszerek, kornyezetvédelmi rend-
szerek stb.). Ezt az algoritmizéldsi lehetéséget kiaknaztuk mind a megfigye-
1ési rendszerek irdanyithatdsdga, mind megfigyelhetGsége vizsgdlata soran.

A cikkben a kordbban jellemzett vertikum-tipusi rendszereket dltaldno-
sitottuk, és egy gyakorlatban nagyon fontos approximacids tételt bizonyitot-
tunk ezekre vonatkozdan.
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5 Megjegyzések

1. Az 1. dbrén lathaté és azt dltalanosité struktirdk mar az elemi operacié-
kutatasi feladatoknal is felmeriilnek. Ha a graf kezd6pontjabdl a végpontig
vezetd legrovidebb utat keressiik, ahol az élekhez a megfeleld részrendszerek
kozotti tavolsagokat rendeljiik, akkor az tun. ,legrovidebb tutvonal” problé-
mahoz jutunk. Ha azonban a graf csicspontjai egy munkafolyamat, vagy egy
termelési lanc fazisait mutatjak, az élek pedig azokat a tevékenységeket, ame-
lyek az egyik fazisbol a masikba valé eljutdshoz sziikségesek, akkor a , kritikus
at” probléma a teljes projekt lehetd legkorabbi befejezési idétartamat adja
meg,.

2. Véges faval dbrazolhat6 n-személyes jatékok egyensilypontjainak meg-
hatérozésa is az 1. dbrdhoz hasonld struktirdra épiil (Matsumoto és Szida-
rovszky, 2016).

3. Néhany tovabbi alkalmazasi teriilet

e Okoldgiai monitorozashoz olyan esetekben hasznalhatéak a vertikum ti-
pusu rendszerek, amikor az egyes alrendszerek szekvencidlisan kapcso-
lédnak egyméshoz, és egy adott alrendszer allapotvatozdinak egy része
a kovetkez6 rendszerben exogén valtozoként jelentkezik.

e Hasonl6 a helyzet taplaléklancok vizsgédlata soran, amikor a rendszer al-
lapotat az egyensiulyponthoz kozeli pontba kivanjuk vezérelni stabilitdsi
okok miatt.

e Ipari-technoldgiai parkok esetén az allam olyan allapotra kivanja ve-
zérelni az egyes blokkok termelését, amelyek tokéletesen megfelelnek a
nagyobb volumenii gazdasagi elképzeléseknek. Itt arra is figyelni kell,
hogy a kezdeti és végs6 idopontok kézott a rendszer allapota ne keriiljon
elfogadhatatlan tartomanyba. Ilyenkor vagy korlatokat tesziink fel a
rendszer allapotértékeire, vagy a teljes trajektériat kivanjuk irdnyitani
(Slapan és Ortuzan, 2015). Hasonld alkalmazdsok figyelhetéek meg
a termeléi és fogyaszt6i rendszerek (Molnédr és Szidarovszky, 1994),
széllitas (Ténczos et al., 2011) és a kartevéirtds (Molndr et al., 2013)
esetén.
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CONTROLLABILITY OF VERTICUM-TYPE SYSTEMS

A special class of linear systems is examined, where the subsystems are connected
with each other by output-input relations, and these connections generate a di-
rected graph without circles. That is, these connections always move forward. The
controllability problem of any system finds the set of all feasible states which can
be reachable with the appropriate choice of the control. The theory of Lie-algebras
and special matrix structures provide the theoretical basis for constructing this set.





