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HIERARCHIKUS KLASZTEREZES ES A
PORTFOLIO-KIVALASZTAS PROBLEMA!

GERA IMRE - LONDON ANDRAS
Szegedi Tudomdnyegyetem és Poznan University of Economics and Business

Ezen tanulményban hierarchikus klaszterezésen alapuld portfolio-kivalasztasi
eljarasokat hasonlitunk 6ssze. A hierarchikus klaszterezést egyrészt a korre-
laciés matrix tisztitasara hasznaljuk, és a szakirodalomban bevett mddszerek
mellett egy in. konfigurdciés modellen alapulé médszert is bemutatunk. A
portfélio kivalasztd eljarasok koziul a tisztitott korreldcidos matrixot hasznald
Markowitz-modellt vizsgaljuk. Masrészt a hierarchikus klaszterezést a port-
f6lio kialakitdsara kozvetlentil hasznalé6 HRP és HERC algoritmusokat mu-
tatjuk be. A valds adatokon végzett kisérleteinkkel Gsszeallitott portfélidkat
tobb kritérium szerint is kiértékeljiik. Vizsgalataink azt mutatjak, hogy az
4j portfélié kivalaszté mddszerek ugyan tobb metrika szerint is jobban tel-
jesitenek az eredeti Markowitz-modellnél, nincs egyértelmiien legjobb valasz-
tés a befektetd szamara.

1 Bevezetés

A hagyomanyos portfélié-kivélasztési eljardasok a részvényhozamok variancié-
jan keresztil mérik a portfélié kockazatat, melyet minimalizalni szeretnének.
Ezen optimalizalasi eljarasok a gyakorlatban akkor miikodhetnek jol, ha a
részvényhozamokbdl képzett kovariancia (vagy korreldcis) matrix megfeleld
modon tisztitott. Ehhez egyrészt ki kell sztirni a kovariancidk becslésébol
adddo statisztikai bizonytalansdgot (réviden zajt), melynek {6 okozdja, hogy
a vizsgalt n részvény idosorainak T’ hossza nem elegendéen nagy n-hez vi-
szonyitva. Altaldban ez a helyet, mivel a hozamok kozti dsszefiiggések nem-
staciondrius jellege miatt célszeri T-t minél kisebbre vélasztani (Bongiorno
és Challet 2020). A kovariancia becsléséb6l szdrmazé zaj csokkentésére mar
korabban is léteztek megoldasok, példaul Laloux és tsai. 1999; Tola és tsai.
2008, illetve Gsszefoglalé tanulmény jelent meg a témaban (Bun, Bouchaud
és Potters 2017). Ezen médszerek az eredeti Markowitz-féle portf6lié modell
javitdsdra is haszndlhat6k (London, Gera és Banhelyi 2018). Egy jé tisztitdsi
eljarasnak olyannak kell lennie, ami megtartja a kovariancia matrix stabil,
tényleges informaciét tartalmazoé szerkezetét. Ezért az, hogy éppen melyik
tisztitasi eljaras miikodik legjobban, fiigghet az adott értékpapirpiac, illetve
a vizsgalt értékpapirok sajatossagaitol.

1E-mail: gerai@inf.u-szeged.hu, london@inf.u-szeged.hu. Beérkezett 2020. decem-
ber 11.
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Szamos megfigyelés szerint a legtobb komplex rendszer, igy a tékepiacok
is, hierarchikus felépitést kovetnek (Simon 1991). Egy kézenfekvd megkoze-
lités szerint ezt a szerkezetet valamilyen hierarchikus klaszterezo eljarast al-
kalmazva hatarozhatjuk meg. Ekkor feltételezziik, hogy a hozamkorrelaciék
kozotti fliggdségi (hierarchikus) viszonyok “egymdsba dgyazottak”, vagyis egy
dendrogram segitségével jol leirhaték (Tumminello, Lillo és Mantegna 2007).
Ebben a tanulményban a hierarchikus klaszterezés lehetséges alkalmazésait
mutatjuk be a portfélié-kivalasztasi feladat esetén: egyrészt mint kovari-
anciamatrix szlirési eljarast alkalmazzuk a Markowitz-modellben, masrészt
kozvetlentil haszndljuk a portfélio Gsszedllitasara, megkeriilve ezzel az opti-
malizalasi feladat megoldasat. Kisérleteinket valds adatokon hajtjuk végre,
a modszerek teljesitményét tobb mutaton keresztiil hasonlitjuk Gssze.

1.1 A portfélié probléma

Portfélio-kivalasztasrol akkor beszélink, amikor egy befektetd a tokéjét sze-
retné szétosztani a piacon elérhetd részvények kozott. Ennek elsédleges célja
egy elvart hozamszint biztositdsa mellett a befektetés kockazatdnak mini-
malizalasa, illetve adott kockéazati szinten a leheto legnagyobb hozam elérése.
A feladat megoldédsihoz jellemz&en egy adott részvényhalmaz (példanak okén
legyenek ezek a Budapesti Ertéktézsde részvényei) historikus adataibdl in-
dulunk ki, amely tartalmazza az egyes részvények arfolyamait tetszoleges
id6rendi lebontdsban. Itt napi zéréarakkal dolgozunk, de kisebb (pl. heti)
és nagyobb (pl. 6rankénti) felbontdsi adatokat is szokds vizsgdlni. A napi
zéréarakbdl gyakran logaritmikus hozamokat képziink. Az i-edik részvény
logaritmikus hozama a t idopontban

1og% = log Pi(t) — log P,(t — 1), (1)

ahol P;(t) az i-edik részvény t-edik napi zdrddrdt jeloli. A logaritmikus
hozamok haszndlatdnak {6 oka, hogy ezek a hozamok idé-additivak (vagyis
T+ Tiggr + o+ Ty = log Pi(t + j) — log P;(t)), és ha az 1-periédusos
logaritmikus hozamok normélis eloszldsiak (ez egy gyakori feltételezés, mely
a mi adataink esetén is teljesiil), a j-periédusosak is azok lesznek. Egy példa
napi zaréarakra és logaritmikus hozamokra az 1. dbrdn lathatd. A vizs-
galataink soran a zardarakat tehat ezekkel fogjuk helyettesiteni. Ebbdl az
i-edik részvény atlagos hozama, ha az idésor T hosszu,

1 T
Ti= > s (2)
t=1

Az i és j részvények kozotti kovarianciat a

T
T 1 Z ‘rt t .13_] t EJ) (3)
t=1
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Osszefiiggéssel hatarozhatjuk meg. Ezeket matrixba rendezve kapjuk a ¥ =
(07,)i.; kovarianciamétrixot, amely tartalmazza az Osszes részvény hozam-
id6soranak paronkénti kovariancidjat, valamint a f6atléban az egyes részvé-
nyek hozamainak varianciajdt is. A C korreldciés métrixot egyszertien kapjuk
a kovarianciamétrixbél a C;; := 0y;/, /07,07, normalizalassal. Fontos megem-
liteni, hogy a korrelacié értéke nem invarians a hozamok logaritmikus transz-
formacidjara, ezért portfolidkivalasztasi modellek esetén &altalaban normal
hozamokkal szdmolnak (Embrechts, McNeil és Straumann 2002). Ugyanakkor
a valésagban megjelen6 napi hozamok esetén a normal és logaritmikus hoza-
mok kozotti eltérés elhanyagolhatd, a logaritmikus hozamok hasznalatanak
fentebb emlitett elényei miatt mi ezt preferdltuk.
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1. dbra. Az OTP és Richter részvények 2018-as napi zardarai (feliil)
és logaritmikus hozamai (alul)

A tovdbbiakban a kévetkez6 szituaciot feltételezziik. A befektet6 az adott
napon mindig az el6z6 T nap arfolyamainak figyelembevételével hatarozza
meg a portfolidjat. Ekkor torténik a kockazatelemzés és a diverzifikacid,

azaz a portfolio részvényeibe torténo befektetés is. Ezt kovetoen var ujabb T'
napot, amikor is kiértékeli azok tényleges (,,realizalt”) hozamat és kockazatét.
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2 Hierarchikus klaszterezés a Markowitz-mo-
dellben

A kockazatcsokkentés egyik 6 eszkoze a diverzifikaci6, vagy kockazatmeg-
osztas, miszerint egyszerre nem pusztan egy, hanem tobb értékpapirba fek-
tetiink be. Ezt a médszert intuitiven az motivalja, hogy ha nem korrelalnak
egymassal a birtokunkban 1év6 értékpapirok hozamai, akkor egy-egy érték-
papir arfolyamanak csokkenésekor nem torvényszeri, hogy a tobbi arfolyama
is csOkken, tehat kisebb annak a veszélye, hogy Osszességében veszteségesek
lesziink. Az els, diverzifikdciét is magdba foglald portfélié-kivalasztasi mo-
dellt Harry Markowitz fogalmazta meg (Markowitz 1952). Lévén, hogy az
elvart hozam és kockazat jelentése, ezéltal mérése sem egyértelmii, ezt a két
mérészamot vagy a modell médszertana (ilyen pl. a Markowitz-modell) vagy
a befektetd hatdrozza meg (mint példdul a Hierarchical Equal Risk Contri-
bution (HERC) modell esetében (Raffinot 2018)).

Az eredeti Markowitz-modell a portfélié varhaté hozamét a részvények
atlagos hozamainak silyozott atlagaként, a kockazatot pedig a portfélié hoza-
manak variancidjaként definidlja. Markowitz megmutatta, hogy amennyiben
felsé korlatot adunk a kockazatra vagy alsé korlatot a hozamra, az opti-
malis portféliot egy konvex kvadratikus programozasi feladat megoldasaval
kaphatjuk meg. Itt a hozamra fogunk alsé korlatot megadni, azaz a befektetd
szamaéra elfogadhato legkisebb hozamot lehet majd paraméterként kezelni. A
megoldandé kvadratikus optimalizalasi feladat a kévetkezo:

min pEp’
P
feltéve Z p; =1 4)
i=1

n
Z piTi = R,
i=1

ahol 7; az i-edik részvény (¢ = 1,...,n) becsiilt hozama valamilyen statisztikai
becslés szerint, mint példdul az atlagos hozam, azaz 7; = T; (Id. (2)-es kép-
let), R pedig a minimélisan elvdrt hozam. A )7 p; = 1 technikai feltétel
biztositja, hogy a tékénk pontosan 100%-at fektessiik be. A feladat megoldé-
saként egy p silyvektort kapunk, amelyben az egyes részvényekbe fektetendo
tokearanyok szerepelnek. Megjegyezziik, hogy megengediink negativ silyokat
is, azaz az Un. révidre eladds is lehetséges. A feladat megoldédsakor kikotjiik
tovabba, hogy —1 < p; < 1. Ez segit elkeriilni olyan, kevésbé realiszti-
kus helyzeteket, ahol az optimaélis megolddsban egy-egy részvénybe a tokénk
t6bbszorosét fektetnénk be (pl. hitelfelvétel segitségével).
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2.1 Kovarianciamatrixok sziirése

Markowitz modellje tobb korlatba is titkozik. Megmutathaté példaul, hogy a
kapott megoldés (az optimélis portfélid) rendkiviil érzékeny a feladat para-
métereinek valtozasaira. A kvadratikus optimalizalasi feladat a részvények
hozamaibdl képzett ¥ kovarianciamatrix invertalasat is igényli, ami egy kozel
szingularis matrix esetében instabil megoldasokhoz vezethet. Tovabba, mivel
véges (T-hosszil) idésorok alapjan becsiiljiik a kovariancidkat, a hozamok koz-
ti Osszefliggések nem-staciondrius jellege miatt a kovarianciamatrix gyakran
hordoz magédban statisztikai bizonytalanségot (egyszeriien mondva zajt), és
ez rossz kockazatbecsléshez vezethet (De Prado 2016). Ut6bbit igyekeznek or-
vosolni a kiilénbo6z6 sziirési eljarasok, mint példaul a véletlen métrixok elméle-
te (Random Matriz Theory, RMT) (Bun, Bouchaud és Potters 2017), vagy a
hierarchikus klaszterezés (Tola és tsai. 2008). A mddszerek eredményeképpen
egy tisztitott (vagy ,,sziirt”) X, kovarianciamatrixot kapunk, amelyet a Mar-
kowitz-modell célfiiggvényében hasznalhatunk az eredeti ¥ helyett.

2.2 Hierarchikus klaszterezés mint sziirési eljaras

Egy n részvénybol képzett ¥ kovarianciamétrix egy n csicsu teljes graf
szomszédsagi métrixaként is értelmezhetd. Ugyanez igaz a C = (C;);,; kor-
reldciés méatrixra, mely a normalizalt kovariancidkat tartalmazza. A sziirési
eljaras leirdsahoz ezt fogjuk haszndlni. Els6 lépésben a korrelaciés matrixbol
egy tdvolsdgmétrixot készitiink. Ezt Tumminello, Lillo és Mantegna (2007)
és Tola és tsai. (2008) mentén a

Dyj = /2(1 = Cy) (5)

ultrametrikus tdvolsagfogalom segitségével tesszitk meg (mely esetén a D;; <
max{D;x, Di;} (Vi,], k) feltétel teljesiil), a nagy korrelacidkat kis tdvolsdggd
konvertalva igy. A hierarchikus klaszterezést a D = (D;;); ; matrixon hajtjuk
végre.

A Kklaszterezéshez egy agglomerativ médszert alkalmazunk, ami kezdet-
ben minden csicsot kiilon klaszterbe sorol, majd lépésenként a két legkisebb
tavolsagu klasztert Osszeolvasztja egy 1j klaszterré, mindezt addig ismételve,
amig a végén egyetlen, az Osszes részvényt tartalmazo klasztert kapunk (Niel-
sen 2016). Lényeges kérdés, hogy hogyan definidljuk két klaszter tavolsdgét,
amely alapjan az Gsszevonast végezziik. A népszeril tavolsdgfogalmak kozott
szerepel a “single-linkage”, amely szorosan kotédik minimalis feszitéfak ke-
reséséhez (Mantegna 1999), a “complete-linkage” és az “average-linkage”,
melyek rendre az alabbi médon definidljak egy C; és Co klaszter tavolsagat:

dsi(C1,C2) = min Dy,

i€C1,j€C2
dcr(Cy,Co) = Legl?}e{c Dyj, (6)
daL(Cr,Ca) = o | A >N b

i€Cy jEC2
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2. dbra. Egy hierarchikus klaszterezés Osszeolvasztasi fija dendrogramként dbrézolva, k = 3
szinnel szinezve

Az algoritmus egy bindris 6sszeolvasztasi fat ad eredményiil, amely tarolja,
hogy mely tavolsdgnal mely csticsokat vagy klasztereket olvasztotta Gssze. A
fa levelei az egyes csticsok (részvények) lesznek, a gyokere pedig az Gsszes
cstcsot tartalmazé klaszter. Ezt dbrézolhatjuk dendrogramként (1d. 2. dbra),
illetve elvaghatjuk a megfelel6 hierarchia szinten gy, hogy pontosan k darab
(az dbran ldthaté példan k = 3) klasztert kapjunk.

A Kklaszterezés eredményének egy fontos tulajdonsagat hasznédlhatjuk ki:
felépitettiink egy fat a csticsainkbdl n—1 6sszevondssal. Ekkor helyettesithet-
jik a korabbi D tavolsagmatrixunkat az Osszevonasi tavolsagokat tartalmazo,
Osszesen n — 1 kiilonbozo értékkel rendelkezd Dycust matrixszal, majd az
(5) képletet felhasznélva visszairhatjuk azt egy Chreiust korreldciés métrixszd,
amit egy Yy cust Kovarianciamétrixsza visszaalakitva haszndlhatunk a (4) op-
timalizélasi feladatban.

2.3 Egy null modell és mohé algoritmus

A hierarchikus klaszterezés eredményét alternativ médon is hasznalhatjuk a
Markowitz-modell esetén. Az dltalunk alkalmazott mddszer lényege, hogy
létrehozunk egy n x n-es C° korreldciés matrixot, amelyben C’ioj az i és j
részvények kozotti atlagos korrelaciot jeloli valamilyen null modell esetén.
Tobbféle null modellt is alkalmazhatunk. Egy lehetOség, hogy feltessziik, hogy
minden részvény korreldlatlan — ekkor C° az n x n-es egységmatrix lenne. Itt
egy, a CO-t general6 konfigurdciés métrixot hasznalunk, amelyet a Masuda,
Kojaku és Sano (2018) cikkben megadott iterativ eljardssal lehet el8allitani.
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A feltétel az, hogy CY-ban minden i részvény esetén a CP = > ; Cij tn. korre-
laciés erdsség legyen allandé, viszont az egyes C;; (j = 1,. .., n) korreldcidkat
véletleniil generaljuk.

A két métrixot (CO-t és C-t) egy kiilonbségmétrix képzésére hasznaljuk
fel és ujraskalazzuk:

C = |c-c,

(7)
De = —C' + |min C'| + jmax C'|.

Az igy kapott D¢ matrix egy, a korreldcidés métrixhoz kothetd silyozott
grafként értelmezhetd. Az jraskdlazast azért végezziik el, mert a hierar-
chikus klaszterezés minden 1épésben a legkisebb tavolsdgok alapjan végez
el Osszevonast, ami éppen a korrelacidos matrix és a null modellje koézotti
legnagyobb eltéréseket jelenti.

A D. métrixon végrehajtott hierarchikus klaszterezési eljaras tulajdon-
képpen ekvivalens az aldbbi, modularitds jellegt figguény (Newman 2006)

M:Z|Cij_cioj|'6ij (8)
50

moho algoritmus szerinti maximalizalasaval. A §;; egy binaris valtozd, amely
megmondja, hogy i és j egy klaszterbe tartoznak-e, azaz ¢;; = 1, ha i és j
azonos klaszterben vannak, kiilonben 6;; = 0.

Ezzel az interpretaciéval nemcsak egy klaszterezést tudunk megadni, ha-
nem egyetlen szammal tudjuk jellemezni ennek a klaszterezésnek a ,,josdgat”.
Azt a klaszterezést tekintjiik, amelyre M értéke maximélis, majd gy allitjuk
Ossze a kovarianciamatrixot a Markowitz-modellhez, hogy egy klaszterb6l
csak egy részvényt valasztunk véletlenszertien (itt ezt a megolddst valasz-
tottuk), vagy valamilyen mas meggondolds mentén.

3 Hierarchikus klaszterezés kozvetlen portfo-
lié-kivalasztasra

Amennyiben szeretnénk atlépni a Markowitz-modell bizonyos korldtozésait,
mas diverzifikacids technikakra van sziikségiink. T6bb, a kézelmultban meg-
jelent mddszer is a hierarchikus klaszterezésre épit, 1d. De Prado (2016),
Raffinot (2017) és Raffinot (2018), akarcsak a kordbban ismertetett sziirési
eljarasok. Ezek {6 céljai, hogy elkeriiljék a kovarianciamatrix invertalasat, és
kozvetlentil hasznaljak ki a vizsgalt rendszer hierarchikus szerkezetét a port-
f6li6 épitésekor. Ennek ugyanakkor dra is van. A mddszerek hatranya ugyan-
is, hogy a Markowitz-modellhez képest kevesebb a paraméterezési lehetéség:
ezen médszerek esetén nem tudunk elvart minimalis hozamot (R) specifikalni.

Fontos kiemelni azt is, hogy graf klaszterezé moédszerek kozvetlen alkal-
mazasa, eljarastol fiiggetleniil, kovariancia vagy korreldcids matrixok esetében
torzitott eredményekhez vezethet, mivel az er6sen korrelal6 csicsparok nem
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feltétlen keriilnek egy klaszterbe. Ezt a problémat tobbféleképpen is orvosol-
hatjuk (MacMahon és Garlaschelli 2013). Eldszor a Gera és London (2020)
cikk nyoman mutatunk be egy lehetséges megkozelitést.

3.1 A HRP mdédszer

A 2016-ban bemutatott Hierarchical Risk Parity (HRP) algoritmus (De Prado
2016) hérom lépésben szamolja ki az optimélisnak vélt portfélié silyozast:
eloszor végrehajt egy hierarchikus klaszterezést, majd egy kvézi-diagonaliza-
last a kovarianciamatrixon, végiil egy rekurziv vagast a klaszterezés eredmé-
nyén, amely soran minden részvényhez azok és a klasztereik teljes kockazathoz
valé hozzajarulasa alapjan silyt rendel.

Az els6 lépésben a 2.2 szakaszban bemutatott eljarast alkalmazzuk, de
nem hajtjuk végre a kovarianciaméatrix szilirését, azaz csak az 6sszevonasi fat
allitjuk el6 a korrelacidés matrixbdl kapott tavolsagmatrixbol.

A misodik 1épésben atrendezziik a ¥ kovarianciamétrix sorait és oszlopait
agy, hogy a legnagyobb értékek a f6atlé mentén helyezkedjenek el. Mindezt
ugy érhetjiik el, hogy az els6 lépésben végrehajtott klaszterezés eredménye
alapjan a dendrogram leveleinek sorrendjét haszndljuk a kovarianciamatrix
atrendezésére is. A pontos algoritmust a De Prado (2016) cikk ismerteti, a
3. dbra illusztralja a muvelet eredményét egy korrelaciés matrixon.

3. dbra. Korrelaciés matrix atrendezés elStt és utan

A harmadik 1épésben az Osszevondsi fat a gyokértdl indulva 1épésenként
kettévagjuk. Minden kettévagaskor a kapott két 1j klaszter kozott aszerint
osztjuk szét a sziilo silyat, hogy mekkora egy-egy klaszter hozzajarulasa a
sziil6 variancidjahoz. Mindezt addig ismételjiik, amig minden részvény kiilon
klaszterbe nem esik. Az eljaras végén megkapjuk az egyes részvények silyat
az Osszedllitandé portfolidban.

3.2 A HERC mdédszer

A Hierarchical Equal Risk Contribution Portfolio (HERC) (Raffinot 2018) az
elébb bemutatott HRP algoritmus egy moddositasa.
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Ez az algoritmus is hierarchikus klaszterezést hajt végre els6 1épésként,
viszont ezt kovetben egy optimdlis klaszterszamot hataroz meg, ami meg-
mondja, hogy hanyfele kell elvagni a binaris 6sszeolvasztasi fat. Mindezt egy
statisztikai mutaté alapjan teszi meg — a Raffinot (2018) munkdban az 1n.
Gap indezet (Tibshirani, Walther és Hastie 2001) szamitjak ki minden lehet-
séges k klaszterszamra és az algoritmus azt a k-t valasztja, ahol a mutato a
legnagyobb értéket veszi fel.

Miutan meghataroztuk a klaszterek optimalis szamat, el6szor szétosztjuk
a tékét a klaszterek kozott (a HRP-b8l megismert variancia szétosztéssal),
majd a klasztereken belill. Erre a HRP-ben is alkalmazott rekurziv vagast
alkalmazhatjuk, méghozza ugy, hogy csak addig vagunk és osztjuk ketté a
silyokat valamilyen kockdzatmetrika (pl. variancia) szerint, amig elértiik a
k darab klasztert. Miutan ez megtortént, a klaszterekben 1évé részvények
kozott egyenloen osztjuk szét a klaszterre esé sulyt.

4 Az eljarasok osszehasonlitasa

4.1 Adatok és moddszertan

Kisérleteinket valés adatokon, a Budapesti ErtéktSzsde (BSE) 31 részvényé-
nek napi zarédrainak felhasznéldsaval végeztiilk. Az adathalmaz részvényen-
ként 1962 rekorddal rendelkezik, a 2011. november 29-t61 2019. oktéber 18-ig
megfigyelt napi zaréarakat tartalmazza.

A befektetési folyamat modellezésére egy szimuldciés kérnyezetet allitot-
tunk fel, amely egy adott ¢y kezd6idopontban elvégzi a kiillonb6zé portfolidk
Osszeallitasat és kiértékelését is. Ezt kovetden tg értékét 10-zel noveltik és
djra elvégeztik a kiértékelést. Gordiléablak megkozelités szerint a novelést
addig ismételtiik, amig az adathalmaz végére értiink.

4.2 Ertékelési kritériumok

Egy eredményiil kapott p portféliora harom f6 kategdéridban szamoltunk
mutatokat: meghataroztuk a portfélié hozamait, kockazatait és a méretét.
Hozamok és kockazatok esetében beszélhetiink becsiilt és realizalt értékekrol.
A becsiilt értékeket a miltbeli megfigyelések alapjan a portf6lié osszedllitasa-
kor, mig a realizilt értékeket a portféli6 eladdsakor (a befektetés utdn T nap-
pal) szédmitjuk ki. Ezek viszonya segithet feltdrni, hogy az egyes mddszerek
mennyire becstilik jol a kockazatot vagy a hozamot.

4.2.1 Hozamok

Egy p portfdli6 esetében kétféle hozamot szamitunk. A becsiilt hozam meg-
mutatja, hogy a befektetés pillanatdban a kapott portfélidsilyokkal milyen
hozamra lehetne szert tenni. Ezt meghatarozhatjuk a multbeli hozamok
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sulyozott atlagaként:
n
Tpre = Zpt - Ty, (9)
i=1

ahol T; a befektetési napot megel6z6 T' napra szamolt hozam.

Eladéskor (a befektetés utan T nappal) meghatérozhaté a portfélié utéla-
gos (vagy realizdlt) hozama, amely megmondja, hogy a részvény dra eladdskor
hogyan viszonyult a vételarhoz:

P;(to +T) — Py(to)
G = ;- . 1
Tpost L_let PL' (tO) ( 0)

Ez az érték akkor lesz 0, ha pontosan a befektetéskori arat kaptuk vissza,
pozitiv esetben nyereségesnek, negativ esetben veszteségesnek mondhaté a
befektetés. Természetesen a befektetés idébeli alakulasat is nyomon kovet-
hetjitk a kumulativ hozamok segitségével (1d. 4. dbra).

4.2.2 Kockazatok

A portfélidk egy mésik fontos tulajdonsiga a kockdzatuk, valamint az Sket
eloallité mddszerek kockazatbecslésének pontossaga. Egy portfolié becsiilt és
realizalt kockazata meghatarozhaté a

Opre = pzprep—ra (11)
Opost = PEpostPT (12)

Osszefiiggésekkel, ahol ¥, a [to — T, to] id8szakon szdmolt és a portfélis-
kivalasztas soran is felhasznalt, X, pedig a [tg,to + T idészakon szamolt
kovarianciamatrix.

Ebbdl a két metrikdabdl meghatarozhatjuk, hogy egy portfélio esetében
hogyan viszonyult egyméshoz a realizdlt és becsiilt hozam. A kockdzati
hdnyados

O post

(13)

O',,. =

Opre

a két mutaté ardnyat méri, ami anndl jobb, minél kozelebb van az 1-hez. Ha
a kockazati hanyados 1-nél nagyobb, akkor alulbecslésrél, ellenkez6 esetben
tilbecslésrol beszéliink.

Hasonlé médon definidlhatjuk a kockdzat vdltozdsdt is:

Upost - Upre

: (14)

O'g:

Opre

amely annal jobb, minél kézelebb van a 0-hoz.
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4.2.3 Portfélioméret

Egy befektetés soran nem csak a részvények arat kellhet megfizetniink, hanem
példaul tranzakcios koltségek is felmeriilhetnek. Ebben az esetben segithet,
ha a portféliénk kevesebb részvénybdl all, azonban ez a kockazatot is meg-
novelheti a diverzifikdcié mértékének csokkentésével. Egy p portféliéo mérete
meghatarozhaté a portfolidésilyok négyzetosszegének reciprokaként, de ez tor-
zitott eredményekhez vezethet olyan helyzetekben, ahol negativ portfélidsu-
lyok is megengedettek. Ennek kompenzalasara a sulyokat elészor leosztjuk a
portféliGvektor 1-es norméjaval (az elemeinek abszolit értékének Gsszegével):

1
n pi 2
2im ( el )
A portfélioméret akkor lesz 1, ha az Gsszedllitott portféliéban egyetlen
részvénybe van koncentralva a tokénk, és akkor lesz n, ha minden részvénybe

egyenld aranyban fektettiink be. Ezt lehet még normalizdlni, hogy kiilonb6z6
méretli adathalmazokon is Gsszehasonlithaté legyen az értéke, és ne fiiggjon

n-tol:
~ Neg — 1
Nigg = Do 1

Neg = (15)

— (16)

Ez az érték igy 0 és 1 kozott mozog majd, ahol 0 az 1-részvényes portféliot,
1 pedig az n-részvényes egyenletes sulyozast jelenti.

4.3 Eredmények

Az aldbbiakban mutaténkénti lebontasban hasonlitjuk 6ssze a vizsgalt mdd-
szerek teljesitményét. A szadmitdsokban a mutaték (Gsszes Gsszedllitott port-
félidra vett) dtlagait és szérasait vizsgaljuk, a Markowitz-modell elvart hozam
paraméterét (R) az atlagos hozamra rogzitettiik.

4.3.1 Hozamok

Becsiilt hozamok esetében a hierarchikus klaszterezésen alapuld portfolio ki-
vélaszté eljardsok dtlagosan gyengébben teljesitettek (sokszor negativ var-
haté hozammal), a realizalt hozamaik viszont sokkal jobbak voltak. Meg-
figyelhetd volt, hogy két részvény (az OPUS és KONZUM) érfolyama 2016
és 2018 kozott tobb nagysagrenddel megnott, példaul az OPUS ara a 2016.
januér kozepei 4,4 Ft-rél két évvel kés6bb ugyanezen a napon 708 Ft volt. A
HRP és HERC algoritmusok ezt a névekedést jol elorejelezték, és nagy ardny-
ban fektettek be ezekbe a részvényekbe (akar 30-40%-os silyokkal), aminek
koszonhetéen a realizalt hozam mutaté is éridsira nétt (akér 2000%-ra is a
HERC esetében, 365%-ra a HRP esetében).

Ehhez képest a Markowitz-modell és kiterjesztései rosszabbul teljesitettek:
az eredeti modell dtlagosan 40,9%-os, a hierarchikus klaszterez6 sziiré maéd-
szerek ennél kicsit jobb, 41%-o0s, a konfigurdcidés modell alapi mdédszer pedig
average-linkage esetben 1,1%-os, single-linkage esetben -35%-os realizdlt ho-
zamot, produkalt.
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Modszer

1 Classic

C_Single
== C_Average
== Conf_Single
== Conf_Average
== HRP
== HERC

Kumulativ logaritmikus hozam

-2
2014 2016 2018 2020

4. dbra. Kumulativ logaritmikus hozamok egy 2013. junius 12-i befektetésre, simitva a trendek

lithatébba tétele végett. Az eredeti Markowitz-modell (,,Classic”) és a hagyoményos hierarchi-

kus klaszterez8 sziirések (,,C_Single” és ,,C_Average”) rendkiviil hasonlé eredményeket produ-
kaltak, ezért azok fedik egymast.

4.3.2 Kockazatok

Az eredeti Markowitz modell és kiegészitései alacsony becsiilt kockazatokkal
szamoltak, mig a HRP egy nagysagrenddel, a HERC harom nagysagrenddel
nagyobb kockazatot jésolt. A realizdlt kockazatok hasonldé képet mutattak
a becslésekhez: tobbségében azok a moddszerek, amelyek magasra becstlték
a kockdzatot (HERC, HRP), magasabb kockdzatot is realizaltak a végén.
Kivételt képzett az eredeti Markowitz-modell, amely a legalacsonyabb becs-
lést adta, viszont ennek ellenére az Gsszes sziirési eljarasnal magasabb realizalt
kockézattal rendelkezett.

Ennél tisztabb képet kaphatunk a modszerek kockazatbecslésérol, ha meg-
nézzik a kockdzati hanyadost (o,) is. Megfigyelhetd, hogy ez az eredeti
Markowitz-modell esetén volt a legmagasabb (3,56), amin keveset javitott a
hierarchikus klaszterezés (3,53) és lényegesen tGobbet a konfigurdciés modell
(average-linkage esetén 2,05, single-linkage esetén 1,76). A HRP és HERC
algoritmusok nagyon eltéréen viselkedtek, a HRP ugyanis (a Markowitz-mo-
dellel egytitt) alulbecsiilte, bar minden mddszer koziil a legkevésbé — itt 1,55
lett a kockazati hanyados —, mig a HERC jelentGsen tulbecsiilte a kockazatot
(o0, = 0,12). A kockdzat véltozésa tekintetében azt lathatjuk, hogy az
alulbecslés ellenére a HERC esetén volt a legkisebb a kockazat valtozasa
(og = 0,88), ezt kévette a single-linkage konfigurdciés modell (o, = 0,95)
és average-linkage konfigurdciés modell (o, = 1,27). A HRP 1,35-Gs értéket
produkalt, mig a legnagyobb valtozast az eredeti Markowitz-modell mutatta
(2,63).

4.3.3 Portfélioméret

A kilénb6z6 mdédszerek hasonlé méretli portfélidkat éllitottak Gssze, tobb
médszer normalizalt mutatdja is 0,35 koriil helyezkedett el. A kivételek ko-
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z0tt szerepelt a HRP, ami kicsit nagyobb portfélidkat allitott Gssze (Neg =
0,4), minden koziil ennek a médszernek volt a legnagyobb a portfélidmérete.
A mésik hierarchikus klaszterezésen alapulé portfélié kivalaszté eljards is
kivételt képzett, a HERC ugyanis a tobbi eljarashoz képest atlagosan kon-
centraltabb portfélidkat allitott Gssze (Neg = 0,1), ami sszevethetd a felis-
meréssel, hogy ez a mddszer ugy tudott a HRP-nél is nagyobb hozamokat
elérni, hogy még jobban koncentrilta a tokét a nagy aremelkedésen atesd
részvényekbe.

C_Average HERC HRP Markowitz Conf_Average Conf_Single
Tpre 0,0004 (0,00) -0,0017 (0,00) -0,0003 (0,00) 0,0004 (0,00) 0,0005 (0,00) 0,0006 (0,00)
Tpost 0,4104 (0,55) 20,5447 (31,04) 3,6523 (5,17) 0,4089 (0,56) 0,0109 (0,44) -0,3498 (0,78)
Tpost 0,0001 (0,00) 0,0011 (0,00) 0,0004 (0,00) 0,0001 (0,00) 0,0001 (0,00) 0,0001 (0,00)
Nog 0,3350 (0,07) 0,1248 (0,10) 0,3967 (0,07) 0,3353 (0,07) 0,3546 (0,05) 0,2816 (0,04)
or  3,5336 (3,93) 0,1174 (0,31) 1,5467 (3,33) 3,5631 (3,94) 2,0546 (1,95) 1,7578 (1,34)
Og 2,5984 (3,86) 0,8828 (0,28) 1,3548 (2,93) 2,6296 (3,88) 1,2690 (1,79) 0,9533 (1,18)

1. tabldzat. A Budapesti Ertéktézsde adatain végzett elemzés eredményeinek Gsszesitése: a cel-
lakban az atlagok, zardjelben a szérasok szerepelnek. A Markowitz-modell esetében az atlagos
vart hozamokra Osszedllitott portfélick adatai szerepelnek.

4.4 Osszegzés

Ezen munkéban hierarchikus klaszterezésen alapuld, portfolié-kivalasztasra
alkalmazhaté eljarasokat hasonlitottunk Gssze, melyek kozott szerepeltek mas
portféli6 kivalaszté modellek kiegészitésére szolgalé médszerek (sziirések) és
tisztan hierarchikus klaszterezésre épuld, 1j portfolié kivalaszté mddszerek
is. Valdés adatokon végzett vizsgalataink azt mutatjak, hogy az 1j portfolio
kivélaszté eljarasok egy kisebb (31 részvényes) adathalmazon képesek voltak
sokkal magasabb hozamokat produkalni, mint az eredeti Markowitz-modell
és annak kiterjesztései, azonban ehhez magasabb kockazat és néhol kevésbé
diverzifikalt portfdlié is tarsult. A mddszerek nagyobb adathalmazokon (pl.
FTSE-100, S&P500), illetve mds eljardsokkal (véletlen métrixok elméletén
alapuld kovariancia métrix sziirések, részvény-volatilitas alapi modellek) valé
atfogd Osszehasonlitasat egy lehetséges tovabblépésnek gondoljuk.
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HIERARCHICAL CLUSTERING AND THE PORTFOLIO SELECTION
PROBLEM

Classical portfolio selection techniques measure risk through the variance of asset
returns, which investors wants to minimise. These methods only work well in prac-
tice if the covariance (or correlation) matrix of the returns is properly de-noised.
A good de-noising (or filtering) method conserves only the useful and informative
parts of the matrix’ structure. Since stock markets may also be viewed as hierar-
chical structures (Simon 1991), we can use hierarchical clustering to identify this
hierarchy and use the detected structure to filter the covariance matrix. In this
work we show possible applications of hierarchical clustering both for using it as a
matrix filtering technique in the Markowitz portfolio model and directly as a way
to assemble portfolios. We perform our experiments on real world data and eval-
uate using different performance indicators. We work with a data set containing
daily closing prices and transform these into daily logarithmic returns from which
we create the covariance matrix. We model the following situation: the investor
decides the length T' of the investment. On day ty they create a portfolio based on
the previous T days of returns and then they wait for T' days, selling all of their
assets afterwards.

We present two ways of applying hierarchical clustering for the portfolio prob-
lem. Firstly it is considered as a de-noising technique of the estimated covariance
matrix, secondly it is used directly to create portfolios.

Diversification is one of the key tools of risk reduction, where we invest into mul-
tiple assets instead of just one. One of the first models to incorporate diversification
was the Markowitz-model, which is a quadratic optimisation problem that seeks to
minimise the risk for a given expected return. As a result we obtain a portfolio
vector containing the fraction of wealth to be invested in each individual asset. To
explicitly solve the problem, the use of an inverted covariance matrix, calculated
from the logarithmic returns, is required. Since covariance is estimated from finite
length time series and because of the non-stationary nature of the returns and their
relationship, the covariance matrix frequently contains statistical uncertainty (it is
often called noise), which can lead to wrong risk estimation (De Prado 2016). Var-
ious filtering techniques have been created to solve this issue, including the use of
random matrix theory (Bun, Bouchaud, and Potters 2017) or hierarchical clustering
(Tola et al. 2008). We perform filtering by first converting covariance to correlation,
and then correlation to distances, where higher correlation means smaller distance.
We then perform hierarchical clustering on the resulting distance matrix using an
agglomerative method. The distance matrix contains n — 1 different distances (in-
stead of the original n-(n—1)/2) that we then convert back to covariances. We can
use multiple distance definitions when performing clustering. In this study we use
single-linkage, complete-linkage and average-linkage distances. Another approach
is to use a null model to generate a so-called configuration matrix. We calculate
the difference between the correlation and the configuration matrix and use that as
a distance matrix to perform hierarchical clustering.

In order to avoid limiting ourselves to the constraints of the Markowitz-model
and solve a quadratic optimisation problem, we may use the Hierarchical Risk
Parity (HRP) (De Prado 2016) or Hiearchical Equal Risk Contribution Portfolio
(HERC) (Raffinot 2018) algorithms to directly assemble an optimal portfolio. Both
of these algorithms use hierarchical clustering to assign weights to the assets in
the portfolio. While the HRP algorithm assigns different weight to each asset,
the HERC algorithm finds an optimal number of clusters and distributes weights
equally among the assets of each cluster.

We performed our experiments on historical data from Budapest Stock Exchange
(BSE). The data set contained 1962 daily closing prices for each of the 31 stocks,
from 29th November 2011 to 18th October 2019. We used a rolling window approach



88 Gera Imre — London Andréas

to evaluate optimal portfolios assembled at different starting points. We calculated
metrics in three main categories: portfolio return, risk and size. We measured both
the estimated and realised risks and returns, where the estimated measure was
calculated based on past observations (before day ¢o) and the realised measure was
calculated at the time of selling the portfolio. The ratio of these two helps us define
how well a method estimates the return and risk. We also define a modified portfolio
size measure. Instead of simply taking the reciprocal sum of the squared portfolio
weights (which can lead to distorted results when negative portfolio weights, e.g. in
the case of short selling, are allowed), we first divide the weights by the L;-norm
of the portfolio vector. We also normalise the result by the number of assets (n) to
get a value that is always in the [0, 1] range.

In our experiments the hierarchical clustering-based portfolio selection methods
performed worse (often reaching negative values) in terms of estimated returns,
but extremely well in terms of realised returns. This is thanks to the fact that
these methods were able to predict the huge increase in the price of two assets and
assigned large weights to them. Regarding risk the Markowitz-model and its ex-
tensions predicted lower risks than the HRP and HERC algorithms. Realised risks
showed a trend consistent with the estimations: methods that estimated lower
risks usually realised lower risks as well. An exception was the Markowitz-model
that predicted the lowest risk but realised the highest one compared to all the
filtering methods. The risk ratio was thus the highest in the case of the Markowitz-
model, followed by the hierarchical clustering filtering methods and the configu-
ration model. The HRP algorithm also underestimated the risk, although by the
lowest amount, while the HERC method highly overestimated it. Portfolio sizes
were similar (near 0.35) across almost all methods, where the only differences were
made by the HRP algorithm that assembled larger portfolios (with a size of 0.4)
and the HERC that created more concentrated ones (with a size of 0.1). This
is consistent with the fact that the HERC method could achieve higher realised
returns by concentrating capital into stocks whose prices rose greatly.





