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NEM TELJES P¶AROS ÄOSSZEHASONL¶IT¶ASOK: A N}OI
TENISZEZ}OK VIL¶AGRANGSOR¶ANAK P¶ELD¶AJA1
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A p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as a dÄont¶esi m¶odszertanban gyakran alkalmazott elj¶ar¶as
rangsorok k¶esz¶³t¶es¶ere. Tanulm¶anyunkban a nemzetkÄozi n}oi tenisz ¶elj¶at¶eko-
sainak Äosszehasonl¶³t¶as¶ara alkalmazzuk, a gy}ozelem/veres¶eg ar¶anyok felhasz-
n¶al¶as¶anak seg¶³ts¶eg¶evel. Ezekb}ol az ar¶anyokb¶ol nem teljesen kitÄoltÄott p¶aros
Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixok k¶epezhet}ok. A m¶atrixok azon elemei nem ismertek,
ahol a k¶et j¶at¶ekos nem m¶erk}ozÄott egym¶assal. Mivel az 1973 ¶es 2020 kÄozÄotti
adatokat haszn¶aljuk, ez az eset az¶ert is bekÄovetkezhet, mert k¶et j¶at¶ekos hi-
vat¶asos tenisz karrierje kÄulÄonbÄoz}o id}oszakokra esett. A m¶odszertan megfelel}o
felt¶etelek mellett alkalmas arra, hogy a m¶atrix alapadataival a logaritmikus
legkisebb n¶egyzetek m¶odszer¶evel egyfajta ÄorÄokrangsort k¶epezzÄunk. A cikk
els}o r¶esz¶eben kit¶erÄunk a tenisz rangsorok gyakorlati ¶es elm¶eleti k¶erd¶eseire,
majd a felhaszn¶alt m¶odszertan alapfogalmait ¶es t¶eteleit ismertetjÄuk. A m¶a-
sodik r¶eszben az eml¶³tett id}oszakban a hivat¶asos j¶at¶ekosok szervezeteinek
hivatalos adataib¶ol fel¶ep¶³tett adatrendszert mutatjuk be, majd azoknak a n}oi
¶elj¶at¶ekosoknak a rangsorait elemezzÄuk tÄobbf¶ele bont¶asban, akik a megadott
id}oszakban b¶armennyi ideig vezett¶ek a hivatalos ranglist¶at. Ugyanitt vissza-
t¶erÄunk egy m¶ar megjelent tanulm¶anyunkra a f¶er¯ teniszez}okr}ol, az ott hasz-
n¶alt adatrendszert 2020-ig kib}ov¶³tve. Eredm¶enyeink egybecsengenek a te-
niszszak¶ert}ok ¶altal v¶art rangsorokkal, ¶es azt mutatj¶ak, hogy mindk¶et adat-
rendszer el¶eg robusztus ahhoz, hogy egyes v¶altoztat¶asok (elemek elhagy¶asa,
beemel¶ese, csoportokra bont¶as) keveset v¶altoztassanak a rangsorokon, illetve
a rangsorok v¶altoz¶asai j¶ol magyar¶azhat¶ok az adatok ¶es a m¶odszer jellemz}oivel.
A konkr¶et rangsor-sz¶am¶³t¶asokon t¶ul elemz¶eseinket kiterjesztettÄuk a nem tel-
jes p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asi m¶atrixok gr¶afreprezent¶aci¶oinak vizsg¶alat¶ara, ez¶altal
m¶elyebb betekint¶est kapva a rangsorok h¶atter¶er}ol.

1 Bevezet¶es

¶Eppen 10 ¶evvel ezel}ott k¶eszÄult el az a tanulm¶any, amelyik a legjobb f¶er¯ teni-
szez}ok rangsork¶esz¶³t¶es¶et nem teljesen kitÄoltÄott p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asi m¶atrixok
m¶odszer¶evel elemezte (Temesi, Csat¶o, Boz¶oki 2012). A magyar nyelv}u tanul-
m¶any p¶eld¶aja a professzion¶alis f¶er¯ teniszez}ok top-list¶aj¶ab¶ol kiv¶alasztott 34
¶elj¶at¶ekos rangsorol¶asa volt, illetve egy 23 f}os rangsor lesz}uk¶³tve azokra, akik
1973 ¶es 2012 kÄozÄott az ATP (a f¶er¯ teniszez}ok hivatalos szervezete) honlapj¶a-
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nak adatai szerint a hivatalos ranglist¶at vezett¶ek. A 2016-ban megjelent angol
nyelv}u cikk a m¶odszertani eredm¶enyek ¶es a tenisz alkalmaz¶as Äosszefoglal¶asa-
k¶ent¶³r¶odott (Boz¶oki, Csat¶o, Temesi 2016). Az adatb¶azist ekkor kieg¶esz¶³tettÄuk
2015-ig, s ¶³gy 25 listavezet}ot rangsoroltunk.

Mi¶ert volt ez ¶erdekes m¶odszertani szempontb¶ol? A rangsork¶epz¶es a leg-
kÄulÄonbÄoz}obb terÄuleteken jelent meg, kÄulÄonÄosen divatoss¶a v¶alt p¶eld¶aul a fel-
s}ooktat¶asi int¶ezm¶enyek, szakok kiv¶al¶os¶ag¶anak bemutat¶as¶ara. Mivel a Cor-
vinus Egyetem ¶es az MTA SZTAKI kutat¶ocsoportja tÄobb kutat¶asi projek-
tet is ind¶³tott a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asok tulajdons¶againak felt¶ar¶as¶ara (ezek
t¶em¶aib¶ol j¶o Äosszefoglal¶ast ad Temesi, 2017) ut¶anan¶eztÄunk a szakirodalomban
annak, hol merÄul fel term¶eszetes m¶odon ez a modell rangsorok k¶esz¶³t¶es¶en¶el.
Ezt a lehet}os¶eget nem a fels}ooktat¶asban, hanem a sportban tal¶altuk meg.

A bajnokot az egy¶eni sportok (n¶eh¶anyat megeml¶³tve: sakk, v¶³v¶as, tenisz,
ÄokÄolv¶³v¶as) vagy a csapatsportok (p¶eld¶aul kos¶arlabda, futball, k¶ezilabda) egy
r¶esz¶eben az egym¶as kÄozÄotti m¶erk}oz¶esek eredm¶enyei alapj¶an hirdetik ki. Az
egyes sport¶agak igen v¶altozatos, a hagyom¶anyokon alapul¶o pontsz¶am¶³t¶ast
vagy lebonyol¶³t¶asi rendszert kÄovetnek. Nem arr¶ol van sz¶o azonban, hogy va-
lamely aktu¶alis bajnoks¶ag helyezettjeit a megl¶ev}on¶el ,,igazs¶agosabb" m¶odon
¶allap¶³tsuk meg. A p¶aronk¶enti eredm¶enyeket egyfajta er}osorrend kialak¶³t¶as¶ara
k¶³v¶anjuk felhaszn¶alni. ÄOrÄok k¶erd¶es, hogy egy sport¶agban ki a legjobb egy
bizonyos id}oszakban, vagy ak¶ar a sport¶ag megjelen¶ese ¶ota. Azokban a sport-
¶agakban, ahol a statisztik¶ak (szinte) hi¶anytalanul rendelkez¶esre ¶allnak (pl.
az USA baseball vagy kos¶arlabda m¶erk}oz¶esei), ak¶ar adatokkal is meg lehet
t¶amogatni a vit¶at. A teniszben sem azt a k¶erd¶est tesszÄuk fel, hogy az ¶eppen
akt¶³v j¶at¶ekosok ranglist¶aja hogyan ¶ep¶³tend}o fel. Ehelyett azt szeretn¶enk az
egym¶as elleni eredm¶enyek tÄukr¶eben megmondani, hogy a mai ¶es r¶egebbi teni-
szez}oket Äosszevetve ki a legjobb. ¶Am hogyan lehet ¶athidalni azt a neh¶ezs¶eget,
hogy a nagy teniszez}ok egy r¶esze soha nem tal¶alkozott egym¶assal a p¶aly¶an?
Hogyan hasonl¶³that¶o Äossze Borg ¶es Nadal, vagy a n}okn¶el Navratilova ¶es
Hingis? BeleÄutkÄozÄunk a nem teljes p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asok probl¶em¶aj¶aba.

Az angol nyelv}u cikk id¶ezetts¶ege azt mutatja, hogy sokakat ¶erdekelt a te-
niszrangsorokra tÄort¶ent alkalmaz¶as, valamint ¶altal¶aban a sport alkalmaz¶asok
is igen n¶epszer}uek (Csat¶o, 2021). Mivel tov¶abbra is tÄobb ir¶anyb¶ol foglalkoz-
tunk a nem teljesen kitÄoltÄott p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixokkal, ez¶ert ¶ugy
gondoltuk, ¶erdemes visszat¶erni a t¶em¶ara. Ann¶al is ink¶abb, mert a f¶er¯ teni-
szez}ok el}ot¶erbe helyez¶es¶et semmi nem indokolta, a n}oi teniszez}ok ugyanolyan
¶erdekl}od¶esre tarthatnak sz¶amot. Nekil¶attunk teh¶at, hogy a WTA (a n}oi
teniszez}ok hivatalos szervezete) adatainak felhaszn¶al¶as¶aval a hÄolgyj¶at¶ekosok
,,ÄorÄokrangsor¶at" is megalkossuk.

Term¶eszetesen nem arr¶ol van sz¶o, hogy egyszer}uen megism¶eteljÄuk mind-
azt, amit az ATP versenyz}ok eset¶eben m¶ar elv¶egeztÄunk. Er}osen t¶amaszkodunk
ugyan az eml¶³tett tanulm¶anyra ¶es cikkre, s ahol szÄuks¶eges, ott a hivatkoz¶ast
form¶alisan is megtesszÄuk, ¶am arra tÄorekszÄunk, hogy a 2012-es sz¶am¶³t¶asokb¶ol
csak a relev¶ans eredm¶enyek ment¶en haladjunk, azokat nem megism¶etelve.
Tal¶altunk viszont ¶ujabb elemz¶es t¶argy¶av¶a tehet}o k¶erd¶eseket, melyeket r¶eszle-
tesebben mutatunk be. A f¶er¯ teniszez}okre is visszat¶erÄunk n¶eh¶any sz¶am¶³t¶as



Nem teljes p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asok: a n}oi teniszez}ok vil¶agrangsor¶anak. . . 3

erej¶eig, 2020-ig kib}ov¶³tve adatb¶azisunkat.2

A sporttal foglalkoz¶o cikkek, szakkÄonyvek sz¶ama nagy ¶es egyre gyarapo-
dik. Ezen belÄul a sportbajnoks¶agokkal, azok lebonyol¶³t¶as¶aval ¶es az eredm¶e-
nyek sorba rendez¶es¶evel (ki a bajnok, kik a helyezettek, kik jutnak tov¶abb
egyes selejtez}okb}ol) kapcsolatos elemz¶esek kiemelten ¶erdekesek sz¶amunkra.
Az ¶altal¶anosabb megkÄozel¶³t¶esek kÄozÄul ¶erdemes megeml¶³teni Csat¶o ¶es T¶oth
(2020) cikk¶et, amelynek szeml¶elete elt¶er a szok¶asos s¶ulyozott t¶enyez}os szem-
l¶elett}ol ¶es Äotleteket adhat a sportbeli kiv¶al¶os¶ag m¶er¶es¶enek kezel¶es¶ere is. Csat¶o
(2017) sakkcsapatok rangsorol¶as¶ara viszont m¶ar felhaszn¶alja a nem teljes p¶a-
ros Äosszehasonl¶³t¶asokat.

Az egy¶eni sportol¶ok ¶es a sportcsapatok egym¶as elleni eredm¶enyein alapul¶o
rangsorokkal, illetve a sportbeli kiv¶al¶os¶ag m¶er¶es¶evel foglalkoz¶o cikkek ¶alta-
l¶aban vagy a j¶at¶ekosok (csapatok) teljes¶³tm¶eny¶enek statisztikai elemz¶eseken
alapul¶o Äosszehasonl¶³t¶as¶aval foglalkoznak, vagy { legtÄobbszÄor ¶eppen ezeket az
eredm¶enyeket felhaszn¶alva { el}orejelz¶eseket pr¶ob¶alnak adni eljÄovend}o sporte-
sem¶enyek eredm¶enyeire. Kovalchik (2016) h¶arom kateg¶ori¶aba sorolja az el}ore-
jelz}o modellekkel foglalkoz¶o szakirodalmat. A regresszi¶os modellek { legink¶abb
logit vagy probit modellek { egy-egy m¶erk}oz¶es gy}oztes¶et igyekeznek meg-
mondani. J¶o p¶elda erre Lisi ¶es Zanella (2017) cikke, akik egy logisztikus
regresszi¶os modellel becslik a m¶erk}oz¶esek gy}ozelmi val¶osz¶³n}us¶eg¶et. A p¶elda
a 2013-as n¶egy Grand Slam f¶er¯ bajnoks¶aga, a v¶altoz¶ok kÄozÄott az ATP pon-
tok ¶es helyez¶esek, a j¶at¶ekosok ¶eletkora, a helysz¶³n ¶es a fogad¶oirod¶ak oddsai
szerepelnek. A pontbecsl¶esek a m¶erk}oz¶es gy}oztes¶et egy-egy nyertes pont (ki-
emelten a szerva) val¶osz¶³n}us¶egeib}ol rakj¶ak Äossze. A p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asok
Bradley-Terry t¶³pus¶u modelljeiben (Bradley, Terry 1952) a j¶at¶ekosok k¶epes-
s¶egei alapj¶an sz¶amolnak.

Kovalchik (2016) Äosszehasonl¶³t¶o elemz¶es¶enek egyik ¶erdekes eredm¶enye,
hogy az ¶El}o-modellt (Elo, 1978) felhaszn¶al¶o m¶odszerek a legversenyk¶epeseb-
bek az el}orejelz¶esi ,,versenyben". KÄulÄonÄosen j¶ol szerepelnek az ¶elj¶at¶ekosok
m¶erk}oz¶eseinek el}orejelz¶es¶eben, m¶³g a h¶atr¶ebb rangsoroltakn¶al ez nem m}u-
kÄodik olyan j¶ol. Ezt meger}os¶³tik Vaughan-Williams et al. (2019) sz¶am¶³t¶asai
a 2018-as wimbledoni fÄuves teniszbajnoks¶ag n}oi eredm¶enyeit illet}oen. F}oleg
bizonyos t¶³pus¶u sportfogad¶asok eset¶eben lehet ¶erdekes a Kovalchik ¶es Reid
(2018) cikk¶eben le¶³rt dinamikus m¶odszer a teniszm¶erk}oz¶esek gy}oztes¶enek me-
net kÄozbeni el}orejelz¶es¶ere vonatkoz¶oan.

A felhaszn¶alt m¶odszerek v¶altozatosak. Zhou et al. (2020) tanulm¶anya
adott sz¶am¶u csapat egym¶as elleni eredm¶enyeit ¶ert¶ekeli egy ir¶any¶³tott ¶elekkel
ell¶atott h¶al¶ozatban. H¶arom rangsorol¶o m¶odszert hasonl¶³tottak Äossze: a gy}o-
zelmi ar¶anyt (W/L win/loss h¶anyados), a PageRank ¶ert¶ekeket ¶es a PageRank
¶altaluk javasolt m¶odos¶³t¶as¶at, ahol megkÄulÄonbÄoztetik a j¶o ¶es a rossz ellenfelek
elleni gy}ozelmeket. Sz¶amunkra is ¶erdekes kÄovetkeztet¶esÄuk val¶os kos¶arlabda,
j¶egkorong, baseball ¶es futball eredm¶enyekre az, hogy azokban az esetekben,
ha egy bajnoks¶agban nem mindenki j¶atszik mindenkivel { ilyen a tenisz is {,

2Az ¶elet ¶ugy hozta, hogy mind a f¶er¯, mind a n}oi esetben 2020 eleje egy term¶eszetes
szakaszhat¶ar lett, mivel ezut¶an a Covid-19 j¶arv¶any miatt b}o egy ¶even keresztÄul gyakorlatilag
szÄuneteltek, illetve igencsak fogh¶³jasak voltak a nagy torn¶ak.



4 Temesi J¶ozsef { Sz¶adoczki Zsombor { Boz¶oki S¶andor

akkor a PageRank modellnek vannak el}onyei a tÄobbivel szemben.

Ram¶on et al. (2012) a f¶er¯ teniszez}ok rangsor¶ab¶ol kiv¶alasztottak 53 j¶a-
t¶ekost, akik legal¶abb 40 m¶erk}oz¶est j¶atszottak egy adott ¶evben. Egy olyan
outputorient¶alt DEA (Data Envelopment Analysis) modellt ¶³rtak fel, ahol a
kÄovetkez}o sz¶azal¶ekos ¶ert¶ekeket haszn¶alt¶ak outputk¶ent a DEA hat¶ekonys¶agi
elemz¶esn¶el: az els}o adogat¶as beÄut¶ese; az els}o ¶es a m¶asodik szerva ut¶ani pont
megnyer¶ese; a saj¶at ¶es az ellenf¶el adogat¶oj¶at¶ekainak megnyer¶ese; a break
labd¶ak megnyer¶ese, illetve h¶ar¶³t¶asa; az ellenf¶el els}o ¶es m¶asodik szerv¶aj¶anak
visszaad¶asa ut¶ani pontok megnyer¶ese. A nomin¶alis input minden j¶at¶ekos
eset¶eben 1 volt. A DEA modell s¶ulyait (kÄulÄonbÄoz}o t¶avols¶agm¶ert¶ekeket meg-
vizsg¶alva) a j¶at¶ekosok rangsorol¶as¶ara haszn¶alt¶ak.

Gu ¶es Saaty (2019) le¶³r¶o mutat¶okkal (pl. kor, bal- vagy jobbkezess¶eg, rang-
sor-helyez¶es) ¶es teljes¶³tm¶eny-mutat¶okkal (pl. ¶aszok sz¶ama, megnyert szervaj¶a-
t¶ekok, break pointok) dolgozik. Mintegy 80 ezer f¶er¯ ¶es 35 ezer n}oi m¶erk}oz¶es
hivatalos adatait dolgozt¶ak fel. El}oszÄor egy logisztikus modellel vizsg¶alt¶ak
a 44 mutat¶o jelent}os¶eg¶et a m¶erk}oz¶es kimenetel¶ere vonatkoz¶oan. Ezut¶an az
Analytic Network Process (ANP) modellt alkalmazt¶ak, ahol a kulcsmutat¶ok
faktoranal¶³zissel kapott h¶et csoportja volt az elemz¶es alapja. A modellt a
US Open 2015-Äos m¶erk}oz¶esein tesztelve 85%-os egyez¶est kaptak, ami jobb a
szok¶asos 70% kÄorÄuli el}orejelz¶esi eredm¶enyekn¶el.

KÄozelebb esik rangsorol¶asi m¶odszertanunkhoz Chao et al. (2018) cikke,
akik a nem teljes PCM (a tov¶abbiakban az angol pairwise comparison matrix
elnevez¶est haszn¶alva rÄovid¶³t¶esre) megkÄozel¶³t¶est alkalmazt¶ak fuzzy preferencia
rel¶aci¶o felhaszn¶al¶as¶aval Go j¶at¶ekosok rangsorol¶as¶ara, ¶es hozz¶ank hasonl¶oan
a gy}ozelem/veres¶eg ar¶anyokkal dolgoztak. A fuzzy megkÄozel¶³t¶es seg¶³tett az
adatok korrekci¶oj¶aban.

Baker ¶es McHale (2014) sem ¶ertettek egyet azzal a sport¶ujs¶ag¶³r¶ok ¶altal
kedvelt m¶odszerrel, hogy minden id}ok legjobbj¶at a teniszben egyszer}uen a
megnyert Grand Slam versenyek sz¶am¶aval hat¶arozz¶ak meg. Elm¶elyedtek az
1968 ¶es 2012 kÄozÄott rendezett Grand Slam m¶erk}oz¶esek r¶eszleteiben (tÄobb
mint 20 ezer m¶erk}oz¶es adatait felhaszn¶alva), ¶es a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asok
val¶osz¶³n}us¶egi modelljeinek seg¶³ts¶eg¶evel dinamikus m¶odon becsÄult¶ek az egyes
versenyz}ok j¶at¶ekerej¶et, majd a j¶at¶ekosokat a karrierjÄuk sor¶an el¶ert legnagyobb
j¶at¶eker}o ¶ert¶ekek alapj¶an rangsorolt¶ak. A vizsg¶alt 1163 j¶at¶ekos kÄozÄul az els}o
Äot: Federer, Borg, Connors, Laver, Nadal. B¶ar Temesi, Csat¶o, Boz¶oki (2012)
tanulm¶anyunk is 1973 ¶es 2012 kÄozÄott dolgozta fel az ATP adatokat, eg¶eszen
m¶as j¶at¶ekoskÄort ¶es eredm¶enyeket vett ¯gyelembe: m¶³g Baker¶ekn¶el csak a n¶egy
nagy verseny minden m¶erk}oz¶ese, addig n¶alunk a 23 listavezet}o egym¶as kÄozÄotti
eredm¶enyei sz¶am¶³tottak. ¶Es m¶egis, ¶erdekes a hasonl¶os¶ag, hiszen Federer,
Nadal, Sampras, Borg, Lendl a 23 listavezet}o kÄozÄotti sorrendÄunk { az Äotb}ol
h¶arom n¶ev azonos. Megcsin¶alt¶ak a sz¶am¶³t¶asokat a n}oi j¶at¶ekosokra is (Baker,
McHale 2017): az id}oszak 1968{2016, a n¶egy nagy bajnoks¶ag 1123 j¶at¶eko-
sa ¶es kÄozel 22 ezer m¶erk}oz¶ese. Az els}o Äot: Graf, Serena Williams, Evert,
Navratilova ¶es Court. Itt is l¶atni fogjuk a hasonl¶os¶agot jelenlegi cikkÄunk
rangsoraival.

Orb¶an-Mih¶alyk¶o et al. (2019) a WTA Head to Head eredm¶enyeket hasz-
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n¶alta fel arra, hogy a n}oi j¶at¶ekosok kÄozÄott rangsort ¶all¶³tson fel, a Thurstone
modellt alkalmazva, a param¶eterek maximum likelihood becsl¶es¶evel. A va-
l¶osz¶³n}us¶egi modellel v¶egzett sz¶am¶³t¶asok a kÄovetkez}o sorrendet gener¶alt¶ak: 1.
Navratilova, 2-3. Graf ¶es Serena Williams, 4. Evert.

CikkÄunk els}o r¶esze rÄoviden Äosszefoglalja az alkalmaz¶asi h¶atteret, illetve a
felhaszn¶alt modellez¶esi eszkÄozÄoket. A m¶asodik r¶esz a WTA-rangsorokr¶ol sz¶ol,
kit¶erve azokra a nem teljes p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asi m¶atrix tulajdons¶agokra,
amelyeket az alkalmaz¶as kapcs¶an vizsg¶altunk. V¶egezetÄul visszat¶erÄunk az
ATP-rangsorokra, majd az elemz¶esek fontosabb kÄovetkeztet¶eseit foglaljuk
Äossze, illetve kitekintÄunk a nyitott k¶erd¶esekre.

2 Az adatb¶azis

A professzion¶alis tenisz alapjai 1973 ¶ota keveset v¶altoztak. Ebben az ¶evben
alap¶³tott¶ak a hivat¶asos f¶er¯ j¶at¶ekosok (ATP) ¶es a hivat¶asos n}oi j¶at¶ekosok
(WTA) szervezet¶et. Gondosan fel¶ep¶³tett versenyrendszer biztos¶³tja, hogy a
kÄulÄonbÄoz}o t¶³pus¶u ¶es er}oss¶eg}u torn¶akon kiv¶alaszt¶odjanak a legeredm¶enyesebb
j¶at¶ekosok. Ezeken a versenyeken (gyakorlatilag a p¶enzd¶³jakkal ar¶anyos) pont-
rendszer r¶ev¶en lehet el}orehaladni ¶es a legjobbak sz¶am¶ara ki¶³rt torn¶akra be-
kerÄulni. A j¶at¶ekosoknak el}ore meghat¶arozott szab¶alyok szerint, megfelel}o
sz¶am¶u versenyen kell r¶eszt venniÄuk. Ha ,,magasabb oszt¶alyba" akarnak l¶epni,
akkor pontsz¶amuknak elegend}onek kell lennie ahhoz, hogy a selejtez}obe vagy
egyenesen a f}ot¶abl¶ara kerÄuljenek. Az els}o 2-300 legmagasabban rangsorolt
teniszez}onek van csak es¶elye arra, hogy a legnagyobb p¶enzd¶³j¶u versenyek
(¶altal¶aban 32 vagy 64 l¶etsz¶am¶u) f}ot¶abl¶aj¶an kies¶eses rendszerben min¶el el}obbre
jusson. A legrangosabb versenyek a Grand Slam torn¶ak: ez a n¶egy bajnoks¶ag
kiemelkedik a tÄobbi kÄozÄul p¶enzd¶³jai, n¶ezetts¶ege ¶es a szerezhet}o pontsz¶amok
tekintet¶eben is. Itt 128-as f}ot¶abla van, a nevez¶eseket a ranglista szerint fo-
gadj¶ak { b¶ar kiv¶etelesen mindig fenntartanak n¶eh¶any helyet feltÄorekv}o te-
hets¶egeknek vagy s¶erÄul¶esek miatt kihagy¶o ¶elj¶at¶ekosoknak: ezekr}ol a torn¶ak
szervez}obizotts¶aga dÄont.

Az ATP ¶es a WTA sz¶amontartja mindegyik hivatalos verseny eredm¶enyeit
¶es ezek egy adatb¶azisban kereshet}ok a torn¶ak ¶es egyes j¶at¶ekosok neve sze-
rint is3. A t¶aj¶ekoz¶od¶ast megkÄonny¶³ti, hogy l¶etezik egy a honlapon el¶erhet}o
H2H (head to head) statisztika, ahol k¶et megnevezett j¶at¶ekos egym¶as el-
leni Äosszes eredm¶enye megtekinthet}o. Ugyancsak a honlapon l¶athat¶o az
aktu¶alis pontsz¶amok alapj¶an Äossze¶all¶³tott ranglista4. A m¶ar eml¶³tett nevez¶es-
elfogad¶asi rendszer mellett a ranglista fontos funkci¶oja a kiemel¶esi sorrend.
ElkerÄulend}o azt, hogy a torn¶ara benevezett legmagasabb rang¶u j¶at¶ekosok
azonnal a verseny elej¶en ÄosszekerÄulve az egyenes kies¶eses rendszerben kiejts¶ek
egym¶ast, illetve biztos¶³tand¶o, hogy a gyeng¶ebben rangsoroltak csak a ma-
gasabban rangsoroltak elleni gy}ozelmekkel bizony¶³tva haladhassanak el}ore

3https://www.atptour.com, illetve https://www.wtatennis.com
4https://www.atptour.com/en/rankings/singles, illetve https://www.wtatennis.com

/rankings/singles
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(ezzel a verseny n¶ezetts¶eg¶et is nÄovelve), a j¶at¶ekosok beoszt¶asa a t¶abl¶an el}ore
meghat¶arozott. Egy 128-as t¶abl¶an az els}o ¶es m¶asodik kiemelt az 1. ¶es 128.
helyre kerÄul, a harmadik ¶es negyedik a 64. ¶es 65. helyre, ¶es ¶³gy tov¶abb, mind
a 32 kiemelt helyet betÄoltve. A tÄobbieket v¶eletlenszer}uen hozz¶ajuk sorsolj¶ak.

Minden versenyen el}ore kÄozlik a helyezettek sz¶am¶ara kiosztand¶o ranglista
pontokat. A versenyz}okre kÄulÄonbÄoz}o el}o¶³r¶asok vonatkoznak versenynapt¶aruk
elk¶esz¶³t¶esekor: h¶any versenyen kell minim¶alisan r¶eszt venniÄuk, hogyan szerez-
hetik meg a pontokat egy m¶ar az el}oz}o ¶evben is l¶atogatott versenyen ¶es ¶³gy
tov¶abb. Nem megyÄunk azonban bele a r¶eszletekbe, a l¶enyeg az, hogy ennek a
speci¶alis pontrendszernek ¶es az ¶³gy kialakul¶o rangsornak term¶eszetesen nagy
szerepe van a modern tenisz versenyrendszer¶eben, ¶es bizonyos ¶ertelemben
tÄukrÄoz is egyfajta er}osorrendet. Azonban az mindig vita t¶argya marad,
hogy ki a ,,legjobb" teniszez}o, vagy az egyik teniszez}o ,,jobb-e" a m¶asikn¶al.
Ak¶ar azt is mondhatjuk persze, hogy a ranglista alapj¶an ezeket a k¶erd¶eseket
megv¶alaszoltnak tekintjÄuk: a legjobb az aktu¶alis WTA (ATP) ranglistavezet}o,
k¶et j¶at¶ekos eset¶eben pedig az a jobb, aki el}or¶ebb ¶all a rangsorban. A tenisz
szerelmesei azonban mindig vitatj¶ak ezeket a rangsor szerint adott v¶alaszokat,
¶es van is igazs¶ag abban, hogy az Äuzleti szempontok alapj¶an (is) kre¶alt rang-
sor nem felt¶etlenÄul azt tÄukrÄozi, amit egy teniszszak¶ert}o megfelel}onek gondol.
A szak¶ert}ok p¶eld¶aul nem szeretik azt, hogy a rangsor egyform¶an kezeli a
kÄulÄonbÄoz}o bor¶³t¶asokon lej¶atszott m¶erk}oz¶eseket. Jobb lenne salakon, kem¶eny
p¶aly¶an, fÄuvÄon kÄulÄon rangsort hirdetni { mondj¶ak.

Nem akarunk a hasonl¶o vit¶akban igazs¶agot tenni. Nem szeretn¶enk a hi-
vatalos szervezetek ranglist¶ait egy m¶asik, ¶altalunk jobbnak tartott rangsorral
felv¶altani. B¶armit is javasoln¶ank, lenn¶enek ¶ad¶az kritikusaink { val¶osz¶³n}uleg
joggal. Ez¶ert egy ¶artatlanabbnak t}un}o k¶erd¶est tettÄunk fel. Mi lenne akkor,
ha k¶et versenyz}o rangsorban elfoglalt hely¶et az egym¶as elleni eredm¶enyek ¶es
a m¶as versenyz}ok ellen el¶ert eredm¶enyek kÄolcsÄonÄosen hat¶arozn¶ak meg? Ez
a megkÄozel¶³t¶es igazs¶agosnak t}unik, de bonyodalmakat is vet fel. Ind¶³tsunk
azzal, hogy az A j¶at¶ekos ,,jobb" a B j¶at¶ekosn¶al, ha tÄobbszÄor nyert ellene,
mint ah¶anyszor vesz¶³tett (milyen j¶o, hogy a teniszben nincs dÄontetlen!). Egy-
form¶an j¶ok, ha azonos a nyertes ¶es vesztes meccsek sz¶ama. K¶esz¶³tsÄunk egy
olyan m¶atrixot, ahol az egym¶as elleni W/L h¶anyadosok vannak, ¶es tekintsÄuk
ezeket az ar¶anyokat a ,,jobb" kifejez¶es m¶er}osz¶am¶anak, ha nagyobbak 1-n¶el
(k¶es}obb az esetleges 0-val val¶o oszt¶as probl¶em¶aj¶at kezelni fogjuk). A ,,nem
jobb" m¶er}osz¶ama legyen ennek a sz¶amnak a reciproka. Ez¶altal az egym¶as
elleni eredm¶enyekb}ol egy p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asi m¶atrixot kapunk.

KitÄoltve a m¶atrixot tÄobb probl¶em¶ank is akadhat. Ha bevonjuk a C j¶at¶e-
kost, akkor a sz¶amok alapj¶an kiderÄulhet, hogy A ¶es B W/L h¶anyadosa > 1,
B ¶es C W/L h¶anyadosa is > 1, s ugyanakkor A ¶es C W/L h¶anyadosa < 1.
Mint ahogyan p¶aronk¶ent egyetlen m¶erk}oz¶est j¶atszva is el}ofordulhat, hogy A
megveri B-t, B megveri C-t, de A nem veri meg C-t (ahogyan azt az els}o k¶et
m¶erk}oz¶es alapj¶an v¶arn¶ank), hanem kikap t}ole, ugyan¶³gy a W/L h¶anyadosok
szerint is el}ofordulhat ,,kÄorbever¶es". A m¶asik szembet}un}o gond az lehet, hogy
m¶ar ar¶anylag kev¶es sz¶am¶u j¶at¶ekos eredm¶enyeit feltÄuntetve l¶athat¶ov¶a v¶alik,
hogy bizonyos p¶arok soha nem j¶atszottak egym¶assal, p¶alyafut¶asuk sor¶an soha
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nem futottak Äossze, azaz nincs W/L h¶anyadosuk. Mivel mi azt az ambici¶ozus
c¶elt t}uztÄuk ki magunk el¶e, hogy 1973 ¶es 2020 kÄozÄotti topj¶at¶ekosokat hason-
l¶³tsunk Äossze ¶es pr¶ob¶aljunk meg rangsorolni, szinte biztos, hogy mind a k¶et
probl¶ema el}okerÄul.

De kik legyenek a rangsoroland¶o teniszez}ok? A f¶er¯ teniszez}ok eset¶eben
v¶egÄul a szubjekt¶³v v¶alogat¶ast feladva azt a szelekci¶os elvet alkalmaztuk (Te-
mesi, Boz¶oki, Csat¶o 2012), hogy az ATP rangsorok els}o helyezettjeinek ered-
m¶enyeib}ol ¶ep¶³tettÄuk fel adatm¶atrixunkat. Term¶eszetesen egy¶eb lehet}os¶egeink
is lettek volna: Grand Slam gy}oztes j¶at¶ekosok Äosszehasonl¶³t¶asa, ATP rang-
sorok legjobb 5-ben l¶ev}o j¶at¶ekosai, minden nemzet legjobbjai, p¶alyabor¶³t¶asok
szerinti rangsorok, ¶es ¶³gy tov¶abb. Alkalmaz¶asi szempontb¶ol v¶egÄul a fenti, j¶ol
¶ertelmezhet}o v¶altozat mellett dÄontÄottÄunk, aminek az az el}onye is megvolt,
hogy az ebben szerepl}o nevek m¶eg a tenisz ir¶ant kev¶esb¶e ¶erdekl}od}oknek is
mondanak valamit.

A hÄolgyj¶at¶ekosok eset¶eben sem t¶ertÄunk el ett}ol az elvt}ol. ÄOsszegy}ujtÄottÄuk
a WTA rangsoraib¶ol azokat a teniszez}oket, akik b¶armilyen id}oszakaszon vil¶ag-
els}ok voltak5. 27 ilyen hÄolgyet tal¶altunk. NevÄuk6 ¶es pro¯ p¶alyafut¶asuk hossza
az 1. ¶abr¶an l¶athat¶o. Az ¶abr¶ab¶ol leolvashat¶o p¶eld¶aul, hogy a leghosszabb akt¶³v
p¶alyafut¶ast Navratilova ¶es a Williams testv¶erek mondhatj¶ak a maguk¶enak,
b¶ar tÄobben is vannak m¶eg, akik a 20 ¶evhez kÄozel¶³tenek. Clijsters tÄobbszÄor is
visszavonult, majd ¶ujrakezdte. 11-en vannak, akik ma is akt¶³v versenyz}ok,
kÄoztÄuk a tÄobb mint 25 ¶eve p¶aly¶an ¶es az ¶elvonalban l¶ev}o Williams testv¶erekkel.

1. ¶abra. WTA ranglistavezet}ok hivat¶asos p¶alyafut¶as¶anak hossza

A WTA honlapj¶anak H2H rovat¶ab¶ol Äossze¶all¶³tottuk ezeknek a teniszez}ok-
nek az egym¶as elleni eredm¶enyeit, vagyis a W/L h¶anyadosokat. Ez a m¶atrix
az 1. t¶abl¶azatban tal¶alhat¶o.

5https://en.wikipedia.org/wiki/List of WTA number 1 ranked tennis players
6A teniszez}ok nev¶enek ¶³r¶asakor azoknak a WTA, illetve az ATP honlapokon szerepl}o

form¶aj¶at haszn¶aljuk.
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Goolagong Evert Navratilova Austin Graf Sanchez Seles Capriati Davenport

Goolagong 12/26 12/15 4/4
Evert 26/12 37/43 9/8 6/7 1/1 2/1
Navratilova 15/12 43/37 20/13 9/9 12/3 7/10 1/1 1/0
Austin 4/4 8/9 13/20 1/1
Graf 7/6 9/9 1/1 28/8 10/5 10/1 8/6
Sanchez 1/1 3/12 8/28 3/20 6/4 7/5
Seles 1/2 10/7 5/10 20/3 9/5 3/10
Capriati 1/1 1/10 4/6 5/9 3/9
Davenport 0/1 6/8 5/7 10/3 9/3
Mauresmo 0/1 2/1 2/3 7/4 4/12
Hingis 2/7 18/2 15/5 5/4 11/14
V.Williams 2/3 6/3 9/1 4/0 13/14
S.Williams 1/1 3/4 4/1 10/7 10/4
Clijsters 0/1 4/0 0/1 3/3 9/8
Henin 0/1 3/4 5/2 7/5
Sa¯na 1/2
Jankovic 2/4
Sharapova 0/1 0/1 5/1
Ivanovic 0/1
Azarenka
Kerber 0/1
Wozniacki 0/1
Halep
Pliskova
Barty
Muguruza
Osaka

1. t¶abl¶azat. A WTA ranglistavezet}ok egym¶as elleni eredm¶enyei, a W/L h¶anyadosok

Mauresmo Hingis V.Williams S.Williams Clijsters Henin Sa¯na Jankovic Sharapova

Goolagong
Evert
Navratilova
Austin
Graf 1/0 7/2 3/2 1/1 1/0
Sanchez 1/2 2/18 3/6 4/3 0/4 1/0
Seles 3/2 5/15 1/9 1/4 1/0 4/3 1/0
Capriati 4/7 4/5 0/4 7/10 3/3 2/5 1/0
Davenport 12/4 14/11 14/13 4/10 8/9 5/7 2/1 4/2 1/5
Mauresmo 7/8 3/5 2/10 7/8 6/8 4/3 6/1 3/1
Hingis 8/7 11/10 6/7 4/5 2/2 2/1 0/2 1/2
V.Williams 5/3 10/11 12/19 6/7 7/2 3/1 7/7 3/5
S.Williams 10/2 7/6 19/12 7/2 8/6 6/1 10/4 20/2
Clijsters 8/7 5/4 7/6 2/7 13/12 8/2 8/1 5/4
Henin 8/6 2/2 2/7 6/8 12/13 5/1 10/0 7/3
Sa¯na 3/4 1/2 1/3 1/6 2/8 1/5 3/4 3/4
Jankovic 1/6 2/0 7/7 4/10 1/8 0/10 4/3 1/8
Sharapova 1/3 2/1 5/3 2/20 4/5 3/7 4/3 8/1
Ivanovic 2/6 1/1 3/9 1/9 0/6 0/5 3/1 9/3 4/10
Azarenka 2/0 1/0 3/6 5/18 3/4 2/4 7/4 7/8
Kerber 6/3 3/6 1/0 0/2 4/2 5/4
Wozniacki 1/0 0/2 1/7 1/10 0/3 0/1 0/1 6/5 4/7
Halep 4/3 2/9 0/1 0/1 7/1 2/7
Pliskova 2/1 2/2 1/1 0/2
Barty 2/0 0/2 2/1
Muguruza 2/4 3/3 1/0 3/2 1/3
Osaka 1/1 2/1 1/0

1. t¶abl¶azat. A WTA ranglistavezet}ok egym¶as elleni eredm¶enyei, a W/L h¶anyadosok (folyt.)
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Ivanovic Azarenka Kerber Wozniacki Halep Pliskova Barty Muguruza Osaka

Goolagong
Evert
Navratilova
Austin
Graf
Sanchez
Seles
Capriati
Davenport 1/0 1/0 1/0
Mauresmo 6/2 0/2 0/1
Hingis 1/1 0/1 2/0
V.Williams 9/3 6/3 3/6 7/1 3/4 1/2 0/2 4/2 1/1
S.Williams 9/1 18/5 6/3 10/1 9/2 2/2 2/0 3/3 1/2
Clijsters 6/0 4/3 0/1 3/0 1/0 0/1
Henin 5/0 2/0 1/0
Sa¯na 1/3 4/2 1/0 1/0
Jankovic 3/9 4/7 2/4 5/6 1/7 1/1 2/3
Sharapova 10/4 8/7 4/5 7/4 7/2 2/0 1/2 3/1 0/1
Ivanovic 3/5 5/2 5/2 3/2 0/5 0/1
Azarenka 5/3 8/1 7/4 2/3 4/4 1/1 2/2 1/3
Kerber 2/5 1/8 8/7 5/6 7/5 2/2 3/5 4/1
Wozniacki 2/5 4/7 7/8 5/2 6/4 3/0 3/3 2/1
Halep 2/3 3/2 6/5 2/5 8/4 3/1 3/4 4/1
Pliskova 5/0 4/4 5/7 4/6 4/8 2/4 8/2 3/2
Barty 1/1 2/2 0/3 1/3 4/2 2/1 2/2
Muguruza 1/0 2/2 5/3 3/3 4/3 2/8 1/2
Osaka 3/1 1/4 1/2 1/4 2/3 2/2

1. t¶abl¶azat. A WTA ranglistavezet}ok egym¶as elleni eredm¶enyei, a W/L h¶anyadosok (folyt.)

A m¶atrix nyilv¶anval¶oan nem teljes, hiszen akinek a p¶alyafut¶asi szakasza az
1. ¶abr¶an egyetlen pontban sem kÄozÄos egy m¶asik j¶at¶ekos¶eval, annak a k¶et teni-
szez}onek eleve nem lehet W/L h¶anyadosa. Ha jobban megn¶ezzÄuk az elemeket,
kÄonnyen tal¶alunk p¶eld¶at a ,,kÄorbever¶esre" is, p¶eld¶aul az Henin { Davenport
{ Venus Williams tri¶o eset¶eben. Az 1. ¶abra ¶es az 1. t¶abl¶azat inform¶aci¶oinak
megjelen¶³t¶es¶et szolg¶alja a 2. ¶abra gr¶afja.

Itt most ink¶abb a szeml¶eltet¶es a c¶elja, az elemz¶esekn¶el viszont vissza fo-
gunk t¶erni ennek a gr¶afnak a tulajdons¶agaira. Egyel}ore annyit ¶erdemes az
¶abr¶ar¶ol megjegyezni, hogy l¶athat¶oan elkÄulÄonÄulnek az id}otengely elej¶en ¶es az
id}otengely v¶eg¶en tal¶alhat¶o j¶at¶ekosok, ¶es tal¶alunk ,,ÄosszekÄot}o" egy¶enis¶egeket,
mint p¶eld¶aul Sharapova vagy a Williams-testv¶erek. Navratilov¶ar¶ol azt gon-
doln¶ank, hogy }o is ebbe a csoportba fog tartozni hossz¶u p¶alyafut¶asa ok¶an,
de }o ¶eppen annak a p¶eld¶aja, hogy a karrierutak hossza n¶emileg csal¶oka, mert
az egyesre vonatkoz¶o p¶alyafut¶as Äosszekapcsol¶odik a hivat¶asos p¶aros szerep-
l¶esekkel { ez Navratilov¶an¶al j¶oval hosszabb ¶es tÄobb versenyt jelent, mint az
egyes szerepl¶es. Navratilova 8 j¶at¶ekossal tal¶alkozott a m¶asik 26-b¶ol, Shara-
pova 20 m¶asik versenyz}ovel j¶atszott legal¶abb egy m¶erk}oz¶est. A gr¶afban ez a
cs¶ucsok foksz¶am¶anak felel meg. Ezek a foksz¶amok 3 ¶es 22 kÄozÄott mozognak.
R¶an¶ez¶esre nem kÄonny}u ellen}orizni, de az is igaz, hogy a 2. ¶abra gr¶afja Äossze-
fÄugg}o, tenisznyelven teh¶at nem tal¶alunk olyan egy vagy tÄobb f}ob}ol ¶all¶o cso-
portot, akik ne j¶atszottak volna legal¶abb egy j¶at¶ekossal a csoporton k¶³vÄuliek
kÄozÄul.
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2. ¶abra. A WTA ranglist¶at vezet}o n}oi teniszez}ok egym¶as elleni m¶erk}oz¶eseinek gr¶afja

3 P¶aros Äosszehasonl¶³t¶asok tulajdons¶agai

Miel}ott tov¶abbmenn¶enk, rÄoviden Äosszefoglalunk n¶eh¶any de¯n¶³ci¶ot ¶es t¶etelt.
Ezekre a le¶³r¶as ¶es az elemz¶es sor¶an hivatkozni fogunk. Az itt t¶argyalt fogal-
makat sokszor nem a konkr¶et alkalmaz¶as szempontj¶ab¶ol, hanem att¶ol ¶alta-
l¶anosabban fogalmazzuk meg, azonban jelÄol¶eseinket a k¶es}obbi t¶argyal¶ashoz
igaz¶³tjuk.

JelÄolje P1; P2; . . . ; Pn az ¶altalunk vizsg¶alt alternat¶³v¶akat (szempontokat,
szavaz¶oer}oket vagy esetÄunkben j¶at¶ekosokat)!

1. De¯n¶³ci¶o. Egy n £ n-es P = [pij ] m¶atrixot p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as
m¶atrixnak (PCM) nevezÄunk, ha teljes¶³ti az al¶abbi tulajdons¶agokat:

(i) pij > 0, i; j = 1; 2; . . . ; n (pozitivit¶as)

(ii) pji = 1=pij, i; j = 1; 2; . . . ; n (reciprocit¶as), ¶³gy pii = 1, i = 1; 2; . . . ; n
(homogenit¶as).

A m¶atrix ¶altal¶anos eleme, pij azt mutatja meg, hogy h¶anyszor jobb/na-
gyobb/er}osebb/fontosabb a Pi alternat¶³va, mint a Pj alternat¶³va. Gyakor-
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lati szempontb¶ol rendk¶³vÄul fontos k¶erd¶es a m¶atrix inkonzisztenci¶aja (ellent-
mond¶asoss¶aga).

2. De¯n¶³ci¶o. Egy PCM-et konzisztensnek nevezÄunk, ha minden alternat¶³-
va-h¶armasra (tri¶adra) teljesÄul, hogy

(iii) pik = pij ¢ pjk, i; j; k = 1; 2; . . . ; n (kardin¶alis tranzitivit¶as).

Ha egyetlen tri¶ad eset¶en is s¶erÄul az egyenl}os¶eg, akkor a PCM inkonzisztens.

Ezen felÄul egy tri¶adot ordin¶alisan intranzit¶³vnak nevezÄunk, ha a megfelel}o
m¶atrixelemek ¶altal meghat¶arozott sorrend is ellentmond¶asos. Azaz p¶eldak¶epp
pik > 1, pjk < 1 ¶es pij < 1, vagyis Pi alternat¶³va jobb, mint Pk alternat¶³va,
m¶³g Pk jobb, mint Pj , azonban Pj jobb, mint Pi. A mi vizsg¶alatainkban az
ordin¶alisan intranzit¶³v tri¶adok rendk¶³vÄul j¶ol interpret¶alhat¶oak a j¶at¶ekos-h¶ar-
masok egym¶as kÄozti kÄorbever¶ese seg¶³ts¶eg¶evel. Az inkonzisztencia a kÄulÄonbÄoz}o
PCM-ek eset¶en term¶eszetesen elt¶er}o er}oss¶eg}u lehet, melynek m¶er¶ese hatalmas
szakirodalommal rendelkezik (Brunelli 2018). Ennek ellen¶ere a mai napig a
Saaty (1977) ¶altal javasolt CR (Consistency Ratio) inkonzisztencia index
maradt a legn¶epszer}ubb a gyakorlati alkalmaz¶asok ter¶en, melyre a CR < 0;1
elfogadhat¶os¶agi szab¶aly a legelterjedtebb.

3. De¯n¶³ci¶o. A P n £ n-es PCM CR inkonzisztencia indexe:

CR =
CI

RI

ahol CI (Consistency Index) az al¶abbi m¶odon sz¶amolhat¶o:

CI =
¸max ¡ n

n ¡ 1

ahol ¸max a P m¶atrix domin¶ans saj¶at¶ert¶eke, m¶³g RI (Random Index) egy
elegend}oen nagy, v¶eletlenszer}uen gener¶alt n £ n-es PCM-ekb}ol ¶all¶o mint¶an
sz¶am¶³tott ¶atlagos CI.

Egy PCM-b}ol kÄulÄonbÄoz}o m¶odszerek seg¶³ts¶eg¶evel egy s¶ulyvektort tudunk
kisz¶am¶³tani, amely megadja az alternat¶³v¶ak j¶os¶ag¶at (er}oss¶eg¶et, fontoss¶ag¶at).
A k¶et leggyakrabban alkalmazott s¶ulysz¶am¶³t¶asi technika a saj¶atvektor m¶odszer
(SV) (Saaty 1977) ¶es a logaritmikus legkisebb n¶egyzetek m¶odszere (LLNM)
(Crawford, Williams 1985), melyek az al¶abbi formul¶akkal adottak:

a) SV: Pw = ¸max ¢ w;

b) LLNM:
nX

i=1

nX

j=1

³
ln pij ¡ ln

wi

wj

´2

!
w

min ;

ahol w jelÄoli a kisz¶amolt s¶ulyvektort, melynek elemei wi (i = 1; . . . ; n),
¸max pedig, mint kor¶abban, a P m¶atrix domin¶ans saj¶at¶ert¶eke. Ha egy
PCM konzisztens, akkor semmilyen ellentmond¶ast nem tartalmaz, ¶³gy ele-
mei pontosan fÄol¶³rhat¶oak pij = wi=wj alakban, ez¶altal b¶armely s¶ulysz¶am¶³t¶asi
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technik¶at alkalmazzuk is, mindegyik ugyanazon s¶ulyvektorhoz vezet. Emi-
att gyakori, hogy egy inkonzisztens m¶atrixot egy konzisztenssel kÄozel¶³tÄunk
kÄulÄonbÄoz}o m¶odszerek ment¶en (Anholcer, FÄulÄop 2019).

El}ofordulhat azonban, hogy a PCM n¶eh¶any eleme hi¶anyzik. Ennek h¶at-
ter¶eben sz¶amos ok ¶allhat: lehets¶eges, hogy az Äosszehasonl¶³t¶asok egyszer}uen
nem elv¶egezhet}oek (mint az ¶altalunk vizsg¶alt p¶eld¶akban), adatveszt¶es tÄort¶ent,
vagy esetleg a dÄont¶eshoz¶onak nincs el¶eg ideje az Äosszes elem meghat¶aroz¶as¶a-
hoz. Ekkor nem teljesen kitÄoltÄott p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as m¶atrixokr¶ol besz¶e-
lÄunk. A kor¶abban eml¶³tett s¶ulysz¶am¶³t¶asi technik¶ak kÄonnyen ¶altal¶anos¶³that¶ok
a nem teljesen kitÄoltÄott esetre is. A saj¶atvektor m¶odszer alkalmaz¶asa a mi-
nim¶alis CR ¶ert¶eket eredm¶enyez}o kitÄolt¶esen alapszik (Shiraishi, Obata, Daigo
1998), m¶³g az LLNM eset¶eben az optimaliz¶al¶asi feladatot csak az ismert ele-
mek alapj¶an v¶egezzÄuk el.

A nem teljesen kitÄoltÄott eset vizsg¶alat¶at nagyban megkÄonny¶³ti a gr¶afrepre-
zent¶aci¶ora val¶o ¶att¶er¶es.

4. De¯n¶³ci¶o. A G = (V;E) ir¶any¶³tatlan gr¶afot, ahol V a gr¶af cs¶ucsainak,
E pedig az ¶eleinek halmaza, a P nem teljesen kitÄoltÄott PCM reprezent¶al¶o
gr¶afj¶anak nevezzÄuk, ha V megfeleltethet}o a P m¶atrix alternat¶³v¶ainak, ¶es egy
adott ¶el pontosan akkor eleme E-nek, ha a P m¶atrix megfelel}o eleme ismert.

A reprezent¶al¶o gr¶af n¶eh¶any tulajdons¶ag¶anak seg¶³ts¶eg¶evel sz¶amos p¶aros
Äosszehasonl¶³t¶asokkal kapcsolatos probl¶ema ¶es eredm¶eny fogalmazhat¶o meg.

1. T¶etel. (Boz¶oki, FÄulÄop, R¶onyai 2010). Az SV ¶es LLNM nem teljesen
kitÄoltÄott esetre ¶altal¶anos¶³tott s¶ulysz¶am¶³t¶asi m¶odszereknek pontosan akkor egy-
¶ertelm}u a megold¶asa, ha a PCM-et reprezent¶al¶o gr¶af ÄosszefÄugg}o.

Egy gr¶afot ÄosszefÄugg}onek nevezÄunk, ha b¶armely k¶et cs¶ucsa kÄozÄott vezet ¶ut.
Amennyiben k¶et elem kÄozÄott ez nem teljesÄul, akkor a s¶ulyaik (er}oviszonyuk)
kapcsolat¶at sem tudjuk egy¶ertelm}uen meg¶allap¶³tani. Azonban az ÄosszefÄugg}o-
s¶eg szigor¶ubb v¶altozatait is ¶erdemes lehet megvizsg¶alni a feladatunk kapcs¶an:
ezekre ki is t¶erÄunk majd elemz¶esÄunkben.

5. De¯n¶³ci¶o. a) A G = (V;E) gr¶afot k-szorosan ¶elÄosszefÄugg}onek nevezzÄuk,
ha b¶arhogyan t¶avol¶³tunk el kevesebb, mint k darab ¶elt a gr¶afb¶ol, az ÄosszefÄugg}o
marad, azaz b¶armely G0 = (V; EnH) gr¶af ÄosszefÄugg}o, ahol H ½ E ¶es jHj < k.
A G gr¶af ¶elÄosszefÄugg}os¶ege a maxim¶alis k, melyre G k-szorosan ¶elÄosszefÄugg}o.

b) A G = (V; E) gr¶afot k-szorosan cs¶ucsÄosszefÄugg}onek nevezzÄuk, ha b¶ar-
hogyan t¶avol¶³tunk el kevesebb, mint k darab cs¶ucsot a gr¶afb¶ol, az ÄosszefÄugg}o
marad, azaz b¶armely G0 = (V nL; E) gr¶af ÄosszefÄugg}o, ahol L ½ V ¶es jLj < k.
A G gr¶af cs¶ucsÄosszefÄugg}os¶ege a maxim¶alis k, melyre G k-szorosan cs¶ucsÄossze-
fÄugg}o.

Szint¶en k¶erd¶eses lehet k¶et elem viszony¶anak megb¶³zhat¶os¶aga a s¶ulyokat
tekintve, amennyiben kÄozÄottÄuk csak egy hossz¶u, sok Äosszehasonl¶³t¶ast tartal-
maz¶o indirekt ¶ut vezet. Ennek a probl¶em¶anak egy term¶eszetes m¶er}osz¶ama a
gr¶af ¶atm¶er}oje.
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6. De¯n¶³ci¶o. Egy G = (V; E) ÄosszefÄugg}o gr¶af ¶atm¶er}oje (d) a leghosszabb
legrÄovidebb ¶ut a gr¶af b¶armely k¶et cs¶ucsa kÄozÄott:

d = max
u;v2V

l(u; v)

ahol l(¢; ¢) a gr¶aft¶avols¶agot, vagyis a legrÄovidebb utat jelÄoli k¶et cs¶ucs kÄozÄott
(esetÄunkben minden ¶el s¶ulya 1).

4 Az adatok el}ok¶esz¶³t¶ese

A dÄont¶esi feladatokn¶al alkalmazott p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asok ¶altal¶aban a leg-
jobb elem kiv¶alaszt¶as¶at, vagy ezen t¶ulmen}oen egy r¶eszleges vagy teljes rang-
sor fel¶all¶³t¶as¶at t}uzik ki c¶elul. A dÄont¶eshoz¶o minden elemp¶art Äosszehasonl¶³t az
el}ore megadott ar¶anysk¶al¶an (vagy Äosszehasonl¶³t¶asait egy ilyen sk¶al¶ara transz-
form¶alj¶ak), s az¶³gy gener¶alt PCM szolg¶al a tov¶abbi sz¶am¶³t¶asok alapj¶aul. Mint
az el}oz}o alfejezetben l¶attuk, a rangsor el}o¶all¶³t¶asa akkor a legegyszer}ubb, ha a
PCM konzisztens. Val¶os feladatokn¶al azonban ¶altal¶aban nem biztos¶³that¶o a
dÄont¶eshoz¶o tÄok¶eletes konzisztenci¶aja, a PCM mag¶at¶ol ¶ertet}od}o m¶odon meg-
s¶ertheti az ar¶anyokra vonatkoz¶o konzisztencia-szab¶alyt, s}ot, ak¶ar nem tran-
zit¶³v kÄorh¶armasok is el}ofordulhatnak. A dÄont¶eshozatallal foglalkoz¶o kutat¶ok
¶es gyakorlati szakemberek er}ofesz¶³t¶esei ez¶ert tÄobbir¶any¶uak. Egyr¶eszt az in-
konzisztencia-indexek ¶es kÄuszÄobÄok meghat¶aroz¶as¶aval igyekeznek kisz}urni az
¶³t¶eleteikben megb¶³zhatatlan vagy egyszer}uen hanyag dÄont¶eshoz¶okat (akik p¶el-
d¶aul egy-egy elemet rosszul jegyeznek fel), majd vagy a dÄont¶eshoz¶okat szem-
bes¶³tik kÄovetkezetlens¶egeikkel, r¶ab¶³rva }oket az esetleges v¶altoztat¶asra, vagy
pedig automatikus m¶odszereket fejlesztenek ki (ha a dÄont¶eshoz¶o nem el¶erhet}o)
a PCM elemeinek korrekci¶oj¶ara, a kÄozel-konzisztens vagy konzisztens ¶allapot
el¶er¶es¶ere. M¶asr¶eszt olyan k¶erdez¶esi technik¶akat fejlesztenek ki, amelyek ezeket
a hib¶akat a minimumra csÄokkenthetik. A szakirodalom mindegyik eset-
ben rendk¶³vÄul szerte¶agaz¶o megold¶asokat javasol (l¶asd p¶eld¶aul Pereira, Costa
2018). EsetÄunkben nincs szÄuks¶eg ezekre a m¶odszerekre, hiszen nincs ,,dÄon-
t¶eshoz¶o", a PCM objekt¶³v adatokb¶ol ¶epÄul fel, a m¶atrixban detekt¶alhat¶o in-
konzisztencia ¶es intranzitivit¶as nem korrig¶aland¶o { viszont ¶erdemes lesz majd
tudnunk ezek m¶ert¶ek¶er}ol.

Ugyanakkor a PCM val¶os h¶attere a m¶odszertan alkalmaz¶asa kapcs¶an
egy¶eb probl¶em¶akat vet fel. Ezeket az ATP-rangsoraink el}ok¶esz¶³t¶ese sor¶an
alaposan megvizsg¶altuk, itt most az¶ert t¶erÄunk ki r¶ajuk rÄoviden, mert ugyan-
azokat a korrekci¶os ¶es transzform¶aci¶os elveket fogjuk a WTA-rangsorokn¶al
is alkalmazni. A r¶eszletek a Temesi, Boz¶oki, Csat¶o (2012) tanulm¶anyban
¶erhet}ok el.

a) Valamelyik j¶at¶ekosp¶ar eset¶eben a nyert vagy vesz¶³tett m¶erk}oz¶esek sz¶ama
0. Ekkor a W/L h¶anyados (vagy reciproka) nevez}oj¶eben 0 jelenne meg. Ezek
a p¶arok kihagyhat¶ok lenn¶enek ebb}ol a technikai okb¶ol kifoly¶olag, ez azonban
m¶elt¶anytalan lenne a gy}oztesekkel szemben, ¶es eltorz¶³tan¶a az Äosszehasonl¶³t¶ast.
Sz¶am¶³t¶assorozatokat v¶egeztÄunk tÄobb adatkorrekci¶os megold¶assal, ezek kÄozÄul
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kett}o jelenik meg a Boz¶oki, Csat¶o, Temesi (2016) cikkben. Minden sz¶am¶³t¶a-
sunk arra vezetett, hogy a W/L h¶anyadosok korrekci¶oja (a k¶es}obb t¶argyaland¶o
terjedelem-transzform¶aci¶oval egyÄutt) nem okoz jelent}os elt¶er¶est a rangsorok-
ban, ¶³gy a tov¶abbiakban a (3)-ban le¶³rt korrekci¶ot alkalmaztuk a PCM alap-
adatok W/L alap¶u kitÄolt¶esekor. Form¶alisan legyenek az alapadatok:

zij (i; j = 1; . . . ; n; i 6= j): a Pi ¶es Pj j¶at¶ekosok kÄozÄotti
m¶erk}oz¶esek sz¶ama, (zij = zji);

xij (i 6= j): a Pi ¶es Pj j¶at¶ekosok kÄozÄotti azon m¶erk}oz¶esek
sz¶ama, ahol Pi volt a gy}oztes;

(1)

yij = zij ¡ xij (i 6= j): a Pi ¶es Pj j¶at¶ekosok kÄozÄotti azon
m¶erk}oz¶esek sz¶ama, ahol Pi vesz¶³tett.

A PCM m¶atrix legyen n elem}u ¶es jelÄolje a Pi ¶es Pj j¶at¶ekosok kÄozÄotti W/L
h¶anyadosokat pij, i; j = 1; . . . ; n. Ekkor a teniszez}ok P p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asi
m¶atrix¶anak elemei:

pij =

8
<
:

xij=yij; ha i > j ¶es xij 6= 0, yij 6= 0;
yji=xji = 1=pji; ha i < j ¶es xji 6= 0, yji 6= 0;
1; ha i = j.

(2)

pij ¶es pji minden m¶as esetben hi¶anyzik. V¶egezzÄuk el a kÄovetkez}o adat-
korrekci¶ot:

pij =

½
xij + 2; ha xij 6= 0, yij = 0;
1=(yij + 2) = 1=pji; ha xij = 0, yij 6= 0 .

(3)

JegyezzÄuk meg, hogy ennek a fel¶³r¶asnak az ¶ertelm¶eben a P m¶atrix nem
teljes. Ha a k¶et j¶at¶ekos nem tal¶alkozott egym¶assal a p¶aly¶an, akkor a megfelel}o
elemet Äuresen hagytuk. A m¶atrix pij ¶altal¶anos elem¶enek ¶ertelmez¶ese: h¶any-
szor er}osebb a Pi j¶at¶ekos, mint a Pj j¶at¶ekos.

b) Az alapadatokb¶ol a fenti m¶odon gener¶alt PCM { mint ahogyan az az
1. t¶abl¶azatb¶ol is kÄonnyen l¶athat¶o { a zij Äosszes m¶erk}oz¶essz¶amban sz¶els}os¶eges
kÄulÄonbs¶egeket mutat, s ez¶altal a pij ¶ert¶ekek terjedelme is nagy. Ennek a
terjedelemnek az Äosszeh¶uz¶as¶at hivatott elv¶egezni az al¶abbi transzform¶aci¶o:

tij = p
min(zij=K;1)
ij

K = max
i;j

zij

(4)

ahol a transzform¶aci¶os kitev}o K fenti v¶alaszt¶as¶aval az egym¶as elleni m¶erk}oz¶e-
sek sz¶am¶anak ¶es az Äosszes p¶arra vonatkoz¶o m¶erk}oz¶esek sz¶ama maximum¶anak
a h¶anyadosa. Ha mindenki ugyanannyi m¶erk}oz¶est j¶atszott, akkor tij = pij .
Ha k¶et j¶at¶ekos nagyon keveset j¶atszott egym¶assal, akkor az adott tij elem
{ ¶erthet}oen { az 1-hez kÄozel¶³t, ¶es mivel a tÄobbi h¶anyadost is Äosszeh¶uzza a
transzform¶aci¶o, elkerÄuljÄuk az er}ofÄol¶enyt jellemz}o tij ¶ert¶ekek sz¶els}os¶egeit, ki-
egyens¶ulyozottabb¶a t¶eve az indul¶o T m¶atrixot.
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c) Az egym¶as elleni m¶erk}oz¶esek sz¶ambav¶etel¶evel k¶esz¶³tett rangsor tÄobb
¶eszrev¶etelt is gener¶alt, ezekre ¶erdemes rÄoviden kit¶erni:

² Mi¶ert nem korrig¶aljuk az eredm¶enyeket az egyes j¶at¶ekosok p¶alyafut¶as¶a-
nak korai, legsikeresebb ¶es k¶es}oi szakasz¶anak megfelel}oen? FelmerÄulhet
az, hogy nem m¶elt¶anyos egy k¶es}obbi nagy j¶at¶ekos korai m¶erk}oz¶eseit az
¶eppen karrierjÄuk cs¶ucs¶an l¶ev}o j¶at¶ekosokkal szemben ugyanolyan s¶ullyal
¯gyelembe venni, mintha p¶aly¶ajuk azonos szakasz¶aban lenn¶enek. Ezt
k¶et okb¶ol is elvetettÄuk. Egyr¶eszt nem kÄonny}u a korai ¶es k¶es}oi szaka-
szok meghat¶aroz¶asa, mind ez, mind pedig a s¶ulyok nagys¶aga el¶egg¶e er}os
szubjekt¶³v t¶enyez}ot jelentene az elemz¶esek sz¶am¶ara. M¶asr¶eszt mindig
vannak olyan teniszez}ok, akik m¶ar p¶aly¶ajuk elej¶en nagyon j¶ok b¶arki
ellen (Austin, Osaka), egyesek hull¶amz¶o teljes¶³tm¶enyt ny¶ujtanak (Mu-
guruza), m¶asok mindig j¶ok (Serena Williams), m¶³g vannak olyanok is,
akik hamar visszavonulva el sem ¶erik a k¶es}oi szakaszt (Henin), a nagy
visszat¶er}okr}ol nem is besz¶elve (Clijsters). V¶elem¶enyÄunk szerint teh¶at
az id}ot¶enyez}o bev¶etele tÄobb torz¶³t¶ast vinne a rangsorokba, mintha ezzel
nem foglalkozunk7.

² KÄulÄonbs¶eget lehetne tenni a kÄulÄonbÄoz}o bor¶³t¶asokon el¶ert eredm¶enyek
kÄozÄott. Ez ism¶et ingov¶anyos terepre vezetne bennÄunket, akkor is, ha a
bor¶³t¶asokat l¶atn¶ank el s¶ulyokkal, ¶es akkor is, ha egy¶enileg tenn¶enk kÄu-
lÄonbs¶eget. Az els}o megold¶as ism¶et t¶uls¶agosan szubjekt¶³v lenne (p¶eld¶aul
salak 1, f}u 2, kem¶eny p¶alya 0,5) { a szak¶ert}ok gyanakv¶as¶at v¶altan¶ank
ki, ha bevezetn¶enk egy ilyen Äotletet. A m¶asodik esetben ¶ujra csak
az eldÄonthetetlen vit¶ak terep¶ere t¶evedn¶enk: hogy jÄovÄunk ahhoz, hogy
Nadal salakos eredm¶enyeit vagy Federer fÄuves eredm¶enyeit kisebb s¶ullyal
vegyÄuk ¯gyelembe (mert }ok ,,t¶ul j¶ok" ezeken a felÄuleteken), vagy ¶eppen
ellenkez}oleg: Nadal fÄuves eredm¶enyeit vagy Federer salakos eredm¶enyeit
¶ats¶ulyozzuk { mikÄozben persze akkor ezt mindenki m¶assal is egyenk¶ent
meg kellene tenni. Az egyetlen j¶o megold¶as az, ha a p¶alyabor¶³t¶asok
szerint kÄulÄon rangsorokat k¶esz¶³tÄunk. Ez val¶oban megtehet}o, az adatok
sz¶etszedhet}ok, azonban mi most ezt a v¶altozatot nem v¶allaltuk.

² Elvileg ¯gyelembe lehetne venni, hogy egy-egy gy}ozelem 3 nyert j¶atsz-
m¶ara men}o kÄuzdelemben d}olt el, vagy 2 nyert j¶atszm¶aban. Az ATP
elemz¶esben ezzel nem foglalkoztunk. A n}ok eset¶eben ilyen probl¶ema
nincs, mert mindenÄutt, a n¶egy nagy versenyen is k¶et nyert j¶atszma dÄont.
Viszont felvet}odhet az, hogy { ha m¶ar er}osorrendr}ol van sz¶o { a j¶atsz-
maar¶anyokat is megn¶ezzÄuk. S}ot, a W/L h¶anyadost k¶et j¶at¶ekos kÄozÄott

7Ugyanakkor az ¶eletkor ¶es a teljes¶³tm¶eny Äosszevet¶ese nem lehetetlen. Kovalchik et al.
(2017) 250 top 100 n}oi teniszez}o teljes¶³tm¶eny¶et vizsg¶alta az 1990 ¶es 2015 kÄozÄotti id}oszakban.
Er}os ÄosszefÄugg¶est tal¶altak a j¶at¶ekosok ¶evenk¶enti legjobb helyez¶eseib}ol alkotott gÄorbe alakja
¶es a teljes karrier alatti legjobb helyez¶es kÄozÄott. A legmagasabban rangsorolt versenyz}ok
voltak a leg¯atalabbak az els}o rangsorbeli megjelen¶esÄuk idej¶en (a top 10 ¶atlagban 15,5

¶evesen l¶epett be a rangsorba). }Ok voltak azok is, akik a legtov¶abb a rangsorban maradtak
(29,0 ¶ev, ellent¶etben az 51-100. helyen l¶ev}ok 24,4 ¶ev¶evel).
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a j¶atszm¶akb¶ol is sz¶amolhatn¶ank! A f¶er¯ak eset¶eben v¶egeztÄunk sz¶a-
m¶³t¶asokat a j¶atszmaar¶anyok seg¶³ts¶eg¶evel, azonban a kapott rangsorok
alig kÄulÄonbÄoztek a m¶erk}oz¶esar¶anyokkal sz¶am¶³tott rangsorokt¶ol, ¶³gy nem
l¶atjuk ¶ertelm¶et egy ilyen mesters¶eges konstrukci¶onak. Viszont megva-
l¶os¶³that¶onak l¶atjuk azt, hogy a j¶atszmaar¶anyok seg¶³ts¶eg¶evel ,,eltÄuntes-
sÄuk" a dÄontetleneket a T m¶atrixb¶ol. Ahol k¶et j¶at¶ekos W/L h¶anyadosa
1, ott a j¶atszmaar¶annyal korrig¶alva ,,eldÄonthetjÄuk", hogy kit tekintÄunk
,,jobbnak". Ennek az az el}onye, hogy a kÄorbever¶esek kezel¶ese m¶odszer-
tanilag egyszer}ubben megoldhat¶o a dÄontetlenek n¶elkÄuli p¶aros Äosszeha-
sonl¶³t¶asi m¶atrixok eset¶eben. Mivel elemz¶eseink erre az aspektusra is
kit¶ernek, a 7. fejezetben bevezetÄunk egy ilyen korrekci¶ot.

V¶egÄul ¶erdemes megeml¶³teni azt, hogy sz¶am¶³t¶asaink eredm¶enyei hogyan in-
terpret¶alhat¶ok. A c¶el ugyan a nem teljes PC m¶atrixokra vonatkoz¶o alkalma-
z¶asi lehet}os¶eg bemutat¶asa egy olyan p¶eld¶an keresztÄul, ahol egyben j¶ol szem-
l¶eltethet}o a kÄozvetett kapcsolatokon keresztÄul tÄort¶en}o rangsor kialak¶³t¶asa
egym¶assal kÄozvetlenÄul Äossze nem hasonl¶³tott elemekre vonatkoz¶oan, ¶am el-
j¶atszhatunk azzal a gondolattal, hogy egyben egyfajta ,,ÄorÄokrangsort" kap-
tunk: sz¶am¶³t¶asaink megmutatj¶ak, hogy ki a legjobb (m¶asodik legjobb, ¶es ¶³gy
tov¶abb) az elm¶ult majd' Äotven ¶ev n}oi tenisz¶eben. B¶ar { mint l¶atni fogjuk,
illetve az ATP-rangsorokban a f¶er¯akra vonatkoz¶oan el}oz}o publik¶aci¶oinkban
bemutattuk { a rangsoraink szak¶ert}oi szemmel is re¶alisak, ¶ovn¶ank att¶ol,
hogy t¶ul¶ert¶ekeljÄuk azokat. Ezek a rangsorok nyilv¶an magukon viselik az
alkalmazott m¶odszertan kisebb-nagyobb torz¶³t¶o t¶enyez}oinek hat¶as¶at ¶es az
adatb¶azis korl¶atait. Utols¶o megjegyz¶esÄunk err}ol sz¶ol. A rangsorolt teniszez}ok
kiv¶alaszt¶asa j¶ol indokolhat¶o, de m¶egis arr¶ol van sz¶o, hogy egym¶as kÄozÄott rang-
sorolva }oket nem vesszÄuk ¯gyelembe m¶as teniszez}okkel el¶ert eredm¶enyeiket.
Vajon ugyanez jÄonne ki, ha minden ¶ev els}o 10 (vagy tÄobb) versenyz}oj¶enek
eredm¶enyeit vesszÄuk ¯gyelembe? Nem tudjuk, ezt a munk¶at nem v¶egeztÄuk
el { de elvileg megoldhat¶o. Saj¶at eredm¶enyeink v¶edelm¶eben annyit azon-
ban elmondan¶ank, hogy az ¶eltenisz meglep}oen belterjes olyan szempontb¶ol,
hogy a legjobbak a m¶erk}oz¶eseik ar¶anylag nagy sz¶azal¶ek¶aban egym¶as ellen
j¶atszanak. KÄulÄonÄosen, ha m¶ar ,,befutottak" { erre magyar¶azatot adnak a
versenyekr}ol ¶es a kiemel¶esekr}ol sz¶ol¶o inform¶aci¶ok a m¶asodik fejezet elej¶en.
A 27 j¶at¶ekos 22 310 m¶erk}oz¶est j¶atszott teljes p¶alyafut¶asa alatt Äosszesen.
Kiv¶al¶os¶agukat mutatja, hogy ebb}ol csak 5280-at vesz¶³tettek el (24%). Az
egym¶as elleni m¶erk}oz¶esek sz¶ama (adatb¶azisunk Äosszes m¶erk}oz¶ese) 3292, azaz
a lej¶atszott m¶erk}oz¶eseiknek mintegy 15%-a egym¶as ellen tÄort¶ent { ez igen
sok, ha ¯gyelembe vesszÄuk, hogy egym¶ast ¶at nem fed}o karrierp¶aly¶aik miatt
eleve m¶as j¶at¶ekosok alkotj¶ak a gener¶aci¶os tÄobbs¶eget, akikkel versenyezhettek.
Nem v¶eletlen, hogy ezen adatok kapcs¶an kiemelkedik Serena Williams, aki
az ¶altalunk vizsg¶alt 25 ¶ev¶eben (1995{2020) m¶erk}oz¶esei 24,4%-¶at j¶atszotta 22
ellen a tÄobbi j¶at¶ekos kÄozÄul.
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5 A n}oi teniszez}ok ranglist¶ainak empirikus
elemz¶ese

A T m¶atrix alapadataira alkalmazhatjuk a logaritmikus legkisebb n¶egyzetek
becsl¶esi m¶odszer¶et (LLNM), mivel a 2. ¶abra gr¶afja ÄosszefÄugg}o, vagyis az 1. T¶e-
tel felt¶etele teljesÄul. Az ¶³gy kapott rangsor a 2. t¶abl¶azatban l¶athat¶o. A t¶ab-
l¶azatban a teniszez}oket az LLNM becsl¶esb}ol kapott s¶ulyok szerint raktuk
sorrendbe, majd a s¶ulyok melletti m¶asodik oszlopba egy ,,naiv mutat¶ok¶ent"
az Äosszes¶³tett W/L szerinti rangsor-helyez¶eseket ¶³rtuk be.

LLNM W/L LLNMK=30 SV
S. Williams 1 1 1 1
Graf 2 2 2 2
Navratilova 3 5 3 3
Hingis 4 6 4 4
Clijsters 5 4 5 5
Henin 6 3 6 6
V. Williams 7 7 7 7
Davenport 8 8 9 8
Evert 9 9 8 9
Barty 10 13 10 11
Seles 11 15 11 10
Pliskova 12 11 12 13
Sharapova 13 10 13 12
Osaka 14 19 14 14
Halep 15 12 15 15
Kerber 16 16 16 16
Azarenka 17 14 17 17
Muguruza 18 17 18 18
Mauresmo 19 18 19 19
Wozniacki 20 21 21 20
Sa¯na 21 24 22 21
Austin 22 20 20 22
Ivanovic 23 23 23 23
Capriati 24 25 24 24
Jankovic 25 26 25 25
Sanchez 26 27 27 26
Goolagong 27 22 26 27

2. t¶abl¶azat. A n}oi ¶elteniszez}ok rangsorai

Az eredm¶eny val¶osz¶³n}uleg nem lepi meg a teniszrajong¶okat. Az els}o h¶arom
helyen Serena Williams, Graf ¶es Navratilova ¶allnak, majd Hingis, Clijsters ¶es
Henin kÄoveti }oket: sokan mindenf¶ele sz¶amolgat¶as n¶elkÄul is megadn¶anak egy
ilyen rangsort. Sharapov¶at tal¶an el}obbre v¶artuk volna, ¶am hossz¶u karrierje
v¶eg¶en t¶ul sok veres¶eg cs¶uszott be neki. Megnyugtat¶o, hogy a r¶egebbi nagyok
¶es a Williams testv¶erek mell¶e ¶ujak is felz¶ark¶oztak, ¶es hogy ¶eppen Barty helye-
z¶ese a legjobb, aki a legut¶obbi id}ok legstabilabb teniszez}on}oje. Osaka rÄovid
id}o alatt ¶ert el kiemelked}o eredm¶enyeket nagy versenyeken. Ha ¶atgondoljuk
azt, hogy egym¶assal a p¶aly¶an nem m¶erk}oz}o j¶at¶ekosokat is ÄosszevetettÄunk, s
a rangsor a p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asok r¶ev¶en kÄozvetett m¶odon, egy trivi¶alisnak
nem mondhat¶o s¶ulymeghat¶aroz¶as alapj¶an alakult ki, akkor az eredm¶eny j¶ol
p¶eld¶azza m¶odszerÄunk erej¶et.
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A W/L rangsor statisztikai sz¶ohaszn¶alattal ¶elve nagyon j¶o proxynak bi-
zonyul. A Spearman-rangkorrel¶aci¶o 0,957. Sejt¶esÄunk szerint arr¶ol van sz¶o,
hogy az aggreg¶alt m¶erk}oz¶esar¶anyokkal sz¶amolt, j¶at¶ekosonk¶ent egyetlen W/L
h¶anyadosok ¶es azok ,,sz¶etbont¶asa" az adathalmazunkban l¶ev}o p¶aronk¶enti
W/L h¶anyadosokra er}os kapcsolatban van egym¶assal a rangsork¶esz¶³t}o m¶od-
szer r¶ev¶en { ez azonban egy¶altal¶an nem mag¶at¶ol ¶ertet}od}o, ¶es a PCM modell
m¶ely¶ebe tÄort¶en}o tov¶abbi betekint¶est ig¶enyel.

A f¶er¯ j¶at¶ekosok eset¶eben az id¶ezett publik¶aci¶okban ugyan megnyugtat¶o
volt a transzform¶aci¶o hat¶as¶anak ¶es a becsl¶esi m¶odszer hat¶as¶anak vizsg¶alata a
rangsor v¶altoz¶as¶ara, de ez lehetett ak¶ar az ATP-adatokb¶ol ad¶od¶o, csak a f¶er¯
¶elj¶at¶ekosokra vonatkoz¶o eredm¶eny. Mivel a n}oi teniszez}ok transzform¶aci¶os
param¶etere (az aktu¶alis maximum, K = 80) egy kiugr¶o ¶ert¶ek, kisz¶amoltuk
a rangsort egy ¶atlagosnak mondhat¶o K = 30 ¶ert¶ekkel is. A l¶enyeg a PCM
elemeinek kev¶esb¶e er}os Äosszeh¶uz¶asa volt. A 2. t¶abl¶azat W/L ut¶ani oszlop¶aba
a K = 30 param¶eterrel transzform¶alt PCM LLNM becsl¶essel kialak¶³tott sor-
rendj¶et ¶³rtuk be. Csek¶ely v¶altoz¶ast tapasztalunk: Evert ¶es Davenport a 8-9.
poz¶³ci¶okban helyet cser¶el, a 20{22. helyen v¶altozik Austin, Wozniacki ¶es Sa-
¯na sorrendje, illetve az utols¶o helyeken Sanchez ¶es Goolagong is helyet cser¶el.
A Spearman-rangkorrel¶aci¶o 0,997. M¶as K ¶ert¶ekeket is haszn¶alva a sz¶am¶³t¶a-
sokban azt l¶attuk, hogy a transzform¶aci¶o param¶eter¶enek hat¶asa a n}okn¶el is
elhanyagolhat¶o. Emellett bel¶athat¶o, hogy adott PCM-re a maxim¶alis m¶erk}o-
z¶essz¶amn¶al nagyobb transzform¶aci¶os param¶eter haszn¶alata pontosan ugyan-
azt a sorrendet eredm¶enyezi, mint a maxim¶alis ¶ert¶ek.

Az eredeti PCM adataival elk¶esz¶³tettÄuk a saj¶atvektor m¶odszerrel is a
becsl¶est, az eredm¶enyeket be¶³rva a 2. t¶abl¶azat kÄovetkez}o oszlop¶aba, SV fejl¶ec-
cel. A rangsor a 10-11. helyen cser¶el}odÄott meg Barty ¶es Seles, illetve mÄogÄottÄuk
Pliskova ¶es Sharapova kÄozÄott. A Spearman-rangkorrel¶aci¶o 0,999.

Tapasztalataink teh¶at megegyeznek a f¶er¯ teniszez}okn¶el r¶eszletesebben
megvizsg¶alt ¶es le¶³rt helyzettel. Ez ugyanazt a kÄovetkeztet¶est sugallja, ami
egyben a tenisz rangsorokra vonatkoz¶o alkalmaz¶asaink egyik l¶enyeges em-
pirikus eredm¶enye: mind a f¶er¯, mind a n}oi tenisz top j¶at¶ekosokn¶al a W/L
h¶anyadossal jellemzett egym¶as elleni eredm¶enyek rendk¶³vÄul robusztusak ab-
ban a tekintetben, hogy a nem teljes p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asi m¶atrixokb¶ol
kapott rangsorok az adatm¶atrix ¶eszszer}u m¶ert¶ek}u korrekci¶oj¶ara, transzform¶a-
ci¶oj¶ara nem ¶erz¶ekenyek, ¶es a becsl¶esi m¶odszerek sincsenek r¶ajuk szigni¯k¶ans
hat¶assal. A m¶odszer teh¶at az alkalmaz¶asokban bemutatott c¶elra aj¶anlhat¶o.

N¶ezzÄuk meg azonban az eredm¶enyeket m¶as szemszÄogb}ol is. A dÄont¶es-
elm¶elet nagy hangs¶ulyt fektet arra, hogy rangsork¶esz¶³t¶esn¶el megvizsg¶alja ki-
marad¶o vagy ¶ujonnan bevett elemek, elemhalmazok hat¶as¶at, h¶atha kÄonnyen
felbor¶³that¶o a sz¶ep sorrend. Mit l¶atunk, ha a j¶at¶ekosok egy-egy csoportj¶at
kiemelve ¶ujabb (r¶esz)rangsorokat k¶esz¶³tÄunk?

Els}o r¶eszm¶atrixunk sorrendje, a 3. t¶abl¶azat PCM1 blokkja, a 2. t¶abl¶azat
LLNM rangsor¶anak els}o 8 helyezettj¶enek kihagy¶as¶aval k¶eszÄult sorrendet mu-
tatja. A helyez¶esi sz¶amokat Äosszevetve az eredeti rangsorral azt l¶atjuk, hogy
csak Jankovic ¶es Goolagong maradt a hely¶en. Seles, Sharapova ¶es Evert
¶allnak az els}o 3 helyen, }oket Mauresmo, Azarenka ¶es Halep kÄoveti. A PCM2
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blokkban az eredeti sorrend utols¶o 8 helyezettj¶et elhagyva kaptunk egy ¶uj
rangsort az els}o 19 j¶at¶ekosra vonatkoz¶oan. Serena Williams ¶es Graf ugyan
megmaradt az els}o k¶et helyen, ut¶anuk viszont Barty, Davenport, Pliskova
¶es Venus Williams a sorrend { er}osen elt¶erve a 2. t¶abl¶azat els}o oszlop¶anak
rangsor¶at¶ol. A leg¶erdekesebb tal¶an Seles helyzete: ha az els}o nyolcat hagytuk
ki, akkor }o volt az els}o, ha az utols¶o nyolcat, akkor }o az utols¶o!

PCM1 PCM2 PCM3 PCM4 PCM5

S. Williams - 1 - 1 -
Graf - 2 - - 1
Navratilova - 9 1 - 2
Hingis - 7 - 6 3
Clijsters - 11 - 2 4
Henin - 12 - 3 5
V. Williams - 6 - 4 -
Davenport - 4 - 5 6
Evert 3 18 2 - -
Barty 7 3 - - 13
Seles 1 19 - - -
Pliskova 10 5 - - 12
Sharapova 2 16 - 7 8
Osaka 12 10 - - 15
Halep 6 8 - - 14
Kerber 15 13 - - -
Azarenka 5 15 - - -
Muguruza 14 14 - - 16
Mauresmo 4 17 - 8 10
Wozniacki 9 - - 11 11
Sa¯na 8 - - 9 -
Austin 18 - 3 - 7
Ivanovic 11 - - 10 17
Capriati 13 - - - 18
Jankovic 17 - - 12 -
Sanchez 16 - - - 19
Goolagong 19 - 4 - 9

3. t¶abl¶azat. KÄulÄonbÄoz}o m¶odokon gener¶alt j¶at¶ekoscsoportok rangsorai

Megv¶altoztak az egyes j¶at¶ekosok m¶erk}oz¶essz¶amai: van, akinek sokkal ke-
vesebb lett, m¶asokn¶al ez a csÄokken¶es nem olyan jelent}os. A kihagyott j¶at¶eko-
sokkal egyÄutt kihagytuk az eredm¶enyeiket is. Van, akin ez nagyot lend¶³tett
(kimaradtak, akik nagyon megvert¶ek), van, akin¶el ez nem sz¶am¶³tott (tÄobbs¶e-
gÄukkel nem is j¶atszott), ¶es van, akin¶el elt}untek, akikn¶el }o jobb volt. ¶Es persze
elt}untek a kÄozvetett hat¶asok is. Nem v¶arhattuk teh¶at, hogy az eredm¶enyek
hasonl¶o sorrendet adjanak { az lett volna a meglep}o ¶es magyar¶azatra szorul¶o
jelens¶eg, ha ¶³gy tÄort¶ent volna. A klasszikus k¶erd¶esfelvet¶es szerinti sorrendek
a kil¶ep}o alternat¶³v¶ak szerinti fÄuggetlens¶eget c¶afolj¶ak.

Gener¶altunk m¶eg n¶eh¶any m¶as logik¶aj¶u r¶eszhalmazt is. A PCM3 blokk az
1970-es ¶evekben indult n¶egy nagy teniszez}o¶e. Azt l¶atjuk, hogy a n¶egy j¶at¶ekos
sorrendje tÄok¶eletesen kÄoveti a teljes m¶atrixb¶ol sz¶am¶³tott helyez¶eseket. A
blokkon k¶³vÄuli eredm¶enyeik ezek szerint kÄovetik a blokkon belÄuli mint¶at.

A PCM4 blokk az el}oz}o n¶egy j¶at¶ekos ut¶an kÄovetkez}o korszakb¶ol v¶alaszt
ki 12 j¶at¶ekost. Ennek a r¶eszhalmaznak az a jellemz}oje, hogy az ¶altala felÄolelt
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id}oszak olyan, hogy ezek a j¶at¶ekosok karrierjÄuk zÄom¶et benne tÄoltÄott¶ek. Az
els}o hat j¶at¶ekosb¶ol 5-nek az egym¶as ut¶ani helye az eredeti rangsor szerint
kÄovetkezik, Hingis az, aki Clijsters, Henin, Venus Williams ¶es Davenport
mÄog¶e cs¶uszik; Wozniacki pedig Sa¯na ¶es Ivanovic mÄog¶e kerÄul a tÄobbi kilenc
j¶at¶ekosnak a teljes rangsorhoz k¶epest v¶altozatlan sorrendje mellett. Az ered-
m¶eny arra utal, hogy kiv¶alaszthat¶ok a teljes id}oszak helyez¶eseinek csek¶ely
m¶ert¶ekben ellentmond¶o helyez¶es}u j¶at¶ekosok kisebb-nagyobb r¶eszhalmazai.
Az azonos id}oszakban lej¶atsz¶odott verseng¶es (eredm¶enyek) gyakorlatilag any-
nyira meghat¶arozza a j¶at¶ekosok relat¶³v hely¶et, hogy az m¶eg az id}oszak t¶ag¶³-
t¶as¶aval sem v¶altozik.

Elm¶eleti szempontb¶ol ¶erdekes, hogy a PCM3 ¶es PCM4 blokkban vizsg¶alt
j¶at¶ekosok egy-egy teljes r¶eszm¶atrixot (r¶eszgr¶afot) hat¶aroznak meg, azaz a
blokkokon belÄul minden teniszez}on}o j¶atszott mindenki m¶assal. ¶Igy lehet}ov¶e
v¶alik a teljes m¶atrixok inkonzisztenci¶aj¶anak vizsg¶alata is, ami a robusztus
eredm¶enyeket al¶at¶amasztva szint¶en igen alacsony (0,02 alatti CR indexek).

V¶egÄul v¶alasszunk ki v¶eletlen m¶odon 19 j¶at¶ekost (az els}o vagy utols¶o 8 el-
hagy¶as¶aval egyez}o elemsz¶amot kapva) ¶es helyezzÄuk el a sorrendjÄuket a PCM5
blokkba. Kimaradt a k¶et Williams, Evert, Seles, Kerber, Azarenka, Sa¯na
¶es Jankovic. El}oszÄor arra ¶erdemes fel¯gyelnÄunk, hogy az els}o hat helyezett
sorrendje megegyezik a teljes sorrendbeli helyez¶esekkel. Val¶osz¶³n}uleg az¶ert,
mert a Williams n}ov¶erek ¶es Evert elleni hasonl¶o ir¶any¶u eredm¶enyek nem
befoly¶asolt¶ak az egym¶as elleni eredm¶enyekb}ol kialakul¶o er}osorrendet. Shara-
pova ¶es (f}oleg) Austin el}obbre kerÄult { j¶ol j¶artak a kimarad¶ok elleni ered-
m¶enyeik tÄorl¶es¶evel {, m¶³g a tÄobbiek az eredeti s¶ulyok szerint is igen kÄozel
l¶ev¶en egym¶ashoz, most is egyÄutt maradtak, mikÄozben rangsorfordul¶asok is
tÄort¶entek. A v¶eletlen kiv¶alaszt¶assal m¶as esetekben is hasonl¶o helyzet v¶arhat¶o:
az ¶uj eredm¶enym¶atrixban maradt elemek seg¶³tenek el}ore menni vagy h¶atr¶ebb
sorolnak egyes j¶at¶ekosokat.

6 Kitekint¶es a f¶er¯ j¶at¶ekosok sorrendj¶ere

A f¶er¯ ranglistavezet}ok 2015-ig kitÄoltÄott adatb¶azis¶at (Boz¶oki, Csat¶o, Temesi
2016) kieg¶esz¶³tettÄuk 2020-ig, illetve egyetlen ¶uj ranglistavezet}ovel b}ov¶³tettÄuk:
Andy Murray lett a 26. j¶at¶ekos. Az 5 ¶ev ¶uj eredm¶enyeinek hozz¶aad¶asa term¶e-
szetesen csak az ebben az id}oszakban akt¶³v j¶at¶ekosokn¶al jelentett v¶altoz¶ast a
PCM elemeiben. Kisz¶amoltuk ennek a hat¶as¶at, azaz a Murray n¶elkÄuli rang-
list¶at. A 4. t¶abl¶azat els}o oszlop¶aban a 2020-as, a m¶asodik oszlopban a 2015-Äos
rangsor l¶athat¶o. A Spearman-rangkorrel¶aci¶o 0,988. A v¶altoz¶asok csek¶elyek.
Legfelt}un}obb Nadal ¶es Federer helycser¶eje az els}o helyen. Ez legink¶abb an-
nak kÄoszÄonhet}o, hogy kett}ojÄuk m¶erleg¶en Federer jav¶³tani tudott (10/22-r}ol
16/24-re v¶altozott az ar¶any), mikÄozben a tÄobbi j¶at¶ekos ellen Nadal a s¶erÄul¶esei
miatt kev¶esb¶e ny¶ujtott olyan stabil teljes¶³tm¶enyt, mint Federer.
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2020 2015 V¶altoz¶as
Federer 1 2 "1
Nadal 2 1 #1
Sampras 3 3 -
Djokovic 4 7 "3
Lendl 5 4 #1
Becker 6 6 -
Borg 7 5 #2
Hewitt 8 9 "1
Agassi 9 8 #1
Kuerten 10 10 -
Sa¯n 11 11 -
Nastase 12 13 "1
McEnroe 13 12 #1
Ferrero 14 14 -
Roddick 15 15 -
Wilander 16 16 -
Rios 17 17 -
Rafter 18 18 -
Kafelnikov 19 20 "1
Moya 20 21 "1
Edberg 21 22 "1
Newcombe 22 19 #3
Courier 23 23 -
Muster 24 24 -
Connors 25 25 -

4. t¶abl¶azat. A f¶er¯ teniszez}ok rangsor¶anak v¶altoz¶asa, 2015-2020

Az 5. t¶abl¶azat m¶ar Murray-t is tartalmazza: az els}o oszlop 2020-as rang-
sor¶aban be¶ekel}odÄott a 20. helyre. ¶Eppen neki ,,kÄoszÄonhet}o", hogy Djokovic
imm¶ar a harmadik helyen ¶all. M¶³g Samprasnak (term¶eszetesen) nem ¶allt
m¶odj¶aban Murray-vel j¶atszani, ez¶altal ,,megv¶edve" harmadik helyez¶es¶et, ad-
dig Djokovic 25/11-es W/L ar¶anya elegend}o lehetett a feljebb l¶ep¶eshez. A
t¶abl¶azat m¶asodik oszlop¶aban a W/L ar¶anyok ¶altal meghat¶arozott rangsort
l¶athatjuk. B¶ar nagyobb kÄulÄonbs¶egeket tapasztalunk az LLNM rangsorhoz
k¶epest, mint a n}ok eset¶eben, a Spearman-rangkorrel¶aci¶o ¶³gy is igen er}os,
0,904.

Az 5. t¶abl¶azat tov¶abbi oszlopai a 3. t¶abl¶azathoz hasonl¶oak, mert a f¶er¯ak-
n¶al is elv¶egeztÄunk n¶eh¶any r¶eszm¶atrixra bont¶ast. A t¶abl¶azat PCM1 ¶es PCM2
blokkj¶aban { a n}okhÄoz hasonl¶oan { az els}o nyolc ¶es az utols¶o nyolc helyezett
elhagy¶as¶aval k¶eszÄult rangsorok l¶athat¶ok. Nagy meglepet¶esnek l¶atszik, hogy
a PCM1 blokkban Murray az els}o helyezett! Egy pillanatra el}ore ugorva a
PCM4 sorrendhez, ahol szint¶en elÄol, a m¶asodik helyen ¶all, l¶athatjuk, hogy ez
az a k¶et eset, amikor hi¶anyoznak a Nadal (7/17), Federer (11/14) ¶es Djokovic
(11/25) elleni rossz eredm¶enyei, de besz¶am¶³t a tÄobbiek elleni ¶altal¶aban pozit¶³v
m¶erleg (csak Sa¯nt¶ol kapott ki egyetlen m¶erk}oz¶esÄukÄon). ¶Ujra l¶atjuk teh¶at,
hogy az elemsz¶am v¶altoz¶asa megv¶altoztatja a sorrendet, ¶am a v¶altoz¶asok a
W/L ar¶anyok logik¶aja ment¶en magyar¶azhat¶oak. Ha a PCM1 oszlopban 8-at
hozz¶aadunk a rangsz¶amokhoz, akkor l¶athat¶ov¶a v¶alik az elmozdul¶as a teljes
rangsorhoz k¶epest. Nagyot l¶epett m¶eg el}ore Roddick ¶es Edberg, er}osebben
h¶atracs¶uszott Sa¯n, Nastase, Rios { a magyar¶azat hasonl¶o az el}oz}ohÄoz. A
PCM2-n¶el Becker ¶es Nastase mozdult h¶atr¶ebb. Itt azt ¶erdemes megjegyezni,
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hogy az eredeti rangsorban az utols¶o helyeken szerepl}o j¶at¶ekosok elhagy¶asa {
intu¶³ci¶onkkal egybev¶ag¶oan { az els}o k¶etharmadra csek¶ely hat¶as¶u.

2020 W/L PCM1 PCM2 PCM3 PCM4 PCM5
Nadal 1 2 - 2 2 - 1
Federer 2 5 - 1 3 - -
Djokovic 3 7 - 3 1 - -
Sampras 4 1 - 4 - 1 2
Lendl 5 6 - 5 - 3 5
Becker 6 4 - 11 - 5 4
Borg 7 3 - 6 - 6 3
Agassi 8 8 - 7 - 8 -
Hewitt 9 10 2 9 - 4 -
Sa¯n 10 14 8 8 - 9 7
Kuerten 11 9 7 10 - 11 9
Nastase 12 12 10 17 - 12 -
McEnroe 13 11 4 16 - 13 14
Ferrero 14 20 9 13 - 10 -
Wilander 15 15 5 18 - 14 -
Rios 16 23 15 12 - 15 12
Rafter 17 17 12 14 - 17 11
Roddick 18 19 3 15 - 7 6
Kafelnikov 19 16 11 - - 19 13
Murray 20 18 1 - - 2 8
Moya 21 24 14 - - 16 10
Edberg 22 13 6 - - 18 15
Newcombe 23 22 17 - - 20 -
Courier 24 21 13 - - 21 16
Muster 25 26 16 - - 22 17
Connors 26 25 18 - - 23 18

5. t¶abl¶azat. A kÄulÄonbÄoz}o j¶at¶ekoscsoportok rangsorai a f¶er¯ak eset¶eben

A rangsorokat, illetve azok v¶altoz¶as¶at megvizsg¶altuk abban az esetben is,
ha az elemeket (a teniszez}oket) egyes¶evel vonjuk be az adathalmazba. A jelen-
leg is akt¶³v nagy h¶armassal (Nadal, Federer, Djokovic) kezdtÄuk, megn¶eztÄuk,
hogy milyen rangsort kapn¶ank, ha csak az }o egym¶as elleni eredm¶enyeiket
venn¶enk ¯gyelembe, ez a PCM3 rangsor. Ezt kÄovet}oen id}orendi sorrend-
ben haladtunk visszafel¶e aszerint, hogy ki fejezte be legk¶es}obb a karrierj¶et
(dÄontetlen eset¶en ki kezdte el k¶es}obb pro¯ p¶alyafut¶as¶at). Egyes¶evel vontuk be
a teniszez}oket, am¶³g eredeti rangsorunk mind a 26 j¶at¶ekosa be nem kerÄult az
adatb¶azisunkba. Ezzel Äosszesen 24 darab rangsort hat¶aroztunk meg, melyet
az egyes teniszez}ok bevon¶asa nyom¶an meg¯gyelhet}o v¶altoz¶asokkal egyÄutt a
3. ¶abra mutat be. Fontos megjegyezni, hogy pontosan annyi rangsorfor-
dul¶ast ¯gyelhetÄunk meg egy adott j¶at¶ekos bevon¶asa nyom¶an (ahol elindul
az }ot reprezent¶al¶o gÄorbe), ah¶any gÄorbe metszi egym¶ast eggyel a bevon¶as
el}otti ¶es a bevon¶askori ¶ert¶ekek kÄozt. L¶athatjuk, hogy a rangsor igen stabil,
egy-egy j¶at¶ekos bevon¶asa nem sokat v¶altoztat, illetve, ha v¶altoztat is, akkor
is ¶altal¶aban egy, maximum k¶et helyet mozdulnak fÄol vagy le a kÄulÄonbÄoz}o
teniszez}ok.
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3. ¶abra. Az egyes¶evel bel¶eptetett teniszez}ok rangsorainak v¶altoz¶asa

Azok a ritka esetek, amikor tÄobb helyet is v¶altoztatnak, ¶altal¶aban an-
nak kÄoszÄonhet}ok, hogy egy m¶ar bekerÄult teniszez}o az eddig bent l¶ev}o tÄobbi
j¶at¶ekossal val¶oj¶aban alig j¶atszott (p¶eld¶aul Becker), ¶es a most bevont ¶uj elem
(Edberg) az, akivel val¶oj¶aban megb¶³zhat¶o az Äosszehasonl¶³t¶asa. Valamint az
is el}ofordul persze, hogy egy j¶at¶ekos egy ¶ujonnan bevont elemt}ol nagyon sok-
szor kikapott (Kafelnikov veres¶egei Samprast¶ol), vagy ¶eppen olyan j¶at¶ekost
sikerÄult tÄobbszÄor legy}oznie, aki a tÄobbi eredm¶enye alapj¶an jobban szere-
pelt, mint }o (Roddick ¶es Sampras viszonya). ¶Erdemes azt is megjegyezni,
hogy az ¶uj j¶at¶ekosok bevon¶as¶anak ¶altal¶aban azokra van nagyobb hat¶asa,
akikkel val¶oban sokat j¶atszottak p¶alyafut¶asuk sor¶an. A rangsor eleje ¶es v¶ege
igen robusztusnak t}unik, kÄoz¶epen l¶athatunk tÄobb rangsorfordul¶ast az elemek
bevon¶asa sor¶an, azonban itt is egyfajta klaszterek alakulnak ki, ¶es csak ezeken
belÄul v¶altozik az egyes j¶at¶ekosok helyez¶ese.

Mivel az els}o 3 helyezett j¶at¶ekos hossz¶u p¶alyafut¶asa sor¶an rendk¶³vÄul er}os
hat¶ast gyakorolt a rangsorokra, }oket (¶es csak }oket) kihagyva is k¶eszÄult egy
rangsor, ez az 5. t¶abl¶azat PCM4 blokkj¶aban l¶athat¶o. ¶Erdekess¶eg, hogy a
teniszr}ol sz¶ol¶o szak¶ert}oi v¶elem¶enyekkel Äosszhangban sz¶am¶³t¶asaink meger}os¶³tik
azt, hogy a nagy h¶armas k¶et legnagyobb k¶arvallottja Roddick (akinek a
p¶alyafut¶as¶at Federer keser¶³tette meg a legjobban: 3/21-es ar¶any ¶es legend¶as
veres¶egek nagy dÄont}okben), illetve Murray (akinek a h¶armassal v¶³vott csa-
t¶ainak eredm¶enyeit m¶ar t¶argyaltuk).
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V¶egÄul, a n}oi teniszez}okkel v¶egzett sz¶am¶³t¶asokhoz hasonl¶oan, itt is k¶eszÄult
egy 18 elem}u v¶eletlen mint¶ara vonatkoz¶o rangsor, ahol a tanuls¶ag is hasonl¶o:
a kies}ok csak egy-k¶et kiugr¶o v¶altoz¶ast okoznak eredm¶enyeik kihagy¶asa r¶ev¶en,
ilyen Roddick, Moya ¶es Murray javul¶asa, illetve McEnroe rosszabb helyez¶ese.

7 A (nem teljes) PCM tulajdons¶againak vizs-
g¶alata a konkr¶et alkalmaz¶as keretei kÄozÄott

Ahhoz, hogy m¶eg jobban meg¶ertsÄuk a kapott eredm¶enyeket, adataink struk-
t¶ur¶aj¶anak m¶elyebb elemz¶es¶ere van szÄuks¶egÄunk, amelyben els}osorban a PCM-
ek reprezent¶al¶o gr¶afjai lesznek a seg¶³ts¶egÄunkre. Ezt a n}ok eset¶eben a 2. ¶abra
szeml¶elteti, m¶³g a f¶er¯akn¶al a Boz¶oki, Csat¶o, Temesi (2016) tanulm¶anyban
kÄozÄolt gr¶afhoz egyetlen cs¶ucsot adunk hozz¶a, ez a gr¶af a 4. ¶abr¶an l¶athat¶o.

4. ¶abra. Az ATP ranglist¶ait vezet}o f¶er¯ teniszez}ok egym¶as elleni m¶erk}oz¶eseinek gr¶afja

A k¶et reprezent¶al¶o gr¶afra (n}oi{WTA ¶es f¶er¯{ATP) vonatkoz¶o legfontosabb
tulajdons¶agokat a 6. t¶abl¶azat els}o ¶es m¶asodik oszlopa mutatja be.
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WTA ATP WTAmod ATPmod
Cs¶ucssz¶am (alternat¶³v¶ak) 27 26 23 21
¶Elsz¶am (Äosszehasonl¶³t¶asok) 184 165 169 136
Minim¶alis foksz¶am 3 4 9 7
Maxim¶alis foksz¶am 22 20 22 20
¶Atm¶er}o 4 4 2 2
¶Atlagos legrÄovidebb ¶ut 1,63 1,63 1,33 1,35
¶ElÄosszefÄugg}os¶eg 3 4 9 7
Cs¶ucsÄosszefÄugg}os¶eg 3 4 8 7

6. t¶abl¶azat. A reprezent¶al¶o gr¶afok tulajdons¶agai

A teniszez}on}ok eset¶en l¶athatjuk, hogy van olyan j¶at¶ekos (Goolagong), aki
a vil¶agels}ok kÄozÄul mindÄossze h¶arom m¶asikkal (Evert, Navratilova, Austin)
j¶atszott valaha, amit a reprezent¶al¶o gr¶af minim¶alis foksz¶ama mutat. Ezzel
ellent¶etben a Williams testv¶erek mindketten 22 vil¶agels}ovel j¶atszottak (maxi-
m¶alis foksz¶am) az ¶altalunk vizsg¶alt 27-b}ol. Nagyon hasonl¶o a helyzet a f¶er¯-
akn¶al is, ahol a legkevesebb (4) teniszez}ovel Newcombe m¶erte Äossze erej¶et, m¶³g
a legtÄobbekkel (20) Agassi m¶erk}ozÄott meg. A k¶et reprezent¶al¶o gr¶af nagyon
hasonl¶o ÄosszefÄugg}os¶egi mutat¶okkal rendelkezik, a n}ok eset¶en b¶armely 2, a
f¶er¯ak eset¶en b¶armely 3 ¶el, illetve cs¶ucs tÄorl¶ese m¶eg mindig ÄosszefÄugg}o gr¶afhoz
vezetne, m¶³g a leghosszabb legrÄovidebb ¶ut (az ¶atm¶er}o) mindk¶et esetben 4
hossz¶us¶ag¶u. ¶Erdekes, hogy ezek jellege is hasonl¶o, a n}ok eset¶eben a korai
id}oszak kiemelked}o j¶at¶ekosa, Goolagong, ¶es a ¯atal j¶at¶ekosok (Osaka, Mugu-
ruza, Barty) kÄozÄott v¶etetik fel, m¶³g a f¶er¯akn¶al ,,a nagy Äoregek", Newcombe ¶es
Borg vannak ilyen t¶avols¶agra a legfrissebb vil¶agels}okt}ol, Djokovic ¶es Murray
szem¶ely¶eben. Elmondhat¶o teh¶at, hogy az ¶atm¶er}o az id}oben egym¶ast¶ol t¶avol
l¶ev}o teniszez}ok kÄozt ¯gyelhet}o meg. A foksz¶amok eloszl¶as¶ar¶ol ¶arnyaltabb
k¶epet kaphatunk az 5. ¶abra seg¶³ts¶eg¶evel.

5. ¶abra. Az ¶altalunk vizsg¶alt n}oi (balra) ¶es f¶er¯ (jobbra) teniszez}ok gr¶afjainak foksz¶am-
eloszl¶asa

Ezen eloszl¶ast leggyakrabban a h¶al¶ozatelm¶eletben szok¶as haszn¶alni (Al-
bert, Jeong, Barab¶asi 2000) kÄulÄonbÄoz}o rendszerek, p¶eld¶aul p¶enzÄugyi h¶al¶ozatok
(Berlinger, Dar¶oczi, DÄomÄotÄor, Vad¶asz 2017) le¶³r¶as¶ara. EsetÄunkben az ¶atlagos
legrÄovidebb utak mindk¶et gr¶afra alacsony ¶ert¶eket vesznek fÄol, a foksz¶amok
viszonylag szab¶alyosan oszlanak meg egy ¶atlagos ¶ert¶ek kÄorÄul, illetve jellemz}o
a klaszterezetts¶eg is (a cs¶ucsok ¶atlagos klaszterezetts¶ege 0,8 a teniszez}on}ok
¶es 0,79 a f¶er¯ak eset¶en a szok¶asos [0,1] sk¶al¶an), azaz a j¶at¶ekosok egy-egy
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csoportja legink¶abb egym¶assal m¶erk}ozÄott meg a p¶alyafut¶asuk sor¶an. Ezen
tulajdons¶agok alapj¶an ¶ugynevezett kis-vil¶ag (vagy Watts-Strogatz) t¶³pus¶u
h¶al¶ozatokkal van dolgunk (Watts, Strogatz 1998).

¶Erdemes m¶eg megeml¶³teni, hogy a teniszez}on}ok eset¶eben a Williams-test-
v¶erek, akiket a k¶et legnagyobb foksz¶ammal rendelkez}o cs¶ucs reprezent¶al, eset-
leges tÄorl¶ese mellett a gr¶af ÄosszefÄugg}os¶egi mutat¶oi l¶enyeg¶eben v¶altozatlanok
maradnak. Azonban, kritikus cs¶ucsh¶armasokat alkot Evert, Navratilova ¶es
Graf, valamint Evert, Navratilova ¶es Austin, olyan ¶ertelemben, hogy tÄorl¶e-
sÄukkel a reprezent¶al¶o gr¶af ÄosszefÄugg}os¶ege megsz}unik. M¶asr¶eszr}ol viszont, ha
a n¶egy legkor¶abbi j¶at¶ekost (Goolagong, Evert, Navratilova, Austin) tÄorÄoljÄuk a
gr¶afunkb¶ol, akkor egy sokkal er}osebben ÄosszefÄugg}o h¶al¶ozatot kapunk, melynek
tulajdons¶agait a 6. t¶abl¶azat harmadik oszlopa jellemzi (WTAmod). Hasonl¶o
eredm¶enyt ¶erÄunk el a f¶er¯ak eset¶en, ha a legkor¶abbi (Newcombe, Nastase ¶es
Borg) ¶es legk¶es}obbi (Djokovic ¶es Murray) j¶at¶ekosokat tÄorÄoljÄuk, az ehhez tar-
toz¶o eredm¶enyeket a 6. t¶abl¶azat negyedik oszlopa tartalmazza (ATPmod). Az
ezen r¶eszgr¶afok, illetve r¶eszm¶atrixok alapj¶an sz¶amolt rangsorok szinte telje-
sen megegyeznek a teljes gr¶afokb¶ol sz¶amolt rangsorokkal, ¶³gy lehets¶eges, hogy
¶eppen ezek az er}osen ÄosszefÄugg}o kapcsolatok hat¶arozz¶ak meg els}osorban a tel-
jes rangsorokat is. ¶Erdekes az a t¶eny is, hogy a n}ok eset¶eben a m¶odos¶³tott,
er}osen ÄosszefÄugg}o gr¶af k¶et csillaggr¶af uni¶oja n¶eh¶any ¶ellel kieg¶esz¶³tve, ahol a
k¶et kÄoz¶eppont ¶eppen a Williams testv¶erek, azaz ebben az esetben }ok ketten
minden m¶as j¶at¶ekossal j¶atszottak, mindenkivel kÄozvetlenÄul Äosszehasonl¶³tjuk
}oket. Hasonl¶o reprezent¶al¶o gr¶afokat ¯gyelhetÄunk meg a dÄont¶eselm¶eletben
n¶epszer}u best-worst m¶odszer alkalmaz¶asakor (Rezaei 2015). A f¶er¯akn¶al egy
Agassi kÄoz¶eppont¶u csillaggr¶afot kapunk n¶eh¶any ¶el kieg¶esz¶³t¶es¶evel, ha a ko-
r¶abban eml¶³tett tÄorl¶eseket elv¶egezzÄuk. Az eredm¶enyek robusztuss¶ag¶a¶ert ak¶ar
ezek a strukt¶ur¶ak is felel}osek lehetnek.

Az adatok egy m¶asik rendk¶³vÄul fontos tulajdons¶aga, amire r¶eszleteiben
is szeretn¶enk kit¶erni, nem m¶as, mint az ordin¶alisan intranzit¶³v kÄorh¶armasok,
azaz a kÄorbever¶esek ar¶anya, illetve ezek hat¶asa az ¶altalunk alkalmazott m¶od-
szertanra. Ennek vizsg¶alat¶aban is seg¶³ts¶egÄunkre lehetnek a reprezent¶al¶o gr¶a-
fok, amennyiben ir¶any¶³tott gr¶afokk¶a alak¶³tjuk }oket. Adott ¶el mindig att¶ol a
j¶at¶ekost¶ol indul ki, aki tÄobbszÄor gy}ozÄott az adott p¶arban, ¶es afel¶e mutat, aki
tÄobbszÄor szenvedett veres¶eget.

Kendall ¶es Babington Smith (1940) az ordin¶alisan intranzit¶³v kÄorh¶armasok
sz¶am¶anak eloszl¶as¶at adt¶ak meg alacsony alternat¶³vasz¶am (n · 7) eset¶en, il-
letve ezek sz¶am¶anak szigni¯kanci¶aj¶ara vonatkoz¶oan javasoltak egy statisztikai
tesztet. Az eloszl¶ast tÄobb alternat¶³v¶ara (8 · n · 10) is kib}ov¶³tette Alway
(1962), m¶³g az enn¶el is nagyobb esetekre vonatkoz¶oan az eloszl¶ast kÄozel¶³t}o
eredm¶enyek szÄulettek. Moran (1947) bizony¶³totta, hogy a kÄorh¶armasok elosz-
l¶asa az elemsz¶am nÄoveked¶es¶evel tart a norm¶alis eloszl¶ashoz { de ez a konver-
gencia lass¶u. Knezek, Wallace ¶es Dunn-Rankin (1998) pedig megvizsg¶alt¶ak
a kor¶abban Kendall ¶es Babington Smith (1940) ¶altal javasolt kh¶³-n¶egyzet
eloszl¶as seg¶³ts¶eg¶evel tÄort¶en}o kÄozel¶³t¶est, amit m¶eg 15 alternat¶³va fÄolÄott is meg-
felel}onek tal¶altak. Iida (2009) dÄont¶eselm¶eleti kÄornyezetbe helyezte a kÄor-
h¶armasok statisztikai tesztj¶et, melyet a bin¶aris ¶es dÄontetlent nem tartalmaz¶o
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PCM-eken alkalmazott. Kulcsfontoss¶ag¶u azonban megeml¶³teni, hogy az eddig
eml¶³tett eredm¶enyek mind teljesen kitÄoltÄott ¶es dÄontetleneket nem tartalmaz¶o
p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asokra ¶ep¶³tenek.

DÄontetleneket is megenged}o vizsg¶alatok eset¶en KuÃlakowski (2018) hat¶a-
rozta meg az ellentmond¶asos kÄorh¶armasok maxim¶alis sz¶am¶at b¶armilyen alter-
nat¶³vasz¶am mellett, ¶es ehhez kapcsol¶od¶oan javasolt egy indexet is. Azonban
}o nemcsak az ordin¶alisan intranzit¶³v kÄorh¶armasokat tekintette ellentmond¶a-
sosnak, hanem azokat az eseteket is, amikor egy tri¶adban p¶eld¶aul pontosan
k¶et egyenl}os¶eg (ir¶any¶³tatlan ¶el) van az elemek kÄozÄott. Ez a megkÄozel¶³t¶es a
mi p¶eld¶ankban kev¶esb¶e j¶ol interpret¶alhat¶o: a sportp¶eld¶akban a kÄorbever¶es
nem tekinthet}o logikailag ellentmond¶asosnak. A javasolt indexre megb¶³zhat¶o
statisztikai tesztek sem l¶eteznek.

Ez¶ert Iida ¶es KuÃlakowski vonal¶anak kÄovet¶ese helyett ¶ugy dÄontÄottÄunk,
hogy a j¶atszmaar¶anyok seg¶³ts¶eg¶evel megszÄuntetjÄuk a dÄontetleneket az ada-
tainkban, ¶es ezt kÄovet}oen az ismert teszteket alkalmazzuk a kÄorh¶armasok
sz¶am¶anak szigni¯kanci¶aj¶ara. Mivel ekkor m¶eg mindig maradtak dÄontetlenek,
ezeket az eseteket a j¶at¶ekar¶anyokkal tettÄuk eldÄonthet}ov¶e, v¶egs}o esetben, ha
ez is dÄontetlent eredm¶enyezett (egyetlen ilyen eset volt rangsoronk¶ent), akkor
az LLNM rangsorbeli helyez¶eseket alkalmaztuk. Ekkor azonban m¶eg mindig
beleÄutkÄozÄunk a nem teljess¶eg probl¶em¶aj¶aba, mivel a tesztek csak teljesen ki-
tÄoltÄott m¶atrixokra m}ukÄodnek. Ennek kikÄuszÄobÄol¶es¶ere a f¶er¯ ¶es n}oi teniszez}ok
eset¶en is az LLNM m¶odszer ¶altal adott rangsort h¶³vjuk seg¶³ts¶egÄul. Ahol k¶et
j¶at¶ekos nem j¶atszott egym¶assal, azaz a gr¶afban nem fut ¶el kÄozÄottÄuk, azt
vesszÄuk a p¶arban gy}oztesnek, aki az LLNM rangsor szerint el}or¶ebb v¶egzett.
¶Igy l¶etrehozzuk a megfelel}o gr¶afot (m¶atrixot), aminek m¶ar minden ¶ele ir¶any¶³-
tott ¶es teljes is, s ezen alkalmazzuk a tesztet. Az eredeti ¶es a teljes reprezen-
t¶al¶o gr¶afok kÄorh¶armasokra ¶es dÄontetlenekre vonatkoz¶o adatait mutatja be a
7. t¶abl¶azat.

WTA ATP WTAteljes ATPteljes
KitÄoltÄotts¶eg 184/351 165/325 351/351 325/325
DÄontetlenek 20 19 0 0
Ordin¶alisan intranzit¶³v tri¶ad 81 57 293 273
Ordin¶alisan intranzit¶³v tri¶ad maximum 819 728 819 728

7. t¶abl¶azat. A kÄorh¶armasokra vonatkoz¶o adatok

L¶athatjuk, hogy mindk¶et esetben nagyj¶ab¶ol a megfelel}o PCM elemeinek a
fele ismert (52,4% a n}ok ¶es 50,8% a f¶er¯ak adataira), valamint a dÄontetlenek
sz¶ama mindk¶et esetben 10 sz¶azal¶ek kÄorÄuli (10,9% ¶es 11,5%). Az ordin¶alisan
intranzit¶³v tri¶adok sz¶ama azonban a nem teljesen kitÄoltÄott m¶atrixokb¶ol sz¶ar-
mazik, ¶³gy ezt a teljes kitÄolt¶esre vonatkoz¶o maximumokkal nem hasonl¶³that-
juk Äossze. Az LLNM rangsor alapj¶an teljess¶e tett, ¶es a j¶atszmaar¶anyok seg¶³t-
s¶eg¶evel a dÄontetlenekt}ol megtiszt¶³tott n}oi eset adatait l¶athatjuk a 7. t¶abl¶azat
harmadik oszlop¶aban. A megfelel}o Â2 teszt (mely a norm¶alis kÄozel¶³t¶esn¶el
szigor¶ubb az esetÄunkben) ¶ert¶eke 185, a hozz¶a tartoz¶o p ¶ert¶ek pedig praktiku-
san 0, ami azt jelenti, hogy a n}oi teniszez}ok adatai az ordin¶alisan intranzit¶³v
tri¶adokat tekintve az Äosszes szok¶asos szigni¯kanciaszinten nagyon konziszten-
sek, azok sz¶ama nem befoly¶asolja szigni¯k¶ansan az eredm¶enyt. A 7. t¶abl¶azat
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negyedik oszlopa tartalmazza a hasonl¶oan teljess¶e ¶es dÄontetlenekt}ol mentess¶e
tett esetet a f¶er¯akra. Ekkor a Â2 teszt ¶ert¶eke 169, a hozz¶a tartoz¶o p ¶ert¶ek
pedig ism¶et praktikusan 0, teh¶at az ordin¶alisan intranzit¶³v tri¶adok sz¶ama itt
sem befoly¶asolja szigni¯k¶ansan az eredm¶enyeket.

8 KÄovetkeztet¶esek, nyitott k¶erd¶esek

A nem teljesen kitÄoltÄott p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asi m¶atrixokkal foglalkoz¶o kuta-
t¶asainkban a f¶er¯ ¶es n}oi tenisz nemzetkÄozi ¶elj¶at¶ekosaira vonatkoz¶o alkalma-
z¶asunk meggy}oz}o empirikus bizony¶³t¶ekokat szolg¶altat arra, hogy ez a modell
alkalmas j¶ol interpret¶alhat¶o rangsorok el}o¶all¶³t¶as¶ara. Tanulm¶anyunk a kiv¶a-
lasztott j¶at¶ekosok egym¶as elleni m¶erk}oz¶eseinek adatb¶azis¶ara ¶epÄul. A teljes
adatrendszerrel ¶es annak r¶eszhalmazaival v¶egzett rangsorol¶asok arra is r¶avil¶a-
g¶³tanak, hogy ez az adatrendszer robusztus abban az ¶ertelemben, hogy b¶ar az
elemsz¶am v¶altoz¶as¶aval a rangsorok megv¶altoznak, az elt¶er¶esek az adatm¶atrix
elemz¶es¶evel j¶ol magyar¶azhat¶ok ¶es logikailag konzisztensek.

¶Uj eredm¶enyeink kÄozÄul a r¶eszhalmazokon tÄort¶ent vizsg¶alatok els}osorban
dÄont¶eselm¶eleti szempontb¶ol relev¶ansak, b¶ar a r¶eszrangsorok a tenisz vil¶ag¶at
j¶ol ismer}ok sz¶am¶ara Äonmagukban is ¶erdekesek lehetnek. Elemz¶eseink m¶asik
¶ujdons¶aga a gr¶afreprezent¶aci¶ok vizsg¶alata. Itt kezdeti eredm¶enyeket ¶ertÄunk
el: kÄulÄonÄosen fontosnak tartjuk a kÄorh¶armasok (kÄorbever¶esek) szerep¶enek
tov¶abbi elemz¶es¶et. A tov¶abbi kutat¶asok ¶uj ir¶anyait m¶ar nem felt¶etlenÄul az
empirikus alkalmaz¶as elm¶ely¶³t¶ese jelenti (p¶eld¶aul ¶ujabb tenisz rangsorok m¶as
j¶at¶ekosokkal, m¶as t¶³pus¶u adatkezel¶essel), hanem a nem teljesen kitÄoltÄott m¶at-
rixok tulajdons¶againak pontosabb le¶³r¶asa. Ebben a gr¶afreprezent¶aci¶ok nyit-
hatnak ¶uj utakat.
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INCOMPLETE PAIRWISE COMPARISON MATRICES: RANKING TOP

WOMEN TENNIS PLAYERS

The method of pairwise comparisons is frequently used for ranking purposes. The
aim of the paper is to apply the method for ranking top women tennis players with
the help of their win/lose ratios. Incomplete pairwise comparison matrices can
be constructed from the data obtained from WTA (Women's Tennis Association)
homepage. The database contains head-to-head results from the period between
1973 and 2020 for those 27 players who had the position No. 1 in the o±cial
rankings of WTA for shorter or longer periods. Their names and the length of their
professional tennis carrier can be seen in Figure 1, the W/L ratios are in Table 1.
If two players have not met on the court, the element of the matrix is unknown
(empty cell). Our goal is to create historical ranking including players even from
disjoined time periods as we did with men top tennis players in Boz¶oki, Csat¶o,
Temesi (2016).

A great many of studies analysed sport results. Statistical analysis of perfor-
mance data in tennis can be done for various purposes. Some articles use the data
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for forecasting certain results of sport events (Kovalchik, 2016). Lisi and Zanella
(2017), for instance, estimate the probability of wins with a logistic regression
model. Their example is the Grand Slam championships' results in 2013. A spe-
cial approach for creating good forecasts applies Elo-model (Elo, 1978). Vaughan-
Williams et al. (2019) con¯rm the ¯tness of the model for Wimbledon 2018 results
especially for top women players. Gu and Saaty (2019) apply descriptive indicators
(e.g., age, right- or left-handedness, ranking position) and performance indicators
(e.g., number of aces, winning or losing service games, winning or saving break-
points). Their Analytic Network Process model is based on the factor analysis of
the key indicators; it was tested on the results of US Open 2015. They reported
very good ¯tness with the real results (85%) compared to the usual forecasts (70%).
Ramon et al. (2012) used similar data, but they applied Data Envelopment Analy-
sis to rank tennis players. Baker and McHale (2014) used Grand Slam data of more
than four decades to estimate the power value of tennis players with the probabilis-
tic dynamic model of paired comparisons. Their ¯nal rankings for women and men
players gave similar results to our rankings. Orb¶an-Mih¶alyk¶o et al. (2019) applied
WTA Head-to-Head results (as we did) in order to rank women tennis players using
the Thurstone model to estimate parameters with the maximum likelihood method.
Their ranking is similar to our results, too.

Our analysis used the pairwise comparison method. If P1; P2; . . . ; Pn are the
players, then we can build a pairwise comparison matrix P = [pij], i; j = 1; . . . ; n
with the properties: (i) pij > 0, i; j = 1; 2; . . . ; n (positivity); (ii) pji = 1=pij ,
i; j = 1; 2; . . . ; n (reciprocity), thus pii = 1, i = 1; 2; . . . ; n (homogeneity). Meaning
of pij element of the matrix is that ,,how much stronger/better/preferred Pi than
Pj"? Our data can be described as follows: zij (i; j = 1; . . . ; n; i 6= j): the number
of matches played between Pi and Pj, (zij = zji); xij (i 6= j): the number of
matches between Pi and Pj where the winner was Pi; yij = zij ¡ xij (i 6= j): the
number of matches between Pi and Pj , where Pi was the loser.

The incomplete PCM matrix has n£n elements. Let pij denote the W/L ratio
between Pi and Pj , then the elements of matrix P are

pij =

8
><
>:

xij=yij; if i > j and xij 6= 0, yij 6= 0;
yji=xji = 1=pji; if i < j and xij 6= 0, yij 6= 0;
1; if i = j,
missing otherwise.

We made data correction as shown in (3) to avoid the case of 0 as denominator in
W/L ratios. Moreover, as it can be seen from Table 1, the range of zij elements is
large, therefore the range of the values of pij is large, too. We have used the trans-
formation (4) to extract the range, where the transforming exponent zij=K is the
ratio of the number of matches played between the given two players and the maxi-
mum of the number of matches played between any two players. The initial matrix
of the calculations is matrix T with elements tij. The weight vector calculated from
matrix T will give the ranking of the players. The most frequently used techniques
to estimate the weight vectors are the eigenvector method (SV) (Saaty 1977), and
the logarithmic least squares method (LLNM) (Crawford, Williams 1985):

a) SV: Pw = ¸max ¢w;

b) LLNM:

nX

i=1

nX

j=1

³
ln pij ¡ ln wi

wj

´2
!
w
min :

where w is the estimated weight vector with elements wi (i = 1; . . . ; n), and ¸max
is the dominant eigenvalue of T.
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Our initial data can be represented by an undirected graph as it is illustrated
in Figure 2. Vertices are the players, edges denote that at least one match has
been completed by the connected players. An important property of the graph is
that it is connected. Boz¶oki, FÄulÄop, R¶onyai (2010) proved, that the SV and LLNM
methods extended for incomplete PCMs give exactly one solution in case of the
connectedness of the representing graph. The weight vector of the women players'
incomplete PCM gave the ranking of the ¯rst column in Table 2. The result is not
surprising: Serena Williams, Graf and Navratilova stand in the ¯rst three positions,
Hingis, Clijsters and Henin follow them. The new generation is represented by Barty
in the 10th place. The second column of the table demonstrates that the W/L rates
prove to be a good proxy of our ranking. The Spearman rank correlation value is
0.957. The next step of our calculations was to analyse submatrices of the initial
matrix. How do subrankings behave? PCM1 column of Table 3 shows a ranking
without the ¯rst eight players of the total ranking. PCM2 is a ranking without the
last eight players of the total ranking. PCM3 is the ranking of the four great stars
of the seventies. PCM4 is a ranking of 12 players from the next era. Finally, in
PCM5 there is a ranking of 19 players selected randomly from our pool of women
players. There are two important conclusions from these calculations. The ¯rst
one is that { as we expected { changes in the set of players changed the rankings.
However, these changes did not blow over the original rankings entirely, the new
positions could be explained with the new patterns of the modi¯ed PCM. When we
made the same kind of analysis with men players (Table 5), similar conclusions were
drawn, demonstrating the robustness of our data system { robustness of rankings
based on pairwise comparisons.

Using graph representation gave us the possibility to have a deeper insight to
the properties of the incomplete pairwise comparison matrices, as it can be seen in
the table below.

WTA ATP WTAmod ATPmod

Number of vertices (players) 27 26 23 21

Number of edges (players compared) 184 165 169 136

Minimal vertex degree 3 4 9 7

Maximal vertex degree 22 20 22 20

Diameter 4 4 2 2

Average shortest path 1.63 1.63 1.33 1.35

Edge connectivity 3 4 9 7

Vertex connectivity 3 4 8 7

The representing graphs have similar connectivity indicators. The longest shortest
path (diameter) is 4 in both cases, and it can be determined between players far from
each other in time. Figure 5 illustrates the degree of vertices in both graphs. That
distribution is used in network theory (Albert, Jeong, Barab¶asi 2000) for analysing
various types of systems. In our case the average shortest paths have small values in
both graphs, and the degrees are distributed relatively orderly around the average,
clustering values are 0.8 for men, and 0.79 for women (certain groups of players
had results from the same group). We can state that our networks are small-world
type ones (Watts, Strogatz 1998).

Another line of our research referred to the nontransitive triads. In order to
apply the known tests we had to correct the data with the help of the set rates
to remove ties. The Â2 test value is 185 for women and 169 for men, the corre-
sponding p values are practically 0s. The conclusion is that the number of ordinally
nontransitive triads does not have an e®ect on our results.




