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RANGSOROL¶AS NEM BEFEJEZETT KÄORM¶ERK}OZ¶ESES
BAJNOKS¶AGOKBAN1

CSAT¶O L¶ASZL¶O
SZTAKI, Budapesti Corvinus Egyetem

A cikk a nem teljesen lej¶atszott kÄorm¶erk}oz¶eses (sport)bajnoks¶agok eredm¶e-
ny¶enek meghat¶aroz¶as¶at vizsg¶alja. Azonos¶³tunk n¶eh¶any, a rangsorol¶asi m¶od-
szerrel szemben elv¶arhat¶o tulajdons¶agot, majd bel¶atjuk, hogy az ¶altal¶anos¶³-
tott sorÄosszeg azok mindegyik¶et teljes¶³ti. E parametrikus elj¶ar¶as egyik sz¶el-
s}o¶ert¶eke az ellenfelek szerep¶et maximaliz¶al¶o legkisebb n¶egyzetek m¶odszere.
Javaslatunkat a francia els}o oszt¶aly¶u labdar¶ug¶o-bajnoks¶ag a koronav¶³rus-j¶ar-
v¶any miatt f¶elbeszakadt 2019/20-as szezonj¶anak elemz¶ese illusztr¶alja. V¶egÄul
bemutatunk ¶es ¶ert¶ekelÄunk n¶eh¶any alternat¶³v rangsorol¶asi megold¶ast.

Kulcsszavak: oper¶aci¶okutat¶as a sportban; kÄorm¶erk}oz¶eses bajnoks¶ag; lab-
dar¶ug¶as; rangsorol¶as; sportszab¶alyok.

MSC k¶od: 15A06, 91B14. JEL k¶od: C44, Z20.

,,Ne kÄovessetek el igazs¶agtalans¶agot az ¶³t¶eletben, a
hosszm¶ert¶ekben, s¶ulym¶ert¶ekben ¶es }urm¶ert¶ekben."

(M¶ozes III. kÄonyve 19:35)

1 Bevezet¶es

A 2020 m¶arcius¶aban vil¶agj¶arv¶anny¶a nyilv¶an¶³tott koronav¶³rus az ¶elet szinte
minden terÄulet¶et ¶erintette, ez al¶ol term¶eszetesen a sport sem jelent kiv¶etelt.
2020 kora tavasz¶an a legtÄobb bajnoks¶agot a fert}oz¶es visszaszor¶³t¶asa ¶erdek¶eben
meg kellett szak¶³tani, ¶es sz¶amos esetben k¶ets¶egess¶e v¶alt a folytat¶as: 2020. ¶ap-
rilis 28-¶an p¶eld¶aul maga a francia miniszterelnÄok jelentette be, hogy az orsz¶ag-
ban a teljes 2019/20-as sportszezon v¶eget ¶ert (BBC, 2020a). Valamilyen m¶o-
don azonban ezekben az esetekben is meg kell hat¶arozni az eredm¶enyt, hiszen
ezen m¶ulik a feljut¶as ¶es kies¶es, a nemzetkÄozi sorozatokban tÄort¶en}o indul¶as,
vagy ak¶ar a t¶ev¶ekÄozvet¶³t¶esekb}ol sz¶armaz¶o bev¶etelek eloszt¶asa (Berganti~nos
¶es Moreno-Ternero, 2020).

A befejezetlen j¶at¶ekok igazs¶agos lez¶ar¶as¶anak probl¶em¶aja m¶ar Blaise Pas-
cal ¶es Pierre de Fermat levelez¶es¶eben felmerÄult (Simonovits, 2009). Az ismert
statisztikai el}orejelz¶esi technik¶ak elvileg minden gond n¶elkÄul alkalmazhat¶ok a
v¶egs}o rangsor becsl¶es¶ere az aktu¶alis sorrendb}ol kiindulva (Beggs et al., 2019).
A koronav¶³rus-j¶arv¶any szint¶en tÄobb kutat¶ot inspir¶alt. Egy francia matema-
tikus, Julien Guyon tÄobb napilapban n¶epszer}us¶³tette az ¶altala javasolt, ¶El}o-
pontsz¶amon alapul¶o elj¶ar¶ast (Guyon, 2020a,b), Lambers ¶es Spieksma (2020)

1Be¶erkezett 2020. okt¶ober 21. E-mail: laszlo.csato@sztaki.hu.
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pedig Landau (1914) nyom¶an egy saj¶atvektoron alapul¶o megkÄozel¶³t¶est hasz-
n¶alt. Gorgi et al. (2020) statisztikai modell seg¶³ts¶eg¶evel becsÄuli meg a csapa-
tok ¶altal szerzett pontok v¶arhat¶o sz¶am¶at, m¶³g Van Eetvelde et al. (2021) a
lehets¶eges v¶egs}o sorrendek val¶osz¶³n}us¶egeit sz¶am¶³tja ki a nem lej¶atszott m¶er-
k}oz¶esek szimul¶aci¶oj¶aval. V¶egÄul Radojicic et al. (2021) nem a rangsor fel¶al-
l¶³t¶as¶ara tesz javaslatot, hanem hierarchikus klaszterez¶essel hat¶arozza meg a
h¶atralev}o m¶erk}oz¶esek azon r¶eszhalmaz¶at, amelyet mindenk¶epp ¶erdemes le-
j¶atszani. Tudom¶asunk szerint viszont a mienk az els}o olyan munka, amely
axiomatikus szempontb¶ol t¶argyalja a k¶erd¶est.

A cikk fel¶ep¶³t¶ese a kÄovetkez}o. A 2. fejezet n¶eh¶any f¶elbeszakadt bajnoks¶ag
p¶eld¶aj¶at ismerteti. A 3. fejezetben azonos¶³tjuk a kÄorm¶erk}oz¶eses bajnoks¶agok
¶altal¶anosan haszn¶alt rangsorol¶asi m¶odszer¶enek n¶eh¶any tulajdons¶ag¶at, m¶³g a
4. fejezetben igazoljuk, hogy az ¶altal¶anos¶³tott sorÄosszeg elj¶ar¶as teljes¶³ti az
Äosszes elv¶arhat¶o kÄovetelm¶enyt. Az 5. fejezet a javasolt megkÄozel¶³t¶est alkal-
mazza a francia labdar¶ug¶o-bajnoks¶ag els}o oszt¶aly¶anak 2019/20-as id¶eny¶ere,
v¶egÄul a 6. fejezetben aj¶anl¶asokkal ¶elÄunk a dÄont¶eshoz¶ok sz¶am¶ara. A tanulm¶any
rÄovid Äosszegz¶essel z¶arul.

2 Mi tÄort¶ent a nem befejezett bajnoks¶agokkal?

A Magyar K¶ezilabda SzÄovets¶eg vezet}oi 2020. ¶aprilis 9-¶en egyhang¶ulag dÄontÄot-
tek a 2019/20-as szezon tÄorl¶es¶er}ol, azaz nem hirdettek bajnokot, nem voltak
kies}ok, a nemzetkÄozi kupasorozatokba pedig az el}oz}o ¶evi szerepl}oket deleg¶al-
t¶ak (Stregspiller, 2020). Ez a politika aligha nevezhet}o igazs¶agosnak, ahogy
azt a n}oi bajnoks¶ag p¶eld¶aja mutatja.

A teljes id¶eny 26 m¶erk}oz¶es¶eb}ol a Si¶ofok ¶es a Ferencv¶aros egyar¶ant 18-at
j¶atszott le, el}obbi k¶et ponttal { egy gy}ozelem ¶ert¶ek¶evel { tÄobbet szerzett. A
Si¶ofok k¶etszer j¶atszott az egy¶ertelm}uen a legjobb csapatnak sz¶am¶³t¶o Gy}orrel,
idegenben kikapott, otthon viszont legy}ozte, ezzel megszak¶³totta a Bajnokok
Lig¶aja el}oz}o h¶arom ki¶³r¶as¶at megnyer}o ellenfele tÄobb mint k¶et¶eves veretlens¶egi
sorozat¶at. Emellett hazai p¶aly¶an dÄontetlent j¶atszott, idegenben nyert a Fe-
rencv¶aros ellen. K¶et tov¶abbi pontot vesz¶³tett az ¶Erd elleni idegenbeli vere-
s¶eggel.

A Ferencv¶aros ugyanakkor csak egyszer j¶atszott a Gy}orrel (hazai p¶aly¶an
veres¶eg), ahogy l¶attuk, rosszabb a Si¶ofok elleni m¶erlege, emellett dÄontetlent
j¶atszott otthon a Debrecen, idegenben az MTK ellen. A h¶atralev}o nyolc m¶er-
k}oz¶est kÄovet}oen a Si¶ofoknak val¶osz¶³n}uleg sikerÄult volna megtartania a m¶aso-
dik helyet, ¶³gy a Gy}or mellett az EHF Bajnokok Lig¶aja 2020/21-es szezon-
j¶aban indulhatott volna. 2018/19-ben azonban a harmadik helyen v¶egzett a
m¶asodik Ferencv¶aros mÄogÄott, ami az alacsonyabb preszt¶³zs}u eur¶opai sorozat-
ban, a { 2019/20-ig EHF Kupak¶ent ismert { EHF Eur¶opa Lig¶aban biztos¶³t
r¶eszv¶eteli jogot. Ez ut¶obbit a 2018/19-es id¶enyben a Si¶ofok megnyerte, m¶³g
az el}odÄont}ok el}ott f¶elbeszakadt 2019/20-as szezonban a legjobb n¶egy kÄoz¶e
jutott.

2020. ¶aprilis 21-¶en a n¶emet els}o oszt¶aly¶u f¶er¯ k¶ezilabda-bajnoks¶agot ugyan-
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csak befejezettnek nyilv¶an¶³tott¶ak (Web24 News, 2020). A 36 els}o ¶es m¶asod-
oszt¶aly¶u csapat tÄobbs¶egi dÄont¶ese alapj¶an a m¶asodoszt¶alyb¶ol az els}o k¶et klub
feljutott, az els}o oszt¶alyb¶ol senki sem esett ki. A rangsorol¶ashoz mindk¶et eset-
ben a csapatok ¶altal el¶ert pontok sz¶am¶at elosztott¶ak a lej¶atszott m¶erk}oz¶esek
sz¶am¶aval (kv¶ociens szab¶aly), az esetleges holtversenyeket pedig a g¶olkÄulÄonb-
s¶eg alapj¶an dÄontÄott¶ek el. B¶ar a FÄuchse Berlin egy ponttal tÄobbet szerzett
a Rhein-Neckar LÄowenn¶el, egy m¶erk}oz¶essel tÄobbet is j¶atszott, ¶³gy a pontok
sz¶am¶ab¶ol ad¶od¶o ÄotÄodik helyett hatodik lett. KÄovetkez¶esk¶epp a 2020/21-as
id¶enyben csup¶an a negyedik TSV Hannover-Burgdorf visszal¶ep¶ese miatt in-
dulhatott az EHF Eur¶opa Lig¶aban.

A holland labdar¶ug¶o-bajnoks¶ag els}o oszt¶aly¶at 2020. ¶aprilis 25-¶en z¶art¶ak
le (Sky Sports, 2020). Bajnokot nem hirdettek, nem voltak sem kies}ok, sem
feljut¶ok. A klubokat az utols¶o j¶at¶eknapot kÄovet}o ¶all¶as alapj¶an rangsorolt¶ak,
noha n¶egy csapat eggyel kevesebb m¶erk}oz¶esen szerepelt. A k¶et vezet}o, egy-
ar¶ant 25 lej¶atszott meccsel ¶es 56 ponttal ¶all¶o klub, az Ajax ¶es az AZ Alk-
maar sorrendj¶et a jobb g¶olkÄulÄonbs¶eg dÄontÄotte el az el}obbi jav¶ara. Az Ajax
a 2020/21-es UEFA Bajnokok Lig¶aja csoportkÄor¶ebe kerÄult, az AZ Alkmaar-
nak azonban ehhez h¶arom selejtez}os p¶arharcot kellett volna megnyernie, de
a m¶asodikban elbukott. Ez¶ert csak a kisebb preszt¶³zs}u eur¶opai kupasorozat,
az UEFA Eur¶opa Liga csoportkÄor¶ebe jutott.

A francia labdar¶ug¶o-bajnoks¶ag els}o oszt¶aly¶aban (Ligue 1) 2020. ¶aprilis
30-¶an hirdettek eredm¶enyt (BBC, 2020b). A csapatokat itt is a kv¶ociens
szab¶aly alapj¶an rendezt¶ek sorba. Az utols¶o k¶et klub, az Amiens ¶es a Toulouse
kiesett, a m¶asodoszt¶aly els}o k¶et helyezettje, a Lorient ¶es a Lens feljutott. Az
eredeti szab¶allyal ellent¶etben a 18. N̂³mesnek nem kellett selejtez}ot j¶atszania
a m¶asodik liga 3{5. klubjaival a Ligue 1 fennmarad¶o hely¶e¶ert.

Az angol harmadoszt¶aly¶u labdar¶ug¶oliga (EFL League One) 2019/20-as
szezonj¶at 2020. m¶arcius 13-¶an ideiglenesen felfÄuggesztett¶ek, 2020. j¶unius 9-
¶en pedig kv¶ociens szab¶aly alkalmaz¶as¶aval meghat¶arozt¶ak a v¶egeredm¶enyt
(Fisher, 2020). ¶Igy az 59 pontos Wycombe Wanderers 34 lej¶atszott m¶erk}oz¶ese
r¶ev¶en harmadikk¶ent oszt¶alyoz¶ot j¶atszhatott ¶es fel is jutott a m¶asodoszt¶alyba,
ahol a jelenlegi 2020/21-es id¶enyben az utols¶o helyen ¶all. A szint¶en 59 pontos,
de 35 alkalommal p¶aly¶ara l¶ep}o Peterborough United ellenben hetedikk¶ent
lemaradt a r¶aj¶atsz¶asr¶ol, b¶ar a h¶atralev}o kilenc fordul¶oban ÄotszÄor otthon
j¶atszott volna, marad¶ek ellenfelei kÄozÄul pedig h¶et a 23 csapatos mez}ony utols¶o
10 helyezettje kÄozÄul kerÄult ki.2

3 A kÄorm¶erk}oz¶eses sportbajnoks¶agok rang-
sor¶anak tulajdons¶agai

A 2. fejezet alapj¶an a legkev¶esb¶e sem egy¶ertelm}u, mi lenne a befejezetlen
bajnoks¶agok v¶egeredm¶eny¶enek helyes meghat¶aroz¶asa. A teljes 2019/20-as
id¶eny mell}oz¶ese aligha indokolt, hiszen a m¶erk}oz¶esek tÄobb mint fel¶et sikerÄult

2 A p¶eld¶a¶ert kÄoszÄonettel tartozunk ·Stefan GyÄurkinek a pozsonyi Szlov¶ak M}uszaki
Egyetemr}ol.
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lej¶atszani. Viszont a bajnoks¶ag f¶elbeszakad¶asa miatt el}ofordulhat, hogy egy
csapat ink¶abb nehezebb, m¶³g egy m¶asik gyeng¶ebb ellenfelekkel j¶atszott, teh¶at
az ut¶obbi kÄonnyebben gy}ujthetett pontokat. Azaz egy ¶ujabb k¶erd¶es is felme-
rÄul: hogyan lehetne sz¶am¶³t¶asba venni az ellenfelek erej¶et?

A megfelel}o rangsorol¶asi elj¶ar¶as megtal¶al¶as¶ahoz c¶elszer}u axiomatikus meg-
kÄozel¶³t¶est alkalmazni. Ehhez Äosszegy}ujtÄottÄuk a kÄorm¶erk}oz¶eses bajnoks¶agok
szok¶asos, a megszerzett pontok sz¶ama alapj¶an tÄort¶en}o rangsorol¶as¶anak n¶e-
h¶any jellemz}oj¶et.

1. Axi¶oma. FÄuggetlens¶eg az irrelev¶ans m¶erk}oz¶esekt}ol: K¶et tetsz}oleges
csapat sorrendj¶ere nincs hat¶assal a tÄobbi csapat egym¶as kÄozÄotti m¶erk}oz¶eseinek
eredm¶enye.

2. Axi¶oma. ÄOnkonzisztencia : K¶et, azonos erej}u ellenfelekkel szemben
azonos eredm¶enyeket el¶er}o csapat kÄozÄott holtverseny ¶all fenn. Ugyanakkor
egy csapatot el}or¶ebb kell rangsorolni egy m¶asikn¶al, ha az al¶abbi felt¶etelek
valamelyike fenn¶all:

a) azonos erej}u ellenfelek ellen jobb eredm¶enyeket ¶ert el; vagy

b) er}osebb ellenfelek ellen ugyanolyan eredm¶enyeket ¶ert el; vagy

c) er}osebb ellenfelek ellen jobb eredm¶enyeket ¶ert el.

A tulajdons¶ag elnevez¶es¶et az indokolja, hogy a csapatok erej¶et a v¶egs}o sor-
rendjÄuk szolg¶altatja.

3. Axi¶oma. KÄorbever¶es invariancia: TegyÄuk fel, hogy A csapat legy}ozte
B-t, B legy}ozte C-t, C pedig A-t. A rangsort nem befoly¶asolja, ha e kÄor
ment¶en megford¶³tjuk az eredm¶enyeket, azaz B nyer A, C nyer B, ¶es A nyer
C ellen.

4. Axi¶oma. FÄuggetlens¶eg a m¶erk}oz¶esek helysz¶³n¶et}ol : A rangsor nem v¶al-
tozik, amennyiben a m¶erk}oz¶esek eredm¶eny¶enek m¶odos¶³t¶asa n¶elkÄul a hazai
csapat mindig idegenben, m¶³g az idegenbeli mindig otthon j¶atszott volna.

5. Axi¶oma. Konzisztencia: Az elj¶ar¶as eredm¶enye a lej¶atszott m¶erk}oz¶esek
sz¶am¶anak nÄoveked¶es¶evel a pontsz¶amb¶ol ad¶od¶o rangsorhoz konverg¶al. Speci¶a-
lisan, egy befejezett bajnoks¶ag eset¶en azzal azonos sorrendet ad.

Ha nem j¶atszott¶ak le az Äosszes m¶erk}oz¶est, akkor nem tal¶alhat¶o olyan rang-
sorol¶asi m¶odszer, mely egyszerre teljes¶³ten¶e az irrelev¶ans m¶erk}oz¶esekt}ol val¶o
fÄuggetlens¶eg ¶es az Äonkonzisztencia kÄovetelm¶eny¶et (Csat¶o, 2019, 1. T¶etel).
A lehetetlens¶eg l¶enyeg¶eben nem szÄuntethet}o meg az ¶ertelmez¶esi tartom¶any
sz}uk¶³t¶es¶evel sem. Mivel a k¶et axi¶oma kÄozÄul az Äonkonzisztencia t}unik fonto-
sabbnak, pozit¶³v eredm¶eny csak az irrelev¶ans m¶erk}oz¶esekt}ol val¶o fÄuggetlens¶eg
gyeng¶³t¶es¶evel rem¶elhet}o (Csat¶o, 2019).

A m¶erk}oz¶esek helysz¶³n¶et}ol val¶o fÄuggetlens¶eg term¶eszetes elv¶ar¶as a szok¶asos
kÄorm¶erk}oz¶eses bajnoks¶agokban, ahol minden csapat minden m¶asikkal egyszer
otthon, egyszer idegenben j¶atszik. Egy f¶elbeszakadt bajnoks¶agban azonban
ez a kiegyens¶ulyozotts¶ag m¶ar nem teljesÄul. P¶eld¶aul a 2019/20-as Ligue 1 har-
madik helyezettje, a Rennes csak otthon j¶atszott a kimagasl¶oan legjobb Paris
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Saint-Germain ellen, a negyedik Lille viszont k¶etszer. Ugyanakkor az elma-
radt 10 fordul¶oban a Rennes ÄotszÄor, a Lille hatszor j¶atszott volna idegenben.

Ezt a tulajdons¶agot k¶et okb¶ol kÄovetelhetjÄuk meg. Egyr¶eszt, tÄobb eur¶opai
els}o oszt¶aly¶u labdar¶ug¶o-bajnoks¶ag eleve kiegyens¶ulyozatlan. Koszov¶oban ¶es
Magyarorsz¶agon 12-12 csapat h¶aromszor j¶atszik egym¶as ellen, azaz minden
klub k¶etszer j¶atszik otthon ¶es egyszer idegenben egy m¶asik ellen, vagy for-
d¶³tva. A megszerzett pontok sz¶am¶at m¶egsem korrig¶alj¶ak ennek megfelel}oen.
M¶asr¶eszt, a hazai p¶alya jelentette el}ony sz¶amszer}us¶³t¶ese mindenk¶epp valami-
lyen Äokonometriai elj¶ar¶ast ig¶enyel, legal¶abb egy param¶eter statisztikai becs-
l¶es¶evel. Ez val¶osz¶³n}uleg hosszas vit¶akat gener¶alna az alkalmazott m¶odszertan
¶es a felhaszn¶alt minta kÄorÄul, amibe a 2. fejezet alapj¶an a dÄont¶eshoz¶ok aligha
egyezn¶enek bele.

4 Az ¶altal¶anos¶³tott sorÄosszeg m¶odszer

Az ¶altalunk javasolt rangsorol¶asi elj¶ar¶as k¶et inputot ig¶enyel, a p pontsz¶am-
vektort ¶es az M m¶erk}oz¶esm¶atrixot. A p vektor pi eleme az i csapat ¶altal
szerzett pontok sz¶ama, az M m¶atrix mij eleme az i ¶es j csapatok egym¶as
elleni m¶erk}oz¶eseinek sz¶ama.

Els}ok¶ent egy olyan s normaliz¶alt pontsz¶amvektorra van szÄuks¶egÄunk, amely
elemeinek Äosszege nulla. Ez¶ert a kv¶ociens szab¶aly alapj¶an minden csapat ese-
t¶en kisz¶am¶³tjuk az egy m¶erk}oz¶esen szerzett pontok ¶atlagos sz¶am¶at, majd eze-
ket normaliz¶aljuk, vagyis az egyedi ¶ert¶ekekb}ol levonjuk az ¶atlagos kv¶ocienst.
KÄonnyen ellen}orizhet}o, ha az i ¶es j csapat ugyanannyi m¶erk}oz¶est j¶atszott,
valamint pi = pj, akkor si = sj is fenn¶all.

C¶elszer}unek t}unik az ellenfelek erej¶enek be¶ep¶³t¶ese is: a francia Ligue 1
2019/20-as szezonj¶aban harmadik Rennes fennmarad¶o 10 ellenfele az els}o 28
fordul¶oban legal¶abb 381 pontot szerzett, a negyedik Lille eset¶en ugyanez a
mutat¶o viszont mindÄossze 347 (Guyon, 2020a). Ez¶ert a Lillenek j¶o es¶elye
lehetett volna a h¶atralev}o m¶erk}oz¶eseken ledolgozni egypontos h¶atr¶any¶at.

Ehhez vezessÄuk be az L = [`ij ] Laplace-m¶atrixot, ahol `ij = ¡mij minden
i 6= j p¶arra, a f}o¶atl¶o `ii eleme pedig az i csapat ¶altal j¶atszott m¶erk}oz¶esek
sz¶ama. Legyen tov¶abb¶a I az a megfelel}o dimenzi¶oj¶u m¶atrix, ami a f}o¶atl¶oj¶aban
csupa 1-et, azonk¶³vÄul 0-t tartalmaz, m¶³g e az azonos dimenzi¶oj¶u egys¶egvektor.

Az ¶altal¶anos¶³tott sorÄosszeg m¶odszer x(") ¶ert¶ekel}ovektora az al¶abbi egyen-
letrendszer egy¶ertelm}u, de az " > 0 param¶etert}ol fÄugg}o megold¶asa:

[I + "L]x(") = s:

Az elj¶ar¶ast Chebotarev (1989) ¶es Chebotarev (1994) vezette be. A normali-
z¶alt pontsz¶amot az ellenfelek, majd az ellenfelek ellenfelei stb. erej¶et ¯gyelem-
be v¶eve igaz¶³tja ki. Az " v¶altoz¶o e korrekci¶o m¶ert¶ek¶et tÄukrÄozi. " ! 0 eset¶en
az ¶altal¶anos¶³tott sorÄosszeg a normaliz¶alt pontsz¶amhoz, vagyis a kv¶ociens sza-
b¶alyb¶ol ad¶od¶o rangsorhoz tart.

A legkisebb n¶egyzetek m¶odszer¶enek q ¶ert¶ekel}ovektora a kÄovetkez}o egyen-
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letrendszerb}ol kaphat¶o:

Lq = s;

e>q = 0:

A megold¶as egy¶ertelm}u, ha b¶armely csapat b¶armely m¶asikkal legal¶abb kÄoz-
vetetten, m¶as csapatokon keresztÄul Äosszehasonl¶³that¶o (Kaiser ¶es Serlin, 1978;
Boz¶oki et al., 2010). Ennek hi¶any¶aban l¶etezik k¶et olyan r¶eszhalmaz, melyek
elemeinek egym¶assal szembeni teljes¶³tm¶enye ismeretlen. Az elj¶ar¶as neve on-
nan sz¶armazik, hogy a fenti egyenletrendszer egy n¶egyzetÄosszeg minimaliz¶a-
l¶asi feladat optimalit¶asi felt¶eteleivel egyezik meg (Gonz¶alez-D¶³az et al., 2014).

Amennyiben az L Laplace-m¶atrix nem egy regul¶aris p¶aros gr¶afhoz tar-
tozik, a q ¶ert¶ekel}ovektor az al¶abbi q(k) sorozat hat¶ar¶ert¶eke (Csat¶o, 2015, 2.
T¶etel):

q(0) = (1=r)s;

q(k) = q(k¡1) +
1

r

h1

r

³
rI ¡ L

´ik

s; minden k ¸ 1-re;
(1)

ahol r az egy csapat ¶altal j¶atszott m¶erk}oz¶esek (fordul¶ok) sz¶am¶anak maxi-
muma. Vagyis az rI ¡ L m¶atrix a csapatok egym¶as elleni m¶erk}oz¶eseinek
sz¶am¶at tartalmazza, mintha az esetleg kevesebb m¶erk}oz¶est j¶atsz¶o csapatok
a hi¶anyz¶o m¶erk}oz¶eseket ,,Äonmaguk" ellen j¶atszott¶ak volna. q(1) az ellenfelek
erej¶enek be¶ep¶³t¶es¶evel kapott ¶ert¶ekel¶eseket mutatja, q(2) ezt korrig¶alja az el-
lenfelek ellenfeleinek erej¶evel, ¶es ¶³gy tov¶abb.

Az ¶altal¶anos¶³tott sorÄosszeg ¶es a legkisebb n¶egyzetek m¶odszer¶evel kapott
rangsorok azonosak, amennyiben " ! 1 (Chebotarev ¶es Shamis, 1998, 326.
o.). Eszerint az ¶altal¶anos¶³tott sorÄosszeg m¶odszer sz¶els}o¶ert¶ekei a normaliz¶alt
pontsz¶am, amikor az ellenfelek ereje egy¶altal¶an nincs ¯gyelembe v¶eve, illetve a
legkisebb n¶egyzetek, amikor az ellenfelek ereje a lehet}o legnagyobb m¶ert¶ekben
sz¶am¶³t. Mivel az ellenfelek ¶altal szerzett pontok sz¶am¶at a sakkban Buchholz
m¶odszer n¶even haszn¶alj¶ak, els}osorban holtversenyek eldÄont¶es¶ere, a legkisebb
n¶egyzetek m¶odszere rekurz¶³v Buchholznak is h¶³vhat¶o (Brozos-V¶azquez et al.,
2010).

Az ¶altal¶anos¶³tott sorÄosszeg ¶es a legkisebb n¶egyzetek m¶odszerek egyar¶ant
teljes¶³tik a 3. fejezetben megfogalmazott n¶egy, egym¶assal Äosszeegyeztethet}o
tulajdons¶agot: Äonkonzisztencia, kÄorbever¶es invariancia, fÄuggetlens¶eg a m¶er-
k}oz¶esek helysz¶³n¶et}ol, konzisztencia (Csat¶o, 2021, 1. ¶All¶³t¶as).

Mindk¶et elj¶ar¶asnak, kÄulÄonÄosen a legkisebb n¶egyzetek m¶odszer¶enek sz¶amos
sikeres alkalmaz¶asa ismert, p¶eld¶aul teniszez}ok (Boz¶oki et al., 2016), fels}ook-
tat¶asi int¶ezm¶enyek (Csat¶o, 2016; Csat¶o ¶es T¶oth, 2020), ¶es Forma{1 konstruk-
t}orÄok (Petr¶oczy ¶es Csat¶o, 2021; Petr¶oczy, 2021b) rangsorol¶as¶ara, vagy alter-
nat¶³v ¶eletmin}os¶eg-rangsorok meghat¶aroz¶as¶ara (Petr¶oczy, 2018, 2020, 2021a).
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5 Alkalmaz¶as: a francia labdar¶ug¶as els}o osz-
t¶aly¶anak 2019/20-as szezonja

A francia labdar¶ug¶o-bajnoks¶ag els}o oszt¶alya, a Ligue 1 2019/20-as szezonj¶at
2020. m¶arcius 18-¶an bizonytalan id}ore felfÄuggesztett¶ek, ¶aprilis 28-¶an pedig be-
fejezettnek nyilv¶an¶³tott¶ak a koronav¶³rus-j¶arv¶any miatt. ÄOsszesen 28 fordul¶ot
j¶atszottak le a Strasbourg{Paris Saint-Germain m¶erk}oz¶es kiv¶etel¶evel.

¶Altal¶anos¶³tott sorÄosszeg
Hely Csapat G¶olk. Pont Kv¶ociens " = 0;001 " = 0;1 "!1
1 Paris SG +51 68 2,52 1 1 1
2 Marseille +12 56 2,00 2 2 2
3 Rennes +14 50 1,79 3 3 4
4 Lille +8 49 1,75 4 4 3
5 Nice +3 41 1,46 6 6 8
6 Reims +5 41 1,46 5 5 5
7 Lyon +15 40 1,43 9 9 9
8 Montpellier +1 40 1,43 7 7 6
9 Monaco 0 40 1,43 8 8 7
10 Strasbourg 0 38 1,41 10 11 12
11 Angers ¡5 39 1,39 11 10 10
12 Bordeaux +6 37 1,32 13 13 13
13 Nantes ¡3 37 1,32 12 12 11
14 Brest ¡3 34 1,21 15 15 15
15 Metz ¡8 34 1,21 14 14 14
16 Dijon ¡10 30 1,07 16 16 16

17 Saint-¶Etienne ¡16 30 1,07 17 17 17
18 N³̂mes ¡15 27 0,96 18 18 18
19 Amiens ¡19 23 0,82 19 19 19
20 Toulouse ¡36 13 0,46 20 20 20
Megjegyz¶esek: (1) RÄovid¶³t¶esek: Paris SG = Paris Saint-Germain; G¶olk. = G¶olkÄulÄonbs¶eg.
(2) A Paris Saint-Germain ¶es a Strasbourg 27, a marad¶ek 18 klub 28 m¶erk}oz¶est j¶atszott.
(3) A kv¶ociens a m¶erk}oz¶esenk¶enti ¶atlagos pontsz¶am.
(4) Az ¶altal¶anos¶³tott sorÄosszeg fejl¶ec}u oszlopok a csapatok helyez¶eseit tartalmazz¶ak.

1. t¶abl¶azat. A francia labdar¶ug¶o-bajnoks¶ag els}o oszt¶aly¶anak 2019/20-as eredm¶enye.
Forr¶as: saj¶at szerkeszt¶es.

A hivatalos ¶es az ¶altal¶anos¶³tott sorÄosszeg m¶odszerrel kapott rangsorok az
1. t¶abl¶azatban l¶athat¶ok. A nemzeti szÄovets¶eg ¶altal meghat¶arozott sorrend a
kv¶ociens szab¶alyon alapul, a holtversenyek kÄovetkez}o m¶odon tÄort¶en}o felold¶a-
s¶aval (Ligue 1, 2020):

² Az 5. a Nice a Reims el}ott, k¶et egym¶as elleni m¶erk}oz¶esÄuk kedvez}obb
eredm¶enye (2-0 ¶es 1-1) alapj¶an;

² A 7. a Lyon, mert nem j¶atszott k¶etszer sem a Montpellier, sem a Monaco
ellen, mikÄozben azok 14 meccset j¶atszottak idegenben, a Lyon viszont
15-Äot;

² A 8. a Montpellier a Monaco el}ott, k¶et egym¶as elleni m¶erk}oz¶esÄuk ked-
vez}obb eredm¶enye (3-1 ¶es 0-1) alapj¶an, de a Montpellier g¶olkÄulÄonbs¶ege
is jobb;
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² A 12. a Bordeaux a Nantes el}ott, k¶et egym¶as elleni m¶erk}oz¶esÄuk ked-
vez}obb eredm¶enye (2-0 ¶es 1-0) miatt, de a Bordeaux g¶olkÄulÄonbs¶ege is
jobb;

² A 14. a Brest a Metz el}ott, mert csak egyszer j¶atszottak ¶es jobb a
g¶olkÄulÄonbs¶ege;

² A 16. a Dijon a Saint-¶Etienne el}ott, mert csak egyszer j¶atszottak ¶es
jobb a g¶olkÄulÄonbs¶ege.

A Strasbourg ugyan egy ponttal kevesebbet szerzett, mint az Angers, de
egy m¶erk}oz¶essel kevesebbet is j¶atszott { igaz, az ¶eppen a toronymagas els}o
Paris Saint-Germain elleni hazai Äosszecsap¶as lett volna. Az eredeti ki¶³r¶as
szerint a pontsz¶amban jelentkez}o holtversenyeket a kÄovetkez}o krit¶eriumok
alapj¶an dÄontÄott¶ek volna el: (1) jobb g¶olkÄulÄonbs¶eg; (2) tÄobb r¶ugott g¶ol; (3)
egym¶as elleni g¶olkÄulÄonbs¶eg; (4) fairplay rangsor. ¶Igy a Reims lett volna az
ÄotÄodik a Nice helyett.

Az ¶altal¶anos¶³tott sorÄosszeg elj¶ar¶assal kapott sorrendek meglep}oen robusz-
tusak, alig befoly¶asolja azokat az " v¶altoz¶o. A param¶eter legalacsonyabb
¶ert¶eke l¶enyeg¶eben a kv¶ociensben jelentkez}o holtversenyeket dÄonti el az ellen-
felek ereje alapj¶an. A 7{15. helyez¶esek n¶emileg elt¶er}o kioszt¶as¶anak csek¶ely a
jelent}os¶ege, b¶ar a hivatalos rangsor szerint a Lyon a Montpellier ¶es a Monaco,
a Bordeaux a Nantes, m¶³g Brest a Metz el¶e kerÄul, mikÄozben ut¶obbiak rendre
er}osebb csapatokkal m¶erk}oztek meg.

Az utols¶o k¶et, kies}o csapat kil¶ete egy¶ertelm}u. Az UEFA Bajnokok Lig¶aja
(BL) csoportkÄor¶eben indul¶o els}o k¶et helyezett ugyancsak nyilv¶anval¶o. A har-
madik, v¶egÄul szint¶en BL csoportkÄort ¶er}o poz¶³ci¶ot ellenben a Lille is meg¶er-
demeln¶e, ha az ellenfelek er}oss¶eg¶et fokozott m¶ert¶ekben vesszÄuk ¯gyelembe.
Az UEFA Eur¶opa Liga (EL) csoportkÄor¶ebe kerÄult a negyedik ¶es { miut¶an a
Paris Saint-Germain mind a kup¶at, mind a ligakup¶at megnyerte { az ÄotÄodik,
m¶asodik selejtez}o fordul¶oj¶aba pedig a hatodik csapat. A hivatalosan ÄotÄodik
Nice gyeng¶ebb ellenfelekkel j¶atszott, mint a hatodik Reims, r¶aad¶asul az erede-
tileg a holtversenyt eldÄont}o g¶olkÄulÄonbs¶ege is rosszabb. A Reims v¶egÄul nem ju-
tott el az EL csoportkÄor¶eig, mert a selejtez}o harmadik fordul¶oj¶aban tizenegye-
sekkel kiesett a magyar Feh¶erv¶ar ellen. A legkisebb n¶egyzetek m¶odszer¶enek
haszn¶alat¶aval a Montpellier szint¶en oda¶erhetne a nemzetkÄozi szerepl¶esre feljo-
gos¶³t¶o hatodik helyre.

A legkisebb n¶egyzetek m¶odszer¶enek (1) rekurz¶³v form¶aj¶at alkalmazva azt
tapasztaljuk, az ellenfelek erej¶evel korrig¶al¶o q(1) m¶ar majdnem a v¶egs}o sorren-
det adja, csak a Lyon v¶egez az Angers mÄogÄott, amit a q(2) vektor ¶all¶³t helyre.
Teh¶at gyakorlatilag nincs szÄuks¶eg a m¶atrixinvert¶al¶as elv¶egz¶es¶ere, egyetlen
m¶atrixszorz¶as m¶ar biztos¶³tja a kÄozel optim¶alis eredm¶enyt. Eszerint a sz¶am¶³t¶as
minim¶alis matematikai h¶atteret ig¶enyel, b¶armely egyszer}u irodai szoftverrel,
s}ot, ak¶ar pap¶³ron is elv¶egezhet}o.
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6 Aj¶anl¶asok a sportszÄovets¶egek sz¶am¶ara

A nem befejezett kÄorm¶erk}oz¶eses bajnoks¶agok sorrendj¶enek meghat¶aroz¶asa
kih¶³v¶asokkal teli feladat, f}oleg, ha sz¶am¶³t¶asba szeretn¶enk venni a csapatok
ellenfeleinek elt¶er}o er}oss¶eg¶et. A probl¶ema megold¶as¶ara a kÄovetkez}o javasla-
tokkal ¶elÄunk, saj¶at ¶ert¶ekel¶esÄunk szerint csÄokken}o sorba rendezve:

1. Legkisebb n¶egyzetek m¶odszere (" ! 1);

2. ¶Altal¶anos¶³tott sorÄosszeg olyan alacsony param¶eter¶ert¶ekkel (" ! 0),
amely csup¶an a kv¶ociensben jelentkez}o holtversenyeket oldja fel;

3. Kv¶ociens szab¶aly, g¶olkÄulÄonbs¶eg, tÄobb r¶ugott g¶ol;

4. Megszerzett pontok sz¶ama, kevesebb lej¶atszott m¶erk}oz¶es, g¶olkÄulÄonbs¶eg,
tÄobb r¶ugott g¶ol.

Az egym¶as elleni eredm¶enyek haszn¶alat¶at nem tartjuk helyesnek, hiszen a
g¶olkÄulÄonbs¶eggel szemben ¶altal¶anosan nem alkalmazhat¶o.

Az els}o k¶et szab¶aly egyike sem tartalmaz kÄulÄon param¶etert, ¶es a kv¶o-
cienssel ellent¶etben szinte soha nincs szÄuks¶eg tov¶abbi Äonk¶enyes rangsorol¶asi
krit¶eriumok alkalmaz¶as¶ara sem (Brozos-V¶azquez et al., 2010; Csat¶o, 2017).
Amennyiben m¶egis, tal¶an a g¶olkÄulÄonbs¶eg aj¶anlhat¶o erre a c¶elra. A dÄont¶es-
hoz¶ok { a holland Eredivisie kiv¶etel¶evel { alapvet}oen a harmadik megold¶ast
kÄovetik.

7 ÄOsszegz¶es

2020 tavasz¶an vil¶agszerte sz¶amos sportbajnoks¶ag f¶elbeszakadt a m¶erk}oz¶esek
tÄobb mint fel¶enek lej¶atsz¶asa ut¶an. Az el}oz}oekben az ilyen hi¶anyos kÄorm¶er-
k}oz¶eses versenyek rangsorol¶as¶anak probl¶em¶aj¶at j¶artuk kÄorÄul. A legnagyobb
kih¶³v¶ast az ellenfelek erej¶enek be¶ep¶³t¶ese jelenti, amihez egy rekurz¶³v m¶od-
szert aj¶anlottunk a csapatok ¶altal szerzett pontok kiigaz¶³t¶as¶ara az ellenfelek,
az ellenfelek ellenfeleinek stb. teljes¶³tm¶enye alapj¶an. Az elj¶ar¶as kedvez}o axio-
matikus tulajdons¶agokkal rendelkezik, a korrekci¶o m¶ert¶eke egy param¶eterrel
szab¶alyozhat¶o. A francia els}o oszt¶aly¶u labdar¶ug¶o-bajnoks¶ag 2019/20-as sze-
zonja alapj¶an e v¶altoz¶o minim¶alis hat¶assal van a v¶egs}o rangsorra, noha ¶eppen
a nemzetkÄozi kupaindul¶ast jelent}o poz¶³ci¶okban nem ad egy¶ertelm}u eredm¶enyt.
Sz¶am¶³t¶asaink egybecsengenek Guyon (2020a), illetve Lambers ¶es Spieksma
(2020) kÄovetkeztet¶eseivel: a sok lej¶atszott m¶erk}oz¶esnek kÄoszÄonhet}oen a f¶elbe-
szakadt bajnoks¶agok aktu¶alis ¶all¶asa viszonylag j¶o kiindul¶opontot jelent, ez¶ert
aligha indokolt az Äosszes eredm¶eny tÄorl¶ese, ahogy az a magyar k¶ezilabd¶aban
tÄort¶ent.

Z¶arsz¶ok¶ent azt mondhatjuk, a dÄont¶eshoz¶oknak sz¶amos matematikai-sta-
tisztikai m¶odszer ¶all rendelkez¶es¶ere ahhoz, hogy egy csonka id¶eny alapj¶an is
megnyugtat¶oan lez¶arhass¶ak a bajnoks¶agokat. B¶ar a legjobb megold¶ast v¶ele-
m¶enyÄunk szerint a kor¶abbi ellenfelek erej¶enek ¯gyelembev¶etele adn¶a, az enn¶el
egyszer}ubb, egy m¶erk}oz¶esen szerzett ¶atlagos pontok sz¶ama alapj¶an tÄort¶en}o
eredm¶enyhirdet¶es sem rossz megold¶as. Ugyanakkor ¶altal¶anos tanuls¶agk¶ent le-
szÄogezhet}o, az ilyen esetekre a jÄov}oben el}ore k¶eszÄulni kell, a szab¶alykÄonyvben
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egy¶ertelm}uen rÄogz¶³tend}o, mi a teend}o, ha egy bajnoks¶ag a szezon kÄozep¶en
megszakad.

KÄoszÄonetnyilv¶an¶³t¶as

H¶al¶asak vagyunk Julien Guyonnak a probl¶emafelvet¶es¶ert. A szerz}o ¶edesapja,
Csat¶o L¶aszl¶o seg¶³tett a sz¶am¶³t¶asok elv¶egz¶es¶eben. A kutat¶ast az MTA Pr¶e-
mium posztdoktori kutat¶oi program PPD2019-9/2019 sz¶am¶u p¶aly¶azata t¶a-
mogatta.
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RANKING IN UNFINISHED ROUND-ROBIN TOURNAMENTS

The pandemic of coronavirus disease 2019 (COVID-19) stopped almost all sports
leagues around the world. Some of them never resumed: the German premier
men's handball league was canceled on 21 April 2020; the Dutch top soccer league
ended with immediate e®ect on 24 April 2020; and the French Prime Minister an-
nounced on 28 April 2020 that the 2019/20 sporting season is over in the country.
Consequently, several organisers faced an unenviable dilemma: how to decide the
¯nal ranking in the 2019/20 season? Should all results be abandoned? Should the
current standing be frozen? Should a reasonable subset of the matches be consid-
ered? Since the sports industry is a billion dollars business, the answer has huge
¯nancial consequences as promotion and relegation, quali¯cation for international
cups, and the allocation of broadcasting revenue all depend on the league ranking.
The choices of the administrators were quite di®erent in the spring of 2020. For
instance, the Hungarian Handball Federation canceled all results in the 2019/20
season, while the best 36 German men's handball clubs voted by a large majority
to evaluate the 2019/20 season according to the so-called quotient rule, the number
of points scored per game. In addition, the top two clubs were promoted from the
second division but there was no relegation.

The present paper aims to propose a fair ranking in similar incomplete round-
robin tournaments, where the main challenge is how to take into account the varying
strength of the opponents. The analysis is based on preserving the most theoretical
properties of the standard ranking in round-robin leagues. The novelty of our
research resides in its axiomatic approach, which has never been followed so far
in this particular context. As the ¯rst step, we identify some conditions that are
satis¯ed by the ranking from the number of points in a round-robin tournament.
The collection aims to assess whether they can be guaranteed if the league cannot
resume after some matches are played.
Independence of irrelevant matches means that the relative ranking of two teams

should be independent of any matches between the other teams. According to
self-consistency, two teams should have the same rank if they achieved the same
results against teams having the same strength. Furthermore, a team should be
ranked strictly higher than another team if it achieved the same results against
stronger opponents or better results against opponents having the same strength.

https://www.skysports.com/football/news/11906/11978351/ajax-denied-title-as-dutch-eredivisie-season-declared-void-european-places-decided-no-relegation
https://www.stregspiller.com/it-does-not-end-here
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However, there exists no ranking method simultaneously being independent of irrel-
evant matches and self-consistent if the tournament is not round-robin. Since self-
consistency is a more important property than independence of irrelevant matches,
we have chosen the former to be met. Assume that team i defeated team j, team
j defeated team k, and team k defeated team j. The ranking is invariant to cycles
if it is independent of reversing these results such that team j wins against team i,
team k wins against team j, and team i wins against team k. Home-away indepen-
dence means that the order of the teams does not change if the ¯eld of all matches
is reversed. Finally, the ranking is consistent if it approaches the ranking from the
number of points as the number of rounds played increases. In particular, the two
rankings should coincide when the competition is ¯nished, namely, the contest is
round-robin.

A family of scoring rules for preference aggregation, the generalised row sum
method, is found to satisfy all axioms that remain compatible with each other:
self-consistency, invariance to cycles, home-away independence, and consistency. It
requires two inputs, the normalised score vector, and the symmetric matches matrix.
The normalised score vector is obtained as follows. First, the quotient is calculated
for each team by dividing its number of points by its number of matches played.
Then these values are normalised such that the average quotient is subtracted
from the quotient of each team. The generalised row sum method adjusts the
normalised scores by considering the performance of the opponents, the opponents
of the opponents, and so on. A parameter quanti¯es the degree of this modi¯cation.
The suggested approach is applied for the 2019/20 season of Ligue 1, the top soccer
competition in France. The rankings are found to be robust concerning the weight
of adjustment for the strength of the opponents. However, the third-placed team,
which quali¯es for the UEFA Champions League group stage, is either Rennes or
Lille, depending on the role of opponents.

To summarise, our proposal is based exclusively on the number of points as
well as the structure of the matches already played, and has the following advan-
tages: (a) it takes into consideration all results from the un¯nished season; (b) it
accounts for the di®erent number of matches played as well as for the fact that the
teams played against di®erent sets of opponents with varying strengths; (c) it is
not in°uenced by the form, home-away pattern, injuries, or results in the preced-
ing season(s); (d) it seldom requires further tie-breaking criteria; (e) it is suitable
for any sport and does not call for the estimation of any parameter; (f) it has a
recursive formula where the ¯rst iteration still yields an adequate solution, thus
its implementation requires no speci¯c software, and the ranking can be computed
essentially by hand.

Naturally, ranking in a sports league is a zero-sum game, hence any solution will
prefer certain teams compared to an alternative regime. Future rulebooks should
explicitly de¯ne what happens if a league has to be ¯nished without playing all
matches. This paper can contribute to single out a suitable policy to that end.




