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ARMEGHATAROZAS ES ARALAKULAS DINAMIKUS
KORNYEZETBEN, VALLALATI TANULAS ESETEN!

SZABO BALAZS
PTE Gazddlkodastani Doktori Iskola

A vallalatok egyes életszakaszaiban a termelési tapasztalatbdl eredd rutinok
fontos szerepet jatszhatnak. A szervezeti tanulds fajtai koziil tanulmanyunk
a csindlva tanulds (learning-by-doing) folyamatat allitja a vizsgdlédas koézép-
pontjaba, kiilonos figyelmet forditva a szervezeti felejtésnek. Annak ellenére,
hogy tobben foglalkoztak mér az irodalomban ezzel a kérdéssel, mégis olyan
gazdag tertletrdl van szd, amely tovabbi analizisre és bévitésre érdemes,
amelyhez mi is csatlakozni kivanunk. Ennek érdekében az optimalis irdnyitas-
elmélet segitségével egy folytonos idejii modellt elemziink. A modellben a
termék egységara a dontési valtozd, a kumulalt termelési tapasztalat az al-
lapotvaltozo. Utobbi alapjan szarmaztatjuk az optimalizalni kivant kife-
jezés édllapotegyenletét. A tanuldsi ratardl feltessziik, hogy idében véltozd
lehet, valamint annak értéke negativ tartomanyba is keriilhet. Eredményeink
egyrészt ramutatnak az arrés és az arnyékar jelenértékének kapcsolatara; a
jelenértéki arnyékar, tanuldsi rata és termékar viszonyara; illetve az arnyékar
jelenértékének dinamikajara. Masrészt, specidlis feltételezésekkel élve, az
aralakulds dinamikajardl tesziink megéllapitdasokat, kiilon kiemelve, hogy ezek
a kijelentések kiterjednek a vallalati felejtés esetére is. Ramutatunk, hogy a
tanulés és felejtés értékelése az ardinamika szempontjabdl a konkrét véllalati
szitudcioktol fiiggden valtozhat. Végiil illusztrativ célbdl a tanulmany egy to-
vabbi érdekes esetet is vizsgal, amelynek eredményeként implicit és explicit
modon meghatarozzuk az optimdlis arat. Erre az illusztrativ eredményre
épitve, a dolgozatot egy numerikus példaval zarjuk.

Kulcsszavak: Csindlva tanulds, drmeghatdrozas, ardinamika, optimalis
irdnyitas. JEL: C44, C61, D83

1 Bevezetés

A szervezeti tanulds interdiszciplindris természete szdmos tudomaéanyteriilet
fejlédéséhez jarul hozza (szervezeti viselkedés, kozgazdasigtan, stratégiai me-
nedzsment stb.) (Argote et al. 2003; Argote és Miron-Spektor 2011). Ez
pedig arra vilagit rd, hogy a modernitas milyen fontos jelent&séget tulajdonit
ennek a tanuldsi formanak. Azonban a szervezeti tanuldsnak vannak nyil-
vanvalé hatuliit6i is, hiszen a szervezeti rutinok tehetetlenséget idézhetnek
elo, illetve lelassithatjdk a valtozast, igy annak elényei mellett hatranyokkal
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is szdmolni kell (Argote és Hora 2017). Tehdt kijelentés helyett inkdbb kér-
désként meriil fel, hogy a ,,gyakorlat valéban tokéletesebbé tesz-e?” (Li és
Rajagopalan 1998:1519)

Az eddigiek alapjan nem meglepd, hogy szervezeti tanulds kapcsan t6bb
modell és megallapitas is talalhato a szakirodalomban. Ide sorolhaték tobbek
kozott (Voros 2006, 2017) cikkei, valamint Li és Rajagopalan (1998) mér
emlitett munkdja is. E tanulmanyok mindegyikében a termelékenységi tudas
kulcstényezo.

A termelés és az abbdl fakadé tapasztalatok szerepe tehat megkeriilhetet-
len, mégis fogos kérdés annak meghatdrozasa a vallalati vezetok szemében,
hogy a termelés milyen mértékben jarul hozza az innovaciéhoz (Pisano és
Shih 2012). Pisano (1994) gydgyszercégek adatait vizsgdlva ramutat, hogy
a véllalati tanulasnak nincs kizarélagos médja, hanem az egyes tanulasi kor-
nyezetek mas-mas megkozelitéseket igényelhetnek. S6t a szerz6 azt is megal-
lapitja, hogy akéar egy adott ipardgon beliil is a tanulas eltéré megkozelitésére
lehet sziikség az egyes vallalatok szintjén.

A viéllalati tudas jelent&ségére a termelés tekintetében mar Arrow (1962)
is ramutatott, aki a munkajaban vizsgalt példak alapjan felveti a termelésbol
jové tapasztalatnak az akkumulalt kibocsatassal torténé modellezési lehetd-
ségét, bar ezt nem tartja teljes mértékben kielégitének.? Arrow széban forgd
dolgozata cimében megjelenik a csindlva tanulds (learning-by-doing) kifeje-
zés, amely a tovabbiakban ennek a cikknek is az egyik kozponti fogalma lesz.
A csindlva tanulds, més néven autoném tanulds kapcsin meg kell emliteni
Levy (1965), valamint Dutton és Thomas (1984) munkajat, hiszen &k szintén
uttorcknek szamitanak e tanuldsi forma népszerisitésének tekintetében.

Clarke et al. (1982) modellezi a termelési tapasztalat hatdsét a véllalati
koltségre. Ennek soran a cikk kitér a csindlva tanulas jelenségére, feltételezve,
hogy a termelés sordn szerzett tapasztalat koltségesokkenéshez vezet. A szer-
zOk ramutatnak a koltségszerkezet jelentéségére az ardinamika tekintetében,
bemutatva, hogy bizonyos tipustu koltségfiiggvény csokkend, mig egy masik
tipusi névekvd ardinamikat eredményez. Spence (1981) cikkében egy olyan
tanuldsi gorbét vizsgal, amely 6sszekapcsolja a vallalati koltséget a kumulalt
kibocsatassal. Rajta 1ép til Dorroh et al. (1994), aki nemcsak a kumulélt
kibocsatast veszi figyelembe modelljében, hanem a termelési folyamat soran
képz6dd tudés Gsszességét is. Szemben Spence (1981) volumenalapi tanulds-
modelljével, Fine (1986) bevezeti a mindségalapi tanuldsmodellt, amelyben
a kumulalt kibocsatas helyett egyfajta sulyozott kumulalt kibocsatas jelenik
meg. gy az utébbi szerzé allapotegyenlete (3(t) = q(t)x(t)) majdnem azonos
a mi modelliinkben hasznélt allapotegyenlettel (2(¢) = a(t)z(p(t), 2(t))). El-
térés azon a ponton van, hogy mig az édltala alkalmazott q(t) silyfiiggvény
értelemszertien [0, 1]-beli értékeket vesz fel, addig a mi dllapotegyenletiinkben
a(t) tetsz6leges valds értéket felvehet.

Pan és Li (2016) a csinélva tanuldst egy olyan optimalis irdnyitdselméleti
modell keretében jelenitik meg, amelyben a folyamat-termék innovécidja &all

2Arrow a hivatkozott tanulmdnyban a tanuldsbdl szarmazé tapasztalatot illetSen az
akkumuldlt t6kejavakat jobb valasztasnak véli.
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a dinamika fékuszdban. E szerz6k tanulménya Voros (2006) cikkével analég
modon a keresleti fliggvényben a termékéaron kiviil a minéséget is figyelembe
veszi, azonban egy specialis linearis keresleti fiiggvénnyel dolgozik, szemben
az utébb emlitett szerzével. Megjegyezend6 ugyanis, hogy Vérds (2006) mun-
kajaban a fajlagos termelési koltség alakuldsa meglehetOsen Osszetett, azt
egyebek mellett a kumulalt termelékenységi tudds, valamint akkumulalt mi-
noségi tudas is magyarazza.

Tanulmanyunkban csatlakozni szeretnénk a csindlva tanulas modellezésé-
nek meglehetésen gazdag irodalmahoz. A jelenség modellezését az optimalis
irdnyitaselmélet keretein beliil végezziik el, modelliinkben a dinamikus feltétel
a termelés fliggvénye lesz. EbbOl a szempontbdl Spence (1981), Clarke et al.
(1982), Fine (1986), Voros (2006) vagy Voros (2021) munkédihoz hasonléan
jarunk el. Célunk az aralakulds elemzése és az ardinamika vizsgalata egy vi-
szonylag altaldnos modell keretein beliil. Ennek a cikknek a szakirodalomhoz
valé legfontosabb hozzajaruldsa elsésorban ketté pontban ragadhaté meg:

1. a tanulasi rata arhatasa kilonféle jol meghatarozott feltételrendszerek
mellett;

2. az ardinamika alakuldsa meghatarozott koriilmények kozott.

Modelliink lényegét tekintve Fine (1986) altal hozott tdjfajta mindségalapi
tanulds Otletének egy kiterjesztett valtozatat veszi alapul, és szemben példaul
Li és Rajagopalan (1998) vagy Voros (2021) megkozelitésével, a tanuldsi
ratat nem tekinti idében dllandonak, sot annak eldjelét sem régziti. fgy
realisabb képet kaphatunk a vizsgalt teriiletekrdl. Végiil megjegyezziik, hogy
az ardinamika analizise szempontjabol egy Osszetett modellt mutat be Voros
(2019) cikke, amely egyben a jelenlegi modell kiterjesztését illetGen Gtleteket
is szolgéltathat.

2 Az alapmodell felirasa

A soron kovetkezé modellben x(p,z) > 0 és ¢(z) > 0 fliggvények jatsszdk a
kozponti szerepet. Az elsé jeloli az egységartdl (p) és a kumuldlt termelési
tapasztalattol (z) fiiggd termelési volument, mig a mésodik — a kumuldlt
termelési tapasztalattdl fiiggd — a fajlagos termelési koltséget. E fliggvények
tekintetében az alabbi kikotésekkel éliink:

1. z,(p, 2) <0, tehat a ndvekvo termékar csokkend keresletet, igy csokkend
volument eredményez;

2. z,(p,z) > 0, tehdt a kumulalt termelési tapasztalat névekedése nem
eredményezi a kibocsatds csokkenését;

3. Tpp(p, z) > 0, vagyis a termelés volumene konvex a termék egységéra
szempontjabdl;

4. zp.(p, z) derivélt eléjele nem rogzitett;
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5. ¢(z) > 0 és c,(2) < 0, azaz a termelési tapasztalat novekedésével a
fajlagos koltség nem noévekszik.

Az els6 pont alapjan kimondhatjuk, hogy az drnévekedés csokkend termelést
eredményez, ami esetiinkben egyenértéki a volumencsckkenéssel, hiszen mo-
delliinkben a véllalat ismeri a keresletet, és termelését ahhoz igazitja. A
masodik pontban megfogalmazott tulajdonsaggal azt feltételezziik, hogy a
termelésbdl szarmazd tapasztalat lecsapodhat a termék mindségében, amely
azt a fogyasztok szemében vonzébba teszi (Vorés 2006, 2017). A termelési
tapasztalatbol fakadé tudas hatasat a termékmindségre szépen szemlélteti Li
és Rajagopalan (1998:1521) cikkének 1. dbrdja. Vagyis a névekvd termelésbil
szarmazo tapasztalat végsé soron nem vezet keresletcsokkenéshez (vo. Pan és
Li 2016). A harmadik pont szerint a termelési volumen az 4r szerint gyengén
konvex. Gyengén konvex keresleti fiiggvényre j6 példa az termékarban linearis
keresleti fliggvény, vagy negativ kitevéjii hatvanyfliggvénnyel aranyos keresleti
fiiggvény (ldsd Spence 1981). A kereszthatdsrdl viszont nem tudunk sem-
mit (negyedik pont). Végiil az utolsé pont arra vildgit ra, hogy a kumulélt
termelési tapasztalat névekedése a fajlagos koltség novekedését sosem vonja
maga utan.

Vegyiik a [0, 7] vagy [0, 7) intervallumot, attdl fiiggéen, hogy 7 =T > 0
vagy T = 0o. Tesszik ezt azért, mert a problémat véges és végtelen horizon-
ton is meg szeretnénk fogalmazni, illetve vizsgalni. Adott ezen intervallumok
valamelyikén az a(t) fiiggvény, ugynevezett tanuldsi réta. Jelolje tovabba
r > 0 a diszkontratat. Ezutdn keressiik egy adott p(t) > 0 fiiggvényhez azt a
z(t) differencidlhaté figgvényt, amelyre

2(t) = a(t)x(p(t), z(t)) és z(0) =2 >0 (1)

teljesiil, és a vallalat profitjdnak diszkontalt jelenértéke maximalis:3

max /OT e " (p(t) — e(2(t)x(p(t), 2(t)) dt . @)

p(t)=0
Az eddigiekbdl vildgos, hogy a vizsgalt probléméban az dr a dontési, mig a
kumulalt termelési tapasztalat az allapotvaltozo.

Ahogy azt a bevezetében emlitettiik, az a(t) fliggvény el6jelével kapcso-
latban nem tételeziink fel semmiféle megszoritast. Ennek a lényegi monda-
nivaldja, hogy az olyan helyzetek mellett, amelyekben a véllalat termelési
tapasztalata tuddsnéveld (még ha véltozé hatékonysiggal is), figyelembe ve-
sziink olyan szituacidkat is, amikor a vallalatnal tudaserdzio jelenik meg. Te-
hat eldallhat olyan helyzet, hogy a(t) < 0 teljesiil a véllalat egy bizonyos
életszakaszdban. Az ugynevezett felejtés jelenségével az irodalomban tobb
tanulmdny is foglalkozik, példdnak okaért Benkard (2000) vagy Besanko et
al. (2010). Megjegyzendd, hogy barmilyen legyen is a tanuldsi réta elGjele,
2(t) elGjele azzal mindig megegyezik.

3A kiilonbségeket illetéen vo. Vords (2021) cikkével, akinél a tanuldsi rdta egy nem-
negativ konstans, illetve ndla a volumen a ddntési valtozo.
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Az optimélis irdnyitaselmélet médszertandt alkalmazva (v6. Kirk 1970,
Seierstad és Sydseeter 1987, Dixit 1990, Léonard és Ngo 1998/1992), az op-
timalis megoldas megkeresése a jelenértékli Hamilton-fiiggvény segitségével
torténhet.

H(p,z, )‘at) = e_l,-t(p - C(Z))Ji(p, Z) + )\a(t)x(p, Z) . (3)

Az optimalitds sziikséges feltételei rendre az allapotegyenlet a kezdeti
feltétellel:
2(t) = a(t)x(p(t), z(t)), és 2(0) =2 >0, (H1)

az optimalitési feltétel:

H, = e [a(p(t), (1)) + (p(t) — e(2(t) 2y (p(1), 2(1))] +

(H2)
+ At)a(t)zp(p(t), 2(1)) =0,

valamint a szorzdegyenlet a transzverzalitasi feltétellel:

—A(t) = H. = e "[(p(t) — e(=2(t))z= (p(1), 2(t)) — (H3)
— ¢z (2(8)z(p(t), 2(1)] + At)a(t)z- (p(t), 2(1)) ,
MT)=0, har=T, és tlirgo)\(t)zo, ha 7 =00. (H4)
A miésodrendii elégséges feltétel pedig:

Hyp =" [233,,( (1), 2(t)) + (p(t) — c(2(2)))zpp (p(1), 2(1))] + 5)

+AB)a(t)zpp(p(t), 2(t)) <0
Megjegyezziik, hogy ha z(p, z) linedris p-ben, akkor z,,(p,2) = 0, azaz
H,, <0, hiszen z,(p, z) < 0.
A (H1)—(H4) feltételek kovetkezményeinek konnyebb vizsgalhatésaga ér-
dekében bevezetjiik a kovetkezd fiiggvényeket:

o(0) = [ o) (p(s). () ds.
P(t) = =[(p(t) — c(2(t)))z=(p(t), 2(t)) — cz(2(t))x(p(t), 2(1))] -
Ezek segitségével a szorzoegyenlet a kovetkezo lesz:
A(t) = e () = AB)@(t) - (H3)

Szorozzuk be mindkét oldalt az e®) fiiggvénnyel, utédna rendezziik at a
kapott egyenletet az alabbiak szerint:

FONE) + e?Dp()A(t) = e?O(t) .

Az egyenlet bal oldala derivaltalakban is felirhaté, ahol A egy tetszdleges
konstans:

% (PN + A) = O (1) (6)
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Ebbdl kovetkezik, hogy

t
ePON(E) + A= / e#()=r3(5) dis. 1)
0

A transzverzalitdsi feltétel miatt igaz, hogy

A= / e# ) 7m5(s) ds,
0

ePON(t) = —/ e? )7 (s) ds .

t

Ebbdl pedig az arnyékar jelenértékére azt kapjuk, hogy

A(t) = —e#1) /; ? T y(s) ds . (8)

Miel6tt tovabbmegytink, az aldbbi megjegyzéseket tessziik:

1. A (8) egyenletbdl kovetkezik, hogy ha 1(t) < 0 a teljes id6horizonton,

akkor A\(¢) > 0 minden széba jov6 ¢ esetén. Azonban, ha ¥(t) < 0 a
teljes id6horizonton, akkor A(t) esetén szintén a szigoru egyenlétlenség
teljestl.

2. Mivel ¢(t) = a(t)x,(p(t),z(t)) és feltevés szerint z,(p(t),z(t)) > 0 a

teljes id6horizonton, ezért ha a(t) > 0, akkor ¢(¢) > 0 minden széba
jov6 t-re, kovetkezésképpen ¢(t) nem csokkend. Viszont ¢(0) = 0 miatt
©(t) > 0. Hasonléan, ha a(t) < 0 minden lehetséges ¢ esetén, akkor
©(t) <0 a teljes idéhorizonton.

3. Adott t-re a(t) és H(t) elbjele azonos, tehat a(t)@(t) > 0.

4. Ha 9(t) < 0 a vizsgélt periédusban, akkor (8) alapjan A(¢) > 0 minden

t-re. Ha a(t) > 0 a teljes id6horizonton, akkor ¢(t) > 0, és (H3)
kovetkeztében A idében nem névekvé fiiggvény. Azonban, ha mindkét
emlitett fliggvény esetén a szigoru egyenlGtlenség teljesiil, akkor A id6-
ben csokken6 fiiggvény.

Ezek a kovetkezmények Gsszhangban vannak Vorés (2021) speciédlisabb mo-
delljének bizonyos konzekvencidival.

1. Tétel. Hap(t) > c(2(t)) a teljes idShorizonton, akkor \(t) > 0 tetszdleges
t-re.

Bizonyitds. A tétel feltételei mellett () < 0 a teljes id6horizonton, ezért

a (8) egyenlet figyelembevételével adédik az &llités. O

1. Kévetkezmény. A tétel konklizidjia nem fiigg a tanuldsi rdta eldjelétdl,
valamint abszolut nagysdgatol. Tehdt fiiggetlendl attol, hogy a vdllalat tanul
vagy felejt, a fenti feltételek teljesiilése esetén az drnyékdr jelenértéke biztosan
nemnegativ a tervezési periodusban.
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2. Tétel. Ha minden t-re teljesil, hogy A\(t) > 0 és a(t) < 0, akkor p(t) >0
s 1gaz a teljes idohorizonton.

Bizonyitds. Fejezziik ki a (H2) optimalitasi feltételbdl p(t) arat:

(p(1), 2(t))

T t
p(t) = c(z(t)) —

zp(p(t), 2(t))
hiszen z,(p, z) < 0. Ebbél kévetkezik, hogy ha A(t) > 0 és a(t) < 0 a teljes
id6horizonton, akkor (9) jobb oldala pozitiv, tehdt p(t) > 0 tetszéleges t
esetén. O

— " A(t)alt), 9)

2. Kovetkezmény. Vegyiik észre, hogy az iménti bizonyitds nem igényeli
annak feltételezését, hogy p(t) > c(z2(t)) igaz legyen minden iddpillanatban.
A A(t) > 0 egyenldtlenség ugyanis gy is teljestlhet minden t-re, hogy 1 (t)
pozitiv értékeket is felvesz a vizsgdlt idohorizonton. Vagyis akdr az is eléfor-
dulhat, hogy a vdllalat gy tud optimdlis drat megdllapitani, hogy egy bizonyos
életszakaszban veszteséges.

A fenti, 4. megjegyzés els6 felénél dltalanosabb eredményt fogunk igazolni
a kovetkezé tételben. Be fogjuk ldtni, hogy fliggetleniil az a(t) tanuldsi rata és
a1(t) figgvény elbjelétél, A drnyékar jelenértéke sosem lehet idében névekvé
fliggvény.

3. Tétel. A (H2) és (H3) feltételek alapjin beldthatd, hogy

e " z2(p(t), 2(t) + 2p(p(2), 2(t) ez (2(8) | 2(p(t), 2(1)) = 2, (p(t), z(t))AEt) :
10
teljesiil a wvizsgalt idéhorizonton. Ezenkivil a X\ jelenértéki drnyékdr iddben
nem novekvd dinamikdji.

Bizonyitds. A széban forgd (H2) optimalitasi feltétel és (H3) szorzdegyen-

let segitségével szamitsuk ki a z,(p(t), 2(t))H, — x,(p(t), 2(t)) H, kifejezést.
Egyrészt

x,(p(t), z(t))Hp — xp(p(t), 2(t))H, =
e (@ (p(t), 2(1)) + 2 (p(1), 2(1)) ez (2(1)))x(p(1), (1)) ,

masrészt pedig
w2 (p(t), 2(8)) Hy — 2p(p(t), 2(1) Hz = @p(p(2), 2(£))A(E) ,

mivel H, = 0 é H, = —A(t). Ebbdl rogton kovetkezik a (10) egyenlet.
Figyelembe véve az z,(p,z) < 0, z,(p,z) > 0, c;(2) < 0 és z(p,2z) > 0
fiiggvénytulajdonsdgokat, (10) bal oldala nemnegativ. Ez viszont azt jelenti,
hogy (10) jobb oldala is nemnegativ kell, hogy legyen. Utébbi pedig pontosan
akkor teljesiil, ha A(t) < 0 a teljes id6horizonton. Vagyis az drnyékar jelen-
értéke id6ben nem névekvo dinamikaja. m|

A tétel kapcsdn a kovetkezé megjegyzéseket tessziik:
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1. Ha z(p,z) > 0 igaz (vagyis sosincs lizemsziinet), illetve ¢, < 0 is tel-
jesiil (vagyis a fajlagos termelési koltség nem &llandd), akkor A idében
szigorian csokkeno.

2. Hax(p, z) > 06és z,(p, z) > 0 teljesiil, viszont ¢, < 0, akkor az drnyékér
jelenértéke idében tgyszintén szigoruan csokken.

3. Ha z,(p, 2z) = ¢, = 0, akkor A dllandé a teljes id6horizonton.

Gondolatmenetiink folytatdsaként rendezziik &t a (H2) optimalitdsi felté-

telt:
—a(p(t), 2(t) = [p(t) — c(=()) + " At)a(t)] 2p(p(2), 2(t)) -
Derivaljuk mindkét oldalt ¢-szerint, felhasznalva a tobbvaltozos fliggvé-
nyek derivalasara érvényes lancszabdlyt:
—xp(p(t), 2(1))p(t) — 22 (p(t), 2 = [p(t)
+re A(t)a(t) + € A(t)a(t )+ 6’9( )a(t)] zp(p ( )»Z(t)) +
+ [p(t) = c(z(t) + " Mt)a(t)] [2p(p(t), 2(4))D() + pz (p(2), 2(8) 2(1)] -
4. Tétel. Tegyiik fel, hogy r = 0, xp.(p,2) = 0, Hp, <0, c(2) = ¢ > 0,

valamint p(t) > c a teljes idéhorizonton. Ekkor igazak a kévetkezd dllitdsok
tetszoleges t-re:

(i) haa(t) >0 ésa(t) <0, akkor p(t) >0,
(i) haa(t) >0 ésa(t) <0, z(p,z) >0 és z,(p,z) >0, akkor p(t) > 0,
(ii) ha a(t) <0 és a(t) >0, akkor p(t) <0,
(iv) haa(t) <0 ésa(t) >0, z(p,z) >0 és z,(p,z) >0, akkor p(t) <O0.

Bizonyitds. Figyelembe véve a tétel feltételeit, (11) a kovetkezd egyenletre
egyszerusitheto:

—p (p(1), 2(£))P(8) — 2 (p(1), 2(£)2(8) = [B(E) + A(B)a(t) + A(t)a(t)] *
< xp(p(t), 2(t)) + [p(t) = c(2(2) + At)a(t)| 2y (p(t), 2(2))D(E) -
Ezt az egyenletet adtrendezve:
= Hypp(t) = [A(®)a(t) + At)a(t)]ap (p(t), (1)) + 2. (p(t), (1) (), (12)

hiszen, ha r = 0, akkor

Hyp = 2 (p(t), 2()) + [p(t) — c(2(t)) + A(t)a(t)]zpp (p(2), 2(2)) -

Ezek utan p(t)-t kifejezve az aldbbit kapjuk:

p(t) = — [A(D)a(t) + A(t)[?(t)]x,, (1), 2(1)) . |

pp pp

ahol x,(p,z)/Hpp > 0 és x.(p,2)/Hpp, < 0. Mivel a p(t) > ¢ egyenlétlenség
igaz minden lehetséges t-re, ezért, amint fentebb lattuk, kovetkezik, hogy
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A(t) > 0 a teljes idShorizonton (ldsd 1. Tétel). A kordbbiakbdl azt is tudjuk,
hogy A(t) < 0 minden lehetséges t-re (lasd 3. Tétel).

Tehét abban az esetben, ha a(t) > 0 és a(t) < 0 a teljes id6horizonton,
akkor a fenti egyenlet jobb oldalan all6 kifejezés mindkét tagja nemnegativ,
tehat az ar idében nem csokkend dinamikaji. Ha azonban azt feltételezziik,
hogy a(t) > 0 és a(t) <0, z(p,z) > 0 és z,(p, z) > 0 teljesiil minden széba
jové t-re, akkor az ar idOben szigorian novekvo dinamikdjd, hiszen a jobb
oldal masodik tagja mindenképpen pozitiv.

Masrészt, ha a(t) < 0 és a(t) > 0 minden lehetséges ¢ esetén, akkor a fenti
kifejezés jobb oldalan 4ll6 mindkét tag nempozitiv, vagyis az ar idében nem
novekvé dinamik4ji. Ha viszont azt tessziik fel, hogy a(t) < 0 és a(t) > 0,
x(p,z) > 0 és x,(p,z) > 0 teljesiil a vizsgdlt id6horizonton, akkor az ar
id6ben szigorian csckkend dinamikajd, mivel a jobb oldal mésodik tagja
mindenképpen negativ. o

5. Tétel.  Tegyiik fel, hogy x(p,z) kétszer folytonosan differencidlhatd,
x2.(p,z) = 0 és p(t) > c(2(t)) teljesiil a vizsgdlt id6horizonton. FEkkor, ha
a(t),a(t) > 0 minden lehetséges t-re, akkor az dr idében nem névekvd dina-
mikdji. Azonban, ha a(t),a(t) < 0 a teljes periddus sordn, akkor az dr idében
nem csokkend dinamikdji.

Bizonyitds. Induljunk ki a (11) egyenletbdl, és rendezziik &t azt az aldbbi
modon:

—[22,(p(t), (1)) + (p(t) — c(2(t)) + " A(t)a(t))zyp (p(2), 2(1))]B(t) =
= (= (2())2(t) + re" MB)a(t) + e At)alt) + " AB)a(t))zy (p(t), 2(t)) +
+ (p(t) = c(2(t) + " At)a(t) Jp=(p(t), 2(1)) 2(t) + 2 (p(1), 2(1))£(t) - 13)
Felhasznalva, hogy
e Hpp = 22, (p(t), (1)) + (p(t) — c(2(1) + " A(t)a(t))zpp(p(1), (1)) ,

\.//—\

22 (p(t), 2(1)) 2(1) = @(H)x(p(t), 2(¢)), tovabbd
—cx(2(1)2(1) + e A()a(t) = —e.(2(1)£(t) + a(t)(t) — A p(t)a(t) =
= —c.(2()2(t) — a(@®)[(p(t) — e(z(t))z=(p(1), (1)) — ¢ (2(t))z(p(t), 2(t))] —

— " A(B)@(t)alt) = a(t)(p(t) — c(2(t)))=(p(t), (1)) — e A(t )a(t)w(t)(m

a (H1), (H3’) egyenlet, illetve ¢(t) és 1(t) definiciéja miatt a kovetkezét
kapjuk:
—e" Hppp(t) = e A()[(r — ¢(t))a(t) + a(t)]zy
+(p(t) — c(2(t) + " At)a(t))zp=(p(1), 2(t))2
+a(t)(p(t) — c(2(2)))x- (p(1), 2(t))xp
(15)
Mivel feltettiik, hogy z(p, z) kétszer folytonosan differencidlhaté és ., (p, z) =

0, emiatt x,,(p, 2) = xp,(p, 2) = 0. Tehat az iménti egyenlet egyszeriibb alak-
ra hozhaté:

— e Hypp(t) = €"A(E)(ra(t) + a(t))z, (p(t), 2(1)) (16)
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Ebbdl fejezziik ki p(t)-t:

A)(ra(t) + at))z, (p(1), 2(t))
H,

pp

pt) = — (17)

Felhasznélva, hogy a p(t) — c(z(t)) drrés nemnegativ a vizsgalt idészakban,

A(t) > 0 az Gsszes lehetséges t-re (1. Tétel). Ezért, ha a(t), a(t) > 0 a vizsgalt

id6horizonton, akkor az ar idoben nem névekvd dinamikaju. Ellenben, ha

a(t),a(t) < 0 minden széba j6v6 t-re, akkor az &r id6ben nem csokkend

dinamikaju. O
A kovetkez6 megjegyzéseket tessziik a tételt illetéen:

1. Ha az arrés szigorian pozitiv, tovdbbé ra(t) > 0 vagy a(t) > 0 teljesiil
minden lehetséges t-re, akkor az ar idében csokkend dinamikaju.

2. Ha az &rrés szigortan pozitiv, tovabba ra(t) < 0 vagy a(t) < 0 teljesiil
a vizsgalt id6horizonton, akkor az ar idében novekvé dinamikaju.

Vizsgaljuk meg azt a speciélis esetet, amikor a p(t) = p termékdr és az
a(t) = a tanuldsi rdta idében allandd, valamint 7 = T. Tegyiik fel, hogy
z(p) = d — p, valamint d > p. Legyen r = 0 és c(z) = Cz# alakd, ahol
C >0¢és B> 1" Az (1) egyenletbdl integralds utan z(t) kifejezheté:

t
2(t) = l—l-/ a(d—p)ds,
0
feltéve, hogy zo = 1. Mivel fot a(d — p)ds = a(d — p)t, tehat
z(t) =14a(d—p)t.
Ha r = 0, akkor a (H2) egyenlet a kovetkezé lesz:

H, =c(2(t))+d—2p— At)a=0.

Innen a termékar egyszeriien

c(2(t)) +d—At)a -

> (18)

p:

A kovetkezd 1épésben a (8) egyenletbe vald helyettesités utan meghatérozzuk
A(t) értékét. Mivel x,(p,z) = 0, emiatt p(¢t) = 0 minden t-re, tovdbbd
P(t) = cz(2(t))(d — p). Tehat

A(t) = — / ¢.(2(3))(d - p) ds = —(d — p) / _ACIL +a(d — p)s] P ds =

= B(d—p)C / T[1+a(d—p>sr<ﬁ+” ds =
C

a

c(2(t)) — e(=(T))

a

[+ a(d—p)) ™~ St +a(d—p)1]* =

4E specialis tipusi koltségfiiggvény kapcséan ldsd példdul Bernstein és Kok (2009) vagy
Voros (2013).
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Kovetkezésképpen ki tudjuk kiiszobdlni A(¢)-t a (18) egyenletbél, mivel
e(z(t)) — AMt)a = c(2(T)). Igy eljutunk a

_d+Cl+(d-—p)T)"
p= 2

kifejezéshez. Ennek az implicit egyenletnek biztosan van megoldasa példaul
akkor, ha a C paraméter kelléen alacsony. Abban a szélséséges esetben pedig,
ha C zérus, p = d/2. Vegyiik azt is észre, hogy a fenti formula nem fiigg a
tanuldsi ratatol, tehat ebben a specialis esetben lényegtelen annak abszoltt
nagysaga vagy eléjele.

Legyen 8 = 1. Ekkor a (19) egyenletet atrendezve, a megfelel tagokat
Osszevonva a kovetkezo6t kapjuk:

2Tp* — (2 +3dT)p + d(1 +dT) + C = 0. (20)

(19)

A maésodfoki egyenlet megoldéképletét hasznalva:

2+ 3dT + /(2 + 3dT)? — 8T[d(L + dT) + C]
P= AT

Megold4s 1étezéséhez sziikséges feltenni, hogy (2+43dT)? > 8T'[d(1+dT)+C].
Ennek segitségével felso becslést adhatunk a C' > 0 fajlagos termelési kolt-
ségre t = 0 idépontban: 1/(2T) + d(1 + dT'/4)/2 > C. Ha az id6horizont
elegendden hosszi, akkor adott C' értékre biztosan teljesiil az egyenlotlenség.
1. Példa. Legyen d = 10, C = 1, T = 4. A lehetséges optimélis arak
négy tizedesjegyre kerekitve 0,8947 vagy 14,3553. Ezekbdl a potencialis
megoldasokbdl csak az elébbi lesz megfeleld, hiszen annal v = 9,1053 > 0,
mig az utébbindl v = —4,3553 < 0. A volumen azonban nem lehet negativ.

. (21)

3 (")sszegzés

A csindlva tanulas jelent6ségét nem szabad aldbecsiilni. Elsésorban erre sze-
rettiink volna ramutatni cikkiinkben, ezzel tovabb bévitve a szakirodalom
eddigi eredményeit. Tettik ezt egy viszonylag tomor, mégis altalanos modell
keretein belil.

Megmutattuk, hogy ha a vallalat a teljes idohorizonton képes legalabb
akkora egységarat szabni, mint a fajlagos termelési koltség nagysaga, akkor
az arnyékar jelenértéke feltétleniil nemnegativ. Ez az eredmény filiggetlen a
tanuldsi rata elojelétdl, illetve annak abszolit nagysagatol. Ha ezen tulmenve
feltételezziik, hogy a(t) > 0 minden t-re, akkor az drnyékar jelenértékének
dinamikajardl is tudunk mit mondani, nevezetesen, hogy az idoben csokkend
fliggvény. Ezutan belattuk, hogy a teljes tervezési periodusban nemnegativ
jelenértékii arnyékarat és negativ tanulasi ratat feltételezve a termékar végig
pozitiv lesz. Ez a megéllapitds amiatt fontos, mert nem zarja ki, hogy op-
timalis termékarat akkor is lehetséges szabni, ha a vallalatnak vannak veszte-
séges idGszakai. Megmutattuk tovabba, hogy az arnyékar jelenértéke idoben
mindig nemnovekveo, valamint tisztaztuk a szigori csokkenés feltételeit is.
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Gondolatmenetiink mésodik nagyobb egysége az drdinamikat helyezi f6-
kuszba. Itt tobb eredménytink sziiletett. Ezek a megallapitasok azért lehet-
nek fontosnak, mert az drdinamikat felejtés esetén is vizsgaljak, ramutatva
arra, hogy az utébbi jelenléte kiillonb6z6 kontextusokban mas-més kimenetelre
vezet az id6beli lefutdsat illetéen. Els6ként zérus diszkontréata, x,.(p,z) =0,
H,, <0, konstans fajlagos termelési koltség és nemnegativ arrés mellett meg-
mutattuk, hogy az ar idében nem csdkken, ha a(t) > 0, a(t) < 0, valamint
id6ben nem novekszik, ha a(t) < 0, a(t) > 0 a vizsgélt id6horizonton. Ré&-
mutattunk arra is, hogy milyen megszoritasok mellett teljesiil az arak szi-
goru idébeli névekedése, tovabba szigort idébeli csokkenése. Azon koriilmé-
nyek kozott, ha a diszkontrata kiilonbozo lehet zérustdl, z(p, z) nem fiigg a z
allapotvaltozétdl és az arrés nemnegativ, megmutattuk, hogy ha a tanulasi
rata és annak dinamikdja nemnegativ, akkor az ar idében nem névekszik, el-
lenben, ha a tanuldsi rata és annak dinamikaja nempozitiv, akkor az ar idében
nem csOkken. Az utébbi eredmény kapcsén tisztdztuk azt is, hogy mikor le-
hetséges az ardinamika vonatkozasaban szigoru csokkenés vagy névekedés.

Végil egy tovabbi specidlis esetet vizsgaltunk, amelyben feltettiik, hogy
p(t) = a(t) = 0 minden t-re. Konkrét fajlagos koltség mellett implicit médon
meghataroztuk az ar nagysagat, amellyel kapcsolatosan lattuk, hogy az nem
fligg a tanuldsi rata eléjelétél, sem annak abszolit nagysagatdl. A fajlagos
koltséget tovabb specifikalva explicit képletet kaptunk a termékéarra, majd
konkrét paraméterértékek mellett egy numerikus példat is bemutattunk.

A tanulmédnyban elemzett téma tovabbi lehetéségeket rejt magdban, ame-
lyek koziil kettot megemlitiink. Jovobeli kutatasok keretén beliil érdemes
lenne foglalkozni olyan modellel, amelyben a tanulasi rata endogén valtozo.
Tehat felvethetd az a kérdés, hogy a véllalat milyen dontési valtozén keresztiil
képes e ratara hatast gyakorolni. Ezenkiviil érdekes lenne megvizsgédlni annak
a kévetkezményeit, ha a 2(t) = a(t)z(p(t), z(t)) dinamikus feltétel helyett va-
lami &ltaldnosabb 2(t) = f(a(t),z(p(t), 2(t))) alakot tekintiink.> Egy tovabbi
kiterjesztési lehetGséget kapunk, ha olyan modellt vizsgalunk, amelyben a
csindlva tanulds mellett a megel6z6 véllalati K+F+1 is helyet kap (learning-
before-doing) (Pisano 1994: 85). Ez a modellkiterjesztés persze nem isme-
retlen, hiszen bizonyos forméban mdr jelen van Li és Rajagopalan (1998),
Voros (2006) vagy akar Pan és Li (2016) cikkében is. Ennek ellenére tovabbi
innovativ modellezési megkozelitésre mégis nyilhat lehetoség.

Koszonetnyilvanitas

K&szonettel tartozom Vords professzor tirnak egy olyan szakmai miihely 1étre-
hozéasaért és iranyitasaért, amelynek tamogatdsa nélkiil a jelenlegi tanulmany
nem késziilhetett volna el. Szeretném tovabba halamat kifejezni Komldsi
Sandor professzor trnak segitokészségéért, mddszertani Utmutatasaiért és

5A 2(t) = af(z(t),2(t)), fz(z,2) > 0 esetet érintélegesen targyalja Vords (2021), de
néala — ahogy cikke sordn végig — a > 0 konstans, illetve a volumen a doéntési valtozd.
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PRICING AND PRICE DEVELOPMENT IN A DYNAMIC ENVIRONMENT
IN CASE OF CORPORATE LEARNING

Routines gained from production experience may play an important role in certain
stages of a firm’s life. Among the variations of organizational learning, our study
focuses on the process of learning by doing (learning-by-doing), paying also special
attention to organizational forgetting. Despite the fact that many authors have
already dealt with this issue in the literature, it is still a rich field that deserves
further analysis and exploration, to which we also wish to contribute. For this
purpose, we analyze a continuous-time model using optimal control theory. In the
model, the unit price of the product (p > 0) is the decision variable, while the
experience of cumulative production (z) is the state variable. Based on the latter,
we reach the
2(t) = a(t)z(p(t), 2(t)) and =z(0) =z >0,

state equation of the expression to be optimized:

T

) e " (p(t) — e(=(t)z(p(t), (t))dt,

where z(p, z) stands for the production volume (z,(p, z) < 0, z.(p, 2) > 0, Tpp(p, z) >
0), and ¢(z) denotes the unit cost of production (¢(z) > 0, c.(z) < 0). The learn-
ing rate (a(t)) is assumed to vary over time, moreover, its value can also be in a
negative range. On the one hand, our results point to the relationship between the
p(t) — ¢(z(t)) margin and the shadow price’s present value (A(t)); the relationship
between the shadow price’s present value, the learning rate and the product price;
and the dynamics of the present value of the shadow price.
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We show that if a firm is able to charge a unit price at least as large as the unit
cost of production over the entire planning horizon, then the present value of the
shadow price is necessarily non-negative, irrespective of the sign of the learning rate
and its absolute value. In addition, if we assume that a(t) > 0 holds for every ¢,
then we are also able to make a statement about the dynamics of the shadow price’s
present value, namely that it is a decreasing function over time. We then prove
that by assuming a non-negative present value concerning the shadow price and a
negative learning rate over the entire planning horizon, the product price is going to
be positive throughout. This finding is important because it does not exclude that
it is possible to set an optimal product price even if the company has loss-making
periods. We are also going to demonstrate that the shadow price’s present value
never increases over time, and we will also clarify the conditions for a strict decrease.
On the other hand, using special assumptions, we formulate statements about the
dynamics of price development, particularly highlighting that these assertions also
extend to the case of corporate forgetting. We point out that the evaluation of
learning (a(t) > 0) and forgetting (a(t) < 0) in terms of price dynamics may vary
depending on specific corporate situations.

These mentioned findings may be important because price dynamics is also
analyzed in case of forgetting, pointing out that the presence of the latter in different
contexts leads to different outcomes in terms of its dynamics. First, with a zero
discount rate, zp.(p,z) = 0, Hp, < 0, a constant unit cost of production and a
non-negative margin, we are going to show that regarding the examined planning
horizon the price does not decrease over time if a(t) > 0, a(t) < 0, and does not
increase over time if a(t) < 0, a(t) > 0. We will also point out those constraints
under which a strict increase or decrease in prices over time is triggered. In such
a context, when the discount rate may differ from zero, z(p, z) does not depend on
the state variable z and the margin is non-negative, we are going to show that if the
learning rate and its dynamics are non-negative, the price does not increase over
time. However, if the learning rate and its dynamics are non-positive, the price will
not decrease over time. In connection with the latter result, we will also make it
clear when a strict decrease or increase in price dynamics is possible.

Finally, for illustrative purposes, the paper also investigates an additional inter-
esting case (assuming that p(t) = p, a(t) = a are both constants over a finite time
horizon), as a result of which we calculate the optimal price both implicitly and
explicitly. Taking a specific unit cost function, we are going to implicitly determine
the price, in relation to which we will see that it neither depends on the sign of the
learning rate nor its absolute value. Further specifying the unit cost, we arrive at
an explicit formula for the product price. Based on this result, we end our paper
with a numerical example.





