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¶ARMEGHAT¶AROZ¶AS ¶ES ¶ARALAKUL¶AS DINAMIKUS
KÄORNYEZETBEN, V¶ALLALATI TANUL¶AS ESET¶EN1

SZAB¶O BAL¶AZS
PTE Gazd¶alkod¶astani Doktori Iskola

A v¶allalatok egyes ¶eletszakaszaiban a termel¶esi tapasztalatb¶ol ered}o rutinok
fontos szerepet j¶atszhatnak. A szervezeti tanul¶as fajt¶ai kÄozÄul tanulm¶anyunk
a csin¶alva tanul¶as (learning-by-doing) folyamat¶at ¶all¶³tja a vizsg¶al¶od¶as kÄoz¶ep-
pontj¶aba, kÄulÄonÄos ¯gyelmet ford¶³tva a szervezeti felejt¶esnek. Annak ellen¶ere,
hogy tÄobben foglalkoztak m¶ar az irodalomban ezzel a k¶erd¶essel, m¶egis olyan
gazdag terÄuletr}ol van sz¶o, amely tov¶abbi anal¶³zisre ¶es b}ov¶³t¶esre ¶erdemes,
amelyhez mi is csatlakozni k¶³v¶anunk. Ennek ¶erdek¶eben az optim¶alis ir¶any¶³t¶as-
elm¶elet seg¶³ts¶eg¶evel egy folytonos idej}u modellt elemzÄunk. A modellben a
term¶ek egys¶eg¶ara a dÄont¶esi v¶altoz¶o, a kumul¶alt termel¶esi tapasztalat az ¶al-
lapotv¶altoz¶o. Ut¶obbi alapj¶an sz¶armaztatjuk az optimaliz¶alni k¶³v¶ant kife-
jez¶es ¶allapotegyenlet¶et. A tanul¶asi r¶at¶ar¶ol feltesszÄuk, hogy id}oben v¶altoz¶o
lehet, valamint annak ¶ert¶eke negat¶³v tartom¶anyba is kerÄulhet. Eredm¶enyeink
egyr¶eszt r¶amutatnak az ¶arr¶es ¶es az ¶arny¶ek¶ar jelen¶ert¶ek¶enek kapcsolat¶ara; a
jelen¶ert¶ek}u ¶arny¶ek¶ar, tanul¶asi r¶ata ¶es term¶ek¶ar viszony¶ara; illetve az ¶arny¶ek¶ar
jelen¶ert¶ek¶enek dinamik¶aj¶ara. M¶asr¶eszt, speci¶alis felt¶etelez¶esekkel ¶elve, az
¶aralakul¶as dinamik¶aj¶ar¶ol teszÄunk meg¶allap¶³t¶asokat, kÄulÄon kiemelve, hogy ezek
a kijelent¶esek kiterjednek a v¶allalati felejt¶es eset¶ere is. R¶amutatunk, hogy a
tanul¶as ¶es felejt¶es ¶ert¶ekel¶ese az ¶ardinamika szempontj¶ab¶ol a konkr¶et v¶allalati
szitu¶aci¶okt¶ol fÄugg}oen v¶altozhat. V¶egÄul illusztrat¶³v c¶elb¶ol a tanulm¶any egy to-
v¶abbi ¶erdekes esetet is vizsg¶al, amelynek eredm¶enyek¶ent implicit ¶es explicit
m¶odon meghat¶arozzuk az optim¶alis ¶arat. Erre az illusztrat¶³v eredm¶enyre
¶ep¶³tve, a dolgozatot egy numerikus p¶eld¶aval z¶arjuk.

Kulcsszavak: Csin¶alva tanul¶as, ¶armeghat¶aroz¶as, ¶ardinamika, optim¶alis
ir¶any¶³t¶as. JEL: C44, C61, D83

1 Bevezet¶es

A szervezeti tanul¶as interdiszciplin¶aris term¶eszete sz¶amos tudom¶anyterÄulet
fejl}od¶es¶ehez j¶arul hozz¶a (szervezeti viselked¶es, kÄozgazdas¶agtan, strat¶egiai me-
nedzsment stb.) (Argote et al. 2003; Argote ¶es Miron-Spektor 2011). Ez
pedig arra vil¶ag¶³t r¶a, hogy a modernit¶as milyen fontos jelent}os¶eget tulajdon¶³t
ennek a tanul¶asi form¶anak. Azonban a szervezeti tanul¶asnak vannak nyil-
v¶anval¶o h¶atulÄut}oi is, hiszen a szervezeti rutinok tehetetlens¶eget id¶ezhetnek
el}o, illetve lelass¶³thatj¶ak a v¶altoz¶ast, ¶³gy annak el}onyei mellett h¶atr¶anyokkal

1Be¶erkezett 2020. okt¶ober 1. E-mail: szabo.balazs@pte.hu.
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is sz¶amolni kell (Argote ¶es Hora 2017). Teh¶at kijelent¶es helyett ink¶abb k¶er-
d¶esk¶ent merÄul fel, hogy a ,,gyakorlat val¶oban tÄok¶eletesebb¶e tesz-e?" (Li ¶es
Rajagopalan 1998:1519)

Az eddigiek alapj¶an nem meglep}o, hogy szervezeti tanul¶as kapcs¶an tÄobb
modell ¶es meg¶allap¶³t¶as is tal¶alhat¶o a szakirodalomban. Ide sorolhat¶ok tÄobbek
kÄozÄott (VÄorÄos 2006, 2017) cikkei, valamint Li ¶es Rajagopalan (1998) m¶ar
eml¶³tett munk¶aja is. E tanulm¶anyok mindegyik¶eben a termel¶ekenys¶egi tud¶as
kulcst¶enyez}o.

A termel¶es ¶es az abb¶ol fakad¶o tapasztalatok szerepe teh¶at megkerÄulhetet-
len, m¶egis fog¶os k¶erd¶es annak meghat¶aroz¶asa a v¶allalati vezet}ok szem¶eben,
hogy a termel¶es milyen m¶ert¶ekben j¶arul hozz¶a az innov¶aci¶ohoz (Pisano ¶es
Shih 2012). Pisano (1994) gy¶ogyszerc¶egek adatait vizsg¶alva r¶amutat, hogy
a v¶allalati tanul¶asnak nincs kiz¶ar¶olagos m¶odja, hanem az egyes tanul¶asi kÄor-
nyezetek m¶as-m¶as megkÄozel¶³t¶eseket ig¶enyelhetnek. S}ot a szerz}o azt is meg¶al-
lap¶³tja, hogy ak¶ar egy adott ipar¶agon belÄul is a tanul¶as elt¶er}o megkÄozel¶³t¶es¶ere
lehet szÄuks¶eg az egyes v¶allalatok szintj¶en.

A v¶allalati tud¶as jelent}os¶eg¶ere a termel¶es tekintet¶eben m¶ar Arrow (1962)
is r¶amutatott, aki a munk¶aj¶aban vizsg¶alt p¶eld¶ak alapj¶an felveti a termel¶esb}ol
jÄov}o tapasztalatnak az akkumul¶alt kibocs¶at¶assal tÄort¶en}o modellez¶esi lehet}o-
s¶eg¶et, b¶ar ezt nem tartja teljes m¶ert¶ekben kiel¶eg¶³t}onek.2 Arrow sz¶oban forg¶o
dolgozata c¶³m¶eben megjelenik a csin¶alva tanul¶as (learning-by-doing) kifeje-
z¶es, amely a tov¶abbiakban ennek a cikknek is az egyik kÄozponti fogalma lesz.
A csin¶alva tanul¶as, m¶as n¶even auton¶om tanul¶as kapcs¶an meg kell eml¶³teni
Levy (1965), valamint Dutton ¶es Thomas (1984) munk¶aj¶at, hiszen }ok szint¶en
¶uttÄor}oknek sz¶am¶³tanak e tanul¶asi forma n¶epszer}us¶³t¶es¶enek tekintet¶eben.

Clarke et al. (1982) modellezi a termel¶esi tapasztalat hat¶as¶at a v¶allalati
kÄolts¶egre. Ennek sor¶an a cikk kit¶er a csin¶alva tanul¶as jelens¶eg¶ere, felt¶etelezve,
hogy a termel¶es sor¶an szerzett tapasztalat kÄolts¶egcsÄokken¶eshez vezet. A szer-
z}ok r¶amutatnak a kÄolts¶egszerkezet jelent}os¶eg¶ere az ¶ardinamika tekintet¶eben,
bemutatva, hogy bizonyos t¶³pus¶u kÄolts¶egfÄuggv¶eny csÄokken}o, m¶³g egy m¶asik
t¶³pus¶u nÄovekv}o ¶ardinamik¶at eredm¶enyez. Spence (1981) cikk¶eben egy olyan
tanul¶asi gÄorb¶et vizsg¶al, amely Äosszekapcsolja a v¶allalati kÄolts¶eget a kumul¶alt
kibocs¶at¶assal. Rajta l¶ep t¶ul Dorroh et al. (1994), aki nemcsak a kumul¶alt
kibocs¶at¶ast veszi ¯gyelembe modellj¶eben, hanem a termel¶esi folyamat sor¶an
k¶epz}od}o tud¶as Äosszess¶eg¶et is. Szemben Spence (1981) volumenalap¶u tanul¶as-
modellj¶evel, Fine (1986) bevezeti a min}os¶egalap¶u tanul¶asmodellt, amelyben
a kumul¶alt kibocs¶at¶as helyett egyfajta s¶ulyozott kumul¶alt kibocs¶at¶as jelenik
meg. ¶Igy az ut¶obbi szerz}o ¶allapotegyenlete ( _z(t) = q(t)x(t)) majdnem azonos
a mi modellÄunkben haszn¶alt ¶allapotegyenlettel ( _z(t) = a(t)x(p(t); z(t))). El-
t¶er¶es azon a ponton van, hogy m¶³g az ¶altala alkalmazott q(t) s¶ulyfÄuggv¶eny
¶ertelemszer}uen [0; 1]-beli ¶ert¶ekeket vesz fel, addig a mi ¶allapotegyenletÄunkben
a(t) tetsz}oleges val¶os ¶ert¶eket felvehet.

Pan ¶es Li (2016) a csin¶alva tanul¶ast egy olyan optim¶alis ir¶any¶³t¶aselm¶eleti
modell keret¶eben jelen¶³tik meg, amelyben a folyamat-term¶ek innov¶aci¶oja ¶all

2Arrow a hivatkozott tanulm¶anyban a tanul¶asb¶ol sz¶armaz¶o tapasztalatot illet}oen az
akkumul¶alt t}okejavakat jobb v¶alaszt¶asnak v¶eli.
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a dinamika f¶okusz¶aban. E szerz}ok tanulm¶anya VÄorÄos (2006) cikk¶evel anal¶og
m¶odon a keresleti fÄuggv¶enyben a term¶ek¶aron k¶³vÄul a min}os¶eget is ¯gyelembe
veszi, azonban egy speci¶alis line¶aris keresleti fÄuggv¶ennyel dolgozik, szemben
az ut¶obb eml¶³tett szerz}ovel. Megjegyezend}o ugyanis, hogy VÄorÄos (2006) mun-
k¶aj¶aban a fajlagos termel¶esi kÄolts¶eg alakul¶asa meglehet}osen Äosszetett, azt
egyebek mellett a kumul¶alt termel¶ekenys¶egi tud¶as, valamint akkumul¶alt mi-
n}os¶egi tud¶as is magyar¶azza.

Tanulm¶anyunkban csatlakozni szeretn¶enk a csin¶alva tanul¶as modellez¶es¶e-
nek meglehet}osen gazdag irodalm¶ahoz. A jelens¶eg modellez¶es¶et az optim¶alis
ir¶any¶³t¶aselm¶elet keretein belÄul v¶egezzÄuk el, modellÄunkben a dinamikus felt¶etel
a termel¶es fÄuggv¶enye lesz. Ebb}ol a szempontb¶ol Spence (1981), Clarke et al.
(1982), Fine (1986), VÄorÄos (2006) vagy VÄorÄos (2021) munk¶aihoz hasonl¶oan
j¶arunk el. C¶elunk az ¶aralakul¶as elemz¶ese ¶es az ¶ardinamika vizsg¶alata egy vi-
szonylag ¶altal¶anos modell keretein belÄul. Ennek a cikknek a szakirodalomhoz
val¶o legfontosabb hozz¶aj¶arul¶asa els}osorban kett}o pontban ragadhat¶o meg:

1. a tanul¶asi r¶ata ¶arhat¶asa kÄulÄonf¶ele j¶ol meghat¶arozott felt¶etelrendszerek
mellett;

2. az ¶ardinamika alakul¶asa meghat¶arozott kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott.

ModellÄunk l¶enyeg¶et tekintve Fine (1986) ¶altal hozott ¶ujfajta min}os¶egalap¶u
tanul¶as Äotlet¶enek egy kiterjesztett v¶altozat¶at veszi alapul, ¶es szemben p¶eld¶aul
Li ¶es Rajagopalan (1998) vagy VÄorÄos (2021) megkÄozel¶³t¶es¶evel, a tanul¶asi
r¶at¶at nem tekinti id}oben ¶alland¶onak, s}ot annak el}ojel¶et sem rÄogz¶³ti. ¶Igy
re¶alisabb k¶epet kaphatunk a vizsg¶alt terÄuletekr}ol. V¶egÄul megjegyezzÄuk, hogy
az ¶ardinamika anal¶³zise szempontj¶ab¶ol egy Äosszetett modellt mutat be VÄorÄos
(2019) cikke, amely egyben a jelenlegi modell kiterjeszt¶es¶et illet}oen Äotleteket
is szolg¶altathat.

2 Az alapmodell fel¶³r¶asa

A soron kÄovetkez}o modellben x(p; z) ¸ 0 ¶es c(z) > 0 fÄuggv¶enyek j¶atssz¶ak a
kÄozponti szerepet. Az els}o jelÄoli az egys¶eg¶art¶ol (p) ¶es a kumul¶alt termel¶esi
tapasztalatt¶ol (z) fÄugg}o termel¶esi volument, m¶³g a m¶asodik { a kumul¶alt
termel¶esi tapasztalatt¶ol fÄugg}o { a fajlagos termel¶esi kÄolts¶eget. E fÄuggv¶enyek
tekintet¶eben az al¶abbi kikÄot¶esekkel ¶elÄunk:

1. xp(p; z) < 0, teh¶at a nÄovekv}o term¶ek¶ar csÄokken}o keresletet, ¶³gy csÄokken}o
volument eredm¶enyez;

2. xz(p; z) ¸ 0, teh¶at a kumul¶alt termel¶esi tapasztalat nÄoveked¶ese nem
eredm¶enyezi a kibocs¶at¶as csÄokken¶es¶et;

3. xpp(p; z) ¸ 0, vagyis a termel¶es volumene konvex a term¶ek egys¶eg¶ara
szempontj¶ab¶ol;

4. xpz(p; z) deriv¶alt el}ojele nem rÄogz¶³tett;
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5. c(z) > 0 ¶es cz(z) · 0, azaz a termel¶esi tapasztalat nÄoveked¶es¶evel a
fajlagos kÄolts¶eg nem nÄovekszik.

Az els}o pont alapj¶an kimondhatjuk, hogy az ¶arnÄoveked¶es csÄokken}o termel¶est
eredm¶enyez, ami esetÄunkben egyen¶ert¶ek}u a volumencsÄokken¶essel, hiszen mo-
dellÄunkben a v¶allalat ismeri a keresletet, ¶es termel¶es¶et ahhoz igaz¶³tja. A
m¶asodik pontban megfogalmazott tulajdons¶aggal azt felt¶etelezzÄuk, hogy a
termel¶esb}ol sz¶armaz¶o tapasztalat lecsap¶odhat a term¶ek min}os¶eg¶eben, amely
azt a fogyaszt¶ok szem¶eben vonz¶obb¶a teszi (VÄorÄos 2006, 2017). A termel¶esi
tapasztalatb¶ol fakad¶o tud¶as hat¶as¶at a term¶ekmin}os¶egre sz¶epen szeml¶elteti Li
¶es Rajagopalan (1998:1521) cikk¶enek 1. ¶abr¶aja. Vagyis a nÄovekv}o termel¶esb}ol
sz¶armaz¶o tapasztalat v¶egs}o soron nem vezet keresletcsÄokken¶eshez (vÄo. Pan ¶es
Li 2016). A harmadik pont szerint a termel¶esi volumen az ¶ar szerint gyeng¶en
konvex. Gyeng¶en konvex keresleti fÄuggv¶enyre j¶o p¶elda az term¶ek¶arban line¶aris
keresleti fÄuggv¶eny, vagy negat¶³v kitev}oj}u hatv¶anyfÄuggv¶ennyel ar¶anyos keresleti
fÄuggv¶eny (l¶asd Spence 1981). A kereszthat¶asr¶ol viszont nem tudunk sem-
mit (negyedik pont). V¶egÄul az utols¶o pont arra vil¶ag¶³t r¶a, hogy a kumul¶alt
termel¶esi tapasztalat nÄoveked¶ese a fajlagos kÄolts¶eg nÄoveked¶es¶et sosem vonja
maga ut¶an.

VegyÄuk a [0; ¿ ] vagy [0; ¿) intervallumot, att¶ol fÄugg}oen, hogy ¿ = T > 0
vagy ¿ = 1. TesszÄuk ezt az¶ert, mert a probl¶em¶at v¶eges ¶es v¶egtelen horizon-
ton is meg szeretn¶enk fogalmazni, illetve vizsg¶alni. Adott ezen intervallumok
valamelyik¶en az a(t) fÄuggv¶eny, ¶ugynevezett tanul¶asi r¶ata. JelÄolje tov¶abb¶a
r ¸ 0 a diszkontr¶at¶at. Ezut¶an keressÄuk egy adott p(t) ¸ 0 fÄuggv¶enyhez azt a
z(t) di®erenci¶alhat¶o fÄuggv¶enyt, amelyre

_z(t) = a(t)x(p(t); z(t)) ¶es z(0) = z0 > 0 (1)

teljesÄul, ¶es a v¶allalat pro¯tj¶anak diszkont¶alt jelen¶ert¶eke maxim¶alis:3

max
p(t)¸0

Z ¿

0

e¡rt(p(t) ¡ c(z(t)))x(p(t); z(t)) dt : (2)

Az eddigiekb}ol vil¶agos, hogy a vizsg¶alt probl¶em¶aban az ¶ar a dÄont¶esi, m¶³g a
kumul¶alt termel¶esi tapasztalat az ¶allapotv¶altoz¶o.

Ahogy azt a bevezet}oben eml¶³tettÄuk, az a(t) fÄuggv¶eny el}ojel¶evel kapcso-
latban nem t¶etelezÄunk fel semmif¶ele megszor¶³t¶ast. Ennek a l¶enyegi monda-
nival¶oja, hogy az olyan helyzetek mellett, amelyekben a v¶allalat termel¶esi
tapasztalata tud¶asnÄovel}o (m¶eg ha v¶altoz¶o hat¶ekonys¶aggal is), ¯gyelembe ve-
szÄunk olyan szitu¶aci¶okat is, amikor a v¶allalatn¶al tud¶aser¶ozi¶o jelenik meg. Te-
h¶at el}o¶allhat olyan helyzet, hogy a(t) < 0 teljesÄul a v¶allalat egy bizonyos
¶eletszakasz¶aban. Az ¶ugynevezett felejt¶es jelens¶eg¶evel az irodalomban tÄobb
tanulm¶any is foglalkozik, p¶eld¶anak ok¶a¶ert Benkard (2000) vagy Besanko et
al. (2010). Megjegyzend}o, hogy b¶armilyen legyen is a tanul¶asi r¶ata el}ojele,
_z(t) el}ojele azzal mindig megegyezik.

3A kÄulÄonbs¶egeket illet}oen vÄo. VÄorÄos (2021) cikk¶evel, akin¶el a tanul¶asi r¶ata egy nem-
negat¶³v konstans, illetve n¶ala a volumen a dÄont¶esi v¶altoz¶o.
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Az optim¶alis ir¶any¶³t¶aselm¶elet m¶odszertan¶at alkalmazva (vÄo. Kirk 1970,
Seierstad ¶es Syds½ter 1987, Dixit 1990, L¶eonard ¶es Ngo 1998/1992), az op-
tim¶alis megold¶as megkeres¶ese a jelen¶ert¶ek}u Hamilton-fÄuggv¶eny seg¶³ts¶eg¶evel
tÄort¶enhet.

H(p; z; ¸; t) = e¡rt(p ¡ c(z))x(p; z) + ¸a(t)x(p; z) : (3)

Az optimalit¶as szÄuks¶eges felt¶etelei rendre az ¶allapotegyenlet a kezdeti
felt¶etellel:

_z(t) = a(t)x(p(t); z(t)) ; ¶es z(0) = z0 > 0 ; (H1)

az optimalit¶asi felt¶etel:

Hp = e¡rt[x(p(t); z(t)) + (p(t) ¡ c(z(t)))xp(p(t); z(t))] +

+ ¸(t)a(t)xp(p(t); z(t)) = 0 ;
(H2)

valamint a szorz¶oegyenlet a transzverzalit¶asi felt¶etellel:

¡ _̧ (t) = Hz = e¡rt[(p(t) ¡ c(z(t)))xz(p(t); z(t)) ¡
¡ cz(z(t))x(p(t); z(t))] + ¸(t)a(t)xz(p(t); z(t)) ;

(H3)

¸(T ) = 0; ha ¿ = T ; ¶es lim
t!1

¸(t) = 0; ha ¿ = 1 : (H4)

A m¶asodrend}u el¶egs¶eges felt¶etel pedig:

Hpp = e¡rt[2xp(p(t); z(t)) + (p(t) ¡ c(z(t)))xpp(p(t); z(t))] +

+ ¸(t)a(t)xpp(p(t); z(t)) · 0 :
(5)

MegjegyezzÄuk, hogy ha x(p; z) line¶aris p-ben, akkor xpp(p; z) = 0, azaz
Hpp < 0, hiszen xp(p; z) < 0.

A (H1){(H4) felt¶etelek kÄovetkezm¶enyeinek kÄonnyebb vizsg¶alhat¶os¶aga ¶er-
dek¶eben bevezetjÄuk a kÄovetkez}o fÄuggv¶enyeket:

'(t) =

Z t

0

a(s)xz(p(s); z(s)) ds ;

Ã(t) = ¡[(p(t) ¡ c(z(t)))xz(p(t); z(t)) ¡ cz(z(t))x(p(t); z(t))] :

Ezek seg¶³ts¶eg¶evel a szorz¶oegyenlet a kÄovetkez}o lesz:

_̧ (t) = e¡rtÃ(t) ¡ ¸(t) _'(t) : (H3')

Szorozzuk be mindk¶et oldalt az e'(t) fÄuggv¶ennyel, ut¶ana rendezzÄuk ¶at a
kapott egyenletet az al¶abbiak szerint:

e'(t) _̧ (t) + e'(t) _'(t)¸(t) = e'(t)¡rtÃ(t) :

Az egyenlet bal oldala deriv¶altalakban is fel¶³rhat¶o, ahol A egy tetsz}oleges
konstans:

d

dt

³
e'(t)¸(t) + A

´
= e'(t)¡rtÃ(t) : (6)
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Ebb}ol kÄovetkezik, hogy

e'(t)¸(t) + A =

Z t

0

e'(s)¡rsÃ(s) ds : (7)

A transzverzalit¶asi felt¶etel miatt igaz, hogy

A =

Z ¿

0

e'(s)¡rsÃ(s) ds ;

e'(t)¸(t) = ¡
Z ¿

t

e'(s)¡rsÃ(s) ds :

Ebb}ol pedig az ¶arny¶ek¶ar jelen¶ert¶ek¶ere azt kapjuk, hogy

¸(t) = ¡e¡'(t)

Z ¿

t

e'(s)¡rsÃ(s) ds : (8)

Miel}ott tov¶abbmegyÄunk, az al¶abbi megjegyz¶eseket tesszÄuk:

1. A (8) egyenletb}ol kÄovetkezik, hogy ha Ã(t) · 0 a teljes id}ohorizonton,
akkor ¸(t) ¸ 0 minden sz¶oba jÄov}o t eset¶en. Azonban, ha Ã(t) < 0 a
teljes id}ohorizonton, akkor ¸(t) eset¶en szint¶en a szigor¶u egyenl}otlens¶eg
teljesÄul.

2. Mivel _'(t) = a(t)xz(p(t); z(t)) ¶es feltev¶es szerint xz(p(t); z(t)) ¸ 0 a
teljes id}ohorizonton, ez¶ert ha a(t) ¸ 0, akkor _'(t) ¸ 0 minden sz¶oba
jÄov}o t-re, kÄovetkez¶esk¶eppen '(t) nem csÄokken}o. Viszont '(0) = 0 miatt
'(t) ¸ 0. Hasonl¶oan, ha a(t) < 0 minden lehets¶eges t eset¶en, akkor
'(t) · 0 a teljes id}ohorizonton.

3. Adott t-re a(t) ¶es _'(t) el}ojele azonos, teh¶at a(t) _'(t) ¸ 0.

4. Ha Ã(t) · 0 a vizsg¶alt peri¶odusban, akkor (8) alapj¶an ¸(t) ¸ 0 minden
t-re. Ha a(t) ¸ 0 a teljes id}ohorizonton, akkor _'(t) ¸ 0, ¶es (H3')
kÄovetkezt¶eben ¸ id}oben nem nÄovekv}o fÄuggv¶eny. Azonban, ha mindk¶et
eml¶³tett fÄuggv¶eny eset¶en a szigor¶u egyenl}otlens¶eg teljesÄul, akkor ¸ id}o-
ben csÄokken}o fÄuggv¶eny.

Ezek a kÄovetkezm¶enyek Äosszhangban vannak VÄorÄos (2021) speci¶alisabb mo-
dellj¶enek bizonyos konzekvenci¶aival.

1. T¶etel. Ha p(t) ¸ c(z(t)) a teljes id}ohorizonton, akkor ¸(t) ¸ 0 tetsz}oleges
t-re.

Bizony¶³t¶as. A t¶etel felt¶etelei mellett Ã(t) · 0 a teljes id}ohorizonton, ez¶ert
a (8) egyenlet ¯gyelembev¶etel¶evel ad¶odik az ¶all¶³t¶as. 2

1. KÄovetkezm¶eny. A t¶etel konkl¶uzi¶oja nem fÄugg a tanul¶asi r¶ata el}ojel¶et}ol,
valamint abszol¶ut nagys¶ag¶at¶ol. Teh¶at fÄuggetlenÄul att¶ol, hogy a v¶allalat tanul
vagy felejt, a fenti felt¶etelek teljesÄul¶ese eset¶en az ¶arny¶ek¶ar jelen¶ert¶eke biztosan
nemnegat¶³v a tervez¶esi peri¶odusban.
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2. T¶etel. Ha minden t-re teljesÄul, hogy ¸(t) ¸ 0 ¶es a(t) < 0, akkor p(t) > 0
is igaz a teljes id}ohorizonton.

Bizony¶³t¶as. FejezzÄuk ki a (H2) optimalit¶asi felt¶etelb}ol p(t) ¶arat:

p(t) = c(z(t)) ¡ x(p(t); z(t))

xp(p(t); z(t))
¡ ert¸(t)a(t); (9)

hiszen xp(p; z) < 0. Ebb}ol kÄovetkezik, hogy ha ¸(t) ¸ 0 ¶es a(t) < 0 a teljes
id}ohorizonton, akkor (9) jobb oldala pozit¶³v, teh¶at p(t) > 0 tetsz}oleges t
eset¶en. 2

2. KÄovetkezm¶eny. VegyÄuk ¶eszre, hogy az im¶enti bizony¶³t¶as nem ig¶enyeli
annak felt¶etelez¶es¶et, hogy p(t) ¸ c(z(t)) igaz legyen minden id}opillanatban.
A ¸(t) ¸ 0 egyenl}otlens¶eg ugyanis ¶ugy is teljesÄulhet minden t-re, hogy Ã(t)
pozit¶³v ¶ert¶ekeket is felvesz a vizsg¶alt id}ohorizonton. Vagyis ak¶ar az is el}ofor-
dulhat, hogy a v¶allalat ¶ugy tud optim¶alis ¶arat meg¶allap¶³tani, hogy egy bizonyos
¶eletszakaszban vesztes¶eges.

A fenti, 4. megjegyz¶es els}o fel¶en¶el ¶altal¶anosabb eredm¶enyt fogunk igazolni
a kÄovetkez}o t¶etelben. Be fogjuk l¶atni, hogy fÄuggetlenÄul az a(t) tanul¶asi r¶ata ¶es
a Ã(t) fÄuggv¶eny el}ojel¶et}ol, ¸ ¶arny¶ek¶ar jelen¶ert¶eke sosem lehet id}oben nÄovekv}o
fÄuggv¶eny.

3. T¶etel. A (H2) ¶es (H3) felt¶etelek alapj¶an bel¶athat¶o, hogy

e¡rt
£
xz(p(t); z(t)) + xp(p(t); z(t))cz(z(t))

¤
x(p(t); z(t)) = xp(p(t); z(t)) _̧ (t)

(10)
teljesÄul a vizsg¶alt id}ohorizonton. Ezenk¶³vÄul a ¸ jelen¶ert¶ek}u ¶arny¶ek¶ar id}oben
nem nÄovekv}o dinamik¶aj¶u.

Bizony¶³t¶as. A sz¶oban forg¶o (H2) optimalit¶asi felt¶etel ¶es (H3) szorz¶oegyen-
let seg¶³ts¶eg¶evel sz¶am¶³tsuk ki a xz(p(t); z(t))Hp ¡ xp(p(t); z(t))Hz kifejez¶est.
Egyr¶eszt

xz(p(t); z(t))Hp ¡ xp(p(t); z(t))Hz =

e¡rt(xz(p(t); z(t)) + xp(p(t); z(t))cz(z(t)))x(p(t); z(t)) ;

m¶asr¶eszt pedig

xz(p(t); z(t))Hp ¡ xp(p(t); z(t))Hz = xp(p(t); z(t)) _̧ (t) ;

mivel Hp = 0 ¶es Hz = ¡ _̧ (t). Ebb}ol rÄogtÄon kÄovetkezik a (10) egyenlet.
Figyelembe v¶eve az xp(p; z) < 0, xz(p; z) ¸ 0, cz(z) · 0 ¶es x(p; z) ¸ 0
fÄuggv¶enytulajdons¶agokat, (10) bal oldala nemnegat¶³v. Ez viszont azt jelenti,
hogy (10) jobb oldala is nemnegat¶³v kell, hogy legyen. Ut¶obbi pedig pontosan
akkor teljesÄul, ha _̧ (t) · 0 a teljes id}ohorizonton. Vagyis az ¶arny¶ek¶ar jelen-
¶ert¶eke id}oben nem nÄovekv}o dinamik¶aj¶u. 2

A t¶etel kapcs¶an a kÄovetkez}o megjegyz¶eseket tesszÄuk:
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1. Ha x(p; z) > 0 igaz (vagyis sosincs ÄuzemszÄunet), illetve cz < 0 is tel-
jesÄul (vagyis a fajlagos termel¶esi kÄolts¶eg nem ¶alland¶o), akkor ¸ id}oben
szigor¶uan csÄokken}o.

2. Ha x(p; z) > 0 ¶es xz(p; z) > 0 teljesÄul, viszont cz · 0, akkor az ¶arny¶ek¶ar
jelen¶ert¶eke id}oben ¶ugyszint¶en szigor¶uan csÄokken.

3. Ha xz(p; z) = cz = 0, akkor ¸ ¶alland¶o a teljes id}ohorizonton.

GondolatmenetÄunk folytat¶asak¶ent rendezzÄuk ¶at a (H2) optimalit¶asi felt¶e-
telt:

¡x(p(t); z(t)) =
£
p(t) ¡ c(z(t)) + ert¸(t)a(t)

¤
xp(p(t); z(t)) :

Deriv¶aljuk mindk¶et oldalt t-szerint, felhaszn¶alva a tÄobbv¶altoz¶os fÄuggv¶e-
nyek deriv¶al¶as¶ara ¶erv¶enyes l¶ancszab¶alyt:

¡xp(p(t); z(t)) _p(t) ¡ xz(p(t); z(t)) _z(t) =
£
_p(t) ¡ cz(z(t)) _z(t) +

+ rert¸(t)a(t) + ert _̧ (t)a(t) + ert¸(t) _a(t)
¤
xp(p(t); z(t)) +

+
£
p(t) ¡ c(z(t)) + ert¸(t)a(t)

¤£
xpp(p(t); z(t)) _p(t) + xpz(p(t); z(t)) _z(t)

¤
:

(11)

4. T¶etel. TegyÄuk fel, hogy r = 0, xpz(p; z) = 0, Hpp < 0, c(z) = c > 0,
valamint p(t) ¸ c a teljes id}ohorizonton. Ekkor igazak a kÄovetkez}o ¶all¶³t¶asok
tetsz}oleges t-re:

(i) ha a(t) ¸ 0 ¶es _a(t) · 0, akkor _p(t) ¸ 0,
(ii) ha a(t) > 0 ¶es _a(t) < 0, x(p; z) > 0 ¶es xz(p; z) > 0, akkor _p(t) > 0,
(iii) ha a(t) · 0 ¶es _a(t) ¸ 0, akkor _p(t) · 0,
(iv) ha a(t) < 0 ¶es _a(t) ¸ 0, x(p; z) > 0 ¶es xz(p; z) > 0, akkor _p(t) < 0.

Bizony¶³t¶as. Figyelembe v¶eve a t¶etel felt¶eteleit, (11) a kÄovetkez}o egyenletre
egyszer}us¶³thet}o:

¡xp(p(t); z(t)) _p(t) ¡ xz(p(t); z(t)) _z(t) =
£
_p(t) + _̧ (t)a(t) + ¸(t) _a(t)

¤ £
£ xp(p(t); z(t)) +

£
p(t) ¡ c(z(t)) + ¸(t)a(t)

¤
xpp(p(t); z(t)) _p(t) :

Ezt az egyenletet ¶atrendezve:

¡ Hpp _p(t) =
£
_̧ (t)a(t) + ¸(t) _a(t)

¤
xp(p(t); z(t)) + xz(p(t); z(t)) _z(t) ; (12)

hiszen, ha r = 0, akkor

Hpp = 2xp(p(t); z(t)) +
£
p(t) ¡ c(z(t)) + ¸(t)a(t)

¤
xpp(p(t); z(t)) :

Ezek ut¶an _p(t)-t kifejezve az al¶abbit kapjuk:

_p(t) = ¡
£
_̧ (t)a(t) + ¸(t) _a(t)

¤
xp(p(t); z(t))

Hpp
+

xz(p(t); z(t)) _z(t)

Hpp
;

ahol xp(p; z)=Hpp > 0 ¶es xz(p; z)=Hpp · 0. Mivel a p(t) ¸ c egyenl}otlens¶eg
igaz minden lehets¶eges t-re, ez¶ert, amint fentebb l¶attuk, kÄovetkezik, hogy
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¸(t) ¸ 0 a teljes id}ohorizonton (l¶asd 1. T¶etel). A kor¶abbiakb¶ol azt is tudjuk,
hogy _̧ (t) · 0 minden lehets¶eges t-re (l¶asd 3. T¶etel).

Teh¶at abban az esetben, ha a(t) ¸ 0 ¶es _a(t) · 0 a teljes id}ohorizonton,
akkor a fenti egyenlet jobb oldal¶an ¶all¶o kifejez¶es mindk¶et tagja nemnegat¶³v,
teh¶at az ¶ar id}oben nem csÄokken}o dinamik¶aj¶u. Ha azonban azt felt¶etelezzÄuk,
hogy a(t) > 0 ¶es _a(t) < 0, x(p; z) > 0 ¶es xz(p; z) > 0 teljesÄul minden sz¶oba
jÄov}o t-re, akkor az ¶ar id}oben szigor¶uan nÄovekv}o dinamik¶aj¶u, hiszen a jobb
oldal m¶asodik tagja mindenk¶eppen pozit¶³v.

M¶asr¶eszt, ha a(t) · 0 ¶es _a(t) ¸ 0 minden lehets¶eges t eset¶en, akkor a fenti
kifejez¶es jobb oldal¶an ¶all¶o mindk¶et tag nempozit¶³v, vagyis az ¶ar id}oben nem
nÄovekv}o dinamik¶aj¶u. Ha viszont azt tesszÄuk fel, hogy a(t) < 0 ¶es _a(t) ¸ 0,
x(p; z) > 0 ¶es xz(p; z) > 0 teljesÄul a vizsg¶alt id}ohorizonton, akkor az ¶ar
id}oben szigor¶uan csÄokken}o dinamik¶aj¶u, mivel a jobb oldal m¶asodik tagja
mindenk¶eppen negat¶³v. 2

5. T¶etel. TegyÄuk fel, hogy x(p; z) k¶etszer folytonosan di®erenci¶alhat¶o,
xz(p; z) = 0 ¶es p(t) ¸ c(z(t)) teljesÄul a vizsg¶alt id}ohorizonton. Ekkor, ha
a(t); _a(t) ¸ 0 minden lehets¶eges t-re, akkor az ¶ar id}oben nem nÄovekv}o dina-
mik¶aj¶u. Azonban, ha a(t); _a(t) · 0 a teljes peri¶odus sor¶an, akkor az ¶ar id}oben
nem csÄokken}o dinamik¶aj¶u.

Bizony¶³t¶as. Induljunk ki a (11) egyenletb}ol, ¶es rendezzÄuk ¶at azt az al¶abbi
m¶odon:

¡[2xp(p(t); z(t)) + (p(t) ¡ c(z(t)) + ert¸(t)a(t))xpp(p(t); z(t))] _p(t) =

= (¡cz(z(t)) _z(t) + rert¸(t)a(t) + ert _̧ (t)a(t) + ert¸(t) _a(t))xp(p(t); z(t)) +

+ (p(t) ¡ c(z(t)) + ert¸(t)a(t))xpz(p(t); z(t)) _z(t) + xz(p(t); z(t)) _z(t) :
(13)

Felhaszn¶alva, hogy

ertHpp = 2xp(p(t); z(t)) + (p(t) ¡ c(z(t)) + ert¸(t)a(t))xpp(p(t); z(t)) ;

xz(p(t); z(t)) _z(t) = _'(t)x(p(t); z(t)), tov¶abb¶a

¡cz(z(t)) _z(t) + ert _̧ (t)a(t) = ¡cz(z(t)) _z(t) + a(t)Ã(t) ¡ ert¸(t) _'(t)a(t) =

= ¡cz(z(t)) _z(t) ¡ a(t)[(p(t) ¡ c(z(t)))xz(p(t); z(t)) ¡ cz(z(t))x(p(t); z(t))] ¡
¡ ert¸(t) _'(t)a(t) = a(t)(p(t) ¡ c(z(t)))xz(p(t); z(t)) ¡ ert¸(t)a(t) _'(t) ;

(14)
a (H1), (H3') egyenlet, illetve '(t) ¶es Ã(t) de¯n¶³ci¶oja miatt a kÄovetkez}ot
kapjuk:

¡ertHpp _p(t) = ert¸(t)[(r ¡ _'(t))a(t) + _a(t)]xp(p(t); z(t)) +

+ (p(t) ¡ c(z(t)) + ert¸(t)a(t))xpz(p(t); z(t)) _z(t) + _'(t)x(p(t); z(t)) +

+ a(t)(p(t) ¡ c(z(t)))xz(p(t); z(t))xp(p(t); z(t)) :
(15)

Mivel feltettÄuk, hogy x(p; z) k¶etszer folytonosan di®erenci¶alhat¶o ¶es xz(p; z) =
0, emiatt xzp(p; z) = xpz(p; z) = 0. Teh¶at az im¶enti egyenlet egyszer}ubb alak-
ra hozhat¶o:

¡ ertHpp _p(t) = ert¸(t)(ra(t) + _a(t))xp(p(t); z(t)) : (16)
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Ebb}ol fejezzÄuk ki _p(t)-t:

_p(t) = ¡¸(t)(ra(t) + _a(t))xp(p(t); z(t))

Hpp
: (17)

Felhaszn¶alva, hogy a p(t) ¡ c(z(t)) ¶arr¶es nemnegat¶³v a vizsg¶alt id}oszakban,
¸(t) ¸ 0 az Äosszes lehets¶eges t-re (1. T¶etel). Ez¶ert, ha a(t); _a(t) ¸ 0 a vizsg¶alt
id}ohorizonton, akkor az ¶ar id}oben nem nÄovekv}o dinamik¶aj¶u. Ellenben, ha
a(t); _a(t) · 0 minden sz¶oba jÄov}o t-re, akkor az ¶ar id}oben nem csÄokken}o
dinamik¶aj¶u. 2

A kÄovetkez}o megjegyz¶eseket tesszÄuk a t¶etelt illet}oen:

1. Ha az ¶arr¶es szigor¶uan pozit¶³v, tov¶abb¶a ra(t) > 0 vagy _a(t) > 0 teljesÄul
minden lehets¶eges t-re, akkor az ¶ar id}oben csÄokken}o dinamik¶aj¶u.

2. Ha az ¶arr¶es szigor¶uan pozit¶³v, tov¶abb¶a ra(t) < 0 vagy _a(t) < 0 teljesÄul
a vizsg¶alt id}ohorizonton, akkor az ¶ar id}oben nÄovekv}o dinamik¶aj¶u.

Vizsg¶aljuk meg azt a speci¶alis esetet, amikor a p(t) = p term¶ek¶ar ¶es az
a(t) = a tanul¶asi r¶ata id}oben ¶alland¶o, valamint ¿ = T . TegyÄuk fel, hogy
x(p) = d ¡ p, valamint d > p. Legyen r = 0 ¶es c(z) = Cz¡¯ alak¶u, ahol
C > 0 ¶es ¯ ¸ 1.4 Az (1) egyenletb}ol integr¶al¶as ut¶an z(t) kifejezhet}o:

z(t) = 1 +

Z t

0

a(d ¡ p) ds ;

felt¶eve, hogy z0 = 1. Mivel
R t

0
a(d ¡ p)ds = a(d ¡ p)t, teh¶at

z(t) = 1 + a(d ¡ p)t :

Ha r = 0, akkor a (H2) egyenlet a kÄovetkez}o lesz:

Hp = c(z(t)) + d ¡ 2p ¡ ¸(t)a = 0 :

Innen a term¶ek¶ar egyszer}uen

p =
c(z(t)) + d ¡ ¸(t)a

2
: (18)

A kÄovetkez}o l¶ep¶esben a (8) egyenletbe val¶o helyettes¶³t¶es ut¶an meghat¶arozzuk
¸(t) ¶ert¶ek¶et. Mivel xz(p; z) = 0, emiatt '(t) = 0 minden t-re, tov¶abb¶a
Ã(t) = cz(z(t))(d ¡ p). Teh¶at

¸(t) = ¡
Z T

t

cz(z(s))(d ¡ p) ds = ¡(d ¡ p)

Z T

t

¡¯C[1 + a(d ¡ p)s]¡¯¡1 ds =

= ¯(d ¡ p)C

Z T

t

[1 + a(d ¡ p)s]¡(¯+1) ds =

=
C

a
[1 + a(d ¡ p)t]¡¯ ¡ C

a
[1 + a(d ¡ p)T ]¡¯ =

c(z(t)) ¡ c(z(T ))

a
:

4E speci¶alis t¶³pus¶u kÄolts¶egfÄuggv¶eny kapcs¶an l¶asd p¶eld¶aul Bernstein ¶es KÄok (2009) vagy
VÄorÄos (2013).
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KÄovetkez¶esk¶eppen ki tudjuk kÄuszÄobÄolni ¸(t)-t a (18) egyenletb}ol, mivel
c(z(t)) ¡ ¸(t)a = c(z(T )). ¶Igy eljutunk a

p =
d + C[1 + (d ¡ p)T ]¡¯

2
(19)

kifejez¶eshez. Ennek az implicit egyenletnek biztosan van megold¶asa p¶eld¶aul
akkor, ha a C param¶eter kell}oen alacsony. Abban a sz¶els}os¶eges esetben pedig,
ha C z¶erus, p = d=2. VegyÄuk azt is ¶eszre, hogy a fenti formula nem fÄugg a
tanul¶asi r¶at¶at¶ol, teh¶at ebben a speci¶alis esetben l¶enyegtelen annak abszol¶ut
nagys¶aga vagy el}ojele.

Legyen ¯ = 1. Ekkor a (19) egyenletet ¶atrendezve, a megfelel}o tagokat
Äosszevonva a kÄovetkez}ot kapjuk:

2Tp2 ¡ (2 + 3dT )p + d(1 + dT ) + C = 0 : (20)

A m¶asodfok¶u egyenlet megold¶ok¶eplet¶et haszn¶alva:

p =
2 + 3dT §

p
(2 + 3dT )2 ¡ 8T [d(1 + dT ) + C]

4T
: (21)

Megold¶as l¶etez¶es¶ehez szÄuks¶eges feltenni, hogy (2+3dT )2 ¸ 8T [d(1+dT )+C].
Ennek seg¶³ts¶eg¶evel fels}o becsl¶est adhatunk a C > 0 fajlagos termel¶esi kÄolt-
s¶egre t = 0 id}opontban: 1=(2T ) + d(1 + dT=4)=2 ¸ C. Ha az id}ohorizont
elegend}oen hossz¶u, akkor adott C ¶ert¶ekre biztosan teljesÄul az egyenl}otlens¶eg.

1. P¶elda. Legyen d = 10, C = 1, T = 4. A lehets¶eges optim¶alis ¶arak
n¶egy tizedesjegyre kerek¶³tve 0;8947 vagy 14;3553. Ezekb}ol a potenci¶alis
megold¶asokb¶ol csak az el}obbi lesz megfelel}o, hiszen ann¶al v = 9;1053 > 0,
m¶³g az ut¶obbin¶al v = ¡4;3553 < 0. A volumen azonban nem lehet negat¶³v.

3 ÄOsszegz¶es

A csin¶alva tanul¶as jelent}os¶eg¶et nem szabad al¶abecsÄulni. Els}osorban erre sze-
rettÄunk volna r¶amutatni cikkÄunkben, ezzel tov¶abb b}ov¶³tve a szakirodalom
eddigi eredm¶enyeit. TettÄuk ezt egy viszonylag tÄomÄor, m¶egis ¶altal¶anos modell
keretein belÄul.

Megmutattuk, hogy ha a v¶allalat a teljes id}ohorizonton k¶epes legal¶abb
akkora egys¶eg¶arat szabni, mint a fajlagos termel¶esi kÄolts¶eg nagys¶aga, akkor
az ¶arny¶ek¶ar jelen¶ert¶eke felt¶etlenÄul nemnegat¶³v. Ez az eredm¶eny fÄuggetlen a
tanul¶asi r¶ata el}ojel¶et}ol, illetve annak abszol¶ut nagys¶ag¶at¶ol. Ha ezen t¶ulmenve
felt¶etelezzÄuk, hogy a(t) ¸ 0 minden t-re, akkor az ¶arny¶ek¶ar jelen¶ert¶ek¶enek
dinamik¶aj¶ar¶ol is tudunk mit mondani, nevezetesen, hogy az id}oben csÄokken}o
fÄuggv¶eny. Ezut¶an bel¶attuk, hogy a teljes tervez¶esi peri¶odusban nemnegat¶³v
jelen¶ert¶ek}u ¶arny¶ek¶arat ¶es negat¶³v tanul¶asi r¶at¶at felt¶etelezve a term¶ek¶ar v¶egig
pozit¶³v lesz. Ez a meg¶allap¶³t¶as amiatt fontos, mert nem z¶arja ki, hogy op-
tim¶alis term¶ek¶arat akkor is lehets¶eges szabni, ha a v¶allalatnak vannak veszte-
s¶eges id}oszakai. Megmutattuk tov¶abb¶a, hogy az ¶arny¶ek¶ar jelen¶ert¶eke id}oben
mindig nemnÄovekv}o, valamint tiszt¶aztuk a szigor¶u csÄokken¶es felt¶eteleit is.
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GondolatmenetÄunk m¶asodik nagyobb egys¶ege az ¶ardinamik¶at helyezi f¶o-
kuszba. Itt tÄobb eredm¶enyÄunk szÄuletett. Ezek a meg¶allap¶³t¶asok az¶ert lehet-
nek fontosnak, mert az ¶ardinamik¶at felejt¶es eset¶en is vizsg¶alj¶ak, r¶amutatva
arra, hogy az ut¶obbi jelenl¶ete kÄulÄonbÄoz}o kontextusokban m¶as-m¶as kimenetelre
vezet az id}obeli lefut¶as¶at illet}oen. Els}ok¶ent z¶erus diszkontr¶ata, xpz(p; z) = 0,
Hpp < 0, konstans fajlagos termel¶esi kÄolts¶eg ¶es nemnegat¶³v ¶arr¶es mellett meg-
mutattuk, hogy az ¶ar id}oben nem csÄokken, ha a(t) ¸ 0, _a(t) · 0, valamint
id}oben nem nÄovekszik, ha a(t) · 0, _a(t) ¸ 0 a vizsg¶alt id}ohorizonton. R¶a-
mutattunk arra is, hogy milyen megszor¶³t¶asok mellett teljesÄul az ¶arak szi-
gor¶u id}obeli nÄoveked¶ese, tov¶abb¶a szigor¶u id}obeli csÄokken¶ese. Azon kÄorÄulm¶e-
nyek kÄozÄott, ha a diszkontr¶ata kÄulÄonbÄoz}o lehet z¶erust¶ol, x(p; z) nem fÄugg a z
¶allapotv¶altoz¶ot¶ol ¶es az ¶arr¶es nemnegat¶³v, megmutattuk, hogy ha a tanul¶asi
r¶ata ¶es annak dinamik¶aja nemnegat¶³v, akkor az ¶ar id}oben nem nÄovekszik, el-
lenben, ha a tanul¶asi r¶ata ¶es annak dinamik¶aja nempozit¶³v, akkor az ¶ar id}oben
nem csÄokken. Az ut¶obbi eredm¶eny kapcs¶an tiszt¶aztuk azt is, hogy mikor le-
hets¶eges az ¶ardinamika vonatkoz¶as¶aban szigor¶u csÄokken¶es vagy nÄoveked¶es.

V¶egÄul egy tov¶abbi speci¶alis esetet vizsg¶altunk, amelyben feltettÄuk, hogy
_p(t) = _a(t) = 0 minden t-re. Konkr¶et fajlagos kÄolts¶eg mellett implicit m¶odon
meghat¶aroztuk az ¶ar nagys¶ag¶at, amellyel kapcsolatosan l¶attuk, hogy az nem
fÄugg a tanul¶asi r¶ata el}ojel¶et}ol, sem annak abszol¶ut nagys¶ag¶at¶ol. A fajlagos
kÄolts¶eget tov¶abb speci¯k¶alva explicit k¶epletet kaptunk a term¶ek¶arra, majd
konkr¶et param¶eter¶ert¶ekek mellett egy numerikus p¶eld¶at is bemutattunk.

A tanulm¶anyban elemzett t¶ema tov¶abbi lehet}os¶egeket rejt mag¶aban, ame-
lyek kÄozÄul kett}ot megeml¶³tÄunk. JÄov}obeli kutat¶asok keret¶en belÄul ¶erdemes
lenne foglalkozni olyan modellel, amelyben a tanul¶asi r¶ata endog¶en v¶altoz¶o.
Teh¶at felvethet}o az a k¶erd¶es, hogy a v¶allalat milyen dÄont¶esi v¶altoz¶on keresztÄul
k¶epes e r¶at¶ara hat¶ast gyakorolni. Ezenk¶³vÄul ¶erdekes lenne megvizsg¶alni annak
a kÄovetkezm¶enyeit, ha a _z(t) = a(t)x(p(t); z(t)) dinamikus felt¶etel helyett va-
lami ¶altal¶anosabb _z(t) = f(a(t); x(p(t); z(t))) alakot tekintÄunk.5 Egy tov¶abbi
kiterjeszt¶esi lehet}os¶eget kapunk, ha olyan modellt vizsg¶alunk, amelyben a
csin¶alva tanul¶as mellett a megel}oz}o v¶allalati K+F+I is helyet kap (learning-
before-doing) (Pisano 1994: 85). Ez a modellkiterjeszt¶es persze nem isme-
retlen, hiszen bizonyos form¶aban m¶ar jelen van Li ¶es Rajagopalan (1998),
VÄorÄos (2006) vagy ak¶ar Pan ¶es Li (2016) cikk¶eben is. Ennek ellen¶ere tov¶abbi
innovat¶³v modellez¶esi megkÄozel¶³t¶esre m¶egis ny¶³lhat lehet}os¶eg.

KÄoszÄonetnyilv¶an¶³t¶as

KÄoszÄonettel tartozom VÄorÄos professzor ¶urnak egy olyan szakmai m}uhely l¶etre-
hoz¶as¶a¶ert ¶es ir¶any¶³t¶as¶a¶ert, amelynek t¶amogat¶asa n¶elkÄul a jelenlegi tanulm¶any
nem k¶eszÄulhetett volna el. Szeretn¶em tov¶abb¶a h¶al¶amat kifejezni Koml¶osi
S¶andor professzor ¶urnak seg¶³t}ok¶eszs¶eg¶e¶ert, m¶odszertani ¶utmutat¶asai¶ert ¶es

5A _z(t) = af (x(t); z(t)), fx(x; z) > 0 esetet ¶erint}olegesen t¶argyalja VÄorÄos (2021), de
n¶ala { ahogy cikke sor¶an v¶egig { a ¸ 0 konstans, illetve a volumen a dÄont¶esi v¶altoz¶o.
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hasznos tan¶acsai¶ert. Nem utols¶o sorban pedig ez¶uton mondok kÄoszÄonetet
tanulm¶anyom b¶³r¶al¶oinak szakmai ¶eszrev¶eteleik¶ert.

A TKP2020-IKA-08 sz¶am¶u projekt a Nemzeti Kutat¶asi Fejleszt¶esi ¶es In-
nov¶aci¶os Alapb¶ol biztos¶³tott t¶amogat¶assal, a T¶ematerÄuleti Kiv¶al¶os¶agi Prog-
ram 2020 (2020-4.1.1-TKP2020) p¶aly¶azati program ¯nansz¶³roz¶as¶aban val¶osult
meg.
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PRICING AND PRICE DEVELOPMENT IN A DYNAMIC ENVIRONMENT

IN CASE OF CORPORATE LEARNING

Routines gained from production experience may play an important role in certain
stages of a ¯rm's life. Among the variations of organizational learning, our study
focuses on the process of learning by doing (learning-by-doing), paying also special
attention to organizational forgetting. Despite the fact that many authors have
already dealt with this issue in the literature, it is still a rich ¯eld that deserves
further analysis and exploration, to which we also wish to contribute. For this
purpose, we analyze a continuous-time model using optimal control theory. In the
model, the unit price of the product (p ¸ 0) is the decision variable, while the
experience of cumulative production (z) is the state variable. Based on the latter,
we reach the

_z(t) = a(t)x(p(t); z(t)) and z(0) = z0 > 0;

state equation of the expression to be optimized:

max
p(t)¸0

Z ¿

0

e¡rt(p(t)¡ c(z(t)))x(p(t); z(t))dt;

where x(p; z) stands for the production volume (xp(p; z) < 0, xz(p; z) ¸ 0, xpp(p; z) ¸
0), and c(z) denotes the unit cost of production (c(z) > 0, cz(z) · 0). The learn-
ing rate (a(t)) is assumed to vary over time, moreover, its value can also be in a
negative range. On the one hand, our results point to the relationship between the
p(t)¡ c(z(t)) margin and the shadow price's present value (¸(t)); the relationship
between the shadow price's present value, the learning rate and the product price;
and the dynamics of the present value of the shadow price.
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We show that if a ¯rm is able to charge a unit price at least as large as the unit
cost of production over the entire planning horizon, then the present value of the
shadow price is necessarily non-negative, irrespective of the sign of the learning rate
and its absolute value. In addition, if we assume that a(t) ¸ 0 holds for every t,
then we are also able to make a statement about the dynamics of the shadow price's
present value, namely that it is a decreasing function over time. We then prove
that by assuming a non-negative present value concerning the shadow price and a
negative learning rate over the entire planning horizon, the product price is going to
be positive throughout. This ¯nding is important because it does not exclude that
it is possible to set an optimal product price even if the company has loss-making
periods. We are also going to demonstrate that the shadow price's present value
never increases over time, and we will also clarify the conditions for a strict decrease.
On the other hand, using special assumptions, we formulate statements about the
dynamics of price development, particularly highlighting that these assertions also
extend to the case of corporate forgetting. We point out that the evaluation of
learning (a(t) ¸ 0) and forgetting (a(t) < 0) in terms of price dynamics may vary
depending on speci¯c corporate situations.

These mentioned ¯ndings may be important because price dynamics is also
analyzed in case of forgetting, pointing out that the presence of the latter in di®erent
contexts leads to di®erent outcomes in terms of its dynamics. First, with a zero
discount rate, xpz(p; z) = 0, Hpp < 0, a constant unit cost of production and a
non-negative margin, we are going to show that regarding the examined planning
horizon the price does not decrease over time if a(t) ¸ 0, _a(t) · 0, and does not
increase over time if a(t) · 0, _a(t) ¸ 0. We will also point out those constraints
under which a strict increase or decrease in prices over time is triggered. In such
a context, when the discount rate may di®er from zero, x(p; z) does not depend on
the state variable z and the margin is non-negative, we are going to show that if the
learning rate and its dynamics are non-negative, the price does not increase over
time. However, if the learning rate and its dynamics are non-positive, the price will
not decrease over time. In connection with the latter result, we will also make it
clear when a strict decrease or increase in price dynamics is possible.

Finally, for illustrative purposes, the paper also investigates an additional inter-
esting case (assuming that p(t) = p, a(t) = a are both constants over a ¯nite time
horizon), as a result of which we calculate the optimal price both implicitly and
explicitly. Taking a speci¯c unit cost function, we are going to implicitly determine
the price, in relation to which we will see that it neither depends on the sign of the
learning rate nor its absolute value. Further specifying the unit cost, we arrive at
an explicit formula for the product price. Based on this result, we end our paper
with a numerical example.




