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KOCKAZATBECSLO MODELLEK VISSZATESZTELESE!

BUGAR GYONGYT - UZSOKI MATE
Pécsi Tudomdnyegyetem

A tanulmény célja 6t kockdzatbecslé modell validitdsdnak értékelése kételemii
portfolidk esetében. A téma jelentéségét a bankok kereskedési kényvében sze-
repld, piaci kockazatnak kitett poziciék utan képzendo szabélyozoi tokekove-
telmény megéllapitasanak igénye, valamint a belsé kockazatméré modellek
tokepiaci feliigyelet altali ellendrizhetéségének kovetelménye adja. Valddi
tozsdei adatokon, nevezetesen a FTSE 100 index 6sszetevdin alapuld szimu-
laciokat végeztiink, amelynek sordn a vizsgalt modellek kockazatat a Bazel
ITI-ban szereplé varhaté tobbletveszteség (Expected Shortfall - ES) kockazati
mértékkel becsiiltiik. Adataink olyan idészakot dlelnek fel, amely tartalmazza
a kozelmultban lezajlott jelzalogpiaci valsagot, ezaltal lehetGségiink nyilik
arra, hogy az erre kapott eredményeket Osszevessiikk a kevésbé | stresszes”
peridodusokra adddé eredményekkel.
Kulcsszavak: kockazati modellek validalasa, ES, portfolié, kopula

1 Bevezetés

A 2007-ban kirobbant jelzdlogpiaci vélsagot kévetden a pénziigyi szektorban
egyre nagyobb igény mutatkozott arra, hogy a kockazat megitélése ,,valid”
mutatdkkal torténjen. Ennek kulcsfontossdgu szerepe van a bankok kereske-
dési portfolidja teljesitményének értékelésében.

A kozelmiltban bevezetett Bazel 111 szabélyozas (BCBS, 2016) feliilvizs-
galta a piaci kockazat kompenzaldsara képzendo6 toketartalék meghataroza-
sanak maédszertanat, és a bankok altal hasznalt belsé modellekben a kockaz-
tatott értékrél (VaR) a varhaté tobbletveszteségre (ES) tért &t a piaci kocka-
zat utan képzendd téketartalék meghatdrozasdnal. Az ES kockazati mérték
ennek ellenére csak felemds szerepet kapott az 1j tOkepiaci szabdlyozasban,
ugyanis visszatesztelési célokra — azaz az alkalmazott kockazati modell vali-
délasara — a Bazeli Bizottsag tovabbra is a VaR-t javasolta.

Tanulmanyunkban 6t kiilonb6z6 modell validalasara vallalkozunk, egy
Acerbi és Székely (2014) altal kifejlesztett visszatesztelési eljaras segitségével.
Ezzel kettGs célt kivanunk elérni. Egyrészt be kivanjuk mutatni, hogy egy
konkrét visszatesztelési eljaras hogyan miikodik a gyakorlatban. Erdeklsdé-
sunk elsOsorban arra iranyul, hogy a mdédszer megbizhatéan kimutatja-e a
,,rossz teljesitményt” | illetve képes-e vildgosan megkiilonboztetni a kiilonféle
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kockazatbecslé modellek altal nyujtott eredményeket. Masrészt — a kapott
eredményekre alapozva — azonositani szeretnénk néhany sajatossagot, ame-
lyek segithetnek jobb kockazatbecslé modellek kialakitdsaban.

Tanulmanyunk a kovetkez6 modon épiil fel: elszor roviden attekintjik a
kockazatbecslé modellek elméleti hatterét. Ezt kovetéen bemutatjuk az al-
kalmazott szimulacios modellezés részleteit, majd az empirikus elemzés soran
kapott eredményeket ismertetjiik és értékeljiik.

2 Elméleti hattér

Egy portfélié kockdzatdnak becslése két 1épést igényel. Az elsé a megfelel§
kockazati mérték kivalasztasat célozza, a masodik pedig az egyes portfolié-
elemek kozotti statisztikai fliggség, azaz a portféliot alkotd értékpapirok
hozama egyiittmozgasanak modellezését szolgalja.

Tudomésunk szerint Markowitz (1952) volt az els6, aki a kockdzatot,
mint dontési paramétert kozvetleniil bevonta a portfélié-optimalizalas folya-
mataba. A portfélidkivélasztasi dontést két paraméterre alapozta: a varhatéd
hozamra és a hozam variancidjara. Amig az el6z6t az atlagos jovedelmezéség
mérésére, addig az utébbit a kockdzat megitélésére hasznalta. Az egyes érték-
papirok hozama kozotti egytittmozgas kifejezésére ugyanakkor a Pearson-féle
lineéris korrelacios egytitthatét javasolta.

Amint Dowd (2005) megéllapitotta, a valés portfélié-allokdcids dontések
soran két probléma meriil fel. Az els6, hogy a széles korben hasznalt kockazati
mutaték, mint a variancia vagy a VaR, megbizhatatlannak bizonyulnak. A
mésodik pedig, hogy a korreldcié (variancia-kovariancia) szdmitdsén alapuld
mértékek nem megfeleléek a fliggdségi kapcsolatok modellezésére.

A VaR adott konfidenciaszinten és idOperiédusra vonatkozéan ugy ha-
tdrozhaté meg, mint a legnagyobb lehetséges veszteség. A veszteségeloszlas-
fiiggvényre (F) alapozva, adott « konfidenciaszinten a VaR a veszteségeloszlas
a-kvantiliseként definidlhaté (Dowd — Blake, 2006):

P(L < VaRa(F)) = a, (1)

ahol P valészinliséget, L pedig veszteséget jelol.
Az ES adott « konfidenciaszinten és idéintervallumban dgy értelmezhetd,
mint a VaR-t meghalad6 veszteségek varhato értéke:

ESo(F) = E(L | L > VaRa(F)). 2)

Az ES kockédzati mérték kielégité megoldast kinal a fent emlitett els problé-
maéra, mivel a legtobb kockazati mutaténdl kedvezdbb elméleti és empirikus
tulajdonsagokkal rendelkezik. Mindenekel6tt 6sszhangban van a kockazatrol
alkotott intuitiv képpel, mely szerint a kockazat meghatarozasanal kizarolag
a hozam- vagy veszteségeloszlas kedvezétlen részét veszi figyelembe. Tovabba
eleget tesz az Artzner et al. (1999) altal bevezetett koherencia-axiémaknak.
A fentieken tul a VaR értékét meghaladé veszteségeket is figyelembe veszi, a-
mely kiilonos jelentOséggel bir a vastagszélii hozameloszlasok esetében. Emel-
lett két kedvezo technikai sajatossaggal rendelkezik: a konfidencia szintnek
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folytonos, a portfélié-silyoknak pedig konvex fliggvénye. Az utébbi tulaj-
donsédgnak kiiléndsen a portfli-optimalizdldsban van nagy jelentésége.?

A fligg8ségi mérték alkalmazasival kapcsolatos kihivdsra — ahogy azt
Dowd (2005) is kiemelte — a kopuldk alkalmazdsa nytjt megfelel$ alternativét.

A visszatesztelés vagy mintan kiviili elemzés olyan eljards, amely lehet6vé
teszi, hogy egy eldrejelzési modszer pontossagat multbeli adatokon értékeljitk
(McNeil et al. (2015)). A megvaldsitas sordn két, egymést nem atfedd idého-
rizont hasznélatos. Az egyik a becslési periddus, amely a széban forgd vél-
tozé (hozam vagy kockdzat) becslésére szolgal. A masik az eldrejelzési perid-
dus, amely a valtozo becsiilt és valddi (realizalt) értékének Gsszehasonlitdsara
hasznélhatdé fel. Elemzésiinkben kiilonb6z6 ES-becslé modellek 6sszehasonli-
tasara vallalkozunk, igy a vizsgalt portféliokon keletkezd tényleges veszteséget
a becstilt ES-értékkel hasonlitjuk ossze.

Visszatesztelési célra az — Acerbi és Székely (2014) altal javasolt — aldbbi
hibafliggvényt hasznaljuk:

1 X,

Z =
(1 — a)T ) ES(L,:

+1, (3)

ahol ES,; a kockdzat becsiilt értéke a t-edik részperiédusban, a valasztott
a megbizhatdsagi szint mellett. X, a t-edik részperiédusban realizalt port-
félichozam, T pedig az az elérejelzési periédus (rendszerint egy év) részperi-
o0dusainak szama, amelyre vonatkozdan a vizsgalt portfélick teljesitményét
értékeljik. I; indikatorvaltozd, amely 0 vagy 1 értéket vehet fel. I, = 0,
amennyiben X;+VaRy: > 0,és Iy =1, ha Xy +VaRq < 0. Az utébbi eset-
ben —X; = L; > VaR, ., azaz a realizalt veszteség nagyobb, mint VaR, .
becsiilt értéke. Erre az esetre a VaR-korlat megsértéseként hivatkozhatunk.
Idealis esetben, amikor az alkalmazott modell minden részperiédusban pon-
tosan becsli az ES értékét, Z értéke nulla. Z pozitiv értéke azt jelzi, hogy a
modell tulbecsiili a kockazatot, mig a negativ érték a kockazat alabecslésére
utal.

3 Szimulaciés modellezés

3.1 Portfélidkivalasztasi modellek

Tanulmanyunkban két értékpapirbdl 4116 portfélidkat vizsgdlunk. Az Ossze-
hasonlitandé modellekben az egyes Gsszetevék (margindlis) hozaménak el-
oszlasat két tipussal modelleztitk: normadlis eloszlassal vagy altalanositott
Pareto-eloszlassal (GPD). Jél ismert, hogy a normélis eloszlas egyértelmiien
jellemezheté két paraméterrel, a véarhatd értékkel és a szoérdssal. A GPD
meghatédrozdsa ugyanakkor hdrom paramétert igényel: az els6 (i) az eloszls

2Amint azt Rockafellar és Uryasev (2000) megmutattdk, az ES minimalizdlésara épiils
dontési probléma egy linedris programozasi feladat megoldéasat igényli. Emlitésre érdemes,
hogy a fenti szerz6k az ES helyett a feltételes kockaztatott érték elnevezést hasznaltak
(Conditional Value-at-Risk — CVaR).
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helyzetét (lokdcid) a mésodik (o) a 1éptékét (skédla), a harmadik (§) pedig
az alakjat jellemzi.?> Ez az eloszlastipus kiiléndsen hasznosnak bizonyul az
eloszlds szélének (azaz a nagy veszteségek) kockdzatdnak modellezésében.

A fliggdségi struktira modellezésére kopuldkat hasznéltunk. Viszonyitasi
alapként alkalmaztuk a Gauss-kopuldt (a tobbdimenzids normélis eloszlds
fiiggdségi struktirdja), amely lényegében a linedris korreldcids egyiitthatd
hasznélataval egyenértékii. Ezen kiviil két egyparaméteres arkhimédészi ko-
puldt illesztettiink az adatokra: a Clayton- és Gumbel-kopuldkat (Nelsen,
2006). Vilasztdsunkat az indokolja, hogy ez utdébbi fiiggdségi struktirak
hasznosnak bizonyulnak a portfélidelemeken egyiittesen bekévetkezé nagy
veszteségek modellezésében (ldsd pl. Dowd (2005)).

A kétdimenziés Clayton- és Gumbel-kopula — rendre — a kdvetkezd elosz-
14sfiiggvényekkel definidlhaté (Nelsen, 2006):*

Co(r,10) = max{(l/l_e +uy? — 1)_%,0}, ahol # > —1,60#0, 4)

Co(vr,10) = exp{—[(—lnl/l)e + (—lnl/g)e]%’} , ahol 6>1. (5)

A fentiekben v és vy standard egyenletes eloszlasu valdsziniiségi valtozok
(azaz amelyek a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsiak).

A vizsgalt kétféle marginélis és haromféle kopula Gsszes lehetséges kom-
bindciéjabél szarmazé modellek koziil 6tot vizsgaltunk.® Ezeket az 1. tdbld-
zatban foglaltuk Ossze.

A modell elnevezése Marginélisok Kopula
Normadlis-Gauss Normalis Gauss / Linedris korreldcié
Normidlis-Clayton Normaélis Clayton
Normaélis-Gumbel Normilis Gumbel
Pareto-Clayton GPD Clayton
Pareto-Gumbel GPD Gumbel

1. tabldzat. Szimuldlt portdlidkivilasztdasi modellek
A jovedelmezéség mérésére a varhaté hozamot, kockdzati mértékként
pedig az ES-t hasznaltuk.

3.2 A szimulaci6 folyamata

A Monte Carlo szimulacié végrehajtdsa el6tt elvégeztiik a modellekben sze-
replé paraméterek becslését. Minden egyes mintan kiviili részperiddusra — a

3A GPD eloszlésfiiggvény az aldbbi médon hatérozhaté meg (Coles (2001)):

1
1—(1+ﬂ“;—“2) C ha£#£0

Flu,o6) (2) =
l—exp(—%&) ,haé=0
aholz > pu,ha§ >0,és pu <z < pu-— %, ha £ < 0. A fentiekben u, o, £ valés szamok,
o > 0.

40 a kopula paramétere.

5A GDP marginélisok és Gauss-kopula pérositdst mellSztiik.
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rendelkezésre 4ll6 adatokra tdmaszkodva — becsiiltiik a normdlis (u,0) és
a Pareto-eloszlds (u, o, &) paramétereit. Minden egyes értékpapirpéarbdl &llé
portféliora, minden mintan kiviili részperiddusra szintén megbecsultiik a va-
lasztott kopula paraméterét ().

A sziitkséges paraméterek becslését kovetéen Monte Carlo szimuldciéval
hozamokat generaltunk a kiilonb6z6 portfélidkivalasztasi modellekre vonat-
kozdban. Els6ként a standard egyenletes eloszlasra vonatkozo, valasztott kopu-
1at szimuldltuk, majd a kivant marginalisokat illesztettiik az adott kopulara.
A folyamat 1épései a kovetkezOképpen irhatdk le (1asd Bouyé et al. (2000) és
Dowd (2005)):

1. Generalunk két, standard egyenletes eloszlasi valészintségi valtozot:
vy, V2.

2. Legyen uy = 1.

3. uy értéke alapjan szimuldljuk wus értékét a

GC(ul,ug)

C(UQ | ul) = 8u1

= (6)

feltételes eloszlasra tdmaszkodva.
4. A (6) egyenletet megoldjuk ug-re.

5. Az u; (i = 1,2) segitségével generdljuk a kivant margindlisok egy-egy
értékét:
Ft-_l(ui) =T (Z = 1, 2) . (7)

6. A fentiek alapjén egy szimulalt portfélichozam (ahol w a portféliésily):

R=wr;+ (1 —w)ry. (8)

7. Az el6zé lépéseket ismételve m szdmu portfélichozamhoz jutunk (ese-
tiinkben m = 10000).

8. A kapott empirikus eloszlasb6l meghatdrozhaté az ES értéke.

4 Eredmények

4.1 Adatok és leir6 statisztikak

Az empirikus elemzés sordn 25 két értékpapirbdl 4116 portféliét vizsgaltunk,
amelyek Osszetevoit véletlenszertien vélasztottuk ki a londoni tézsdeindex
(FTSE 100) értékpapirkosarédbdl. A margindlisok, azaz az egyedi értékpapirok
hozameloszlasanak és az egyes értékpapirparok fliggoségi struktirajinak becs-
lése a fent emlitett adatbazison tortént, a relevans értékpapirok napi zard ar-
folyamainak felhasznaldsaval, a 2000. januar 4. és 2015. december 31. kozotti,
16 évet magéba foglalé id6horizonton. Az elemzésbe bevont értékpapirokra
vonatkozéan napi (szézalékos) hozamot szamitottunk.
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A véletlenszerli kivdlasztas sordn Osszesen 31 értékpapir keriilt be a vizs-
gélt 25 portféliéba. A 2. tdbldzat a 2001. januar 2. és 2015. december 31. id6-
szak egymast koveto Otéves periédusaira vonatkozdéan mutatja a szamitott
napi hozamok leiré statisztikait. Az Osszes, a tablazatban szerepld atlagos
értéken — az utolsd oszlopban feltlintetett korrelaciot kivéve — nagy atlagot,
azaz a vizsgalt otéves idészakra és valamennyi értékpapirra vonatkozo napi
atlagolast kell érteni.® A 25 értékpapirpérra vonatkozé dtlagos korreldcié az
Otéves idGszakra szamitott atlagérték. Az atlagos, a minimalis és a maximalis
hozamok szazalékban értendok.

Id&inter- Atlagos Minimdalis Maximalis Atlagos Atlagos  Atlagos Atlagos

vallum hozam hozam hozam szérds ferdeség cstucsossdg korreldcid
(%) (%) (%)
2001-2005 0,028 -62,97 23,89 0,020 0,113 10,15 0,248
2006-2010 0,034 -66,57 73,24 0,023 -0,192 13,18 0,381
2011-2015 0,029 -22,10 18,43 0,015 0,323 12,43 0,377

2. tabldzat. A kételemii portfélidkat alkoté értékpapirok leird statisztikai a 2001 és 2015
kozotti idészak harom, egymdést kovetd 6téves peridédusdban

Nem meglepd, hogy a legszéls6ségesebb hozam, széras és korrelacio értékek
a 2007-es valsdgot tartalmazoé periddusban addédtak. 2006 és 2010 kozott az
atlagos napi hozam 3,4 bazispont volt, a minimalis és maximalis hozamok pe-
dig ebben az idészakban -66,57 és 73,24 szizalékot tettek ki. Az 4tlagos napi
szOrés, csicsossdg és korreldcié értékei pedig (rendre) 0,023 (2,3 szdzalék),
13,18 and 0,381 voltak. Szintén emlitésre méltd, hogy a valsigot tartal-
mazé k6zépsé periédusban az atlagos ferdeségi mutaté (-0,192) negativ volt.
Minden vizsgalt portféliéban szereplo értékpapirra teszteltiik a hozamok nor-
malitasara vonatkozd hipotézist. Ezt egyetlen értékpapir esetében sem sike-
rillt igazolni (a szokdsos 5 szdzalékos szignifikanciaszinten).

4.2 A szimulacié eredményei

Becslési periédusként egy 250 napbdl 8ll6 (gyakorlatilag egy éves) ,,csiiszd
ablakot” alkalmaztunk. Miutdn az elsé évre vonatkozo napi hozamadatok
birtokaban az évet kovetd elsé napra megbecsiiltik az FS értékét, a becslési
periddust egy nappal elcstusztattuk, és az azt kévetoé napra ismét becsiiltiik a
kockézat (ES) értékét. Ezzel a gordilé horizontos mddszerrel minden egyes
portfoliéra vonatkozéan 3750-3750 becsiilt S értéket kaptunk’. A Bazel 111
szabdlyozédssal (BCBS, 2016) Gsszhangban az ES becslése sordn 97,5 széza-
lékos konfidencia intervallumot valasztottunk.

A becsiilt ES értékekre alapozva mind a 25 vizsgdlt portfélidra kiszdmi-
tottuk a (3) Osszefiiggésben szerepld Z-értéket. Az egyes értékpapirok stlyat
azonosnak (50 szdzaléknak) valasztottuk a portfélidkban, Z szdmitdsdban
szerepl6 id6horizontot (T') pedig — a fent leirtakkal 6sszhangban — 250 napnak

S A vizsgalatban szerepld értékpapirok nagy szdma miatt nem mutatunk egyedi értéke-
ket.

7Az R statisztikai programcsomagra épiilé C#.net alkalmazést hasznéltunk, a szimuld-
ciék futtatdsa pedig az Azure SQL felhasznélasaval tortént.
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adtuk meg. Ezzel lehet6vé valt, hogy a vizsgalt 6t kiilonbozé modell teljesit-
ményét éves alapon vessiik Gssze.

Az 1. dbra a vizsgalt 25 portfélié kiillonbézé modellek dltal szolgdltatott
atlagos Z értékét szemlélteti az eldrejelzési peridédus (2001-2015) egyes évei-
ben. Levonhat6 az a kovetkeztetés, hogy altalaban a kockazat folé- vagy ala-
becslésének tekintetében egyetértés mutatkozott a modellek kozott. Tényle-
gesen csak két olyan év volt (2010 és 2013) amikor két — konkrétan a Clayton-
kopulaval, mint fligg6ségi struktiraval rendelkez6 — modell feliilbecsiilte az
ES értékét, mig az Gsszes tobbi aldbecsiilte. Az 6t modell koziil a Pareto-
Clayton mutatta a legjobb teljesitményt, amely a 15 vizsgalt év koziil 7 eset-
ben (abszolut értékben) a legalacsonyabb Z-értéket produkalta. Emlitésre
érdemes, hogy ez a modell mutatkozott a legmeghizhatobbnak azokban az
években, amelyekben a kockazat alabecslése volt a jellemz6. Ez a hatas
2007-ben és 2008-ban bizonyult a legjelentésebbnek. A modellek rangsoraban
a Normalis-Clayton modell szerezte meg a méasodik helyet, amelyre szintén
jellemz6 volt, hogy azokban az években mutatott kiilonosen jé teljesitményt,
amelyekben a kockézat aldbecslése volt jellemzd. Mindkét emlitett modell
— a tobbiekkel 6sszehasonlitva — ,,tdl évatosnak” bizonyult azonban azokban
az években, amikor a kockdzat folébecslésének lehettiink tandi. A Pareto-
Gumbel modell a Normalis-Claytonnal nagyjabdl azonos teljesitményt muta-
tott, azzal az eltéréssel, hogy azokban az években volt sikeresebb az el6z6nél,
amikor a kockazat folébecslésére mutatkozott tendencia, és kevésbé volt sike-
res abban az esetben, amikor a kockédzat aldbecslése volt jellemzd. Az egyes
modellek teljesitmény szerinti rangsoraban — a Normaélis-Gausst kovetéen —
a Normaélis-Gumbel modell foglalja el az utolsé helyet.®

A 2. dbra a becsiilt ES atlagos napi értékét mutatja a kiilonb6z6 model-
lekre a 2001 és 2015 kozotti idészakban. Az egyes évekhez tartozé diszkrét
pontokat 6sszekotottitk annak érdekében, hogy a valtozas tendenciaja jobban
kovethetd legyen. Jél lathatd, hogy a normalis marginalisokkal rendelkezo
modellek esetében az ES idGben jéval stabilabbnak tinik, és egyuttal ala-
csonyabb értékeket mutat a Pareto-marginalisokkal rendelkez6 modellekhez
képest. 2002-ben példaul az atlagos ES értéke, amely kozel napi 30 szazalék
veszteséget jelzett a Pareto-modellekre, koriilbeliil hatszor nagyobb volt, mint
a normélis marginélisokkal rendelkez6 modellek esetében (5 szdzalék). A fent
emlitett tényt visszaigazolja a Pareto-marginalisokkal rendelkez6 modellek
jobb teljesitménye (lasd 1. 4bra).

8 Amennyiben a vizsgalt idészakban mutatott teljesitményiik alapjan form4lisan rang-
sorolni szeretnénk a modelleket, ezt megtehetjik az dtlagos Z mutaté abszolut értéke
alapjén képzett éves rangszamok (1 a legjobb, 5 a legrosszabb) vizsgalt idSszakra torténd
Osszeaddsaval. igy a Pareto-Clayton Osszesitett rangszama 37, a Pareto-Gumbel és a
Normilis-Clayton modelleké 44, a Normalis-Gaussé 47, a Normalis-Gumbelé pedig 53.
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1. dbra. A 25 két értékpapirbdl all6 portfolié atlagos Z értéke a kiillonb6z6 modellekre a 2001
és 2015 kozotti idészakban

Hasonl6 ,,mintat” lathatunk a pénziigyi krizis legkeményebb évében, 2008-
ban. Az is megéllapithat6é ugyanakkor, hogy 2009-ben a Pareto-modellek &l-
tal biztositott — még mindig aranytalanul magas — becsiilt ES értékek alap-
jan eloirt toketartalék mar nem bizonyult sziikségesnek a valdodi veszteségek
fedezéséhez. Amint azt az 1. dbra vildgosan mutatja, minden modell tilbe-
csiilte a kockazatot ebben az évben, a tilbecslés mértéke azonban nagyobb
volt a Pareto-modellek esetében, mint a normalis marginalisokkal rendelke-
zOknél.

Azt is megvizsgaltuk, hogyan teljesitenek a kiilonféle kopula modellek
adott marginalisok mellett. A 8. ill. 4. dbrdk a vizsgélt kopula modelleknek a
25 portfélidra vonatkozo atlagos Z értékét mutatjsk fix (normélis ill. Pareto-)
marginalisok mellett.

A 3. dbra azt mutatja, hogy a normalis marginalisokkal rendelkez6 mo-
dellek koziil azok mutattak altaldban® jobb teljesitményt, amelyek fiiggdségi
strukturdja Clayton-kopula volt.

9A Clayton-, Gauss- és a Gumbel-kopuldval biré modellek Ssszesitett rangszdma rendre:
27, 29, 34.
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2. dbra. A becsiilt varhaté tobbletveszteség (ES) napi dtlagos értéke a kiilonb6z8 modellekre a
2001 és 2015 kozotti idészakban
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8. dbra. A normélis margindlisokkal rendelkez6 kiilonb6z6 kopula modelleknek a vizsgdlt 25
portféliéra vonatkozé atlagos Z értéke a 2001 és 2015 kozotti idészakban

Konkrétan a vizsgalt 15 évbol 9 esetben, tipikusan azokban az években,
amikor a valddi veszteségek alabecslése volt jellemzd, a Clayton-kopulaval
biré modellekre volt a legalacsonyabb (abszolut értékben) az dtlagos Z-érték.
Pontosan az ellenkezéje igaz azokra az évekre (példdul 2003 vagy 2009),
amikor a kockazat folébecslése volt tapasztalhaté. Az utdbbi esetekben a
Gumbel-kopula bizonyult a legjobbnak.
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4. dbra. A Pareto-margindlisokkal rendelkezé kiilonb6z6 kopula modelleknek a vizsgdlt 25
portféliéra vonatkozé atlagos Z értéke a 2001 és 2015 kozotti idészakban

A Pareto-margindlisokra alapozé modellekben (lasd a 4. 4brat) megma-
radt a Clayton-kopulaval rendelkezé modellek Gsszességében jobb teljesitmé-
nye a Gumbel-kopuldval birékkal szemben. A Clayton-kopula-modellek 9
évben mutattak jobb teljesitményt, és — a normalis margindlissal rendelkezo
modellek esetéhez hasonléan — ez (egy kivételével) azokban az években fordult
elo, amikor a kockazat alabecslése volt tapasztalhato.

Tanulmanyunkban a marginalisok megvalasztasanak hatdsat is vizsgdltuk
az elérejelzési teljesitményre. Eredményeinket az 5. abra illusztralja. Figye-
lemre mélté a Pareto-marginélisokra épiilé modellek félénye a normalis mar-
gindlisokéval szemben. Az el6bbiek ugyanis kétszer annyi esetben (konkrétan
a vizsgalt 15 évbdl 10-ben) mutattak az utébbiakndl jobb teljesitményt.

Végil ra kivanunk mutatni a kockazatbecslé modell megvélasztasanak
jelentOségére a régi és 1j bazeli tartaléktoke eldirdasok kozotti kiilonbséget
alapul véve. A 6. dbra egy véletlenszertien kivélasztott portf6lié (a vizsgalt
25 portfélié egyike) 'Y napi dtlagos becsiilt VaR és ES értékét mutatja hdrom
eltérd modell esetében. A béazeli szabalyozédssal 6sszhangban a VaR esetében
99, mig az ES esetében 97,5 szézalékos konfidenciaszintet alkalmaztunk. Az
egyes évekhez tartoz6 diszkrét pontokat Osszekotottiik.

10Mindkét — dltalunk nem nevesitett — FTSE 100 alkotéelem 50 szézalékos stlyt képvisel
a portféliéban.
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5. dbra. A margindlisok megvalasztdsdanak hatdsa a vizsgdlt 25 portfélié atlagos Z értékére a
2001 és 2015 kozotti idészakban

Amig a VaR gorbe profilja majdnem azonos mindhdrom modell esetében,
addig a becsiilt VaR értékek — a Normdlis-Gauss modellhez képest — kissé ma-
gasabbak a Normalis-Clayton, és még magasabbak a Pareto-Clayton modell
esetében. A fentieken til, amint a 6. dbra vildgosan mutatja, a Normaélis-
Gauss modell esetében a becsilt VaR és ES értékek majdnem teljesen meg-
egyeznek (a VaR és az ES gorbék lényegében fedik egymdst). Ez nem meg-
lepo, hiszen az ES 97,5 szazalékos konfidencia szintjét pont ugy kalibraltak,
hogy ilyen alapesetekben a régi bazeli szabalyozasban szerepl6 99 szdzalékos
megbizhatésagi szint mellett becsiilt V aR-ral azonos eredményeket adjon, igy
a kotelezo tartaléktoke szintje a szabdalyozdsi ,,valtds” miatt ne valtozzon.
Emlitésre mélté az is, hogy a fliggdségi struktira — Gauss-kopularol Clay-
tonra torténo — valtoztatasa semmilyen valtozast nem eredményezett az elobb
emlitett vonatkozasban (a Normalis-Clayton modell altal szolgaltatott VaR
és ES profilok szintén nagyjabdl fedik egymast). A fentiek éles kontrasztban
allnak a Pareto-Clayton modellre kapott eredményekkel. Ebben az esetben
ugyanis az Uj szabalyozéas — ilyen bels6 modell hasznélata sordn becsiilt ma-
gasabb kockazat fedezetéiil — magasabb tartaléktoke igényt is kovetel.
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6. dbra. Egy véletlenszerlien vélasztott portfélié harom eltéré modellel becsiilt napi dtlagos
VaR és ES értékei a 2001 és 2015 kozotti idészakban
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5 (")sszegzés

A tanulményban 6t kockdzatbecslé modell teljesitményét értékeltitk 25, két
értékpapirbdl allé, egyenld silyozasi portfélié esetében. Az egyes portfolidk
Osszetevéit a FTSE index kosarabdl véletlenszertien vélasztottuk ki. A margi-
nalisok modellezésére normalis és altalanositott Pareto-eloszlast hasznaltunk,
fliggbségi strukturaként pedig Gauss-, Clayton- és Gumbel-kopuldkat illesz-
tettiink az adatokra. Mig az elébbi a normalis eloszlas linearis korrelacids
egyutthatoval jellemezheto fiiggoségi struktiuraja, addig az utébbi két kopula
hasznosnak bizonyulhat a nagy veszteségek egyiittes bekovetkezésének model-
lezésében. Az alap (benchmark) modellel (normalis margindlisokra iltetett
Gauss-kopula) Gsszehasonlitva a Pareto-marginélisok alkalmasabbnak bizo-
nyultak az eloszlas széleinek, azaz a nagy kockazatoknak a modellezésében.

A 2000. januar 4. és 2015. december 31. kozotti, 16 évet magdba foglald
id6horizonton az elemzésbe bevont értékpapirokra vonatkozdan napi (széza-
1ékos) hozamot szdmitottunk. A sziikséges paraméterek becslése utdn minden
modell esetében a vizsgalt portfélidkra Monte Carlo szimulaciéval napi hoza-
mokat generdltunk, és 10000 szimulalt hozamértékre tamaszkodva becsiiltiik
az ES nagysagat. Becslési célokra egy 250 napbdl 4ll6 ,,csiszé ablakot” tar-
tottunk fenn, amelyet — az elorejelzett kovetkezd napi ES érték birtokaban —
egy nappal elére mozgattunk. A becsiilt ES értékeket minden egyes elorejel-
zési periédusban sszehasonlitottuk a tényleges (realizalt) hozam (veszteség)
értékeivel. A visszatesztelés sordn kapott eredményeket az Acerbi és Székely
(2014) &ltal javasolt hibafiiggvény segitségével értékeltiik.

Empirikus elemzésiink megerésitette, hogy a varhaté tobbletveszteség
(ES) kockazati mértékként torténé alkalmazasa dnmagaban nem elég a koc-
kéztatott érték (VaR) kivaltdsdra. Emellett dontd jelentésége van a kockazat
becslésére haszndlt modell (bézeli széhasznalattal: belsé modell) koriiltekintd
megvalasztdsanak és validdlasdnak. A visszatesztelés sordn kapott eredménye-
ink megerésitették, hogy a Pareto-eloszlas j6 vélasztasnak bizonyul a kockazat
modellezésében. A vizsgilt 6t kockdzatbecslé modell koziil a Pareto-marginé-
lisoknak a Clayton-kopulaval torténé parositasa nyujtotta a legjobb teljesit-
ményt. Azt is megéllapithatjuk ugyanakkor, hogy erre a modellre ,,tiilzott
ovatossag” jellemzd, igy hajlamos arra, hogy — a stabil periddusokban — az
indokoltnal nagyobb mértékben feliilbecsiilje a kockazatot. Elemzésiink alé-
tamasztotta a Low et al. (2013) &ltal kapott eredményt is, amely szerint két
értékpapirbdl allé portfolidk esetében a marginédlisok megfelelé megvalasztasa
nagyobb jelentOségilinek tiinik, mint a fiiggdségi struktira modellezése.

A fligg6ségi struktira megfelel6 modellezése kiilon kihivést tartogat tobb-
dimenziés portféliokra, ami hasznos tovabbi kutatasi irdny lehet. Emellett
fontos lenne dinamikus és/vagy adaptiv modellek alkalmazdsa annak érdeké-
ben, hogy sikeriiljon megoldéast taldlni a prudens modellek ,,tilzott dvatos-
saganak” kikiiszobolésére.
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VALIDATING RISK ESTIMATION MODELS

We compare five expected shortfall estimation models applied to 25 equally weighted
two-stock portfolios. The relevance of the topic comes from the need to measure the
minimum capital requirements for market risk for banking institutions. The choice
of risk measure is based on the requirements of the Basel III international regu-
latory framework for banks. We used normal and general Pareto distribution for
the marginals and Gauss, Clayton, and Gumbel copulas to model the dependency
between the stocks. Gauss copula models linear correlation between the stocks
while Clayton and Gumbel copulas result in losses occurring together more fre-
quently. The Clayton and Gumbel copulas are defined by the following equations,
respectively:

Co(vi,12) = max{(ul_g +uy — 1)_%,0}7 ahol 6 > —1,0 #0,

Co(vi,12) = exp{—[(— Inu)’ 4 (- 1I1V2)9:| 4 } , ahol §2>1.
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The distribution and dependency parameters were estimated from the time series
and the Expected Shortfall risk measure was calculated using Monte Carlo sim-
ulations in two steps. First, we simulated unified distributions according to the
selected copula. The second step was to apply the selected marginals. Finally, we
calculated the Expected Shortfall from the resulting 10 000 simulated return values.
The models were evaluated using the back-testing methodology proposed by Acerbi
and Székely (2014):

1 " x,1

Z =
(1 — a)T P ESa,t

+1.

The stocks were chosen randomly from FTSE 100 index constituents, the calcu-
lations are based on daily return percentages on a 16-year long time series that
ranges from 2000 to 2015. Our empirical analysis confirms that the choice alone of
using Expected Shortfall as the risk measure is not enough to remedy all the prob-
lems of the risk measure Value at Risk. The model choice for estimating Expected
Shortfall also has great importance. Our back-testing results show that the Pareto
distribution is a good choice for modelling marginals. We have observed the best
results for the model with Pareto marginals and Clayton dependencies. We can also
observe in our empirical analysis that the Pareto-Clayton model tends to be overly
cautious, often overestimating the risk of the portfolio. This is especially a problem
for stable periods. Finally, we conclude that the choice of marginal distribution
seems to be more important than the choice of dependency structure considering
estimation accuracy. The research was financed by the Higher Education Insti-
tutional Excellence Programme of the Ministry of Human Capacities in Hungary,
within the framework of the 4th thematic programme ,,Enhancing the Role of Do-
mestic Companies in the Reindustrialization of Hungary” of the University of Pécs
(reference number of the contract: 20765-3/2018 /FEKUTSTRAT)

Key words: risk estimation models, portfolio, back-testing, expected shortfall,
copula.





