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KOCK¶AZATBECSL}O MODELLEK VISSZATESZTEL¶ESE1

BUG¶AR GYÄONGYI { UZSOKI M¶AT¶E
P¶ecsi Tudom¶anyegyetem

A tanulm¶any c¶elja Äot kock¶azatbecsl}o modell validit¶as¶anak ¶ert¶ekel¶ese k¶etelem}u
portf¶oli¶ok eset¶eben. A t¶ema jelent}os¶eg¶et a bankok keresked¶esi kÄonyv¶eben sze-
repl}o, piaci kock¶azatnak kitett poz¶³ci¶ok ut¶an k¶epzend}o szab¶alyoz¶oi t}okekÄove-
telm¶eny meg¶allap¶³t¶as¶anak ig¶enye, valamint a bels}o kock¶azatm¶er}o modellek
t}okepiaci felÄugyelet ¶altali ellen}orizhet}os¶eg¶enek kÄovetelm¶enye adja. Val¶odi
t}ozsdei adatokon, nevezetesen a FTSE 100 index Äosszetev}oin alapul¶o szimu-
l¶aci¶okat v¶egeztÄunk, amelynek sor¶an a vizsg¶alt modellek kock¶azat¶at a B¶azel
III-ban szerepl}o v¶arhat¶o tÄobbletvesztes¶eg (Expected Shortfall { ES) kock¶azati
m¶ert¶ekkel becsÄultÄuk. Adataink olyan id}oszakot Äolelnek fel, amely tartalmazza
a kÄozelm¶ultban lezajlott jelz¶alogpiaci v¶als¶agot, ez¶altal lehet}os¶egÄunk ny¶³lik
arra, hogy az erre kapott eredm¶enyeket ÄosszevessÄuk a kev¶esb¶e ,,stresszes"
peri¶odusokra ad¶od¶o eredm¶enyekkel.

Kulcsszavak: kock¶azati modellek valid¶al¶asa, ES, portf¶oli¶o, kopula

1 Bevezet¶es

A 2007-ban kirobbant jelz¶alogpiaci v¶als¶agot kÄovet}oen a p¶enzÄugyi szektorban
egyre nagyobb ig¶eny mutatkozott arra, hogy a kock¶azat meg¶³t¶el¶ese ,,valid"
mutat¶okkal tÄort¶enjen. Ennek kulcsfontoss¶ag¶u szerepe van a bankok kereske-
d¶esi portfoli¶oja teljes¶³tm¶eny¶enek ¶ert¶ekel¶es¶eben.

A kÄozelm¶ultban bevezetett B¶azel III szab¶alyoz¶as (BCBS, 2016) felÄulvizs-
g¶alta a piaci kock¶azat kompenz¶al¶as¶ara k¶epzend}o t}oketartal¶ek meghat¶aroz¶a-
s¶anak m¶odszertan¶at, ¶es a bankok ¶altal haszn¶alt bels}o modellekben a kock¶az-
tatott ¶ert¶ekr}ol (VaR) a v¶arhat¶o tÄobbletvesztes¶egre (ES) t¶ert ¶at a piaci kock¶a-
zat ut¶an k¶epzend}o t}oketartal¶ek meghat¶aroz¶as¶an¶al. Az ES kock¶azati m¶ert¶ek
ennek ellen¶ere csak felem¶as szerepet kapott az ¶uj t}okepiaci szab¶alyoz¶asban,
ugyanis visszatesztel¶esi c¶elokra { azaz az alkalmazott kock¶azati modell vali-
d¶al¶as¶ara { a B¶azeli Bizotts¶ag tov¶abbra is a VaR-t javasolta.

Tanulm¶anyunkban Äot kÄulÄonbÄoz}o modell valid¶al¶as¶ara v¶allalkozunk, egy
Acerbi ¶es Sz¶ekely (2014) ¶altal kifejlesztett visszatesztel¶esi elj¶ar¶as seg¶³ts¶eg¶evel.
Ezzel kett}os c¶elt k¶³v¶anunk el¶erni. Egyr¶eszt be k¶³v¶anjuk mutatni, hogy egy
konkr¶et visszatesztel¶esi elj¶ar¶as hogyan m}ukÄodik a gyakorlatban. ¶Erdekl}od¶e-
sÄunk els}osorban arra ir¶anyul, hogy a m¶odszer megb¶³zhat¶oan kimutatja-e a
,,rossz teljes¶³tm¶enyt", illetve k¶epes-e vil¶agosan megkÄulÄonbÄoztetni a kÄulÄonf¶ele

1A kutat¶ast az Innov¶aci¶os ¶es Technol¶ogiai Miniszt¶erium Fels}ooktat¶asi Int¶ezm¶enyi
Kiv¶al¶os¶agi Programja ¯nansz¶³rozta, a P¶ecsi Tudom¶anyegyetem 4. { A hazai v¶allalatok
szerep¶enek nÄovel¶ese a nemzet ¶ujraiparos¶³t¶as¶aban { t¶ematerÄuleti programja keret¶eben.
Be¶erkezett 2021. janu¶ar 25. E-mail: bugar.gyongyi@ktk.pte.hu.
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kock¶azatbecsl}o modellek ¶altal ny¶ujtott eredm¶enyeket. M¶asr¶eszt { a kapott
eredm¶enyekre alapozva { azonos¶³tani szeretn¶enk n¶eh¶any saj¶atoss¶agot, ame-
lyek seg¶³thetnek jobb kock¶azatbecsl}o modellek kialak¶³t¶as¶aban.

Tanulm¶anyunk a kÄovetkez}o m¶odon ¶epÄul fel: el}oszÄor rÄoviden ¶attekintjÄuk a
kock¶azatbecsl}o modellek elm¶eleti h¶atter¶et. Ezt kÄovet}oen bemutatjuk az al-
kalmazott szimul¶aci¶os modellez¶es r¶eszleteit, majd az empirikus elemz¶es sor¶an
kapott eredm¶enyeket ismertetjÄuk ¶es ¶ert¶ekeljÄuk.

2 Elm¶eleti h¶att¶er

Egy portf¶oli¶o kock¶azat¶anak becsl¶ese k¶et l¶ep¶est ig¶enyel. Az els}o a megfelel}o
kock¶azati m¶ert¶ek kiv¶alaszt¶as¶at c¶elozza, a m¶asodik pedig az egyes portf¶oli¶o-
elemek kÄozÄotti statisztikai fÄugg}os¶eg, azaz a portf¶oli¶ot alkot¶o ¶ert¶ekpap¶³rok
hozama egyÄuttmozg¶as¶anak modellez¶es¶et szolg¶alja.

Tudom¶asunk szerint Markowitz (1952) volt az els}o, aki a kock¶azatot,
mint dÄont¶esi param¶etert kÄozvetlenÄul bevonta a portf¶oli¶o-optimaliz¶al¶as folya-
mat¶aba. A portf¶oli¶okiv¶alaszt¶asi dÄont¶est k¶et param¶eterre alapozta: a v¶arhat¶o
hozamra ¶es a hozam varianci¶aj¶ara. Am¶³g az el}oz}ot az ¶atlagos jÄovedelmez}os¶eg
m¶er¶es¶ere, addig az ut¶obbit a kock¶azat meg¶³t¶el¶es¶ere haszn¶alta. Az egyes ¶ert¶ek-
pap¶³rok hozama kÄozÄotti egyÄuttmozg¶as kifejez¶es¶ere ugyanakkor a Pearson-f¶ele
line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ot javasolta.

Amint Dowd (2005) meg¶allap¶³totta, a val¶os portf¶oli¶o-allok¶aci¶os dÄont¶esek
sor¶an k¶et probl¶ema merÄul fel. Az els}o, hogy a sz¶eles kÄorben haszn¶alt kock¶azati
mutat¶ok, mint a variancia vagy a VaR, megb¶³zhatatlannak bizonyulnak. A
m¶asodik pedig, hogy a korrel¶aci¶o (variancia-kovariancia) sz¶am¶³t¶as¶an alapul¶o
m¶ert¶ekek nem megfelel}oek a fÄugg}os¶egi kapcsolatok modellez¶es¶ere.

A VaR adott kon¯denciaszinten ¶es id}operi¶odusra vonatkoz¶oan ¶ugy ha-
t¶arozhat¶o meg, mint a legnagyobb lehets¶eges vesztes¶eg. A vesztes¶egeloszl¶as-
fÄuggv¶enyre (F ) alapozva, adott ® kon¯denciaszinten a VaR a vesztes¶egeloszl¶as
®-kvantilisek¶ent de¯ni¶alhat¶o (Dowd { Blake, 2006):

P (L · V aR®(F )) = ® ; (1)

ahol P val¶osz¶³n}us¶eget, L pedig vesztes¶eget jelÄol.
Az ES adott ® kon¯denciaszinten ¶es id}ointervallumban ¶ugy ¶ertelmezhet}o,

mint a VaR-t meghalad¶o vesztes¶egek v¶arhat¶o ¶ert¶eke:

ES®(F ) = E(L j L > V aR®(F )) : (2)

Az ES kock¶azati m¶ert¶ek kiel¶eg¶³t}o megold¶ast k¶³n¶al a fent eml¶³tett els}o probl¶e-
m¶ara, mivel a legtÄobb kock¶azati mutat¶on¶al kedvez}obb elm¶eleti ¶es empirikus
tulajdons¶agokkal rendelkezik. Mindenekel}ott Äosszhangban van a kock¶azatr¶ol
alkotott intuit¶³v k¶eppel, mely szerint a kock¶azat meghat¶aroz¶as¶an¶al kiz¶ar¶olag
a hozam- vagy vesztes¶egeloszl¶as kedvez}otlen r¶esz¶et veszi ¯gyelembe. Tov¶abb¶a
eleget tesz az Artzner et al. (1999) ¶altal bevezetett koherencia-axi¶om¶aknak.
A fentieken t¶ul a VaR ¶ert¶ek¶et meghalad¶o vesztes¶egeket is ¯gyelembe veszi, a-
mely kÄulÄonÄos jelent}os¶eggel b¶³r a vastagsz¶el}u hozameloszl¶asok eset¶eben. Emel-
lett k¶et kedvez}o technikai saj¶atoss¶aggal rendelkezik: a kon¯dencia szintnek
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folytonos, a portf¶oli¶o-s¶ulyoknak pedig konvex fÄuggv¶enye. Az ut¶obbi tulaj-
dons¶agnak kÄulÄonÄosen a portf¶oli¶o-optimaliz¶al¶asban van nagy jelent}os¶ege.2

A fÄugg}os¶egi m¶ert¶ek alkalmaz¶as¶aval kapcsolatos kih¶³v¶asra { ahogy azt
Dowd (2005) is kiemelte { a kopul¶ak alkalmaz¶asa ny¶ujt megfelel}o alternat¶³v¶at.

A visszatesztel¶es vagy mint¶an k¶³vÄuli elemz¶es olyan elj¶ar¶as, amely lehet}ov¶e
teszi, hogy egy el}orejelz¶esi m¶odszer pontoss¶ag¶at m¶ultbeli adatokon ¶ert¶ekeljÄuk
(McNeil et al. (2015)). A megval¶os¶³t¶as sor¶an k¶et, egym¶ast nem ¶atfed}o id}oho-
rizont haszn¶alatos. Az egyik a becsl¶esi peri¶odus, amely a sz¶oban forg¶o v¶al-
toz¶o (hozam vagy kock¶azat) becsl¶es¶ere szolg¶al. A m¶asik az el}orejelz¶esi peri¶o-
dus, amely a v¶altoz¶o becsÄult ¶es val¶odi (realiz¶alt) ¶ert¶ek¶enek Äosszehasonl¶³t¶as¶ara
haszn¶alhat¶o fel. Elemz¶esÄunkben kÄulÄonbÄoz}o ES-becsl}o modellek Äosszehasonl¶³-
t¶as¶ara v¶allalkozunk,¶³gy a vizsg¶alt portf¶oli¶okon keletkez}o t¶enyleges vesztes¶eget
a becsÄult ES-¶ert¶ekkel hasonl¶³tjuk Äossze.

Visszatesztel¶esi c¶elra az { Acerbi ¶es Sz¶ekely (2014) ¶altal javasolt { al¶abbi
hibafÄuggv¶enyt haszn¶aljuk:

Z =
1

(1 ¡ ®)T

TX

t=1

XtIt

ES®;t
+ 1 ; (3)

ahol ES®;t a kock¶azat becsÄult ¶ert¶eke a t-edik r¶eszperi¶odusban, a v¶alasztott
® megb¶³zhat¶os¶agi szint mellett. Xt a t-edik r¶eszperi¶odusban realiz¶alt port-
f¶oli¶ohozam, T pedig az az el}orejelz¶esi peri¶odus (rendszerint egy ¶ev) r¶eszperi-
¶odusainak sz¶ama, amelyre vonatkoz¶oan a vizsg¶alt portf¶oli¶ok teljes¶³tm¶eny¶et
¶ert¶ekeljÄuk. It indik¶atorv¶altoz¶o, amely 0 vagy 1 ¶ert¶eket vehet fel. It = 0,
amennyiben Xt+V aR®;t ¸ 0, ¶es It = 1, ha Xt +V aR®;t < 0. Az ut¶obbi eset-
ben ¡Xt = Lt > V aR®;t , azaz a realiz¶alt vesztes¶eg nagyobb, mint V aR®;t

becsÄult ¶ert¶eke. Erre az esetre a V aR-korl¶at megs¶ert¶esek¶ent hivatkozhatunk.
Ide¶alis esetben, amikor az alkalmazott modell minden r¶eszperi¶odusban pon-
tosan becsli az ES ¶ert¶ek¶et, Z ¶ert¶eke nulla. Z pozit¶³v ¶ert¶eke azt jelzi, hogy a
modell t¶ulbecsÄuli a kock¶azatot, m¶³g a negat¶³v ¶ert¶ek a kock¶azat al¶abecsl¶es¶ere
utal.

3 Szimul¶aci¶os modellez¶es

3.1 Portf¶oli¶okiv¶alaszt¶asi modellek

Tanulm¶anyunkban k¶et ¶ert¶ekpap¶³rb¶ol ¶all¶o portf¶oli¶okat vizsg¶alunk. Az Äossze-
hasonl¶³tand¶o modellekben az egyes Äosszetev}ok (margin¶alis) hozam¶anak el-
oszl¶as¶at k¶et t¶³pussal modelleztÄuk: norm¶alis eloszl¶assal vagy ¶altal¶anos¶³tott
Pareto-eloszl¶assal (GPD). J¶ol ismert, hogy a norm¶alis eloszl¶as egy¶ertelm}uen
jellemezhet}o k¶et param¶eterrel, a v¶arhat¶o ¶ert¶ekkel ¶es a sz¶or¶assal. A GPD
meghat¶aroz¶asa ugyanakkor h¶arom param¶etert ig¶enyel: az els}o (¹) az eloszl¶as

2Amint azt Rockafellar ¶es Uryasev (2000) megmutatt¶ak, az ES minimaliz¶al¶as¶ara ¶epÄul}o
dÄont¶esi probl¶ema egy line¶aris programoz¶asi feladat megold¶as¶at ig¶enyli. Eml¶³t¶esre ¶erdemes,
hogy a fenti szerz}ok az ES helyett a felt¶eteles kock¶aztatott ¶ert¶ek elnevez¶est haszn¶alt¶ak
(Conditional Value-at-Risk { CVaR).
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helyzet¶et (lok¶aci¶o) a m¶asodik (¾) a l¶ept¶ek¶et (sk¶ala), a harmadik (») pedig
az alakj¶at jellemzi.3 Ez az eloszl¶ast¶³pus kÄulÄonÄosen hasznosnak bizonyul az
eloszl¶as sz¶el¶enek (azaz a nagy vesztes¶egek) kock¶azat¶anak modellez¶es¶eben.

A fÄugg}os¶egi strukt¶ura modellez¶es¶ere kopul¶akat haszn¶altunk. Viszony¶³t¶asi
alapk¶ent alkalmaztuk a Gauss-kopul¶at (a tÄobbdimenzi¶os norm¶alis eloszl¶as
fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶aja), amely l¶enyeg¶eben a line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o
haszn¶alat¶aval egyen¶ert¶ek}u. Ezen k¶³vÄul k¶et egyparam¶eteres arkhim¶ed¶eszi ko-
pul¶at illesztettÄunk az adatokra: a Clayton- ¶es Gumbel-kopul¶akat (Nelsen,
2006). V¶alaszt¶asunkat az indokolja, hogy ez ut¶obbi fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶ak
hasznosnak bizonyulnak a portf¶oli¶oelemeken egyÄuttesen bekÄovetkez}o nagy
vesztes¶egek modellez¶es¶eben (l¶asd pl. Dowd (2005)).

A k¶etdimenzi¶os Clayton- ¶es Gumbel-kopula { rendre { a kÄovetkez}o elosz-
l¶asfÄuggv¶enyekkel de¯ni¶alhat¶o (Nelsen, 2006):4

Cµ(º1; º2) = max
n

(º¡µ
1 + º¡µ

2 ¡ 1)¡ 1
µ ; 0

o
; ahol µ ¸ ¡1; µ 6= 0 ; (4)

Cµ(º1; º2) = exp
n
¡£

(¡ ln º1)
µ + (¡ ln º2)

µ
¤ 1

µ

o
; ahol µ ¸ 1 : (5)

A fentiekben º1 ¶es º2 standard egyenletes eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok
(azaz amelyek a [0; 1] intervallumon egyenletes eloszl¶as¶uak).

A vizsg¶alt k¶etf¶ele margin¶alis ¶es h¶aromf¶ele kopula Äosszes lehets¶eges kom-
bin¶aci¶oj¶ab¶ol sz¶armaz¶o modellek kÄozÄul ÄotÄot vizsg¶altunk.5 Ezeket az 1. t¶abl¶a-
zatban foglaltuk Äossze.

A modell elnevez¶ese Margin¶alisok Kopula
Norm¶alis-Gauss Norm¶alis Gauss / Line¶aris korrel¶aci¶o
Norm¶alis-Clayton Norm¶alis Clayton
Norm¶alis-Gumbel Norm¶alis Gumbel
Pareto-Clayton GPD Clayton
Pareto-Gumbel GPD Gumbel

1. t¶abl¶azat. Szimul¶alt port¶oli¶okiv¶alaszt¶asi modellek

A jÄovedelmez}os¶eg m¶er¶es¶ere a v¶arhat¶o hozamot, kock¶azati m¶ert¶ekk¶ent
pedig az ES-t haszn¶altuk.

3.2 A szimul¶aci¶o folyamata

A Monte Carlo szimul¶aci¶o v¶egrehajt¶asa el}ott elv¶egeztÄuk a modellekben sze-
repl}o param¶eterek becsl¶es¶et. Minden egyes mint¶an k¶³vÄuli r¶eszperi¶odusra { a

3A GPD eloszl¶asfÄuggv¶eny az al¶abbi m¶odon hat¶arozhat¶o meg (Coles (2001)):

F(¹;¾;»)(x) =

8
><
>:
1¡

³
1 +

»(x¡¹)
¾

´¡ 1
»

, ha » 6= 0

1¡ exp
³
¡ x¡¹

¾

´
, ha » = 0

ahol x ¸ ¹, ha » ¸ 0, ¶es ¹ · x · ¹ ¡ ¾
»
, ha » < 0. A fentiekben ¹, ¾, » val¶os sz¶amok,

¾ > 0.
4µ a kopula param¶etere.
5A GDP margin¶alisok ¶es Gauss-kopula p¶aros¶³t¶ast mell}oztÄuk.
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rendelkez¶esre ¶all¶o adatokra t¶amaszkodva { becsÄultÄuk a norm¶alis (¹;¾) ¶es
a Pareto-eloszl¶as (¹;¾; ») param¶etereit. Minden egyes ¶ert¶ekpap¶³rp¶arb¶ol ¶all¶o
portf¶oli¶ora, minden mint¶an k¶³vÄuli r¶eszperi¶odusra szint¶en megbecsÄultÄuk a v¶a-
lasztott kopula param¶eter¶et (µ).

A szÄuks¶eges param¶eterek becsl¶es¶et kÄovet}oen Monte Carlo szimul¶aci¶oval
hozamokat gener¶altunk a kÄulÄonbÄoz}o portf¶oli¶okiv¶alaszt¶asi modellekre vonat-
koz¶oan. Els}ok¶ent a standard egyenletes eloszl¶asra vonatkoz¶o, v¶alasztott kopu-
l¶at szimul¶altuk, majd a k¶³v¶ant margin¶alisokat illesztettÄuk az adott kopul¶ara.
A folyamat l¶ep¶esei a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶ok le (l¶asd Bouy¶e et al. (2000) ¶es
Dowd (2005)):

1. Gener¶alunk k¶et, standard egyenletes eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ot:
º1, º2.

2. Legyen u1 = º1.

3. u1 ¶ert¶eke alapj¶an szimul¶aljuk u2 ¶ert¶ek¶et a

C(u2 j u1) =
@C(u1; u2)

@u1
= º2 (6)

felt¶eteles eloszl¶asra t¶amaszkodva.

4. A (6) egyenletet megoldjuk u2-re.

5. Az ui (i = 1; 2) seg¶³ts¶eg¶evel gener¶aljuk a k¶³v¶ant margin¶alisok egy-egy
¶ert¶ek¶et:

F ¡1
i (ui) = ri (i = 1; 2) : (7)

6. A fentiek alapj¶an egy szimul¶alt portf¶oli¶ohozam (ahol w a portf¶oli¶os¶uly):

R = wr1 + (1 ¡ w)r2 : (8)

7. Az el}oz}o l¶ep¶eseket ism¶etelve m sz¶am¶u portf¶oli¶ohozamhoz jutunk (ese-
tÄunkben m = 10000).

8. A kapott empirikus eloszl¶asb¶ol meghat¶arozhat¶o az ES ¶ert¶eke.

4 Eredm¶enyek

4.1 Adatok ¶es le¶³r¶o statisztik¶ak

Az empirikus elemz¶es sor¶an 25 k¶et ¶ert¶ekpap¶³rb¶ol ¶all¶o portf¶oli¶ot vizsg¶altunk,
amelyek Äosszetev}oit v¶eletlenszer}uen v¶alasztottuk ki a londoni t}ozsdeindex
(FTSE 100) ¶ert¶ekpap¶³rkosar¶ab¶ol. A margin¶alisok, azaz az egyedi ¶ert¶ekpap¶³rok
hozameloszl¶as¶anak ¶es az egyes ¶ert¶ekpap¶³rp¶arok fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶aj¶anak becs-
l¶ese a fent eml¶³tett adatb¶azison tÄort¶ent, a relev¶ans ¶ert¶ekpap¶³rok napi z¶ar¶o ¶ar-
folyamainak felhaszn¶al¶as¶aval, a 2000. janu¶ar 4. ¶es 2015. december 31. kÄozÄotti,
16 ¶evet mag¶aba foglal¶o id}ohorizonton. Az elemz¶esbe bevont ¶ert¶ekpap¶³rokra
vonatkoz¶oan napi (sz¶azal¶ekos) hozamot sz¶am¶³tottunk.



154 Bug¶ar GyÄongyi { Uzsoki M¶at¶e

A v¶eletlenszer}u kiv¶alaszt¶as sor¶an Äosszesen 31 ¶ert¶ekpap¶³r kerÄult be a vizs-
g¶alt 25 portf¶oli¶oba. A 2. t¶abl¶azat a 2001. janu¶ar 2. ¶es 2015. december 31. id}o-
szak egym¶ast kÄovet}o Äot¶eves peri¶odusaira vonatkoz¶oan mutatja a sz¶am¶³tott
napi hozamok le¶³r¶o statisztik¶ait. Az Äosszes, a t¶abl¶azatban szerepl}o ¶atlagos
¶ert¶eken { az utols¶o oszlopban feltÄuntetett korrel¶aci¶ot kiv¶eve { nagy ¶atlagot,
azaz a vizsg¶alt Äot¶eves id}oszakra ¶es valamennyi ¶ert¶ekpap¶³rra vonatkoz¶o napi
¶atlagol¶ast kell ¶erteni.6 A 25 ¶ert¶ekpap¶³rp¶arra vonatkoz¶o ¶atlagos korrel¶aci¶o az
Äot¶eves id}oszakra sz¶am¶³tott ¶atlag¶ert¶ek. Az ¶atlagos, a minim¶alis ¶es a maxim¶alis
hozamok sz¶azal¶ekban ¶ertend}ok.

Id}ointer- ¶Atlagos Minim¶alis Maxim¶alis ¶Atlagos ¶Atlagos ¶Atlagos ¶Atlagos
vallum hozam hozam hozam sz¶or¶as ferdes¶eg cs¶ucsoss¶ag korrel¶aci¶o

(%) (%) (%)
2001-2005 0,028 -62,97 23,89 0,020 0,113 10,15 0,248
2006-2010 0,034 -66,57 73,24 0,023 -0,192 13,18 0,381
2011-2015 0,029 -22,10 18,43 0,015 0,323 12,43 0,377

2. t¶abl¶azat. A k¶etelem}u portf¶oli¶okat alkot¶o ¶ert¶ekpap¶³rok le¶³r¶o statisztik¶ai a 2001 ¶es 2015
kÄozÄotti id}oszak h¶arom, egym¶ast kÄovet}o Äot¶eves peri¶odus¶aban

Nem meglep}o, hogy a legsz¶els}os¶egesebb hozam, sz¶or¶as ¶es korrel¶aci¶o ¶ert¶ekek
a 2007-es v¶als¶agot tartalmaz¶o peri¶odusban ad¶odtak. 2006 ¶es 2010 kÄozÄott az
¶atlagos napi hozam 3,4 b¶azispont volt, a minim¶alis ¶es maxim¶alis hozamok pe-
dig ebben az id}oszakban -66,57 ¶es 73,24 sz¶azal¶ekot tettek ki. Az ¶atlagos napi
sz¶or¶as, cs¶ucsoss¶ag ¶es korrel¶aci¶o ¶ert¶ekei pedig (rendre) 0,023 (2,3 sz¶azal¶ek),
13,18 and 0,381 voltak. Szint¶en eml¶³t¶esre m¶elt¶o, hogy a v¶als¶agot tartal-
maz¶o kÄoz¶eps}o peri¶odusban az ¶atlagos ferdes¶egi mutat¶o (-0,192) negat¶³v volt.
Minden vizsg¶alt portf¶oli¶oban szerepl}o ¶ert¶ekpap¶³rra teszteltÄuk a hozamok nor-
malit¶as¶ara vonatkoz¶o hipot¶ezist. Ezt egyetlen ¶ert¶ekpap¶³r eset¶eben sem sike-
rÄult igazolni (a szok¶asos 5 sz¶azal¶ekos szigni¯kanciaszinten).

4.2 A szimul¶aci¶o eredm¶enyei

Becsl¶esi peri¶odusk¶ent egy 250 napb¶ol ¶all¶o (gyakorlatilag egy ¶eves) ,,cs¶usz¶o
ablakot" alkalmaztunk. Miut¶an az els}o ¶evre vonatkoz¶o napi hozamadatok
birtok¶aban az ¶evet kÄovet}o els}o napra megbecsÄultÄuk az ES ¶ert¶ek¶et, a becsl¶esi
peri¶odust egy nappal elcs¶usztattuk, ¶es az azt kÄovet}o napra ism¶et becsÄultÄuk a
kock¶azat (ES) ¶ert¶ek¶et. Ezzel a gÄordÄul}o horizontos m¶odszerrel minden egyes
portfoli¶ora vonatkoz¶oan 3750-3750 becsÄult ES ¶ert¶eket kaptunk7. A B¶azel III
szab¶alyoz¶assal (BCBS, 2016) Äosszhangban az ES becsl¶ese sor¶an 97,5 sz¶aza-
l¶ekos kon¯dencia intervallumot v¶alasztottunk.

A becsÄult ES ¶ert¶ekekre alapozva mind a 25 vizsg¶alt portf¶oli¶ora kisz¶am¶³-
tottuk a (3) ÄosszefÄugg¶esben szerepl}o Z-¶ert¶eket. Az egyes ¶ert¶ekpap¶³rok s¶uly¶at
azonosnak (50 sz¶azal¶eknak) v¶alasztottuk a portf¶oli¶okban, Z sz¶am¶³t¶as¶aban
szerepl}o id}ohorizontot (T ) pedig { a fent le¶³rtakkal Äosszhangban { 250 napnak

6A vizsg¶alatban szerepl}o ¶ert¶ekpap¶³rok nagy sz¶ama miatt nem mutatunk egyedi ¶ert¶eke-
ket.

7Az R statisztikai programcsomagra ¶epÄul}o C#.net alkalmaz¶ast haszn¶altunk, a szimul¶a-
ci¶ok futtat¶asa pedig az Azure SQL felhaszn¶al¶as¶aval tÄort¶ent.
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adtuk meg. Ezzel lehet}ov¶e v¶alt, hogy a vizsg¶alt Äot kÄulÄonbÄoz}o modell teljes¶³t-
m¶eny¶et ¶eves alapon vessÄuk Äossze.

Az 1. ¶abra a vizsg¶alt 25 portf¶oli¶o kÄulÄonbÄoz}o modellek ¶altal szolg¶altatott
¶atlagos Z ¶ert¶ek¶et szeml¶elteti az el}orejelz¶esi peri¶odus (2001-2015) egyes ¶evei-
ben. Levonhat¶o az a kÄovetkeztet¶es, hogy ¶altal¶aban a kock¶azat fÄol¶e- vagy al¶a-
becsl¶es¶enek tekintet¶eben egyet¶ert¶es mutatkozott a modellek kÄozÄott. T¶enyle-
gesen csak k¶et olyan ¶ev volt (2010 ¶es 2013) amikor k¶et { konkr¶etan a Clayton-
kopul¶aval, mint fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶aval rendelkez}o { modell felÄulbecsÄulte az
ES ¶ert¶ek¶et, m¶³g az Äosszes tÄobbi al¶abecsÄulte. Az Äot modell kÄozÄul a Pareto-
Clayton mutatta a legjobb teljes¶³tm¶enyt, amely a 15 vizsg¶alt ¶ev kÄozÄul 7 eset-
ben (abszol¶ut ¶ert¶ekben) a legalacsonyabb Z-¶ert¶eket produk¶alta. Eml¶³t¶esre
¶erdemes, hogy ez a modell mutatkozott a legmegb¶³zhat¶obbnak azokban az
¶evekben, amelyekben a kock¶azat al¶abecsl¶ese volt a jellemz}o. Ez a hat¶as
2007-ben ¶es 2008-ban bizonyult a legjelent}osebbnek. A modellek rangsor¶aban
a Norm¶alis-Clayton modell szerezte meg a m¶asodik helyet, amelyre szint¶en
jellemz}o volt, hogy azokban az ¶evekben mutatott kÄulÄonÄosen j¶o teljes¶³tm¶enyt,
amelyekben a kock¶azat al¶abecsl¶ese volt jellemz}o. Mindk¶et eml¶³tett modell
{ a tÄobbiekkel Äosszehasonl¶³tva { ,,t¶ul ¶ovatosnak" bizonyult azonban azokban
az ¶evekben, amikor a kock¶azat fÄol¶ebecsl¶es¶enek lehettÄunk tan¶ui. A Pareto-
Gumbel modell a Norm¶alis-Claytonnal nagyj¶ab¶ol azonos teljes¶³tm¶enyt muta-
tott, azzal az elt¶er¶essel, hogy azokban az ¶evekben volt sikeresebb az el}oz}on¶el,
amikor a kock¶azat fÄol¶ebecsl¶es¶ere mutatkozott tendencia, ¶es kev¶esb¶e volt sike-
res abban az esetben, amikor a kock¶azat al¶abecsl¶ese volt jellemz}o. Az egyes
modellek teljes¶³tm¶eny szerinti rangsor¶aban { a Norm¶alis-Gausst kÄovet}oen {
a Norm¶alis-Gumbel modell foglalja el az utols¶o helyet.8

A 2. ¶abra a becsÄult ES ¶atlagos napi ¶ert¶ek¶et mutatja a kÄulÄonbÄoz}o model-
lekre a 2001 ¶es 2015 kÄozÄotti id}oszakban. Az egyes ¶evekhez tartoz¶o diszkr¶et
pontokat ÄosszekÄotÄottÄuk annak ¶erdek¶eben, hogy a v¶altoz¶as tendenci¶aja jobban
kÄovethet}o legyen. J¶ol l¶athat¶o, hogy a norm¶alis margin¶alisokkal rendelkez}o
modellek eset¶eben az ES id}oben j¶oval stabilabbnak t}unik, ¶es egy¶uttal ala-
csonyabb ¶ert¶ekeket mutat a Pareto-margin¶alisokkal rendelkez}o modellekhez
k¶epest. 2002-ben p¶eld¶aul az ¶atlagos ES ¶ert¶eke, amely kÄozel napi 30 sz¶azal¶ek
vesztes¶eget jelzett a Pareto-modellekre, kÄorÄulbelÄul hatszor nagyobb volt, mint
a norm¶alis margin¶alisokkal rendelkez}o modellek eset¶eben (5 sz¶azal¶ek). A fent
eml¶³tett t¶enyt visszaigazolja a Pareto-margin¶alisokkal rendelkez}o modellek
jobb teljes¶³tm¶enye (l¶asd 1. ¶abra).

8Amennyiben a vizsg¶alt id}oszakban mutatott teljes¶³tm¶enyÄuk alapj¶an form¶alisan rang-
sorolni szeretn¶enk a modelleket, ezt megtehetjÄuk az ¶atlagos Z mutat¶o abszol¶ut ¶ert¶eke
alapj¶an k¶epzett ¶eves rangsz¶amok (1 a legjobb, 5 a legrosszabb) vizsg¶alt id}oszakra tÄort¶en}o

Äosszead¶as¶aval. ¶Igy a Pareto-Clayton Äosszes¶³tett rangsz¶ama 37, a Pareto-Gumbel ¶es a
Norm¶alis-Clayton modellek¶e 44, a Norm¶alis-Gauss¶e 47, a Norm¶alis-Gumbel¶e pedig 53.
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1. ¶abra. A 25 k¶et ¶ert¶ekpap¶³rb¶ol ¶all¶o portf¶oli¶o ¶atlagos Z ¶ert¶eke a kÄulÄonbÄoz}o modellekre a 2001
¶es 2015 kÄozÄotti id}oszakban

Hasonl¶o ,,mint¶at" l¶athatunk a p¶enzÄugyi kr¶³zis legkem¶enyebb ¶ev¶eben, 2008-
ban. Az is meg¶allap¶³that¶o ugyanakkor, hogy 2009-ben a Pareto-modellek ¶al-
tal biztos¶³tott { m¶eg mindig ar¶anytalanul magas { becsÄult ES ¶ert¶ekek alap-
j¶an el}o¶³rt t}oketartal¶ek m¶ar nem bizonyult szÄuks¶egesnek a val¶odi vesztes¶egek
fedez¶es¶ehez. Amint azt az 1. ¶abra vil¶agosan mutatja, minden modell t¶ulbe-
csÄulte a kock¶azatot ebben az ¶evben, a t¶ulbecsl¶es m¶ert¶eke azonban nagyobb
volt a Pareto-modellek eset¶eben, mint a norm¶alis margin¶alisokkal rendelke-
z}okn¶el.

Azt is megvizsg¶altuk, hogyan teljes¶³tenek a kÄulÄonf¶ele kopula modellek
adott margin¶alisok mellett. A 3. ill. 4. ¶abr¶ak a vizsg¶alt kopula modelleknek a
25 portf¶oli¶ora vonatkoz¶o ¶atlagos Z ¶ert¶ek¶et mutatj¶ak ¯x (norm¶alis ill. Pareto-)
margin¶alisok mellett.

A 3. ¶abra azt mutatja, hogy a norm¶alis margin¶alisokkal rendelkez}o mo-
dellek kÄozÄul azok mutattak ¶altal¶aban9 jobb teljes¶³tm¶enyt, amelyek fÄugg}os¶egi
strukt¶ur¶aja Clayton-kopula volt.

9A Clayton-, Gauss- ¶es a Gumbel-kopul¶aval b¶³r¶o modellek Äosszes¶³tett rangsz¶ama rendre:
27, 29, 34.
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2. ¶abra. A becsÄult v¶arhat¶o tÄobbletvesztes¶eg (ES) napi ¶atlagos ¶ert¶eke a kÄulÄonbÄoz}o modellekre a
2001 ¶es 2015 kÄozÄotti id}oszakban

3. ¶abra. A norm¶alis margin¶alisokkal rendelkez}o kÄulÄonbÄoz}o kopula modelleknek a vizsg¶alt 25
portf¶oli¶ora vonatkoz¶o ¶atlagos Z ¶ert¶eke a 2001 ¶es 2015 kÄozÄotti id}oszakban

Konkr¶etan a vizsg¶alt 15 ¶evb}ol 9 esetben, tipikusan azokban az ¶evekben,
amikor a val¶odi vesztes¶egek al¶abecsl¶ese volt jellemz}o, a Clayton-kopul¶aval
b¶³r¶o modellekre volt a legalacsonyabb (abszol¶ut ¶ert¶ekben) az ¶atlagos Z-¶ert¶ek.
Pontosan az ellenkez}oje igaz azokra az ¶evekre (p¶eld¶aul 2003 vagy 2009),
amikor a kock¶azat fÄol¶ebecsl¶ese volt tapasztalhat¶o. Az ut¶obbi esetekben a
Gumbel-kopula bizonyult a legjobbnak.
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4. ¶abra. A Pareto-margin¶alisokkal rendelkez}o kÄulÄonbÄoz}o kopula modelleknek a vizsg¶alt 25
portf¶oli¶ora vonatkoz¶o ¶atlagos Z ¶ert¶eke a 2001 ¶es 2015 kÄozÄotti id}oszakban

A Pareto-margin¶alisokra alapoz¶o modellekben (l¶asd a 4. ¶abr¶at) megma-
radt a Clayton-kopul¶aval rendelkez}o modellek Äosszess¶eg¶eben jobb teljes¶³tm¶e-
nye a Gumbel-kopul¶aval b¶³r¶okkal szemben. A Clayton-kopula-modellek 9
¶evben mutattak jobb teljes¶³tm¶enyt, ¶es { a norm¶alis margin¶alissal rendelkez}o
modellek eset¶ehez hasonl¶oan { ez (egy kiv¶etel¶evel) azokban az ¶evekben fordult
el}o, amikor a kock¶azat al¶abecsl¶ese volt tapasztalhat¶o.

Tanulm¶anyunkban a margin¶alisok megv¶alaszt¶as¶anak hat¶as¶at is vizsg¶altuk
az el}orejelz¶esi teljes¶³tm¶enyre. Eredm¶enyeinket az 5. ¶abra illusztr¶alja. Figye-
lemre m¶elt¶o a Pareto-margin¶alisokra ¶epÄul}o modellek fÄol¶enye a norm¶alis mar-
gin¶alisok¶eval szemben. Az el}obbiek ugyanis k¶etszer annyi esetben (konkr¶etan
a vizsg¶alt 15 ¶evb}ol 10-ben) mutattak az ut¶obbiakn¶al jobb teljes¶³tm¶enyt.

V¶egÄul r¶a k¶³v¶anunk mutatni a kock¶azatbecsl}o modell megv¶alaszt¶as¶anak
jelent}os¶eg¶ere a r¶egi ¶es ¶uj b¶azeli tartal¶ekt}oke el}o¶³r¶asok kÄozÄotti kÄulÄonbs¶eget
alapul v¶eve. A 6. ¶abra egy v¶eletlenszer}uen kiv¶alasztott portf¶oli¶o (a vizsg¶alt
25 portf¶oli¶o egyike)10 napi ¶atlagos becsÄult V aR ¶es ES ¶ert¶ek¶et mutatja h¶arom
elt¶er}o modell eset¶eben. A b¶azeli szab¶alyoz¶assal Äosszhangban a V aR eset¶eben
99, m¶³g az ES eset¶eben 97,5 sz¶azal¶ekos kon¯denciaszintet alkalmaztunk. Az
egyes ¶evekhez tartoz¶o diszkr¶et pontokat ÄosszekÄotÄottÄuk.

10Mindk¶et { ¶altalunk nem neves¶³tett { FTSE 100 alkot¶oelem 50 sz¶azal¶ekos s¶ulyt k¶epvisel
a portf¶oli¶oban.
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5. ¶abra. A margin¶alisok megv¶alaszt¶as¶anak hat¶asa a vizsg¶alt 25 portf¶oli¶o ¶atlagos Z ¶ert¶ek¶ere a
2001 ¶es 2015 kÄozÄotti id}oszakban

Am¶³g a V aR gÄorbe pro¯lja majdnem azonos mindh¶arom modell eset¶eben,
addig a becsÄult V aR ¶ert¶ekek { a Norm¶alis-Gauss modellhez k¶epest { kiss¶e ma-
gasabbak a Norm¶alis-Clayton, ¶es m¶eg magasabbak a Pareto-Clayton modell
eset¶eben. A fentieken t¶ul, amint a 6. ¶abra vil¶agosan mutatja, a Norm¶alis-
Gauss modell eset¶eben a becsÄult V aR ¶es ES ¶ert¶ekek majdnem teljesen meg-
egyeznek (a V aR ¶es az ES gÄorb¶ek l¶enyeg¶eben fedik egym¶ast). Ez nem meg-
lep}o, hiszen az ES 97,5 sz¶azal¶ekos kon¯dencia szintj¶et pont ¶ugy kalibr¶alt¶ak,
hogy ilyen alapesetekben a r¶egi b¶azeli szab¶alyoz¶asban szerepl}o 99 sz¶azal¶ekos
megb¶³zhat¶os¶agi szint mellett becsÄult V aR-ral azonos eredm¶enyeket adjon, ¶³gy
a kÄotelez}o tartal¶ekt}oke szintje a szab¶alyoz¶asi ,,v¶alt¶as" miatt ne v¶altozzon.
Eml¶³t¶esre m¶elt¶o az is, hogy a fÄugg}os¶egi strukt¶ura { Gauss-kopul¶ar¶ol Clay-
tonra tÄort¶en}o { v¶altoztat¶asa semmilyen v¶altoz¶ast nem eredm¶enyezett az el}obb
eml¶³tett vonatkoz¶asban (a Norm¶alis-Clayton modell ¶altal szolg¶altatott VaR
¶es ES pro¯lok szint¶en nagyj¶ab¶ol fedik egym¶ast). A fentiek ¶eles kontrasztban
¶allnak a Pareto-Clayton modellre kapott eredm¶enyekkel. Ebben az esetben
ugyanis az ¶uj szab¶alyoz¶as { ilyen bels}o modell haszn¶alata sor¶an becsÄult ma-
gasabb kock¶azat fedezet¶eÄul { magasabb tartal¶ekt}oke ig¶enyt is kÄovetel.

 

 

 

 

-2,5

-2

-1,5

-1

-0,5

0

0,5

1

2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015

Normális

Pareto



160 Bug¶ar GyÄongyi { Uzsoki M¶at¶e

6. ¶abra. Egy v¶eletlenszer}uen v¶alasztott portf¶oli¶o h¶arom elt¶er}o modellel becsÄult napi ¶atlagos
VaR ¶es ES ¶ert¶ekei a 2001 ¶es 2015 kÄozÄotti id}oszakban
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5 ÄOsszegz¶es

A tanulm¶anyban Äot kock¶azatbecsl}o modell teljes¶³tm¶eny¶et ¶ert¶ekeltÄuk 25, k¶et
¶ert¶ekpap¶³rb¶ol ¶all¶o, egyenl}o s¶ulyoz¶as¶u portf¶oli¶o eset¶eben. Az egyes portf¶oli¶ok
Äosszetev}oit a FTSE index kosar¶ab¶ol v¶eletlenszer}uen v¶alasztottuk ki. A margi-
n¶alisok modellez¶es¶ere norm¶alis ¶es ¶altal¶anos¶³tott Pareto-eloszl¶ast haszn¶altunk,
fÄugg}os¶egi strukt¶urak¶ent pedig Gauss-, Clayton- ¶es Gumbel-kopul¶akat illesz-
tettÄunk az adatokra. M¶³g az el}obbi a norm¶alis eloszl¶as line¶aris korrel¶aci¶os
egyÄutthat¶oval jellemezhet}o fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶aja, addig az ut¶obbi k¶et kopula
hasznosnak bizonyulhat a nagy vesztes¶egek egyÄuttes bekÄovetkez¶es¶enek model-
lez¶es¶eben. Az alap (benchmark) modellel (norm¶alis margin¶alisokra Äultetett
Gauss-kopula) Äosszehasonl¶³tva a Pareto-margin¶alisok alkalmasabbnak bizo-
nyultak az eloszl¶as sz¶eleinek, azaz a nagy kock¶azatoknak a modellez¶es¶eben.

A 2000. janu¶ar 4. ¶es 2015. december 31. kÄozÄotti, 16 ¶evet mag¶aba foglal¶o
id}ohorizonton az elemz¶esbe bevont ¶ert¶ekpap¶³rokra vonatkoz¶oan napi (sz¶aza-
l¶ekos) hozamot sz¶am¶³tottunk. A szÄuks¶eges param¶eterek becsl¶ese ut¶an minden
modell eset¶eben a vizsg¶alt portf¶oli¶okra Monte Carlo szimul¶aci¶oval napi hoza-
mokat gener¶altunk, ¶es 10000 szimul¶alt hozam¶ert¶ekre t¶amaszkodva becsÄultÄuk
az ES nagys¶ag¶at. Becsl¶esi c¶elokra egy 250 napb¶ol ¶all¶o ,,cs¶usz¶o ablakot" tar-
tottunk fenn, amelyet { az el}orejelzett kÄovetkez}o napi ES ¶ert¶ek birtok¶aban {
egy nappal el}ore mozgattunk. A becsÄult ES ¶ert¶ekeket minden egyes el}orejel-
z¶esi peri¶odusban Äosszehasonl¶³tottuk a t¶enyleges (realiz¶alt) hozam (vesztes¶eg)
¶ert¶ekeivel. A visszatesztel¶es sor¶an kapott eredm¶enyeket az Acerbi ¶es Sz¶ekely
(2014) ¶altal javasolt hibafÄuggv¶eny seg¶³ts¶eg¶evel ¶ert¶ekeltÄuk.

Empirikus elemz¶esÄunk meger}os¶³tette, hogy a v¶arhat¶o tÄobbletvesztes¶eg
(ES) kock¶azati m¶ert¶ekk¶ent tÄort¶en}o alkalmaz¶asa Äonmag¶aban nem el¶eg a koc-
k¶aztatott ¶ert¶ek (V aR) kiv¶alt¶as¶ara. Emellett dÄont}o jelent}os¶ege van a kock¶azat
becsl¶es¶ere haszn¶alt modell (b¶azeli sz¶ohaszn¶alattal: bels}o modell) kÄorÄultekint}o
megv¶alaszt¶as¶anak ¶es valid¶al¶as¶anak. A visszatesztel¶es sor¶an kapott eredm¶enye-
ink meger}os¶³tett¶ek, hogy a Pareto-eloszl¶as j¶o v¶alaszt¶asnak bizonyul a kock¶azat
modellez¶es¶eben. A vizsg¶alt Äot kock¶azatbecsl}o modell kÄozÄul a Pareto-margin¶a-
lisoknak a Clayton-kopul¶aval tÄort¶en}o p¶aros¶³t¶asa ny¶ujtotta a legjobb teljes¶³t-
m¶enyt. Azt is meg¶allap¶³thatjuk ugyanakkor, hogy erre a modellre ,,t¶ulzott
¶ovatoss¶ag" jellemz}o, ¶³gy hajlamos arra, hogy { a stabil peri¶odusokban { az
indokoltn¶al nagyobb m¶ert¶ekben felÄulbecsÄulje a kock¶azatot. Elemz¶esÄunk al¶a-
t¶amasztotta a Low et al. (2013) ¶altal kapott eredm¶enyt is, amely szerint k¶et
¶ert¶ekpap¶³rb¶ol ¶all¶o portf¶oli¶ok eset¶eben a margin¶alisok megfelel}o megv¶alaszt¶asa
nagyobb jelent}os¶eg}unek t}unik, mint a fÄugg}os¶egi strukt¶ura modellez¶ese.

A fÄugg}os¶egi strukt¶ura megfelel}o modellez¶ese kÄulÄon kih¶³v¶ast tartogat tÄobb-
dimenzi¶os portf¶oli¶okra, ami hasznos tov¶abbi kutat¶asi ir¶any lehet. Emellett
fontos lenne dinamikus ¶es/vagy adapt¶³v modellek alkalmaz¶asa annak ¶erdek¶e-
ben, hogy sikerÄuljÄon megold¶ast tal¶alni a prudens modellek ,,t¶ulzott ¶ovatos-
s¶ag¶anak" kikÄuszÄobÄol¶es¶ere.
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VALIDATING RISK ESTIMATION MODELS

We compare ¯ve expected shortfall estimation models applied to 25 equally weighted
two-stock portfolios. The relevance of the topic comes from the need to measure the
minimum capital requirements for market risk for banking institutions. The choice
of risk measure is based on the requirements of the Basel III international regu-
latory framework for banks. We used normal and general Pareto distribution for
the marginals and Gauss, Clayton, and Gumbel copulas to model the dependency
between the stocks. Gauss copula models linear correlation between the stocks
while Clayton and Gumbel copulas result in losses occurring together more fre-
quently. The Clayton and Gumbel copulas are de¯ned by the following equations,
respectively:

Cµ(º1; º2) = max
n
(º¡µ1 + º¡µ2 ¡ 1)¡ 1

µ ; 0
o
; ahol µ ¸ ¡1; µ 6= 0 ;

Cµ(º1; º2) = exp
n
¡

£
(¡ ln º1)µ + (¡ ln º2)µ

¤ 1
µ

o
; ahol µ ¸ 1 :
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The distribution and dependency parameters were estimated from the time series
and the Expected Shortfall risk measure was calculated using Monte Carlo sim-
ulations in two steps. First, we simulated uni¯ed distributions according to the
selected copula. The second step was to apply the selected marginals. Finally, we
calculated the Expected Shortfall from the resulting 10 000 simulated return values.
The models were evaluated using the back-testing methodology proposed by Acerbi
and Sz¶ekely (2014):

Z =
1

(1¡ ®)T

TX

t=1

XtIt
ES®;t

+ 1 :

The stocks were chosen randomly from FTSE 100 index constituents, the calcu-
lations are based on daily return percentages on a 16-year long time series that
ranges from 2000 to 2015. Our empirical analysis con¯rms that the choice alone of
using Expected Shortfall as the risk measure is not enough to remedy all the prob-
lems of the risk measure Value at Risk. The model choice for estimating Expected
Shortfall also has great importance. Our back-testing results show that the Pareto
distribution is a good choice for modelling marginals. We have observed the best
results for the model with Pareto marginals and Clayton dependencies. We can also
observe in our empirical analysis that the Pareto-Clayton model tends to be overly
cautious, often overestimating the risk of the portfolio. This is especially a problem
for stable periods. Finally, we conclude that the choice of marginal distribution
seems to be more important than the choice of dependency structure considering
estimation accuracy. The research was ¯nanced by the Higher Education Insti-
tutional Excellence Programme of the Ministry of Human Capacities in Hungary,
within the framework of the 4th thematic programme ,,Enhancing the Role of Do-
mestic Companies in the Reindustrialization of Hungary" of the University of P¶ecs
(reference number of the contract: 20765-3/2018/fekutstrat)

Key words: risk estimation models, portfolio, back-testing, expected shortfall,
copula.




