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ÄONMAGUKAT ¶UJRATERMEL}O MEGSZOR¶IT¶ASOK { A
KÄOZEPES FEJLETTS¶EG CSAPD¶AJ¶ABAN1

BESSENYEI ISTV¶AN
P¶ecsi Tudom¶anyegyetem

Azt vizsg¶aljuk, hogy a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶aban megrekedt gazdas¶agok-
ban alkalmazott megszor¶³t¶o int¶ezked¶esek mik¶ent termelik ¶ujra Äonmagukat.
Ehhez Ramsey modellj¶ebe vezetÄunk be egy olyan line¶arisan homog¶en, folyto-
nos termel¶esi fÄuggv¶enyt, mely a j¶ol viselked}o termel¶esi fÄuggv¶enyekkel szemben
t¶amasztott kÄovetelm¶enyek nem mindegyik¶et el¶eg¶³ti ki. Ez a m¶odos¶³t¶as egy
tÄobb stacion¶arius ponttal rendelkez}o dinamikus rendszerhez vezet, ahol k¶et
nyeregpont ¶es egy instabil stacion¶arius pont ad¶odik. Kieg¶esz¶³tve a modellt egy
a transzverzalit¶asi felt¶etel teljesÄul¶es¶et biztos¶³t¶o mechanizmussal, meghat¶aroz-
zuk azokat a felt¶eteleket, melyek fenn¶all¶asa eset¶en a fogyaszt¶as megszor¶³t¶asa
el}obb-ut¶obb a fogyaszt¶as ¶ujb¶oli megszor¶³t¶as¶at teszi szÄuks¶egess¶e, mikÄozben a
gazdas¶ag nem jut ki a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶ab¶ol.

1 Bevezet¶es

A gazdas¶agi nÄoveked¶es leg¶altal¶anosabban haszn¶alt modellje Solow (1956)
cikk¶en alapul. Ennek oka minden bizonnyal abban rejlik, hogy a Solow ¶altal
konstru¶alt modell egyszer}us¶ege ellen¶ere messzire vezet}o kÄovetkeztet¶esek levo-
n¶as¶ara alkalmas. Ezek jelent}os r¶esze empirikusan igazolhat¶o, tanulm¶anyunk
f¶okusz¶aban azonban a modellnek egy olyan kÄovetkezm¶enye ¶all, mely nemzet-
gazdas¶agok jelent}os r¶esz¶ere nem ¶erv¶enyes. Solow modellj¶eb}ol kÄovetkezik
ugyanis, hogy amennyiben a m}uszaki-technikai halad¶as eredm¶enyeihez min-
den gazdas¶ag szabadon hozz¶af¶erhet, akkor a kÄulÄonbÄoz}o orsz¶agokban az egy
f}ore es}o GDP szintje ¶es nÄoveked¶esi r¶at¶aja, ha lassan is, de egy exog¶en m¶odon
meghat¶arozott, kÄozÄos ¶ert¶ekhez tart. Ez a konvergencia a fejlett orsz¶agok
eset¶eben empirikusan igazolhat¶o, ¶am az Äosszes orsz¶agra nem mutathat¶o ki.
Mint azt m¶as szerz}ok mellett Parente ¶es Prescott (2000) bemutatt¶ak, ennek
oka az, hogy a kÄulÄonbÄoz}o orsz¶agokban elt¶er}o termel¶esi technol¶ogi¶ak ¶allnak
rendelkez¶esre. A technol¶ogiai kÄulÄonbs¶egek h¶atter¶eben p¶eld¶aul munkav¶allal¶oi
¶erdekek, vagy a nemzeti ipar v¶edelm¶et szolg¶al¶o kereskedelmi korl¶atoz¶asok
¶allhatnak. M¶asr¶eszt Radosevic ¶es Yoruk (2018) cikke a szervezeti k¶epess¶egek
hi¶anyoss¶agaira h¶³vja fel a ¯gyelmet. Hasonl¶o ¶all¶aspontra helyezkedik a Ma-
gyar Nemzeti Bank 2018. novemberi P¶enzÄugyi stabilit¶asi jelent¶ese is meg¶alla-
p¶³tva, hogy haz¶ankban a legtÄobb kisv¶allalkoz¶asn¶al hi¶anyoznak az Äuzleti ter-
vez¶es legalapvet}obb elemei: t¶³zb}ol csak h¶arom k¶esz¶³t Äuzleti tervet, s csak kett}o

1Be¶erkezett 2021. febru¶ar 8. E-mail: bessenyei.istvan@ktk.pte.hu.
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rendelkezik marketing- ¶es ¶ert¶ekes¶³t¶esi strat¶egi¶aval. A vezet}o poz¶³ci¶ok oda¶³t¶e-
l¶es¶en¶el pedig ¶altal¶aban fontosabb szerepet j¶atszanak a csal¶adi kÄotel¶ekek, mint
a k¶epzetts¶eg, vagy a kor¶abban ny¶ujtott teljes¶³tm¶eny.

Haz¶ankban a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aja a Magyar Nemzeti Bank 2018.
¶evi NÄoveked¶esi jelent¶ese nyom¶an kerÄult az ¶erdekl}od¶es kÄoz¶eppontj¶aba. Mivel
Radosevic ¶es Yoruk (2018) szerint a kÄulÄonbÄoz}o fejletts¶eg}u gazdas¶agok Solow
modellj¶eb}ol ad¶od¶o konvergenci¶aja a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶aval Äosszeegyez-
tethetetlen, ebben a tanulm¶anyban Ramsey (1928) modellj¶enek Caas (1965)
¶es Koopmans (1965) ¶altal korszer}us¶³tett v¶altozat¶ab¶ol indulunk ki. Ez a v¶alto-
zat csup¶an annyiban t¶er el Solow modellj¶et}ol, hogy szak¶³t az exog¶en konstans
fogyaszt¶asi ¶es megtakar¶³t¶asi h¶anyad keynesi feltev¶es¶evel, s helyette a fogyaszt¶o
intertempor¶alis hasznoss¶agot maximaliz¶al¶o viselked¶es¶et t¶etelezi fel.

A kÄovetkez}o szakaszban Ramsey, illetve Solow nyom¶an a korm¶anyzati bea-
vatkoz¶asokt¶ol mentes, z¶art gazdas¶ag dinamikus er}oforr¶askorl¶atj¶at vezetjÄuk le.
De¯ni¶aljuk az egyens¶ulyi nÄoveked¶esi p¶alya fogalm¶at, majd r¶amutatunk e nÄo-
veked¶esi p¶alya k¶et fontos tulajdons¶ag¶ara. Ezek ut¶an a reprezentat¶³v h¶aztart¶as
optim¶alis fogyaszt¶asi p¶aly¶aj¶at hat¶arozzuk meg, ¶es az eredm¶enyeket ¶atvisszÄuk
makroszintre. Mivel a tov¶abbiak alapj¶at ez a szakasz k¶epzi, megvizsg¶aljuk az
¶³gy kapott s¶³kbeli dinamikus rendszer stacion¶arius pontj¶anak egzisztenci¶aj¶at,
unicit¶as¶at ¶es stabilit¶as¶at. L¶atni fogjuk, hogy a kapott stacion¶arius pont nye-
regpont, ez¶ert a 3. szakaszban r¶eszletesen szemÄugyre vesszÄuk a stacion¶arius
pont el¶er¶es¶ehez szÄuks¶eges transzverzalit¶asi felt¶etel teljesÄul¶es¶et biztos¶³t¶o me-
chanizmust. Alkalmas m¶odon perturb¶alva a termel¶esi fÄuggv¶enyt, a 4. sza-
kaszban ¶ugy m¶odos¶³tjuk a modellt, hogy abban a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aja
megjelenjen. Ezt kÄovet}oen, a 3. szakaszban bevezetett mechanizmust fel-
haszn¶alva, az 5. szakaszban megvizsg¶aljuk, hogy mik¶ent ¶es milyen felt¶etelek
mellett termelik Äonmagukat ¶ujra a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶aban megrekedt
gazdas¶agokban alkalmazott megszor¶³t¶asok. Eredm¶enyeinket az utols¶o sza-
kasz foglalja Äossze, r¶amutatva egy¶uttal a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶ab¶ol val¶o
kikerÄul¶es rendszeres megszor¶³t¶asokat mell}oz}o lehet}os¶eg¶ere.

2 Az alapmodell

FeltesszÄuk, hogy a gazdas¶ag a kibocs¶at¶ast (Y ) fogyaszt¶asra (C), a t}oke¶allo-
m¶any nÄovel¶es¶ere _K ¶es az amortiz¶aci¶os vesztes¶egek p¶otl¶as¶ara ±K haszn¶alja.
Ezek szerint:

(1) Y = C + _K + ±K;

ahol K a kor¶abban felhalmozott t}oke ¶allom¶any¶at jelÄoli, _K pedig annak id}o
szerint vett deriv¶altj¶at2, tov¶abb¶a ± az amortiz¶aci¶os r¶at¶at. A korm¶anyzati
felhaszn¶al¶ast¶ol, tov¶abb¶a a nett¶oexportt¶ol teh¶at { kÄovetve Ransey ¶es Solow
modelljeit { eltekintÄunk. A t}oke¶allom¶any mellett a termel¶es hat¶ekony munk¶at

2Azt a t¶enyt, hogy Y; C ¶es K az id}o fÄuggv¶enyei, az egyszer}ubb ¶³r¶asm¶od ¶erdek¶eben nem
jelÄoljÄuk. Csak abban az esetben fogjuk jelÄolni, hogy egy v¶altoz¶o az id}o fÄuggv¶enye, ha
tartani lehet t}ole, hogy a jelÄol¶es elhagy¶asa zavart okozna.
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(¹L) haszn¶al fel. Ennek nÄoveked¶esi r¶at¶aja: ¹̂L =
_¹L
¹L

= m + n, ahol m a tiszt¶an
munkanÄovel}o, technikai halad¶as r¶at¶aja, n pedig a termel¶es rendelkez¶es¶ere
¶all¶o munka demogr¶a¯ai folyamatok ¶altal meghat¶arozott, nÄoveked¶esi Äuteme.
FeltesszÄuk, hogy m ¶es n egyar¶ant konstansok. A tov¶abbiakban mindkett}ot
exog¶en adotts¶agnak tekintjÄuk. Olyan v¶altoz¶ot keresÄunk, melynek ¶ert¶eke nÄo-
vekv}o kibocs¶at¶as mellett is v¶altozatlan lehet. Ilyen a t}oke¶allom¶any ¶es a ha-
t¶ekony munka h¶anyadosa, a hat¶ekony t}okeintenzit¶as:

(2) ¹k =
K
¹L

:

Az egyens¶ulyi nÄoveked¶esi p¶aly¶at a neoklasszikus elveknek megfelel}oen
de¯ni¶aljuk:

1. De¯n¶³ci¶o. Akkor mondjuk, hogy a gazdas¶ag egyens¶ulyi nÄoveked¶esi p¶aly¶an

van, ha _k = 0.

A (2) de¯n¶³ci¶ob¶ol ad¶odik, hogy
_¹k
¹k

=
_K

K
¡ (m + n), amib}ol _K-t kife-

jezve, majd az (1) m¶erlegÄosszefÄugg¶esbe helyettes¶³tve a gazdas¶ag dinamikus
er}oforr¶askorl¶atj¶at kapjuk, egys¶egnyi hat¶ekony munk¶ara vet¶³tett v¶altoz¶okra
fel¶³rva:

(3) ¹y = _¹k + (m + n + ±)¹k + ¹c;

ahol ¹y = Y
¹L

az egys¶egnyi hat¶ekony munk¶ara es}o kibocs¶at¶as, ¶es ¹c = C
¹L

az
egys¶egnyi hat¶ekony munk¶ara es}o fogyaszt¶as. A (3) m¶erlegÄosszefÄugg¶es, hason-
l¶oan (1)-hez, azt fejezi ki, hogy a gazdas¶ag csak annyi kibocs¶at¶ast haszn¶alhat
fel fogyaszt¶asra ¶es beruh¶az¶asra, amennyit megtermelt. Itt azonban az egyes
nagys¶agokat az egys¶egnyi hat¶ekony munk¶ara vet¶³tettÄuk. TettÄuk ezt az¶ert,
mert¶³gy egyens¶ulyi nÄoveked¶esi p¶aly¶an az ÄosszefÄugg¶esben szerepl}o valamennyi
v¶altoz¶o id}oben ¶alland¶o.

A termel¶esi technol¶ogi¶at az

(4) Y = F (K; ¹L)

line¶arisan homog¶en termel¶esi fÄuggv¶eny ¶³rja le. Megjegyzend}o, hogy Cobb-
Douglas t¶³pus¶u termel¶esi fÄuggv¶eny eset¶en nincs jelent}os¶ege, hogy tiszt¶an
munkanÄovel}o, vagy egyar¶ant t}oke- ¶es munkanÄovel}o technikai halad¶asr¶ol van
sz¶o, mert egyik formula a m¶asikra egyszer}uen ¶at¶³rhat¶o. A (4) egyenl}os¶eg
mindk¶et oldal¶at ¹L-lel osztva az ¶ugynevezett intenz¶³v form¶aban fel¶³rt, vagy
intenz¶³v termel¶esi fÄuggv¶enyt kapjuk:

(5) ¹y = f(¹k):

Ez a forma m¶ar kÄonny}uszerrel be¶³rhat¶o a (3) er}oforr¶askorl¶atba. KÄonny}u
l¶atni, hogy ha f 0(¹k) > 0, akkor a hat¶ekony t}okeintenzit¶as v¶altozatlans¶ag¶ab¶ol
az egys¶egnyi hat¶ekony munk¶ara es}o kibocs¶at¶as v¶altozatlans¶aga kÄovetkezik.
Ha Solow (1956) nyom¶an emellett m¶eg azt is feltesszÄuk, hogy az s = S=Y
megtakar¶³t¶asi h¶anyad exog¶en konstans, tov¶abb¶a a neoklasszikus elveknek
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megfelel}oen minden megtakar¶³t¶as beruh¶az¶asra kerÄul, azaz S = sY = _K +±K,
akkor egyens¶ulyi nÄoveked¶esi p¶aly¶an az egys¶egnyi hat¶ekony munk¶ara es}o fo-
gyaszt¶as v¶altozatlan, ¶es ¹y ¡ ¹c = sf(¹k) miatt a (3) m¶erlegÄosszefÄugg¶es a
Solow-modell alapj¶aul szolg¶al¶o di®erenci¶alegyenletre egyszer}usÄodik. Ebben
a tanulm¶anyban azonban Ramsey cikk¶et kÄovetjÄuk, ez¶ert nem tesszÄuk fel a
megtakar¶³t¶asi h¶anyad exog¶en konstans volt¶at, csup¶an azt, hogy minden meg-
takar¶³t¶as automatikusan beruh¶az¶ass¶a v¶alik. Az 1. De¯n¶³ci¶ob¶ol kÄovetkezik
tov¶abb¶a az

1. Tulajdons¶ag. Egyens¶ulyi nÄoveked¶esi p¶aly¶an kibocs¶at¶as nÄoveked¶esi r¶at¶aja,
Ŷ = m + n, az egy f}ore es}o fogyaszt¶as (c = C=L) nÄoveked¶esi r¶at¶aja pedig:
ĉ = m.

(Az egyes v¶altoz¶ok fÄol¶e ¶³rt kalap azok nÄoveked¶esi r¶at¶aj¶at jelÄoli.) JelÄolje r
a kamatl¶ab, w pedig a re¶alb¶er mindenkori nagys¶ag¶at, ¶es tegyÄuk fel, hogy a
termel}oszf¶era z sz¶am¶u, azonos technol¶ogi¶aval termel}o v¶allalatb¶ol ¶all! Ekkor
a reprezentat¶³v v¶allalatn¶al k¶epz}od}o nyeres¶eg:

¦ =
£
F (K; ¹L) ¡ (r + ±)K ¡ wL

¤
=z;

ahol w a re¶alb¶er, tov¶abb¶a L a termel¶es rendelkez¶es¶ere ¶all¶o t¶enyleges munka
mennyis¶ege, ¶es L = ¹Le¡mt. Felhaszn¶alva a (4) termel¶esi fÄuggv¶eny line¶aris ho-
mogenit¶as¶at: ¦ =

£
f(¹k) ¡ (r + ±)¹k ¡ we¡mt

¤
¹L=z. Ekkor a pro¯tmaximum

els}orend}u felt¶etelei:

(6) r = f 0(¹k) ¡ ± ;

(7) w =
£
f(¹k) ¡ ¹kf 0(¹k)

¤
emt :

Figyelembe v¶eve az 1. De¯n¶³ci¶ot, a fenti egyenl}os¶egek felhaszn¶al¶as¶aval a
kÄovetkez}ot kapjuk:

2. Tulajdons¶ag. Egyens¶ulyi nÄoveked¶esi p¶aly¶an a kamatl¶ab konstans, to-
v¶abb¶a ŵ = m.

Vizsg¶al¶od¶asaink kÄoz¶eppontj¶aban mindeddig az egyens¶ulyi nÄoveked¶esi p¶a-
lya ¶allt. A val¶os¶agos gazdas¶agok azonban ritk¶an kerÄulnek egyens¶ulyi nÄoveke-
d¶esi p¶aly¶ara. A nem egyens¶ulyi p¶aly¶ak alaposabb vizsg¶alat¶ahoz mindenekel}ott
a reprezentat¶³v h¶aztat¶as fogyaszt¶as¶at kell szemÄugyre venni. Mivel az exog¶en
konstansk¶ent adott megtakar¶³t¶asi hat¶arhajland¶os¶ag felt¶etelez¶es¶er}ol lemond-
tunk, szÄuks¶eges a reprezentat¶³v h¶aztart¶as fogyaszt¶as¶anak ¶es megtakar¶³t¶as¶a-
nak endogeniz¶al¶asa. Legyen az id}opreferencia r¶ata ½ exog¶en konstans, ¶es
tegyÄuk fel, hogy 0 < ½ < 1. JelÄolje a t id}opontban ci(t) a reprezentat¶³v
h¶aztart¶as fogyaszt¶as¶at, ki(t) pedig a t}okejavakban megtestesÄul}o vagyon¶at.
(FeltesszÄuk, hogy a vagyontart¶asnak m¶as form¶aja nem l¶etezik.) TegyÄuk
fel tov¶abb¶a, hogy munkak¶³n¶alata egys¶egnyi, ekkor a reprezentat¶³v h¶aztart¶as
probl¶em¶aja az al¶abbi:

(8) max
ci(t)

Z 1

0

e¡½tu(ci(t)) dt;
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felt¶eve, hogy ki(0) exog¶en adotts¶ag, tov¶abb¶a

(9) r(t) ¢ ki(t) + w(t) = ci(t) + _ki(t) ;

valamint

(10) lim
t!1

ki(t) ¢ e
¡

R t

0
r(v)dv ¸ 0 ;

ahol az u fÄuggv¶eny a fogyaszt¶asb¶ol sz¶armaz¶o hasznoss¶agot m¶eri. FeltesszÄuk,
hogy a fogyaszt¶as hat¶arhaszna pozit¶³v: u0(ci) > 0, ¶es csÄokken}o: u(ci)

00 < 0.
A reprezentat¶³v h¶aztart¶as (9) m¶erlegegyenlet¶enek bal oldala a forr¶as, jobb
oldala pedig a felhaszn¶al¶asi oldal. A vagyon hitelfelv¶etel r¶ev¶en tÄort¶en}o fel¶el¶ese
( _ki < 0) megengedett, azonban a felvett hiteleket v¶eges id}on belÄul vissza kell
¯zetni. Ezt fejezi ki a (10) felt¶etel.

A (8){(10) probl¶em¶ahoz az al¶abbi Hamilton-fÄuggv¶eny ¶³rhat¶o fel:

H = e¡½tu(ci) + ¸ (rki + w ¡ ci) :

Az els}orend}u felt¶etelek:

(11)
@H

@ci
= e¡½tu0(ci) ¡ ¸ = 0 ;

(12) ¡@H

@ki
= _̧ = ¡¸r :

Tov¶abb¶a a transzverzalit¶asi felt¶etel: limt!1 ¸(t) ¢ ki(t) = 0. Ezek a
ci = ci(t) fogyaszt¶asi p¶alya optimalit¶as¶anak szÄuks¶eges felt¶etelei. Mangasarian
(1966) eredm¶enyeib}ol kÄovetkezik tov¶abb¶a, hogy ezek elegend}o felt¶etelek is,
mivel a H Hamilton-fÄuggv¶eny a c ¶es ki v¶altoz¶okban konk¶av.

Az els}orend}u felt¶etelekb}ol az objekt¶³v ¶es szubjekt¶³v id}opreferencia r¶ata
viszony¶ara az al¶abbi ÄosszefÄugg¶est kapjuk:

r = ½ ¡ _u0(ci)

u0(ci)
:

A fenti di®erenci¶alegyenlet helyett c¶eljainknak jobban megfelel egy olyan
ÄosszefÄugg¶es, melyben a fogyaszt¶as hat¶arhaszna helyett a fogyaszt¶as nÄoveke-

d¶esi r¶at¶aja szerepel. Figyelembe v¶eve, hogy _u0(ci) = du0(ci)
dt = u00(ci) _ci, a

fogyaszt¶asb¶ol sz¶armaz¶o hat¶arhaszon nÄoveked¶esi r¶at¶aja a kÄovetkez}o m¶odon

¶³rhat¶o fel: û0(ci) = u00(ci)¢ _ci

u0(ci)
= ci¢u00(ci)

u0(ci)
ĉi. Mindezek miatt az optim¶alis fo-

gyaszt¶asi p¶alya felt¶etele az al¶abbi form¶aban adhat¶o meg:

(13) r = ½ ¡ ciu
00(ci)

u0(ci)
ĉi = ½ + µĉi;

ahol µ = ¡ciu
00(ci)

u0(ci)
a hat¶arhaszon fogyaszt¶as szerint vett rugalmass¶aga. Mivel

feltev¶eseink szerint u0(ci) > 0 ¶es u(ci)00 < 0, a hat¶arhaszon fogyaszt¶as szerint
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vett rugalmass¶aga negat¶³v, ¶es ¶³gy µ > 0. Tov¶abb¶a, mivel feltettÄuk, hogy
½ exog¶en konstans, ¶es az 1. ¶es 2. Tulajdons¶ag szerint egyens¶ulyi nÄoveked¶esi
p¶aly¶an r ¶es ĉi is konstansok, olyan u(ci) hasznoss¶agi fÄuggv¶enyt kell alkalmaz-
nunk, mely µ v¶altozatlans¶ag¶at biztos¶³tja, ha ĉi = 0 ¶es m = 0. Ilyen az

u(c) =
c1¡µ
i ¡ 1

1 ¡ µ

hasznoss¶agi fÄuggv¶eny, melyet a (13) felt¶etelbe helyettes¶³tve

(14) ĉi =
1

µ
(r ¡ ½)

ad¶odik.
Az optim¶alis fogyaszt¶asi p¶alya (14) felt¶etele lehet}ov¶e teszi a µ param¶eter

egy m¶asik ¶ertelmez¶es¶et is. Mivel dĉi

d(r¡½) = 1
µ , a µ param¶eter azt m¶eri, milyen

er}osen prefer¶alja a h¶aztart¶as a sima fogyaszt¶asi p¶aly¶at, melyen ĉi = 0.
Tanulm¶anyunk szempontj¶ab¶ol kÄozponti jelent}os¶eg}u a limt!1 ¸ki = 0

transzverzalit¶asi felt¶etel ¶ertelmez¶ese. A (11) felt¶etelb}ol ad¶odik, hogy ¸ a fo-
gyaszt¶as mindenkori hat¶arhaszn¶anak a szubjekt¶³v id}opreferencia r¶ata szerint
jelenre diszkont¶alt ¶ert¶ekek¶ent ¶ertelmezhet}o. Mivel azonban ez az ¶ertelmez¶es
meglehet}osen neh¶ezkes, ¶erdemes ¸-t a transzverzalit¶asi felt¶etelb}ol kikÄuszÄobÄol-
ni. Ehhez mindenekel}ott meg kell oldani a (12) di®erenci¶alegyenletet. Mivel
_r = 0 ¶altal¶aban nem tehet}o fel, a megold¶as:

¸ = ¸(t) = ¸(0)e
¡

R t

0
r(v) dv

:

Behelyettes¶³tve a limt!1 ¸(t) ¢ ki(t) = 0 transzverzalit¶asi felt¶etelbe:

lim
t!1

¸(t) ¢ ki(t) = lim
t!1

ki(t) ¢ ¸(0)e
¡

R t

0
r(v)dv

= 0;

amib}ol:

(15) lim
t!1

¸(t) ¢ ki(t) = lim
t!1

ki(t)e
¡

R t

0
r(v) dv

= 0:

A (15) transzverzalit¶asi felt¶etelhez ¸(0)-lal tÄort¶en}o oszt¶as r¶ev¶en jutottunk.
Ez elv¶egezhet}o, mert a (11) felt¶etel szerint ¸(0) = e¡½tu0(ci) = u0(ci) > 0.

Mivel feltettÄuk, hogy a h¶aztart¶asok munkak¶³n¶alata egys¶egnyi, a h¶aztar-
t¶asok sz¶ama L, ¶es¶³gy a h¶aztart¶asok felt¶etelezett uniformit¶asa miatt K = L¢ki.
A tov¶abbiakban az i als¶o indexet elhagyjuk, ¶es ki vagy ci helyett egyszer}uen
k-t, illetve c-t ¶³runk. SzÄuks¶eges m¶eg az optim¶alis fogyaszt¶as (14) felt¶etel¶ebe
egy olyan v¶altoz¶ot bevezetni, melynek ¶ert¶eke ¹k-hoz hasonl¶oan az egyens¶ulyi
nÄoveked¶esi p¶alya ment¶en konstans. Mivel az 1. Tulajdons¶ag szerint egyens¶ulyi
nÄoveked¶esi p¶aly¶an ĉ = m, a ¹c = e¡mtc egys¶egnyi hat¶ekony munk¶ara es}o
fogyaszt¶asra igaz, hogy egyens¶ulyi nÄoveked¶esi p¶aly¶an ¹̂c = 0, ¶altal¶aban pedig
ĉ = ¹̂c+m. Behelyettes¶³tve a (14) di®erenci¶alegyenletbe, ¶es felhaszn¶alva a (6)
ÄosszefÄugg¶est, kapjuk, hogy

(16) ¹̂c =
1

µ

£
f 0(¹k) ¡ ± ¡ ½ ¡ µm

¤
:
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V¶egÄul a (15) transzverzalit¶asi felt¶etelben cser¶eljÄuk ki k-t ¹k-ra. Ehhez
mindk¶et oldalt megszorozzuk L-lel:

L lim
t!1

ke
¡

R
t

0
r(v)dv

= lim
t!1

Lke
¡

R
t

0
r(v)dv

= lim
t!1

L(0)ke
¡

R
t

0
[r(v)¡n]dv

= 0:

Mindk¶et oldalt elosztva L(0)-lal, tov¶abb¶a felhaszn¶alva a (6) ÄosszefÄugg¶est,
valamint azt, hogy de¯n¶³ci¶o szerint ¹k = ke¡mt,

(17) lim
t!1

¹k(t)e
¡

tR
0

[f 0(¹k(v))¡±¡m¡n]dv

= 0:

Figyelembe v¶eve a (3) ÄosszefÄugg¶est, a (3) ¶es (16) di®erenci¶alegyenletek,
valamint a (17) transzverzalit¶asi felt¶etel meghat¶arozz¶ak a ¹c ¶es ¹k v¶altoz¶ok
dinamik¶aj¶at. Az ¶³gy kapott dinamikus rendszer a kÄovetkez}o:

_¹c = ¹c ¢ £
f 0(¹k) ¡ ± ¡ ½ ¡ µm

¤
=µ

_¹k = f(¹k) ¡ ¹c ¡ (m + n + ±)¹k :

A
¡
¹k¤; ¹c¤¢ stacion¶arius pontban a bal oldalon ¶all¶o di®erenci¶alh¶anyadosok

¶ert¶eke z¶erus, ¶es ¶³gy

(18) f 0(¹k¤) = ± + ½ + µm

(19) ¹c¤ = f(¹k¤) ¡ (m + n + ±)¹k¤

egyenletek r¶ev¶en ad¶odik. A makroszint}u egyens¶ulyt jelent}o stacion¶arius pont
egzisztenci¶aja ¶es unicit¶asa biztos¶³tott, ha az (5) fÄuggv¶enyre teljesÄulnek az
Inada-felt¶etelek:

(20)

f 0(¹k) > 0 (a)

f 00(¹k) < 0 (b)

lim¹k!1 f 0(¹k) = 0 (c)

lim¹k!0 f 0(¹k) = 1 (d)

f(0) = 0 (e)

f(1) = 1 (f)

Megjegyzend}o, hogy ezek a felt¶etelek biztos¶³tj¶ak, hogy a reprezentat¶³v
v¶allalat pro¯tmaximum¶anak (6) ¶es (7) nem csup¶an szÄuks¶eges, de elegend}o
felt¶etelei is. A stacion¶arius pont stabilit¶as¶anak vizsg¶alat¶ahoz a Poincar¶e-
Ljapunov-Perron-t¶etelt3 alkalmazzuk. A lineariz¶alt rendszer:

(21)

·
_¹k
_¹c

¸
=

·
½ ¡ (1 ¡ µ)m ¡ n ¡1

¹c¤f 00(¹k¤)
µ 0

¸ ·
¹k ¡ ¹k¤

¹c ¡ ¹c¤

¸
:

3L¶asd pl. Gandolfo (1997) 361. o.
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A rendszerm¶atrix saj¶at¶ert¶ekei:

¸1;2 =
1

2

(
¡ [n ¡ ½ + (1 ¡ µ)m] §

r
[n ¡ ½ + (1 ¡ µ)m]2 ¡ 4

¹c¤f 00(¹k¤)
µ

)
:

Megjegyzend}o tov¶abb¶a, hogy a (17) transzverzalit¶asi felt¶etel teljesÄul¶es¶ehez
½ + µm > m + n fenn¶all¶asa szÄuks¶eges. A tov¶abbiakban feltesszÄuk, hogy ez
a rel¶aci¶o a modell param¶etereire teljesÄul. A feltev¶es m¶ar csak az¶ert is re¶alis,
mert sz¶amos orsz¶agban, p¶eld¶aul Magyarorsz¶agon is, a demogr¶a¯ai folyamatok
kÄovetkezt¶eben n < 0. Ekkor n¡½+(1¡µ)m < 0. Tov¶abb¶a a (b) Inada-felt¶etel
szerint f 00(¹k¤) < 0, ¶³gy a rendszerm¶atrix egyik saj¶at¶ert¶eke pozit¶³v, a m¶asik
pedig negat¶³v. Ezek szerint a stacion¶arius pont lok¶alisan aszimptotikusan
instabil, nyeregpont.

A k¶es}obbiek miatt fontos m¶eg tiszt¶azni, hogy f 00(¹k¤) > 0 eset¶en, ha

f 00(¹k¤) < µ[n¡½+(1¡µ)m]2

4¢¹c¤ teljesÄul, akkor a n¶egyzetgyÄokjel alatt ¶all¶o kifejez¶es
pozit¶³v, ¶es a rendszerm¶atrixnak k¶et val¶os, pozit¶³v saj¶at¶ert¶eke van, ¶³gy a sta-
cion¶arius pont instabil. Ellenkez}o esetben pedig a rendszerm¶atrixnak k¶et
konjug¶alt komplex saj¶at¶ert¶eke van, tov¶abb¶a, mivel a m¶atrix nyoma pozit¶³v,
a stacion¶arius pont ebben az esetben is instabil, ¶es l¶etezik a stacion¶arius
pontnak egy olyan À sugar¶u kÄornyezete, melyben a p¶alyagÄorb¶ek spir¶alform¶at
kÄovetve t¶avolodnak a stacion¶arius pontt¶ol.4 Ezek szerint ¶erv¶enyes a

3. Tulajdons¶ag. A nyeregponti stabilit¶as szÄuks¶eges ¶es elegend}o felt¶etele
f 00(¹k¤) < 0 teljesÄul¶ese.

Ramsey modellj¶enek dinamik¶aja az 1. ¶abr¶an az I. s¶³knegyedben l¶athat¶o.
A IV. s¶³knegyedben a (18) egyens¶ulyi felt¶etel teljesÄul¶ese kÄovethet}o nyomon,
r¶avil¶ag¶³tva arra, hogy milyen szerepet j¶atszanak az egyes param¶eterek a
stacion¶arius pont meghat¶aroz¶od¶as¶aban. JelÄolje _¹c = 0 mellett az egys¶egnyi
hat¶ekony munk¶ara es}o vagyon maxim¶alisan el¶erhet}o nagys¶ag¶at ¹ka > 0. ¶Ab-

r¶ankon ez a v¶³zszintes tengelyen a _¹k = 0 nyugalmi vonal v¶³zszintes tengellyel
vett metsz¶espontja lenne, ahol f(¹ka) = (m + n + ±)¹ka. A jobb megjelen¶³t¶es
¶erdek¶eben azonban, ezt, a t¶em¶ank szempontj¶ab¶ol kev¶ess¶e jelent}os pontot az
¶abr¶an nem tÄuntettÄuk fel. Fontosabbak a stacion¶arius pont kÄornyezet¶eben
fut¶o p¶alyagÄorb¶ek, ezek kÄozÄul n¶eh¶any jellegzetes trajekt¶ori¶at fel is tÄuntettÄunk.
A p¶alyagÄorb¶eket az al¶abbi m¶odon oszt¶alyozzuk:

2. De¯n¶³ci¶o. Ha egy p¶alyagÄorbe ment¶en limt!1 ¹k(t) · 0 teljesÄul, akkor
ezt a trajekt¶ori¶at hedonista p¶alyagÄorb¶enek nevezzÄuk, limt!1 ¹k(t) = ¹ka eset¶en
pedig absztinensnek. A nyeregp¶aly¶akat egyens¶ulyi p¶alyagÄorb¶eknek h¶³vjuk.

Az 1. Tulajdons¶ag szerint a stacion¶arius pontban az egy f}ore es}o fogyaszt¶as
nÄoveked¶esi r¶at¶aja megegyezik az exog¶en technikai halad¶as Äutem¶evel, azaz ĉ =
m. Az 1. ¶abra alapj¶an azonban enn¶el tÄobbet is meg¶allap¶³thatunk. ĉ = ¹̂c + m
miatt teljesÄul ugyanis az al¶abbi

4. Tulajdons¶ag. ¹k < ¹k¤ eset¶en ĉ > m. Ez a helyzet a hedonista p¶alyagÄor-
b¶ek ment¶en mindv¶egig fennmarad, az egyens¶ulyi p¶alyagÄorbe ment¶en azonban

4L¶asd pl. Gandolfo 358. o.
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csak a stacion¶arius pont el¶er¶es¶eig tart. Az absztinens p¶alyagÄorb¶ek ment¶en ¹k
mindv¶egig nÄovekszik, de ¹k = ¹k¤ el¶er¶ese ut¶an ĉ < m.

Hasonl¶ok¶eppen ¹k > ¹k¤ eset¶en ĉ < m, ez az eset azonban sz¶amunkra
kev¶esb¶e ¶erdekes.

1. ¶abra. Ramsey modellj¶enek dinamik¶aja

2. ¶abra. A GDP ¶es fogyaszt¶as alakul¶asa (bal oldali gra¯kon) 2005. ¶evi ¶atlag¶aron milli¶o Ft, ¶es a
fogyaszt¶asi, valamint beruh¶az¶asi h¶anyad alakul¶asa (jobb oldali gra¯kon). Forr¶as: KSH
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3 A transzverzalit¶asi felt¶etel teljesÄul¶es¶et biz-
tos¶³t¶o mechanizmus

Az el}oz}o szakaszban felt¶eteleztÄuk a (17) transzverzalit¶asi felt¶etel teljesÄul¶es¶et.
Az ezt biztos¶³t¶o mechanizmust ebben a szakaszban vesszÄuk alaposabban szem-
Äugyre.

Legyen G az egyens¶ulyi p¶alyagÄorb¶ek pontjainak halmaza. Az 1. ¶abra sze-
rint ez a halmaz bijekt¶³v lek¶epez¶est de¯ni¶al a hat¶ekony t}okeintenzit¶as ¶es az
egys¶egnyi hat¶ekony munk¶ara es}o fogyaszt¶as kÄozÄott. Legyen ez a bijekci¶o a
¹k = g(¹c) = g(c ¢ e¡mt) fÄuggv¶eny! A g fÄuggv¶eny ezek szerint azt mutatja meg,
hogy az egy f}ore es}o fogyaszt¶as adott nagys¶aga mellett ¹k mekkora ¶ert¶eke
tartja a gazdas¶agot az egyens¶ulyi p¶alyagÄorb¶en.

A gazdas¶ag azonban tart¶osan nem kÄoveti ezt a trajekt¶ori¶at, mert a h¶aztar-
t¶asi szektorra kir¶ott (17) transzverzalit¶asi felt¶etel nem teljesÄul automatiku-
san. A h¶aztart¶asok ugyanis rÄovidl¶at¶o m¶odon, gyakran szem el}ol t¶evesztik a
(15) transzverzalit¶asi felt¶etelt, ez¶altal egy hedonista p¶aly¶ara lÄokve a gazdas¶a-
got. A felhalmoz¶as ezzel egyÄutt j¶ar¶o alacsonyabb Äuteme azonban el}obb-ut¶obb
olyan, felhalmoz¶ast serkent}o megszor¶³t¶ast tesz szÄuks¶egess¶e, mely a gazdas¶a-
got az egyens¶ulyi p¶alyagÄorbe ir¶any¶aba mozd¶³tja. Hasonl¶o probl¶em¶at okoz-
nak azok a term¶eszeti katasztr¶of¶ak, melyek kÄovetkezt¶eben a t}oke¶allom¶any
egy r¶esze megsemmisÄul, vagy azok az elhib¶azott beruh¶az¶asi dÄont¶esek, melyek
sor¶an a l¶etrehozott, tÄobbnyire infrastruktur¶alis eszkÄozÄok a termel¶esi er}ofor-
r¶ask¶ent ¯gyelembe vehet}o t}oke ¶allom¶any¶at nem, vagy a v¶artn¶al csek¶elyebb
m¶ert¶ekben nÄovelik.5 Mivel ilyen esetekben a fogyaszt¶asnak kell alkalmazkod-
ni, helyesebb lenne az egy f}ore es}o fogyaszt¶as (16) mozg¶asegyenlete helyett a
kÄovetkez}o di®erenci¶alegyenletet alkalmazni:

(22) ¹̂c =
1

µ

£
f 0(¹k) ¡ ± ¡ ½ ¡ µm

¤
+ x;

ahol x = '(¹k; ¹c) + ´, ¶es a ' fÄuggv¶eny reprezent¶alja a gazdas¶agot a stabil ¶ag
fel¶e terel}o, stabiliz¶aci¶os mechanizmusokat. Ilyen mechanizmus p¶eld¶aul a piaci
szerepl}ok rendelkez¶es¶ere ¶all¶o hitelrendszer, vagy a korm¶anyzat ¶altal kÄovetett
stabiliz¶aci¶os politika. Ezekb}ol @'=@¹k ¸ 0 ¶es @'=@¹c · 0 kÄovetkezik, tov¶abb¶a
¯gyelembe v¶eve, hogy a stabiliz¶aci¶os mechanizmusok nem korl¶atlanul ¶erz¶eke-
nyek a stabil ¶agak elhagy¶as¶ara, 9 ² > 0 :

¯̄
¹k ¡ g(¹c)

¯̄
< ² ) '(¹k; ¹c) = 0. A

h¶aztat¶asok hedonista attit}udj¶et, valamint a nem stabiliz¶aci¶os ind¶³ttat¶as¶u, po-
litikai ciklusokat az ´ v¶eletlen v¶altoz¶o reprezent¶alja. Mell¶ar (2008) kÄonyv¶enek
8. fejezete kiv¶al¶o bevezet¶est ad a politikai ciklusok elm¶elet¶ebe, az ´ ¶altal repre-
zent¶alt, egy¶eb politikai ind¶³ttat¶as¶u ¶el¶enk¶³t¶eseket ¶es megszor¶³t¶asokat, valamint
egy¶eb exog¶en sokkokat azonban a tov¶abbiakban v¶eletlen hat¶asoknak tekint-
jÄuk. Ennek megfelel}oen feltesszÄuk, hogy ´ sz¶or¶asa v¶eges, v¶arhat¶o ¶ert¶eke pedig
nem negat¶³v. Ut¶obbi feltev¶esÄunk mÄogÄott egyr¶eszt a h¶aztart¶asok hedonista
hajlama, m¶asr¶eszt a ¯sk¶alis politika bels}o expanzi¶os k¶enyszere h¶uz¶odik meg.

5Az ut¶obbi eset h¶atter¶eben esetlegesen megh¶uz¶od¶o korrupci¶o r¶eszletesebb le¶³r¶as¶aval ¶es
kÄovetkezm¶enyeivel foglalkozik Bessenyei (2001) ¶es Bessenyei (2004).
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FeltesszÄuk tov¶abb¶a, hogy ´ a modell egyetlen m¶as v¶altoz¶oj¶aval sem korre-
l¶al. Ebben az esetben azonban az 1. ¶abr¶an bemutatott a p¶alyagÄorb¶ek nem
az endog¶en v¶altoz¶ok t¶enyleges id}obeli alakul¶as¶at reprezent¶alj¶ak, csup¶an azok
trendj¶et. ' egy egyszer}u speci¯k¶aci¶oja lehet a kÄovetkez}o:

(23) '(¹k; ¹c) =

8
>><
>>:

0 , ha j¹k ¡ g(¹c)j < ²

z¢
£
¹k ¡ g(¹c) ¡ ²

¤
, ha ¹k > g(¹c) + ²

z¢£¹k ¡ g(¹c) + ²
¤

, ha ¹k < g(¹c) ¡ ²

Ekkor Kornai (1997) terminol¶ogi¶aj¶aval ¶elve azt mondhatjuk, hogy a gaz-
das¶ag kÄolts¶egvet¶esi korl¶atja ann¶al kem¶enyebb, min¶el kisebb ² > 0, ¶es min¶el
nagyobb z > 0. A (22) ÄosszefÄugg¶es szerint teh¶at egy stop-go mechanizmus
biztos¶³tja, hogy a gazdas¶ag ne t¶avolodhasson el t¶uls¶agosan nagy m¶ert¶ekben
az egyens¶ulyi p¶alyagÄorb¶et}ol. Ezt a stop-go politik¶at r¶eszben a korm¶anyzat,
r¶eszben pedig a hitelrendszer m}ukÄodteti.

A megszor¶³t¶as m¶ert¶ek¶enek meghat¶aroz¶as¶ahoz legyen t < t0 : x(t) = 0,
tov¶abb¶a t0 · t · T : x(t) < 0, ¶es t > T : x(t) = 0. Ekkor azt mondjuk,
hogy a t0 ¶es T kÄozÄotti id}oszakban a fogyaszt¶as megszor¶³t¶as¶ara kerÄult sor.
Ennek kÄovetkezt¶eben a gazdas¶ag elhagyja a t0-ig kÄovetett p¶alyagÄorb¶et, ¶es a T
id}opontt¶ol kezdve egy m¶asik, a v¶³zszintes tengelyhez kÄozelebb fut¶o p¶alyagÄor-
b¶ere kerÄul. Hogy melyikre, az a megszor¶³t¶as m¶ert¶ek¶et}ol fÄugg. A megszor¶³t¶as
m¶ert¶ek¶et egyr¶eszt x(t) hat¶arozza meg, m¶asr¶eszt a megszor¶³t¶as id}otartama.
JelÄolje D a megszor¶³t¶as m¶ert¶ek¶et, ekkor

D =

Z T

t0

x(t) dt:

A fenti de¯n¶³ci¶ob¶ol kÄovetkezik, hogy egy megszor¶³t¶as eset¶en D < 0. Ha
D pozit¶³v, akkor t0 · t · T : x(t) > 0. Ilyenkor a fogyaszt¶as ¶el¶enk¶³t¶es¶er}ol
besz¶elÄunk. Ezek szerint egy megszor¶³t¶as eset¶en dinamikus rendszerÄunk el-
hagyja az addig kÄovetett p¶alyagÄorb¶et, ¶es egy ann¶al alacsonyabban fut¶o p¶alya-
gÄorb¶ere t¶er ¶at, min¶el nagyobb D. Ez az ¶att¶er¶es egyik p¶alyagÄorb¶er}ol a m¶asikra
pedig ann¶al tov¶abb tart, min¶el hosszabb a [t0; T ] intervallum. A fogyaszt¶as
¶el¶enk¶³t¶ese term¶eszetesen ellenkez}o ir¶any¶u elmozdul¶ast eredm¶enyez.

A fogyaszt¶as ¶el¶enk¶³t¶ese a h¶aztart¶asok term¶eszetes tÄorekv¶ese, amit}ol csak
a (10) felt¶etel miatt t¶ernek el. Ezt a korl¶atot azonban a h¶aztart¶asok nem
minden esetben ¶erz¶ekelik. Amikor kev¶esb¶e ¶erz¶ekelik, Kornai (1997) sz¶ohasz-
n¶alat¶aval ¶elve puha kÄolts¶egvet¶esi korl¶atr¶ol besz¶elÄunk. Egy ilyen helyzetet
mutatunk be az al¶abbi p¶eld¶aban, ami j¶ol illusztr¶alja '(¹k; ¹c) ¶es ´ viszony¶at:

P¶elda. A kÄolts¶egvet¶esi korl¶at felpuhul¶asa volt jellemz}o Magyarorsz¶agon
2003-ban, a fogyaszt¶asi h¶anyad historikus cs¶ucspontj¶an. (A fontosabb makro-
gazdas¶agi folyamatok a 2. ¶abr¶an kÄovethet}ok nyomon.) Az ebben az id}oszakban
nÄovekv}o elad¶osodotts¶agot modellÄunkben ¹k csÄokken¶ese reprezent¶alja. Emiatt
a fogyaszt¶as megszor¶³t¶asa v¶alt szÄuks¶egess¶e, ami jelent}os k¶es¶essel ugyan, de
2006. m¶asodik fel¶eben be is kÄovetkezett. ModellÄunkben ezt ¶ugy jelen¶³thetjÄuk
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meg, hogy 2004-ben ugyan '(¹k; ¹c) < 0 ¶allt fenn, ´ > 0 miatt azonban x ¸ 0
teljesÄult, ami 2006-ig m¶eg biztos¶³totta az egys¶egnyi munk¶ara es}o fogyaszt¶as
nÄoveked¶es¶et. Ebben az id}oszakban ´ > 0 teljesÄul¶es¶et a h¶aztart¶asok term¶esze-
tes tÄorekv¶ese mellett a kÄozelg}o v¶alaszt¶asokra f¶okusz¶al¶o korm¶anyzat fogyaszt¶ast
¶el¶enk¶³t}o politik¶aja is t¶amogatta.

Politikai szempontb¶ol kÄulÄonÄosen nehezen v¶allalhat¶o egy megszor¶³t¶as _¹k > 0
eset¶en, hisz az egys¶egnyi munk¶ara es}o t}oke ilyenkor a technikai halad¶as exog¶en
r¶at¶aj¶an¶al is gyorsabb Äutemben nÄovekszik.

4 A kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aja

Ebben a szakaszban egy olyan termel¶esi fÄuggv¶enyt vezetÄunk be az el}oz}oekben
t¶argyalt modellbe, mely alkalmas a fejlett ¶es kÄozepesen fejlett gazdas¶agok
kÄozÄott fenn¶all¶o technol¶ogiai r¶es megjelen¶³t¶es¶ere. Amennyiben a (4) termel¶esi
fÄuggv¶eny line¶arisan homog¶en, Cobb-Douglas t¶³pus¶u, azaz Y = A ¢ K® ¹L1¡®,
ahol 0 < ® < 1, teljesÄulnek a (20) Inada-felt¶etelek, ¶³gy a stacion¶arius pont eg-
zisztenci¶aja, unicit¶asa ¶es stabilit¶asa biztos¶³tott. A kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶a-
nak h¶atter¶eben megh¶uz¶od¶o technol¶ogiai r¶es megjelen¶³t¶es¶ehez olyan line¶arisan
homog¶en termel¶esi fÄuggv¶enyt alkalmazunk, mely ¶ertelmez¶esi tartom¶any¶anak
valamely r¶eszhalmaz¶an az Inada-felt¶etelek nem teljesÄulnek. Ilyen a Bessenyei
(2020) cikkemben bevezetett

Y = F (K; ¹L) = A ¢
·
K® ¢ ¹L1¡® ¡ b ¢ ¹L

v + (d ¢ K
¹L

¡ k0)2p

¸

perturb¶alt termel¶esi fÄuggv¶eny, ahol a szÄogletes z¶ar¶ojelben ¶all¶o kifejez¶es m¶a-
sodik tagja egy permanens technol¶ogiai sokk hat¶as¶ara l¶etrejÄott technol¶ogiai
r¶est eredm¶enyez. Tov¶abbra is feltesszÄuk, hogy 0 < ® < 1, tov¶abb¶a a b 6= 0
¶es v param¶eterek el}ojele hat¶arozza meg, hogy a technol¶ogiai r¶es h¶atter¶eben
egy pozit¶³v, vagy negat¶³v technol¶ogiai sokk h¶uz¶odik-e meg. A d ¶es k0 val¶os,
pozit¶³v param¶eterek azt hat¶arozz¶ak meg, hogy a fÄuggv¶eny ¶ertelmez¶esi tar-
tom¶any¶anak melyik r¶eszhalmaz¶an ¶erz¶ekelhet}o a sokk hat¶asa, a p term¶eszetes
sz¶am pedig, a b ¶es v param¶eterekkel egyÄutt, hogy mekkora ez a r¶eszhalmaz.
A termel¶esi fÄuggv¶eny mikroszint}u megalapoz¶asa Bessenyei (2020) cikkemben
megtal¶alhat¶o. A fÄuggv¶eny intenz¶³v form¶aja:

(24) y = f(¹k) = A ¢
·
¹k® +

b

v + (d ¢ ¹k ¡ k0)2p

¸
:

A (24) intenz¶³v termel¶esi fÄuggv¶enyt a 3. ¶abra mutatja be. Figyelembe v¶eve
a (7) ÄosszefÄugg¶est l¶athat¶o, hogy ¹k3 eset¶en a munka hat¶artermel¶ekenys¶ege ma-
gasabb, mint ¹k1 mellett. (Az ¶erint}o fÄugg}oleges tengelymetszete ugyanis az ori-
g¶ot¶ol t¶avolabb esik.) A technol¶ogiai r¶es m¶ert¶ek¶et a 3. ¶abr¶an elhelyezett fÄugg}o-
leges m¶eretny¶³l hossza adja meg. A (24) formula relevanci¶aj¶at t¶amasztja al¶a a
Magyar Nemzeti Bank 2020 ¶evi Termel¶ekenys¶egi jelent¶ese is. Eszerint 1995 ¶es
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2017 kÄozÄott a t}oke/munka ar¶any egyr¶eszt a sz¶all¶ashely-vend¶egl¶at¶as ¶agazatban
22,4%-kal nÄovekedett, mikÄozben a munka ¶atlagtermel¶ekenys¶ege 25,5%-kal
csÄokkent, m¶asr¶eszt az inform¶aci¶os ¶es kommunik¶aci¶os technol¶ogiai ¶agazatban
a t}oke/munka ar¶any 57,3%-os csÄokken¶es¶et a munka ¶atlagtermel¶ekenys¶eg¶enek
194,8%-os nÄoveked¶ese k¶³s¶erte.

KÄonny}u l¶atni, hogy a (24) intenz¶³v termel¶esi fÄuggv¶eny de¯n¶³ci¶oj¶aban a
szÄogletes z¶ar¶ojelben szerepl}o m¶asodik tagnak ¹k = k0=d eset¶en lok¶alis sz¶els}o-
¶ert¶eke van, tov¶abb¶a ¹k ! §1 eset¶en null¶ahoz tart, kÄovetkez¶esk¶epp a (18)
egyens¶ulyi felt¶etel ¹k tÄobb kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶eke mellett is teljesÄulhet. Ekkor a sta-
cion¶arius pont unicit¶asa nem ¶all fenn, ¶es a 3. Tulajdons¶ag szerint f 00(¹k) > 0
eset¶en nyeregponti stabilit¶as sincs, ¶³gy a stacion¶arius pont instabil. Egy ilyen
helyzetet mutat be a 4. ¶abra, ahol l¶eteznek a hat¶ekony t}okeintenzit¶as ¹k1 ¶es ¹k3

melletti stacion¶arius pontjaihoz tart¶o nyeregp¶aly¶ak, de a ¹k2 mellettihez ilyen
nem l¶etezik. A megszor¶³t¶asokon alapul¶o stabiliz¶aci¶os politika lehet}os¶egeinek
felm¶er¶ese sor¶an azonban a (3) di®erenci¶alegyenlet mellett dinamikus rend-
szerÄunk m¶asik ÄosszefÄugg¶ese nem a (16) di®erenci¶alegyenlet lesz, hanem a
(22). Ez egyr¶eszt azzal a h¶atr¶annyal j¶ar, hogy a Poincar¶e-Ljapunov-Perron-
t¶etel csak x = 0 eset¶en marad ¶erv¶enyben, ¶³gy a 4. ¶abr¶at n¶emi ¶ovatoss¶aggal
kell szemÄugyre venni, mivel bemutatott p¶alyagÄorb¶ek csakis 8t : x = 0 eset¶en
¶erv¶enyesek. Ezt szem el}ott tartva azonban az ¶abra lehet}os¶eget ny¶ujt sz¶amos
¶erdekes kÄovetkeztet¶es levon¶as¶ara.

A p¶alyagÄorb¶ek 2. De¯n¶³ci¶oban bevezetett oszt¶alyoz¶asa tov¶abbra is fenn-
tarthat¶o, de ez¶uttal n¶egy egyens¶ulyi trajekt¶oria l¶etezik. SzemÄugyre v¶eve az
¶abr¶at, mindenekel}ott ad¶odik a kÄovetkez}o tulajdons¶ag.

3. ¶abra. A (24) fÄuggv¶eny ¶es a felhalmoz¶asi r¶es
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4. ¶abra. A kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aja Ramsey modellj¶eben

5. Tulajdons¶ag. A ¹k1 melletti stacion¶arius pontnak l¶etezik egy olyan À1 > 0
sugar¶u kÄornyezete, melyben a k¶et egyens¶ulyi p¶alyagÄorb¶en k¶³vÄul valamennyi p¶a-
lyagÄorbe hedonista.

A ¹k2 melletti stacion¶arius pontnak l¶etezik egy olyan À2 > 0 sugar¶u kÄornye-
zete, melyben valamennyi p¶alyagÄorbe hedonista, kiv¶eve egyetlen, a ¹k1 melletti
stacion¶arius ponthoz tart¶o nyeregp¶aly¶at.

A ¹k3 melletti stacion¶arius pont minden À > 0 sugar¶u kÄornyezet¶eben he-
donista, absztinens ¶es egyens¶ulyi p¶alyagÄorb¶ek egyar¶ant el}ofordulnak.

A ¹k1 melletti stacion¶arius pont À1 ¶es a ¹k2 melletti stacion¶arius pont À2 > 0
sugar¶u kÄornyezet¶et a 4. ¶abr¶an sÄot¶et¶³tett alappal jelÄoltÄuk. A kÄozepes szint}u
fejletts¶eg csapd¶aj¶at Ag¶enor ¶es Canuto (2012) tanulm¶any¶ahoz hasonl¶oan, a ¹k1

melletti stacion¶arius pont seg¶³ts¶eg¶evel de¯ni¶aljuk:

3. De¯n¶³ci¶o. A ¹k1 melletti stacion¶arius pont À1 sugar¶u kÄornyezet¶eben a
kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶ar¶ol besz¶elÄunk.
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A de¯n¶³ci¶o n¶emileg elt¶er a mainstream irodalomban haszn¶alatost¶ol. En-
nek oka, hogy m¶³g p¶eld¶aul Ag¶enor ¶es Canuto (2012), vagy Bessenyei (2020)
modelljeiben a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aja stabil stacion¶arius pont gyan¶ant
ad¶odik, addig modellÄunkben csup¶an instabil stacion¶arius pontok ¶es nyereg-
p¶aly¶ak l¶eteznek. Megjegyzend}o, hogy az 1. ¶es 2. Tulajdons¶ag a kÄozepes fej-
letts¶eg csapd¶aj¶aban is teljesÄul, csak¶ugy, mint b¶armelyik m¶asik stacion¶arius
pontban. Az 5. Tulajdons¶agb¶ol kÄovetkezik tov¶abb¶a, hogy a kÄozepes fejlett-
s¶eg csapd¶aj¶aban jellemz}ok a hedonista fogyaszt¶asi p¶aly¶ak, szemben a fejlett
gazdas¶agok egyens¶ulyi helyzet¶et reprezent¶al¶o, ¹k3 melletti stacion¶arius pont
b¶armely kÄornyezet¶evel.

Lapova ¶es Szirmai (2018) szerint a csapdahelyzetet egyfajta technol¶ogiai
r¶es okozza, ami az alacsony munkatermel¶ekenys¶egben mutatkozik meg. A
3. ¶abra tan¶us¶aga szerint azonban e technol¶ogiai r¶es mÄogÄott az egys¶egnyi hat¶e-
kony munk¶ara es}o t}oke alacsonyabb szintje h¶uz¶odik meg. Ez¶ert a lemarad¶ast
a ¹k2-hÄoz fogjuk viszony¶³tani, az egy¶ertelm}ubb terminol¶ogia ¶erdek¶eben pedig
bevezetjÄuk a felhalmoz¶asi r¶es fogalm¶at:

4. De¯n¶³ci¶o. A ¹k1=¹k2 < 1 h¶anyadost standard felhalmoz¶asi r¶esnek, a
¹k(t)=¹k2 h¶anyadost pedig aktu¶alis felhalmoz¶asi r¶esnek nevezzÄuk.

A 4. ¶abra tan¶us¶aga szerint a standard felhalmoz¶asi r¶es nagys¶aga csak az
f(¹k) intenz¶³v termel¶esi fÄuggv¶enyt}ol, tov¶abb¶a a ±; ½; µ ¶es m param¶eterek ¶er-
t¶ek¶et}ol fÄugg, ez¶ert ¹k1=¹k2 id}oben ¶alland¶o. Ett}ol a felhalmoz¶asi r¶es aktu¶alis
nagys¶aga rendszeresen elt¶er. Azt mondhatjuk, hogy ¹k(t)=¹k2 > 1 eset¶en az
aktu¶alis felhalmoz¶asi r¶es megsz}unt, vagy bez¶arult. ¶Erdemes fel¯gyelni r¶a,
hogy az aktu¶alis felhalmoz¶asi r¶es megsz}un¶ese nem jelenti, hogy a ¹k(t)-t}ol
fÄuggetlenÄul de¯ni¶alt standard felhalmoz¶asi r¶es is elt}unt volna a rendszerb}ol.
Tov¶abb¶a l¶eteznek olyan trajekt¶ori¶ak, melyeken az aktu¶alis felhalmoz¶asi r¶es
bez¶arul¶as¶at k¶es}obb annak ¶ujb¶oli megny¶³l¶asa kÄoveti. Valamely p¶alyagÄorbe
ment¶en tÄort¶en}o elmozdul¶as sor¶an az aktu¶alis felhalmoz¶asi r¶es v¶altozik, de a
standard felhalmoz¶asi r¶es v¶altozatlan marad.

Mivel a (24) intenz¶³v termel¶esi fÄuggv¶eny alkalmaz¶asa eset¶en n¶egy nyereg-
p¶alya l¶etezik, szÄuks¶eges a transzverzalit¶asi felt¶etel teljesÄul¶es¶et biztos¶³t¶o me-
chanizmus ¶ujrade¯ni¶al¶asa. Ehhez azonban csak annyit kell tenni, hogy a g(¹c)
fÄuggv¶enyt kÄulÄon kell ¶ertelmezni arra az esetre, amikor az aktu¶alis felhalmoz¶asi
r¶es l¶etezik, ¶es arra az esetre, amikor megsz}unt, azaz ¹k > ¹k2. A G halmaz
de¯ni¶al¶asa sor¶an az els}o esetben a ¹k1 melletti stacion¶arius ponthoz tart¶o
nyeregp¶aly¶akat kell alapul venni a

¡
0; ¹k2

¢
intervallumon, a m¶asodik esetben

pedig a ¹k3 melletti stacion¶arius ponthoz tart¶okat a
¡
¹k2; 1¢

intervallumon.
A 4. ¶abra alapj¶an ad¶odik a

6. Tulajdons¶ag. Legyen 8t : x(t) = 0, ekkor a kÄozepes szint}u egyens¶uly
csapd¶aj¶anak elhagy¶as¶ahoz szÄuks¶eges ¶es elegend}o

(i) Az aktu¶alis felhalmoz¶asi r¶es megsz}un¶ese.
(ii) Az aktu¶alis felhalmoz¶asi r¶es megsz}un¶esekor a gazdas¶ag ne valamelyik

hedonista p¶alyagÄorb¶en legyen, azaz ¹c · ¹c0 teljesÄuljÄon.

A 4. ¶abr¶an l¶athat¶o, hogy a ¹k1 melletti stacion¶arius pontban az egy f}ore
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es}o fogyaszt¶as kisebb, mint b¶armelyik m¶asik stacion¶arius pontban. Megjegy-
zend}o tov¶abb¶a, hogy w(¹k1) < w(¹k3), teljesÄul teh¶at az a p¶eld¶aul Radosevic ¶es
Yoruk (2018) ¶altal empirikusan igazolt tulajdons¶ag, mely szerint a kÄozepes
fejletts¶eg csapd¶aj¶aba ragadt gazdas¶agok nÄoveked¶ese az alacsony b¶erkÄolts¶ege-
ken alapul.

5 ÄOnmagukat ¶ujratermel}o megszor¶³t¶asok

Az is kit}unik a 4. ¶abr¶ar¶ol, hogy ¹c¤(¹k1) < ¹c¤(¹k3). Ha teh¶at egy gazdas¶ag a ¹k1

melletti stacion¶arius pontban van, k¶³v¶anatos lenne a ¹k3 melletti stacion¶arius
pontba eljuttatni, hisz ez az egy f}ore es}o fogyaszt¶as magasabb szintj¶et bizto-
s¶³tan¶a. Ehhez azonban mindenekel}ott az aktu¶alis felhalmoz¶asi r¶es felsz¶amo-
l¶as¶ara lenne szÄuks¶eg, ami a gyakorlatban meglehet}osen nehezen val¶os¶³that¶o
meg.

TegyÄuk fel ugyanis, hogy a gazdas¶ag a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶aban van.
A 6. Tulajdons¶agb¶ol kÄovetkezik, hogy a ¹k3 melletti stacion¶arius pont el¶er¶e-
s¶ehez a fogyaszt¶as megszor¶³t¶asa, azaz x < 0 szÄuks¶eges. Csakhogy el¶egtelen
m¶ert¶ek}u megszor¶³t¶as eset¶en, amikor a 6. Tulajdons¶ag felt¶etelei nem teljesÄul-
nek, a gazdas¶ag egy hedonista p¶alyagÄorb¶ere kerÄul. Ez annak ellen¶ere ¶³gy van,
hogy a megszor¶³t¶as r¶ev¶en el¶ert p¶alyagÄorbe ment¶en ¹c egy darabig csÄokken,
¹k pedig nÄovekszik. Amikor azonban az aktu¶alis felhalmoz¶asi r¶es bez¶arul, ¹c
nÄoveked¶esnek indul, ugyanakkor ¹k nÄoveked¶ese lassul, majd csÄokkenni kezd,
mint ez az "A"-val jelÄolt p¶alyagÄorbe ment¶en nyomon kÄovethet}o. Ezt a csÄokke-
n¶est nem ¶all¶³tja meg az sem, hogy amikor az aktu¶alis felhalmoz¶asi r¶es ism¶et
megny¶³lik, ¹c nÄoveked¶ese ¶atmenetileg csÄokken¶esbe fordul. ¶Igy a hedonista
p¶alyagÄorbe ment¶en el}obb-ut¶obb bekÄovetkezik ¹k < g(¹c)¡², ¶es (23) szerint ezzel
egyÄutt a fogyaszt¶as ¶ujb¶oli megszor¶³t¶asa v¶alik szÄuks¶egess¶e, hacsak ´ > 0 miatt
x ¸ 0 el nem od¶azza a megszor¶³t¶ast, mint azt a 3. szakaszban bemutatott
p¶eld¶aban l¶attuk. A megszor¶³t¶asok azt¶an egy a ¹k = g(c) nyeregp¶aly¶ahoz kÄoze-
lebb es}o p¶alyagÄorb¶ere lÄokik a gazdas¶agot, szerencs¶es esetben pedig a ¹k = g(c)
nyeregp¶aly¶ara, majd a folyamat kezd}odik el}or}ol.

Mindez csak abban az esetben tÄort¶enne m¶ask¶epp, ha a megszor¶³t¶as nyo-
m¶an a gazdas¶ag egy olyan p¶alyagÄorb¶ere kerÄulne, mely a 6. Tulajdons¶agban
szerepl}o mindk¶et felt¶etelt kiel¶eg¶³ti. (K¶et ilyen p¶alyagÄorb¶et az ¶abr¶an fel is tÄun-
tettÄunk.) Ezeken a p¶aly¶akon azonban a fogyaszt¶as megszor¶³t¶as¶at kÄovet}oen
¹c tov¶abb csÄokken, eg¶eszen addig, m¶³g az aktu¶alis felhalmoz¶asi r¶es meg nem
sz}unik, ¶es ez hossz¶u ideig tarthat6, ami politikai szempontb¶ol m¶ar nehezen
v¶allalhat¶o. KÄulÄonÄosen nehezen v¶allalhat¶o ¹̂c < m eset¶en, amikor az egy f}ore
es}o fogyaszt¶as is csÄokken. Annak tiszt¶az¶as¶ara, hogy ez mikor kÄovetkezik be,
k¶et helyzetet kÄulÄonbÄoztetÄunk meg:

5. De¯n¶³ci¶o. Azt mondjuk, hogy egy gazdas¶ag er}osen beragadt a kÄozepes
fejletts¶eg csapd¶aj¶aba, ha a felhalmoz¶asi r¶es z¶ar¶asa sor¶an l¶etezik olyan 0 < »,
melyre ¹k1 + » < ¹k < ¹k2 ¡ » eset¶en ĉ = 1

µ

£
f 0(¹k) ¡ ± ¡ ½

¤
= ¹̂c + m < 0. Ha

6Az egys¶egnyi munk¶ara es}o t}oke lass¶u alkalmazkod¶as¶ar¶ol a neoklasszikus modellben
l¶asd pl. Romer (2006) kÄonyv¶enek 2.6. szakasz¶at.
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ilyen 0 < » nem l¶etezik, azt mondjuk, hogy a gazdas¶ag a kÄozepes fejletts¶eg
csapd¶aj¶aban megrekedt.

Amennyiben a 4. ¶abr¶an a IV. s¶³knegyedbe berajzolt folytonos, v¶³zszintes
egyenes orig¶ot¶ol val¶o t¶avols¶aga ±+½, az ¶abra ¶epp egy ilyen helyzetet mutat be.
Ekkor a gazdas¶ag a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶aba er}osen beragadt. Amikor az
f 0(¹k) gÄorbe ezen v¶³zszintes egyenes fÄolÄott halad, az egy f}ore es}o fogyaszt¶as a
(16) mozg¶asegyenlet szerint x = 0 mellett is csÄokken. A kor¶abban alkalmazott
megszor¶³t¶asok eredm¶enyess¶ege most csak a fogyaszt¶as ¶el¶enk¶³t¶ese, azaz ´ > 0

r¶ev¶en nyerhet ¶atmeneti igazol¶ast, ami _¹k > 0 miatt ilyenkor egy hedonista
p¶aly¶an megalapozottnak is t}unik.

TegyÄuk fel, hogy a 4. ¶abr¶an bemutatott helyzetben ¹k < ¹k1, ¶es a gazda-
s¶ag er}osen beragadt a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶aba. Ekkor az aktu¶alis fel-
halmoz¶asi r¶es felsz¶amol¶asa sor¶an ĉ < m, ¶es ĉ ann¶al kisebb, min¶el nagyobb a
(±+½)¡f 0(¹k) kÄulÄonbs¶eg, amit ¶abr¶ankon a IV. s¶³knegyedben feltÄuntetett gÄorbe
¶es a folytonosan rajzolt, v¶³zszintes seg¶edegyenes fÄugg}oleges t¶avols¶aga jelen¶³t
meg. A gazdas¶ag akkor ragadt be er}osen a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶aba, ha
a 6. Tulajdons¶agban adott felt¶eteleket teljes¶³t}o minden p¶alyagÄorbe ment¶en
l¶etezik egy olyan id}ointervallum, melynek sor¶an az egy f}ore es}o fogyaszt¶as
csÄokken.

A 4. ¶abra szerint a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶ab¶ol k¶et m¶odon lehet kike-
rÄulni:

1. Egy alkalmas m¶eret}u megszor¶³t¶as r¶ev¶en, mely a gazdas¶agot a ¹k3 melletti
stacion¶arius pontba vezet}o nyeregp¶aly¶ara vezeti.

2. Egy az 1. pontban eml¶³tettn¶el nagyobb m¶ert¶ek}u megszor¶³t¶as r¶ev¶en,
mely a gazdas¶agot egy absztinens p¶alyagÄorb¶ere vezeti. Ezt kÄovetve,
a felhalmoz¶asi r¶es megsz}un¶ese ut¶an ny¶³lik lehet}os¶eg a ¹k3 stacion¶arius
ponthoz tÄort¶en}o kÄozeled¶est szolg¶al¶o ¶el¶enk¶³t¶esre.

Egy a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶aba er}osen beragadt gazdas¶ag eset¶en azon-
ban a fenti k¶et forgat¶okÄonyv kÄozÄul a t¶arsadalom tÄobbnyire egyiket sem viseli
el, hisz ezek a megszor¶³t¶ast kÄovet}oen tov¶abbi fogyaszt¶ascsÄokken¶est tartalmaz-
nak. Politikai szempontb¶ol a fogyaszt¶asnak csak olyan m¶ert¶ek}u megszor¶³t¶asa
v¶allalhat¶o, ami tov¶abbra is egy hedonista p¶alyagÄorb¶ere vezeti a gazdas¶agot,
ilyen m¶odon igazolva a kor¶abbi megszor¶³t¶as eredm¶enyess¶eg¶et. ¶Igy a fogyaszt¶as
megszor¶³t¶asa hosszabb t¶avon ¶ujabb megszor¶³t¶ast tesz szÄuks¶egess¶e. Ennek so-
r¶an az aktu¶alis felhalmoz¶asi r¶es a standard felhalmoz¶asi r¶es kÄorÄul ingadozik,
¶es ¶atmenetileg be is z¶arulhat, s}ot id}oszakonk¶ent ¹k > ¹k2 is fenn¶allhat an¶elkÄul,
hogy a gazdas¶ag a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶ab¶ol v¶eg¶erv¶enyesen megszaba-
dulna. Ebben az esetben fenn¶all a

7. Tulajdons¶ag. A kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶aba er}osen beragadt gazdas¶agok
eset¶eben a fogyaszt¶ast ¶erint}o megszor¶³t¶asok Äonmagukat ¶ujratermelik.

M¶as a helyzet az 5. Tulajdons¶ag szerint a ¹k3 melletti stacion¶arius pont ese-
t¶en. Ennek kÄornyezet¶eben is bekÄovetkezhet a fogyaszt¶as t¶ulzott ¶el¶enkÄul¶ese,
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ami itt is egy hedonista p¶aly¶ara lÄoki a gazdas¶agot. ¶Igy egy fogyaszt¶ast ¶erint}o
megszor¶³t¶as ebben az esetben is szÄuks¶egess¶e v¶alik. Ez¶uttal azonban nem
biztos, hogy a megszor¶³t¶as eredm¶enyek¶ent a rendszer megint csak egy hedo-
nista p¶aly¶ara kerÄul. Amennyiben a gazdas¶ag kÄolts¶egvet¶esi korl¶atja elegend}oen
kem¶eny, a rendszer egy absztinens trajekt¶ori¶ara jut, esetleg a nyeregp¶aly¶ara.
Ebben az esetben pedig nem lesz szÄuks¶eg ¶ujabb megszor¶³t¶asokra.

A 6. Tulajdons¶agb¶ol kÄovetkezik, hogy b¶ar a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶ab¶ol
kivezet}o p¶alyagÄorbe el¶er¶es¶ehez ¶es kÄovet¶es¶ehez szÄuks¶eges gyors ¶eletsz¶³nvonal-
emelked¶est nem eredm¶enyez}o, de jelent}os m¶ert¶ek}u megszor¶³t¶asok politikai
szempontb¶ol alig v¶allalhat¶ok, ilyen p¶alyagÄorb¶ek m¶egis l¶eteznek. Err}ol ta-
n¶uskodik a 4. ¶abra. A t¶argyal¶as teljess¶eg¶enek ¶erdek¶eben azonban meg kell
eml¶³teni azt az esetet is, amikor ilyen p¶alyagÄorbe egy¶altal¶an nem l¶etezik.

Figyelembe v¶eve a 4. szakaszban a (21) lineariz¶alt rendszer m¶atrix¶anak
saj¶at¶ert¶ekeir}ol mondottakat l¶athat¶o, hogy a 4. ¶abr¶an bemutatott esetben a
¹k2 stacion¶arius pontn¶al a m¶atrixnak k¶et konjug¶alt komplex saj¶at¶ert¶eke van,
pozit¶³v val¶os r¶esszel. Ez¶ert mutatnak ugyanis a p¶alyagÄorb¶ek a ¹k2 melletti sta-
cion¶arius pontt¶ol t¶avolod¶o spir¶alform¶at. Az is l¶athat¶o, hogy ha 0 < f 00(¹k2)
el¶eg kicsi, akkor a rendszerm¶atrixnak k¶et pozit¶³v val¶os saj¶at¶ert¶eke lesz, teh¶at
a ¹k2 melletti stacion¶arius pont instabilit¶asa oly m¶odon ¶all fenn, hogy e sta-
cion¶arius pontnak l¶etezik egy olyan À > 0 kÄornyezete, melyben nem ¶erv¶enyes
az 5. Tulajdons¶ag, hanem ¹k < ¹k2 eset¶en _¹c < 0, tov¶abb¶a limt!1 ¹c = 0 ¶es
limt!1 ¹k = ¹k2. Mivel egy ilyen helyzethez az szÄuks¶eges, hogy f 00(¹k2) > 0
elegend}oen kicsi legyen, a 4. ¶abra tan¶us¶aga szerint, ebben a helyzetben
a standard felhalmoz¶asi r¶es is kicsi: a ¹̂c =

£
f 0(¹k1) ¡ ± ¡ ½ ¡ µm

¤
= 0 ¶es

¹̂c =
£
f 0(¹k2) ¡ ± ¡ ½ ¡ µm

¤
= 0 nyugalmi vonalak egym¶ashoz annyira kÄozel

esnek, hogy a p¶alyagÄorb¶ek sz¶am¶³t¶og¶epes szimul¶aci¶o r¶ev¶en tÄort¶en}o megje-
len¶³t¶ese nem lehets¶eges. Ebben a helyzetben azonban a m}ukÄod}ot}oke kisebb
m¶ert¶ek}u be¶araml¶asa is elegend}o a standard felhalmoz¶asi r¶es bez¶ar¶as¶ahoz,
¶es ilyen m¶odon a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶ab¶ol val¶o kikerÄul¶eshez. Mind-
azon¶altal azt mondhatjuk, hogy ebben az esetben a ¹k1 stacion¶arius pontnak
l¶etezik egy olyan À > 0 sugar¶u kÄornyezete, melyben a hedonista ¶es egyens¶ulyi
p¶alyagÄorb¶ek mellett olyan p¶alyagÄorb¶ek is futnak, melyek a ¹c = 0 ¶es ¹k = ¹k2

ponthoz tartanak. M¶asr¶eszt a ¹k < ¹k2 tartom¶anyban nincs olyan p¶alyagÄorbe,
melyen az aktu¶alis felhalmoz¶asi r¶es teljesen megsz}unne. Egyetlen p¶alyagÄorbe

sem keresztezi ugyanis a ¹k2 mellett ad¶od¶o _¹k = 0 nyugalmi vonalat, ¶³gy ez a
kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶aban megrekedt gazdas¶agot a fejlett gazdas¶agokt¶ol
mereven elv¶alasztja. Ebb}ol a helyzetb}ol teh¶at csak a m}ukÄod}ot}oke exog¶en
be¶araml¶asa jelenthet kiutat, ha ennek eredm¶enyek¶ent az aktu¶alis felhalmoz¶asi
r¶es teljesen megsz}unik, ¶es ¹k > ¹k2 bekÄovetkezik.

6 KÄovetkeztet¶esek ¶es z¶ar¶o megjegyz¶esek

Tanulm¶anyunkban megmutattuk, hogy feladva a j¶ol viselked}o termel¶esi fÄugg-
v¶eny koncepci¶oj¶at, Ramsey modellje meglehet}osen komplex dinamik¶at mu-
tat. Az ¶³gy ad¶od¶o f¶aziss¶³k diagramon mind a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶aban
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megrekedt gazdas¶ag, mind pedig a fejlett gazdas¶ag nÄoveked¶esi lehet}os¶egeit
meghat¶aroz¶o p¶alyagÄorb¶ek megjelenhetnek. Ehhez nincs is szÄuks¶eg a line¶aris
homogenit¶asra vonatkoz¶o feltev¶es elvet¶es¶ere, ¶es a (20) Inada-felt¶etelek tÄobb-
s¶ege is teljesÄulhet. Csup¶an az (a) ¶es (b) felt¶etelek nem teljesÄulnek, azok is csak
a

¡
¹k1; ¹k3

¢
intervallum egy val¶odi r¶eszhalmaz¶an. Elemz¶esÄunk kÄoz¶eppontj¶aban

az az eset ¶allt, amikor az ezen intervallumban ad¶od¶o stacion¶arius pontban
a lineariz¶alt rendszer m¶atrix¶anak k¶et konjug¶alt komplex saj¶at¶ert¶eke van, ¶es
a m¶atrix nyoma pozit¶³v. Ilyenkor a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶aba er}osen
beragadt gazdas¶agban a megszor¶³t¶asok Äonmagukat ¶ujratermelik. A kÄozepes
fejletts¶eg csapd¶aj¶aban megrekedt gazdas¶agok helyzete azonban csak abban az
esetben kedvez}obb, ha az exog¶en technikai halad¶as Äuteme szigni¯k¶ansan na-
gyobb null¶an¶al. Ellenkez}o esetben ugyanis a h¶aztart¶asok a kÄozepes fejletts¶eg
csapd¶aj¶anak elhagy¶as¶at c¶elz¶o megszor¶³t¶as felold¶as¶at kÄovet}oen sem ¶erz¶ekelik
¶eletsz¶³nvonaluk emelked¶es¶et. Az ezzel egyÄuttj¶ar¶o t¶arsadalmi el¶egedetlens¶e-
get pedig a legtÄobb korm¶any m¶ar nem v¶allalja fel. KÄulÄonÄosen akkor nem,
ha az egys¶egnyi hat¶ekony munk¶ara es}o t}oke mennyis¶ege a technikai halad¶as
exog¶en r¶at¶aj¶at meghalad¶o Äutemben nÄovekszik. Ezek szerint a kÄozepes fejlett-
s¶eg csapd¶aj¶aban megrekedt gazdas¶agok eset¶eben is a megszor¶³t¶asok ¶ujrater-
mel}od¶es¶et seg¶³tik el}o az al¶abbi, m csÄokken¶es¶enek ir¶any¶aba hat¶o folyamatok:

² A technikai halad¶as Äutem¶enek p¶eld¶aul Erber ¶es szerz}ot¶arsai (2017) ¶altal
kimutatott, ¶evtizedek ¶ota tart¶o lassul¶asa.

² A terrorfenyegetetts¶eg er}osÄod¶ese, ami Cevik ¶es Ricco (2015) szerint a
biztons¶agra ford¶³tott kiad¶asok nÄovel¶es¶et teszi szÄuks¶egess¶e, ¶es ¶³gy keve-
sebb jut oktat¶asra ¶es kutat¶asra.

² A kÄornyezetv¶edelmi el}o¶³r¶asok szigorod¶asa, mivel a Zalai (2012) kÄony-
v¶eben t¶argyalt d¶³jmentes lomtalan¶³t¶as nem l¶etezik. ¶Igy a kÄornyezet-
szennyez}o hullad¶ekok ¶es mell¶ekterm¶ekek ¶artalmatlan¶³t¶asa is egyre tÄobb
er}oforr¶ast von el a termel¶est}ol.

A jelen dolgozatban t¶argyalt modell empirikus tartalommal tÄort¶en}o meg-
tÄolt¶ese sor¶an a f}o neh¶ezs¶eget az jelenti, hogy nem ¶all rendelkez¶esre olyan
Äokonometriai elj¶ar¶as, mely el tudn¶a dÄonteni, hogy egy adott pillanatban a
gazdas¶ag milyen p¶alyagÄorb¶en van. Ennek legfontosabb okai az al¶abbiak:

1. Mint a 4. ¶abr¶an l¶atszik, az absztinens, hedonista ¶es egyens¶ulyi p¶alya-
gÄorb¶ek tÄobb helyen, egym¶ashoz nagyon kÄozel futnak. Felt¶etelezve, hogy
az Äokonometriai vizsg¶alat statisztikai hibahat¶ara null¶an¶al nagyobb, az
aktu¶alis p¶alyagÄorbe meghat¶aroz¶asa m¶eg az aktu¶alis felhalmoz¶asi r¶es
felsz¶amol¶asa ut¶an sem felt¶etlenÄul ad megb¶³zhat¶o eredm¶enyt.

2. Igaz ugyan, hogy ¹k csÄokken¶es¶eb}ol felismerhet}o, hogy a gazdas¶ag egy
hedonista p¶alyagÄorb¶et kÄovet, az egy f}ore es}o t}oke alakul¶as¶ar¶ol azonban
tÄobbnyire nem ¶all rendelkez¶esre megb¶³zhat¶o inform¶aci¶o. Az egy f}ore
es}o fogyaszt¶as alakul¶as¶at a statisztika, ha n¶emi k¶es¶essel is, de jobban
kÄoveti, azonban ¹c b¶armelyik p¶alyagÄorbe ment¶en nÄovekedhet.
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3. A (24) termel¶esi fÄuggv¶enyt rendszeresen ¶erik pozit¶³v ¶es negat¶³v tech-
nol¶ogiai sokkok, ¶es ezek a sokkok kiz¶ar¶olag az A param¶eter ¶ert¶ek¶enek
a megv¶altoz¶as¶aval nem is ¶³rhat¶ok le. Val¶osz¶³n}ubb, hogy egy-egy tech-
nol¶ogiai sokk a fÄuggv¶eny tÄobb param¶eter¶et is ¶erinti, hogy melyiket mi-
k¶ent, az mindig az aktu¶alis sokk jelleg¶et}ol fÄugg. A technol¶ogiai sokkok
term¶eszetesen az f 0(¹k) gÄorb¶et is eltolj¶ak, ¶³gy a rendszernek tÄobb bi-
furk¶aci¶os param¶etere l¶etezik: a stacion¶arius pontoknak nem csak az
elhelyezked¶ese, de a sz¶ama is megv¶altozhat, kÄovetkez¶esk¶epp egy ko-
r¶abban absztinens p¶alyagÄorbe egy negat¶³v technol¶ogiai sokk hat¶as¶ara
hedonist¶av¶a v¶alhat, vagy ford¶³tva.

A 3. pont r¶avil¶ag¶³t, hogy vizsg¶al¶od¶asaink sor¶an az egyszer}us¶eg ¶erdek¶eben a
perturb¶alt intenz¶³v termel¶esi fÄuggv¶enynek egy meglehet}osen primit¶³v, csup¶an
egyetlen, tart¶os technol¶ogiai sokkot felt¶etelez}o alakj¶at vettÄuk szemÄugyre. A
val¶os¶aghoz minden bizonnyal kÄozelebb ¶all egy tÄobb sokkot felt¶etelez}o forma:

y = A ¢

2
4¹k® +

NX

j=1

bj

vj + (dj ¢ ¹k ¡ kj
0)

2pj

3
5 :

Ha a rendelkez¶esre ¶all¶o Äokonometriai eszkÄozÄokkel ez a fÄuggv¶eny az (5)
formul¶aval j¶ol kÄozel¶³thet}o, akkor azt mondhatjuk, hogy a Cobb-Douglas vagy
CES form¶at alkalmaz¶o dinamikus modellekben a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶a-
nak lehet}os¶ege a kÄozel¶³t¶es hib¶aja miatt maradhat rejtve. Fejlett gazdas¶agok
eset¶en ez a hiba elhanyagolhat¶o, kÄozepesen fejlett gazdas¶agok eset¶en azonban
nem.

A 6. Tulajdons¶agb¶ol kÄovetkezik, hogy v¶altozatlan technol¶ogiai felt¶etelek
eset¶en a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶ab¶ol tÄort¶en}o kikerÄul¶eshez szÄuks¶eges lenne
egy olyan makrostatisztikai elj¶ar¶as, mely pontosan m¶eri ¹k alakul¶as¶at. Ennek
hi¶any¶aban nem lehet sz¶am¶³tani r¶a, hogy ¹c (22) mozg¶asegyenlet¶eben a '(¹k; ¹c)
fÄuggv¶eny a megfelel}o id}oben a fogyaszt¶as szÄuks¶eges m¶ert¶ek}u megszor¶³t¶as¶at
fogja gener¶alni. Egy ilyen makrostatisztikai elj¶ar¶as azonban a gazdas¶agban
kor¶abban felhalmozott t}oke min¶el pontosabb ¶ert¶ekel¶es¶et tenn¶e szÄuks¶egess¶e.
Az ut¶obbi id}oben a jegybankok ¶altal rendszeresen alkalmazott mennyis¶egi
laz¶³t¶asok nyom¶an id}or}ol id}ore kialakul¶o p¶enzÄugyi bubor¶ekok ugyanakkor ezt
az ¶ert¶ekel¶est ¶ass¶ak al¶a.

Egy m¶asik lehet}os¶eg a technikai halad¶as sor¶an olyan termel¶esi technol¶ogi¶ak
fejleszt¶ese, melyek a (24) intenz¶³v termel¶esi fÄuggv¶enyben b csÄokken¶es¶et, vagy
v nÄoveked¶es¶et eredm¶enyezik, ilyen m¶odon csÄokkentve a standard felhalmoz¶asi
r¶est. Az ilyen technol¶ogi¶ak meghat¶aroz¶as¶at Bessenyei (2020) cikkemben mu-
tattam be. Ugyanakkor az 5. szakasz v¶eg¶en arra is r¶amutattunk, hogy ha ez a
technikai v¶altoz¶as nem el¶eg jelent}os m¶ert¶ek}u, s¶³gy a ¹k2 stacion¶arius pontn¶al a
t}oke nÄovekv}o hat¶artermel¶ekenys¶ege fennmarad, a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶a-
b¶ol kivezet}o p¶alyagÄorb¶ek elvesznek. E kÄovetkezm¶eny h¶atter¶eben az ¶all, hogy
m¶³g Bessenyei (2020) cikkemben a megtakar¶³t¶asi h¶anyadot exog¶en adotts¶ag-
nak t¶eteleztem fel, ezzel szemben jelen tanulm¶any a megtakar¶³t¶oi viselked¶est
endogeniz¶alja.
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KÄoszÄonet

A szerz}o ez¶uton mond kÄoszÄonetet VÄorÄos J¶ozsef professzornak mindaz¶ert a
seg¶³ts¶eg¶ert, b¶³ztat¶as¶ert ¶es t¶amogat¶as¶ert, melyet munk¶aj¶ahoz az elm¶ult ¶evti-
zedek sor¶an kapott. A jelen kutat¶ast tov¶abb¶a az Innov¶aci¶os ¶es Technol¶ogiai
Miniszt¶erium T¶ematerÄuleti Kiv¶al¶os¶agi Program 2020 { Int¶ezm¶enyi Kiv¶al¶os¶agi
Alprogramja ¯nansz¶³rozta, a P¶ecsi Tudom¶anyegyetem 4. ,,A hazai v¶allalatok
szerep¶enek nÄovel¶ese a nemzet ¶ujraiparos¶³t¶as¶aban" t¶ematerÄuleti programja
keret¶eben.

Irodalom

1. Ag¶enor, P. R. ¶es Canuto O. (2012) Middle-Income Growth Trap. The World
Bank, Policy Research Working Papers, 6240.

2. Bessenyei, I. (2001) KÄozjavak ¶es korrupci¶o Ramsey modellj¶eben. Szigma, 32,
29{47.

3. Bessenyei, I. (2004) Korrupci¶o ¶es ad¶oss¶agdinamika. Szigma, 35, 41 {60.

4. Bessenyei, I. (2020) Technikai halad¶as a kÄozepes fejletts¶eg csapd¶aj¶aban. Al-
kalmazott Matematikai Lapok, 37(2), 1{14.

5. Cass, D. (1965). Optimum Growth in an Aggregative Model of Capital Ac-
cumulation, Review of Economic Studies, 32, 233{240.

6. Cevik, S. ¶es Ricco, J. (2015) Fiscal Consequences of Terrorism. IMFWorking
Paper WP/15/225.

7. Erber, G., Fritsche, U. ¶es Harms, P. C. (2017) The Global Productivity Slow-
down: Diagnostics, Causes and Remedies. Intereconomics, 52(1), 45{50.

8. Gandolfo, G. (1997) Economic Dynamics. Springer-Verlag, Berlin { Heidel-
berg

9. Koopmans, T. C. (1965) On the Concept of Optimal Economic Growth, in
The Econometric Approach to Development Planning, North Holland, Ams-
terdam.

10. Kornai J. (1997) P¶enzÄugyi fegyelem ¶es puha kÄolts¶egvet¶esi korl¶at. KÄozgazda-
s¶agi Szemle, 44, 940{953.

11. Lapova, A. ¶es Szirmai, ¶A. (2018) Structural modernisation and development
traps. An empirical approach. World Development, 112, 59{73.

12. Mangasarian, O. L. (1966) Su±cient Conditions for the Optimal Control of
Nonlinear Systems, SIAM Journal on Control, Vol 4, 139{152.

13. Magyar Nemzeti Bank (2018) NÄoveked¶esi jelent¶es. Budapest, 2018.

14. Magyar Nemzeti Bank (2018) P¶enzÄugyi stabilit¶asi jelent¶es. Budapest, 2018.
(november)

15. Magyar Nemzeti Bank (2020) Termel¶ekenys¶egi jelent¶es. Budapest, 2020.

16. Mell¶ar, T. (2008) Gazdas¶agpolitika makroszeml¶eletben. P¶ecsi Tudom¶anyegye-
tem, KÄozgazdas¶agtudom¶anyi Kar.

17. Parente S. ¶es Prescott E. (2000) Barrier to Riches. MIT Press Cambridge,
MA.

18. Radosevic, S. ¶es Yoruk, E. (2018) Technology upgrading of middle income
economics: A new approach and results. Technological Forecasting & Social
Change, 129, 56{75.



148 Bessenyei Istv¶an

19. Ramsey, Frank (1928) \A Mathematical Theory of Saving", Economic Jour-
nal, 38, 543{559.

20. Romer, D. (2006) Advanced macroeconomics. McGraw-Hill Irwin.

21. Solow, R. M. (1956) A Contribution to the Theory of Economic Growth.
Quarterly Journal of Economics, 70, 65{94. https://doi.org/10.2307/1884513

22. Williamson, S., D. (2009) MakroÄokon¶omia, Osiris, Budapest 213. o.

23. Zalai, E. (2012) Matematikai kÄozgazdas¶agtan II. TÄobbszektoros modellek ¶es
makrogazdas¶agi elemz¶esek. Akad¶emiai Kiad¶o, Budapest.

SELF-REPRODUCING FISCAL RESTRICTIONS IN THE

MIDDLE-INCOME GROWTH TRAP

The paper presents how each ¯scal restriction generates the next one in the middle-
income growth trap. In order to do this, we extend the Ramsey-model re¯ned by
Cass (1965) and Koopmans (1965) by introducing production function (24) into
the model. The perturbation term in the square bracket represents a permanent
negative technological shock, which can generate the emergence of the middle-
income growth trap. As a result, we get the continuous-time dynamic system
presented in Section 2. This system undergoes a bifurcation as the amount of the
shock increases resulting in three singular points, which we can determine by using
equations system (18) and (19). These singular points are illustrated in Figure
4 with some typical trajectories. Some of these trajectories converge towards the
vertical axis; these are called hedonistic consumption-accumulation paths. Some
other trajectories tend to the vertical axis. These are the abstinent consumption-
accumulation paths. Furthermore, the ¯gure depicts both saddle paths associated
with the singular point characterized by the lower and higher equilibrium capital-
e®ective labor ratio. The lower one represents the middle-income growth trap.

Section 3 presents a detailed description of the mechanism ensuring the ful-
¯lment of transversality condition (17). This mechanism is based on a stop-go
policy pursued by the government. According to equation (23), this stop-go policy
tolerates the hedonistic behavior of the households until the distance between the
stable arm and the actually followed hedonistic trajectory does not exceed a certain
level. By achieving this level, the government starts a ¯scal restriction to reduce
the consumption, driving the system in this way towards the stable arm.

Figure 4 also presents the main result of the paper. According to this ¯nding,
there is a region around the middle-income growth trap, which does not comprise
any abstinent consumption-accumulation path. Consequently, if a ¯scal restriction
employed in this region is not large enough, then it shifts the system either (1) to a
stable arm, while the economy is heading towards the middle-income growth trap,
or (2) to a hedonistic consumption-accumulation path, which is going to require
a further ¯scal restriction. The access of any trajectory, which makes it possible
to escape de¯nitely from the middle-income growth trap necessitates a su±ciently
large amount of ¯scal restriction. Although, from political point of view this looks
to be unsupportable.




