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KANNAI ZOLTAN - SZABO IMRE — TALLOS PETER
Budapesti Corvinus Egyetem

1 Bevezetés

A kozgazdasigi dinamika szdmos teriiletén felmeriils kiilonféle feladatokban a
halmazértéki analizis technikaja, illetve a differencidltartalmazasok elmélete
sikeresen alkalmazhaté. Ilyen alkalmazasokra lathatunk példakat a ,,bizony-
talan” (nem egyértelmii) dinamikai rendszerek teriiletén (lasd példdul Aubin,
[1]), illetve a Leontief-féle input-output rendszerek vizsgdlatdnal (Kénnai és
Tallos, [7]).

Hasonloképpen eredményesnek bizonyul ez a technika bizonyos nemline-
aris (és nem konvex) irdnyitdselméleti modellek egzisztencia-problémdinak
elemzésekor (lasd Kénnai, Szabé és Tallos, [8]). Erdekes iranyitdselméleti al-
kalmazdsokat taldlunk példdul Voros [9] dolgozatdban.

Ezen problémékban az érzékenység vizsgalata, azaz a megoldasoknak a
paraméterektol valé folytonos fiiggése kiilonosen fontos szerepet jatszik. Jelen
dolgozatban azt vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételek mellett garantalhato
egy differencialtartalmazas megoldashalmazanak folytonos fiiggése a kezdeti
feltételektol.

Kiilén technikai nehézséget okoz, hogy a halmazértékii (bizonytalan) di-
namikai rendszert végtelen idohorizonton tekintjiik, amelyre a klasszikus téte-
lek nem alkalmazhatéak. Ezt Ggy hidaljuk at, hogy a rendszer megoldasainak
halmazén egy olyan 1j normét vezetiink be, amely diszkontélja (kisimitja) az
eltéréseket a végtelenben, és ezen norméra nézve bizonyitjuk a folytonossigot.

A dolgozat utolsé szakaszaban attekintjiik, hogy az dltalunk bevezetett
norma haszndlata mellett, eredményeink hogyan viszonyulnak a tertilet klasz-
szikus eredményeihez. Hasonlé vizsgélatokat illetéen 1ldsd Kénnai és Tallos [6].

2 Halmazértéku kontrakciok

Ebben a szakaszban réviden Osszefoglaljuk a halmazértéki kontrakcidk azon

legfontosabb tulajdonsigait, amelyeket a késébbiekben hasznalni fogunk.
Legyen (Y, d) metrikus tér, és tekintsiik az Y-on értelmezett és Y nemiires

zart részhalmazaiba képez6 T halmazértékii leképezéseket. A T halmazértékii

1Beérkezett 2020. december 7. E-mail: szaboim@uni-corvinus.hu.



106 Kannai Zoltan — Szabd Imre — Tallos Péter

leképezést kontrakcionak nevezziik, ha létezik olyan 0 < v < 1 konstans, hogy
minden x, y € Y esetén

h(T(x),T(y)) <~ d(x,y),

ahol h a Hausdorff-metrikat jeloli. Szokas egy ilyen halmazértékii leképezést
~v-kontrakcionak is nevezni. Emlékeztet6iil, az Y-beli A és B zart halmazok
Hausdorff-tdvolsdga

h(A, B) = max{sup d(y, A), sup d(z, B)},
yeB TEA

ahol d(x, B) = inf,c p d(x,y). A Hausdorfl-tavolsag végtelen értéket is felve-
het.

Ha az Y metrikus tér teljes, akkor minden 7" nemiires zart halmaz értéki
kontrakciénak 1étezik fixpontja, azaz olyan = € Y pont, amelyre = € T(z).
Lésd példdul Deimling [5], Theorem 11.1. Ezen T halmazértékii leképezés
fixpontjainak a Fix(7T')-vel jelolt halmaza nyilvdnvaléan zért.

A kovetkezd stabilitdsi eredmény Lim [9]-ben taldlhato.

1. Lemma. Legyen Y teljes metrikus tér, és tegyik fel, hogy a T és R az
Y -on értelmezett nemiires zdrt halmaz értéki ~v-kontrakciok. Ekkor

h (Fix(T),Fix(R)) < sup h (T(x), R(x)) .

— 7 zey

3 A probléma ismertetése

Legyen E egy val6s szepardbilis Banach-tér, és tekintsiink egy [0,00) x E-
n értelmezett, az F nemiires zart részhalmazaiba képezé F halmazértéki
leképezést. Tegytik fel, hogy F teljesiti még a kovetkezo feltételeket.

(i) Minden x € E esetén F(-, x) mérhetd.

(ii) Majdnem minden ¢ € [0,00) esetén F'(t,-) Lipschitz-folytonos, pon-
tosabban mondva létezik a [0, 00)-n értelmezett lokalisan integralhaté ¢
fiiggvény, hogy majdnem minden ¢ € [0,00) és minden z,y € E esetén

h(F(tx), F(t,y) < @)z =yl
ahol h az F normija altal indukalt Hausdorff-metrikat jeloli.

(iii) Majdnem minden ¢t € [0, 00) esetén d (0, F'(¢,0)) < {(t), ahol d az F
norméja altal indukalt metrikat jeloli.

A halmazértékli leképezések és a differencidltartalmazédsok alapvetd fogal-
mainak definidldsakor Deimling [5] dtfogé monogréfidjara hivatkozunk.
Tekintstik a kovetkezd differencidltartalmazasi feladatot:

7'(t) e F(t,z(t
{70 er ) "
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Egy abszolut folytonos fiiggvényt a differencidltartalmazas megoldasanak ne-
veziink, ha majdnem minden ¢ € [0,00) esetén kielégiti a fenti Gsszefiiggést.
Jelolje S(€) a megoldasok halmazat.

A megoldisok végtelen intervallumon valé kezelésére az aldbbi normat
vezetjiikk be. Legyen L(t) = fot ¢(s)ds. Legyen a > 1, és vezessiik be a
lokalisan integralhaté fiiggvényeknek a kovetkezd vektorterét:

Uy = {u :[0,00) = E, u e Li.[0,00), / e O ||lu(t)|| dt < oo} .
0
Vilagos, hogy az U, tér az

lulla = / e~ LD lu(t) | dt
0

normaval Banach-teret alkot.
Vezesstik be még az

Xy ={x:[0,00) — E, abszolit folytonos, =’ € U,} .

vektorteret, és lassuk el a kovetkezd norméaval:

lllx. = |\x(0)|\+/0 e *E W2’ (1) dt

Ezzel X, szintén Banach-teret alkot. Megmutatjuk, hogy az (1) feladat
megoldasai benne vannak a Ny>1X, halmazban.

1. Allitds. Minden o > 1 és € esetén S(€) C X,.

Bizonyitas. Legyen o > 1 és x € S(£), jelolje tovdbbd minden ¢ € [0, co)
esetén

t
= ! ds.
10 = [ 1) as
Ekkor majdnem minden t-re teljesiil, hogy
Pt = 12/ < do, F(t,0)) + h(F(t,0), F(t,2(1)))
€@t) (L4 [lz@)]]) <€) 1+ [lgll + f(2)) -
Ezért a Gronwall-lemma alapjan

FO) < L+ lell) e — 1+ Jig])) -

IN

Mivel
/() = £/(6) < ) (1 + gl + F(0)) < €0 (1 + el e,
ezért helyettesitéses integraldssal azt kapjuk, hogy

1+ €]l
a—1

|l wnar< [ a0 ar -
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Ezek szerint x € X, . O
Ezek utan megfogalmazhatjuk a f6 eredményiinket.

1. Tétel. Minden o > 1 esetén az (1) differencidltartalmazds megolddsai
az E halmazon értelmezett, az X, nemires zdrt halmazaiba képezd Lipschitz-
folytonos & — S(&) halmazértéki leképezést alkotnak.

4 A tétel bizonyitasa

Legyen a > 1, £ € E és u € U, rogzitett, és tekintsiik a kovetkez6 halmazt:
t
GLt) = F(t,§+/0 u(s) ds) .

Ertelmezzitk U-n a kovetkezd halmazértéki leképezést:
T = {(p €U, : o(t) € GE(t) mm. te [0,00)} )

A definicié szerint egy x € X, fiiggvény pontosan akkor megolddsa az (1)
differencidltartalmazasnak, ha ' a T halmazértéki leképezés fixpontja, més-
képpen akkor és csak akkor x € S(£), ha 2’ € T¢(z'). A tétel bizonyitdsa
harom 1épésbdl all.

1. lépés. Elészor megmutatjuk, hogy minden u € U, esetén T¢(u) nemiires
és zart halmaz.

Konnyen ldthatd, hogy a G¢ halmazértéki leképezés mérhetd. Val6ban,
ha y(t) =&+ fot u(s) ds, akkor y 1épcséstiiggvénnyel kozelithetd, ezért alkal-
mazhaté a Castaing-Valadier [3], Theorem II1.40. Mivel az F' halmazértéki
leképezés zart értékii és az E Banach-tér szeparabilis, ezért a mérhet6 szelek-
ciés tétel (ldsd [3], Theorem IIL6.) szerint a Gy halmazértéki leképezésnek
létezik mérhetd ¢ szelekcidja. Egy egyszeri szamolassal, amely analdég az
1. Allit4s bizonyitasaval, igazolhat6 az alabbi becslés:

le(®)l < 6(t) <1+ €l + / e ds> |

Innen parciélis integralassal adédik, hogy

o] 1 o] t
[ et Olelar < sl [ et [ jue)dsar
0 0 0
1 1 [
< 20 - —aL(t) 1 dt
S+ [ e H )
1
< 2 (el + ) < 0.

Ezzel belattuk, hogy

ha ¢ a Gf leképezés mérhetd szelekcidja, akkor ¢ € U, (2)
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emiatt tehdt T¢ (u) nemiires halmaz. Tovabba a T¢(u) halmaz zért is. Ugyan-
is, ha ¢, € T¢(u), és||¢n—¢|lu — 0, akkor van olyan ¢,,, részsorozat, amelyre
m.m. t € [0,00) esetén ¢, (t) — ¢(t), amibdl kovetkezik, hogy ¢ € T¢(u).

2. lépés. Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a T, halmazértékii leképezés
kontrakci6 az U, halmazon.

Legyen u,v € U, tetszéleges fuggvények, valamint ¢ € T¢(u) adott, végiil
€ > 0 tetszoleges szam. Tekintsiik a kovetkezd halmazértéki leképezést:

ve}.

Ekkor a (ii) feltétel alapjan a Castaing-Valadier [3], Proposition I11.4 szerint
a I' halmazértékl leképezés nemiires zart értékii és mérhet6. Legyen v a I’
halmazértékii leképezés egy mérhetd szelekcidja. Ekkor (2) szerint 1) mérhetd
szelekcidja a GY halmazértékii leképezésnek is, igy ¥ € T¢(v). A norma
definicidja alapjan

I(t) = G¢n {z eE : o) — 2| <L1) ‘ /0 (u(s) —v(s)) ds

le=vla = [ e Ollot) =il ar
/OOO é(t)e_o‘l‘(t) /Ot [lu(s) —v(s)|| dsdt + /Ooo ce— L) q¢

A\ = /Oo e~ L) q¢
0

jelolést. A fenti integrélasok sorrendjét felcserélve a fenti egyenlétlenség a
kovetkezo alakba irhaté

IN

Vezessiik be a

oo t
lo =l < / / ()™ *H D lu(s) — v(s)| dsdt + e
0 0
- / ((t)e=L0 u(s) — v(s)|| dt ds + Ae
0 s
1 o0

1
N ‘/ ™M) [lu(s) — v(s)[| ds + Ae = =[|u = v]la + Ae.
Q 0 Q

Mivel ¢ tetsz6leges, ezért ebbdl kovetkezik, hogy d(p, Te(v)) < 2 [lu— v -
Az u és v szerepét felcserélve ebbél az kovetkezik, hogy

o (Te(0), Te(0) < = = ol

(ahol h, az ||.||o norma altal indukélt Hausdorff-metrika), ami azt jelenti,
hogy a T, halmazértékii leképezés kontrakcié az U, halmazon.

Emiatt a T¢ halmazértéki leképezésnek létezik u € U, fixpontja. Legyen
minden ¢ € [0,00) esetén z(t) = & + fot u(s)ds, ekkor x € S(§), azaz az (1)
differencidltartalmazas megoldasa. Mivel a Fix(T¢) zart halmaz, ezért S(&)
zart részhalmaza az X, halmaznak.
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3. lépés. Végiil igazoljuk, hogy minden U € U, és £,n € E esetén

1
ha (Te(u), Ty(u)) < —[[€ =7l
Megismételjik a 2. 1épést I' helyett a kovetkezé halmazértéki leképezéssel:
L)y=Gun{zeE : llp(t) =2l < L@)E = nll +¢} 3)

ahol ¢ a G halmazértéki leképezés mérhetd szelekcidja, és e > 0. Az 1. Lem-
ma alapjan a (3) kifejezésb6l kovetkezik, hogy

1
h (Fix(Te), Fix(Ty)) < — [I€ =l

Legyen {,n € E, és x € S(§). Mivel 2’ € Fix(T¢), ezért minden € > 0 esetén
van olyan v € Fix(T},), hogy

1
!
|y < ——||€ — .
o~ vl < = ll6 —ll +¢
Legyen minden ¢ € [0, 00) esetén y(t) =n + fot v(s) ds, ekkor y € S(n), és

1
lz—yllx, = [§=nll+ 2" —vllv, <€+ ——llE—nl+e
«
= ——lE-nl+e.
Ezek szerint minden € > 0 esetén

d(z,S(m) < —=ll¢=nl +e,

ami azt jelenti, hogy d (x,S(n)) < 25§ — nll. A & és n szerepét felcserélve
ebbdl az kovetkezik, hogy

hx,, (S(8),S(m) € —==[1¢ =7l

ezzel a tétel bebizonyitottuk. a

5 Normak osszehasonlitasa
Jelentésen szigoribb feltételek mellett Constantin [4] bebizonyitotta, hogy az

|zl = sup e O (t)]|
te[0,00

norma altal indukalt Hausdorff-metrika mellett az S megoldas leképezés foly-
tonos. Feltette, hogy az F' egy véges dimenzids tér nemiires, konvex, kompakt
halmazaiba képezé leképezés, amely a (¢, x) valtozéban egyiittesen folytonos,
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az x valtozoban Lipschitz-folytonos. Belatjuk, hogy az X, halmazon értel-
mezett fenti norma altal indukalt topoldgia erésebb, mint a Constantin altal
definialt.

2. Allitds. Minden o > 1 esetén az Xo-n értelmezett ||.||x, norma dltal
indukdlt topoldgia erdsebb, mint a ||.|L norma dltali.

Bizonyitas. Egyrészt megmutatjuk, hogy van olyan K > 0 konstans,
hogy minden = € X, esetén ||z|; < K||z|x,. Jelolje g(t) = x(t)e=*L®),
ekkor

g'(t) = o' (t)e O — ap(t)z(t)e LW

Mivel g(t) = z(0) + fot g'(s)ds, ezért minden t € [0,00) esetén

t t
le@®l s|mw+/?ﬂ“ﬂﬂdeW/amwwmm@m
0 0
t s
< |x|Xa—|—H/ al(s)e—L() <x(0)+/ x'(T)dT> ds
0 0
t
SIM&+/M®KWWMW®+
0

t s
/ / al(s)e ! (1) dr ds
0 Jo

A Fubini-tétel értelmében ez az egyenlétlenség a kdvetkezdképpen frhatd at:

"

t s
IMISM&HMWW/AHWM%W&M
0
t t
swmwmmm//aWM%wmw
0 T
t
< telb 41+ | [ (50 = e00) oy < 2,
0

osszefoglalva: ||z||L < 2||z| x,-

Masrészt az ellenkez6 irdnyu egyenl6tlenség nem igaz. Példaul legyenek
T, szakaszonként linedris periodikus fiiggvények alterndlé +1 és —1 mere-
dekségekkel, mikozben az amplitiddk a nulldhoz tartanak. Ekkor ||z, | L — 0,
ugyanakkor ||z, || x,, alulrél korldtos A = [ e=*L(") dt alsé korlattal, igy nem
létezik olyan K > 0 konstans, hogy minden n esetén ||z,||x, < Kl/z,| L.
Ezek szerint a két norma nem ekvivalens. |

Megjegyezziik, hogy az || . || norma fiigg az a-tdl. Ezért a relevdns kérdés
az {||. lr,a : @ > 1} és az {||.||x, : @ > 1} normacsalddok &ltal indukalt
lokalisan konvex topolégidk Osszehasonlitdsa.

Tekintsiik az X = Na>1X, vektorteret, és jeldlje 7x az {|| . ||x, : a > 1}
normacsaldd altal, valamint 77, az {||.||,o : @ > 1} normacsalad &ltal indu-
kalt lokalisan konvex topoldgiat.
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3. Allitas. Az X wvektortéren értelmezett Tx topoldgia erdsebb, mint az Ty,
topoldgia. Tovdbbd a Tx topoldgia mellett az & — S(€) megoldds leképezés
zart halmaz értékd és folytonos.

Bizonyitas. Az allitas elsd része a 2. Allitas kévetkezménye. A mésodik
része pedig abbdl kévetkezik, hogy ez minden ||.|| x,, norma esetén teljesiil. O

A normak fenti sszehasonlitdsa lehetdséget ad a Filippov-Gronwall-egyen-
16tlenség (lasd szintén Deimling [5], Theorem 10.2) egy egyszerii bizonyitdséra.

2. Tétel. Legyen £ € E adott, és tegyiik fel, hogy
m.m. te[0,00) esetén d(y'(t),F (t,yt))) <p(t),
ahol y abszoliit folytonos, y(0) = n, és p lokdlisan integrdlhatd. Ekkor minden

a > 1 esetén az (1) differencidltartalmazdsnak van olyan x € S(&) megolddsa,
amelyre minden t > 0 esetén

Joto) ~ 0] < Z2e 0 (Je =l + [T e pas) . @)

Bizonyitds. Jelolje B az E-beli zart egységgdmbot, tekintsiik az F (t,z) =
F(t,z) 4+ p(t)B halmazértéki leképezést, és legyen

T, (u) = {weUa : w(t)eﬁ(t,n+/01u(s)ds) m.m. tzo}.

Az F leképezés kielégiti az (i), (ii) és (iii) feltételeket, emiatt a T}, leképezés
1/a-kontrakcié az U, halmazon. Legyen a megolddshalmaza 5'(77), ekkor
az 1. Allités szerint, ha y € S(1), akkor ¢/ a T,,, leképezés fixpontja. Az
1. Tétel bizonyitasanak a 2. lépéséhez hasonléan egy megfelel6 szelekciot véve,
ugyanolyan szamolassal kapjuk, hogy

b (Te(). T0)) < €= all+ [ P p(e)ds.
Felhasznalva az 1. Lemmat, azt kapjuk, hogy
b (Fix(Te) Fix()) < €=l + =2 [ e e ds,
a—1 a—1J
Mivel i/ € FiX(Té), ezért 1étezik olyan u € Fix(T¢), amelyre
I = ulla < gz Il + gy [ e e ds.
Legyen z(t) = £ + fo s) ds, ekkor x € S(€), tovabbd

< gy (Il [T e as)

e —yllx
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Az egyenlStlenséget e“L(%)-vel szorozva, és a 2. Allitést felhasznélva kapjuk
a (4) egyenlStlenséget. O

1. Megjegyzés. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a ||.||x, norma becslését
hasznalva egy ,,pontonkénti” becslést kaptunk. Ez a norma olyan erdés normat
indukdl, hogy ebben a térben a Filippov-Wazewski relaxacids tétel (ldsd
példdul Deimling [5], Theorem 8.3) mar nem marad igaz. Ezt igazolja a
kovetkez6 egyszerii példa. Legyen F = IR és F(t,x) = {—1,1} konstans hal-
mazértékii leképezés. Jelolje S(0) az F helyett a co ' = [—1,1] jobb oldali
differencidltartalmazasnak az origdébol indulé megoldasainak, az in. relaxalt
megoldésok halmazét, ekkor 0 € $(0). Masrészt az S(0) megoldéshalmaz
alulrél korldtos A = [ e~*L(®) ds > 0 alsé korlattal. Ezért az S(0) lezardsa

nem egyezhet meg S(0)-lal.
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SENSITIVITY ANALYSIS OF TRAJECTORIES ON INFINITE TIME
HORIZON

A central problem in the theory and applications of differential inclusions is the
continuous dependence of solutions on the initial conditions. Several papers have
studied this problem, and it seems that basically there are two major approaches.



114 Kannai Zoltan — Szabd Imre — Tallos Péter

One of them is establishing the existence of a continuous map & +— z, such that
z¢ is the Caratheodory-solution to the Cauchy-problem

{ 2/ (t) € F (t,z(t))
z(0) =¢§.

The other one is proving the continuity of the set valued map & — S(§), where
S(&) denotes the set of solutions starting from &. Continuity of the set valued
map S is understood with respect to the Hausdorfl-metric induced by the norm
of the space solutions. Here we refer to Lim [9], who used a contraction principle
for set valued maps, or to Deimling [5] Lemma 8.3, about the application of the
so-called Filippov-Gronwall-inequality. Ultimately, both methods are based on a
certain iteration scheme. In [4] Constantin proved the continuity of the solution
map for infinite time horizon problems, by introducing an appropriate norm on the
space of continuous functions. His proof relies on stability properties of fixed point
sets of set valued contractions obtained by Lim [9].

In the present paper we extend that infinite time horizon result under sig-
nificantly milder conditions, by observing that much stronger statements can be
obtained, if the contraction principle is applied in the space of the derivatives of
solutions instead of the space of solutions. In contrast to Constantin [4], we do
not need the convexity or the compactness of the right-hand side, nor do we use
continuity, only measurability is assumed for F' with respect to t. Also, the norm
we introduce on the space of solutions generates a stronger topology than that of
Constantin, so our continuity result is a refinement of the existing theorems. Fi-
nally, the comparison of the norms allows us to derive a Filippov-Gronwall-type
inequality in infinite dimensional spaces.





