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TRAJEKT¶ORI¶AK ¶ERZ¶EKENYS¶EGVIZSG¶ALATA
V¶EGTELEN ID}OHORIZONTON1

K¶ANNAI ZOLT¶AN { SZAB¶O IMRE { TALLOS P¶ETER
Budapesti Corvinus Egyetem

1 Bevezet¶es

A kÄozgazdas¶agi dinamika sz¶amos terÄulet¶en felmerÄul}o kÄulÄonf¶ele feladatokban a
halmaz¶ert¶ek}u anal¶³zis technik¶aja, illetve a di®erenci¶altartalmaz¶asok elm¶elete
sikeresen alkalmazhat¶o. Ilyen alkalmaz¶asokra l¶athatunk p¶eld¶akat a ,,bizony-
talan" (nem egy¶ertelm}u) dinamikai rendszerek terÄulet¶en (l¶asd p¶eld¶aul Aubin,
[1]), illetve a Leontief-f¶ele input-output rendszerek vizsg¶alat¶an¶al (K¶annai ¶es
Tallos, [7]).

Hasonl¶ok¶eppen eredm¶enyesnek bizonyul ez a technika bizonyos nemline-
¶aris (¶es nem konvex) ir¶any¶³t¶aselm¶eleti modellek egzisztencia-probl¶em¶ainak
elemz¶esekor (l¶asd K¶annai, Szab¶o ¶es Tallos, [8]). ¶Erdekes ir¶any¶³t¶aselm¶eleti al-
kalmaz¶asokat tal¶alunk p¶eld¶aul VÄorÄos [9] dolgozat¶aban.

Ezen probl¶em¶akban az ¶erz¶ekenys¶eg vizsg¶alata, azaz a megold¶asoknak a
param¶eterekt}ol val¶o folytonos fÄugg¶ese kÄulÄonÄosen fontos szerepet j¶atszik. Jelen
dolgozatban azt vizsg¶aljuk meg, hogy milyen felt¶etelek mellett garant¶alhat¶o
egy di®erenci¶altartalmaz¶as megold¶ashalmaz¶anak folytonos fÄugg¶ese a kezdeti
felt¶etelekt}ol.

KÄulÄon technikai neh¶ezs¶eget okoz, hogy a halmaz¶ert¶ek}u (bizonytalan) di-
namikai rendszert v¶egtelen id}ohorizonton tekintjÄuk, amelyre a klasszikus t¶ete-
lek nem alkalmazhat¶oak. Ezt ¶ugy hidaljuk ¶at, hogy a rendszer megold¶asainak
halmaz¶an egy olyan ¶uj norm¶at vezetÄunk be, amely diszkont¶alja (kisim¶³tja) az
elt¶er¶eseket a v¶egtelenben, ¶es ezen norm¶ara n¶ezve bizony¶³tjuk a folytonoss¶agot.

A dolgozat utols¶o szakasz¶aban ¶attekintjÄuk, hogy az ¶altalunk bevezetett
norma haszn¶alata mellett, eredm¶enyeink hogyan viszonyulnak a terÄulet klasz-
szikus eredm¶enyeihez. Hasonl¶o vizsg¶alatokat illet}oen l¶asd K¶annai ¶es Tallos [6].

2 Halmaz¶ert¶ek}u kontrakci¶ok

Ebben a szakaszban rÄoviden Äosszefoglaljuk a halmaz¶ert¶ek}u kontrakci¶ok azon
legfontosabb tulajdons¶agait, amelyeket a k¶es}obbiekben haszn¶alni fogunk.

Legyen (Y; d) metrikus t¶er, ¶es tekintsÄuk az Y -on ¶ertelmezett ¶es Y nemÄures
z¶art r¶eszhalmazaiba k¶epez}o T halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶eseket. A T halmaz¶ert¶ek}u
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lek¶epez¶est kontrakci¶onak nevezzÄuk, ha l¶etezik olyan 0 < ° < 1 konstans, hogy
minden x; y 2 Y eset¶en

h (T (x); T (y)) · ° d(x; y) ;

ahol h a Hausdor®-metrik¶at jelÄoli. Szok¶as egy ilyen halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶est
°-kontrakci¶onak is nevezni. Eml¶ekeztet}oÄul, az Y -beli A ¶es B z¶art halmazok
Hausdor®-t¶avols¶aga

h(A;B) = maxfsup
y2B

d(y;A); sup
x2A

d(x; B)g ;

ahol d(x; B) = infy2B d(x; y). A Hausdor®-t¶avols¶ag v¶egtelen ¶ert¶eket is felve-
het.

Ha az Y metrikus t¶er teljes, akkor minden T nemÄures z¶art halmaz ¶ert¶ek}u
kontrakci¶onak l¶etezik ¯xpontja, azaz olyan x 2 Y pont, amelyre x 2 T (x).
L¶asd p¶eld¶aul Deimling [5], Theorem 11.1. Ezen T halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶es
¯xpontjainak a Fix(T )-vel jelÄolt halmaza nyilv¶anval¶oan z¶art.

A kÄovetkez}o stabilit¶asi eredm¶eny Lim [9]-ben tal¶alhat¶o.

1. Lemma. Legyen Y teljes metrikus t¶er, ¶es tegyÄuk fel, hogy a T ¶es R az
Y -on ¶ertelmezett nemÄures z¶art halmaz ¶ert¶ek}u °-kontrakci¶ok. Ekkor

h (Fix(T );Fix(R)) <
1

1 ¡ °
sup
x2Y

h (T (x);R(x)) :

3 A probl¶ema ismertet¶ese

Legyen E egy val¶os szepar¶abilis Banach-t¶er, ¶es tekintsÄunk egy [0;1) £ E-
n ¶ertelmezett, az E nemÄures z¶art r¶eszhalmazaiba k¶epez}o F halmaz¶ert¶ek}u
lek¶epez¶est. TegyÄuk fel, hogy F teljes¶³ti m¶eg a kÄovetkez}o felt¶eteleket.

(i) Minden x 2 E eset¶en F (¢; x) m¶erhet}o.

(ii) Majdnem minden t 2 [0; 1) eset¶en F (t; ¢) Lipschitz-folytonos, pon-
tosabban mondva l¶etezik a [0;1)-n ¶ertelmezett lok¶alisan integr¶alhat¶o `
fÄuggv¶eny, hogy majdnem minden t 2 [0;1) ¶es minden x; y 2 E eset¶en

h (F (t; x); F (t; y)) · `(t)kx ¡ yk ;

ahol h az E norm¶aja ¶altal induk¶alt Hausdor®-metrik¶at jelÄoli.

(iii) Majdnem minden t 2 [0; 1) eset¶en d (0; F (t;0)) · `(t), ahol d az E
norm¶aja ¶altal induk¶alt metrik¶at jelÄoli.

A halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶esek ¶es a di®erenci¶altartalmaz¶asok alapvet}o fogal-
mainak de¯ni¶al¶asakor Deimling [5] ¶atfog¶o monogr¶a¯¶aj¶ara hivatkozunk.

TekintsÄuk a kÄovetkez}o di®erenci¶altartalmaz¶asi feladatot:
½

x0(t) 2 F (t; x(t))
x(0) = » :

(1)
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Egy abszol¶ut folytonos fÄuggv¶enyt a di®erenci¶altartalmaz¶as megold¶as¶anak ne-
vezÄunk, ha majdnem minden t 2 [0;1) eset¶en kiel¶eg¶³ti a fenti ÄosszefÄugg¶est.
JelÄolje S(») a megold¶asok halmaz¶at.

A megold¶asok v¶egtelen intervallumon val¶o kezel¶es¶ere az al¶abbi norm¶at
vezetjÄuk be. Legyen L(t) =

R t

0
`(s) ds. Legyen ® > 1 , ¶es vezessÄuk be a

lok¶alisan integr¶alhat¶o fÄuggv¶enyeknek a kÄovetkez}o vektorter¶et:

U® =

½
u : [0; 1) ! E ; u 2 L1

loc[0;1) ;

Z 1

0

e¡®L(t)ku(t)k dt < 1
¾

:

Vil¶agos, hogy az U® t¶er az

kuk® =

Z 1

0

e¡®L(t)ku(t)k dt

norm¶aval Banach-teret alkot.
VezessÄuk be m¶eg az

X® = fx : [0;1) ! E ; abszol¶ut folytonos, x0 2 U®g :

vektorteret, ¶es l¶assuk el a kÄovetkez}o norm¶aval:

kxkX®
= kx(0)k +

Z 1

0

e¡®L(t)kx0(t)kdt :

Ezzel X® szint¶en Banach-teret alkot. Megmutatjuk, hogy az (1) feladat
megold¶asai benne vannak a \®>1X® halmazban.

1. ¶All¶³t¶as. Minden ® > 1 ¶es » eset¶en S(») µ X®.

Bizony¶³t¶as. Legyen ® > 1 ¶es x 2 S(»), jelÄolje tov¶abb¶a minden t 2 [0; 1)
eset¶en

f(t) =

Z t

0

kx0(s)k ds :

Ekkor majdnem minden t-re teljesÄul, hogy

f 0(t) = kx0(t)k · d(0; F (t; 0)) + h (F (t; 0); F (t; x(t)))

· `(t) (1 + kx(t)k) · `(t) (1 + k»k + f(t)) :

Ez¶ert a GrÄonwall-lemma alapj¶an

f(t) · (1 + k»k) eL(t) ¡ (1 + k»k) :

Mivel

kx0(t)k = f 0(t) · `(t) (1 + k»k + f(t)) · `(t) (1 + k»k) eL(t) ;

ez¶ert helyettes¶³t¶eses integr¶al¶assal azt kapjuk, hogy
Z 1

0

e¡®L(t)kx0(t)k dt ·
Z 1

0

`(t) (1 + k»k) e¡(®¡1)L(t) dt =
1 + k»k
® ¡ 1

< 1 :
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Ezek szerint x 2 X® : 2

Ezek ut¶an megfogalmazhatjuk a f}o eredm¶enyÄunket.

1. T¶etel. Minden ® > 1 eset¶en az (1) di®erenci¶altartalmaz¶as megold¶asai
az E halmazon ¶ertelmezett, az X® nemÄures z¶art halmazaiba k¶epez}o Lipschitz-
folytonos » 7! S(») halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶est alkotnak.

4 A t¶etel bizony¶³t¶asa

Legyen ® > 1, » 2 E ¶es u 2 U® rÄogz¶³tett, ¶es tekintsÄuk a kÄovetkez}o halmazt:

Gu
» (t) = F

³
t; » +

Z t

0

u(s) ds
´

:

¶ErtelmezzÄuk U -n a kÄovetkez}o halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶est:

T» =
©
' 2 U® : '(t) 2 Gu

» (t) m.m. t 2 [0;1)
ª

:

A de¯n¶³ci¶o szerint egy x 2 X® fÄuggv¶eny pontosan akkor megold¶asa az (1)
di®erenci¶altartalmaz¶asnak, ha x0 a T» halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶es ¯xpontja, m¶as-
k¶eppen akkor ¶es csak akkor x 2 S(»), ha x0 2 T»(x0). A t¶etel bizony¶³t¶asa
h¶arom l¶ep¶esb}ol ¶all.

1. l¶ep¶es . El}oszÄor megmutatjuk, hogy minden u 2 U® eset¶en T»(u) nemÄures
¶es z¶art halmaz.

KÄonnyen l¶athat¶o, hogy a Gu
» halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶es m¶erhet}o. Val¶oban,

ha y(t) = » +
R t

0
u(s) ds, akkor y l¶epcs}osfÄuggv¶ennyel kÄozel¶³thet}o, ez¶ert alkal-

mazhat¶o a Castaing-Valadier [3], Theorem III.40. Mivel az F halmaz¶ert¶ek}u
lek¶epez¶es z¶art ¶ert¶ek}u ¶es az E Banach-t¶er szepar¶abilis, ez¶ert a m¶erhet}o szelek-
ci¶os t¶etel (l¶asd [3], Theorem III.6.) szerint a Gu

» halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶esnek
l¶etezik m¶erhet}o ' szelekci¶oja. Egy egyszer}u sz¶amol¶assal, amely anal¶og az
1. ¶All¶³t¶as bizony¶³t¶as¶aval, igazolhat¶o az al¶abbi becsl¶es:

k'(t)k · `(t)

µ
1 + k»k +

Z t

0

u(s) ds

¶
:

Innen parci¶alis integr¶al¶assal ad¶odik, hogy

Z 1

0

e¡®L(t)k'(t)kdt · 1

®
(1 + k»k) +

Z 1

0

`(t)e¡®L(t)

Z t

0

ku(s)k dsdt

· 1

®
(1 + k»k) +

1

®

Z 1

0

e¡®L(t)ku(t)k dt

· 1

®
(1 + k»k + kuk®) < 1 :

Ezzel bel¶attuk, hogy

ha ' a Gu
» lek¶epez¶es m¶erhet}o szelekci¶oja, akkor ' 2 U® ; (2)
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emiatt teh¶at T»(u) nemÄures halmaz. Tov¶abb¶a a T»(u) halmaz z¶art is. Ugyan-
is, ha 'n 2 T»(u), ¶es k'n¡'kU ! 0, akkor van olyan 'nk

r¶eszsorozat, amelyre
m.m. t 2 [0; 1) eset¶en 'nk (t) ! '(t), amib}ol kÄovetkezik, hogy ' 2 T»(u).

2. l¶ep¶es . Az al¶abbiakban megmutatjuk, hogy a T» halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶es
kontrakci¶o az U® halmazon.

Legyen u; v 2 U® tetsz}oleges fÄuggv¶enyek, valamint ' 2 T»(u) adott, v¶egÄul
" > 0 tetsz}oleges sz¶am. TekintsÄuk a kÄovetkez}o halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶est:

¡(t) = Gv
» \

½
z 2 E : k'(t) ¡ zk · `(t)

°°°°
Z t

0

(u(s) ¡ v(s)) ds

°°°° + "

¾
:

Ekkor a (ii) felt¶etel alapj¶an a Castaing-Valadier [3], Proposition III.4 szerint
a ¡ halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶es nemÄures z¶art ¶ert¶ek}u ¶es m¶erhet}o. Legyen Ã a ¡
halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶es egy m¶erhet}o szelekci¶oja. Ekkor (2) szerint Ã m¶erhet}o
szelekci¶oja a Gv

» halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶esnek is, ¶³gy Ã 2 T»(v). A norma
de¯n¶³ci¶oja alapj¶an

k' ¡ Ãk® =

Z 1

0

e¡®L(t)k'(t) ¡ Ã(t)kdt

·
Z 1

0

`(t)e¡®L(t)

Z t

0

ku(s) ¡ v(s)k dsdt +

Z 1

0

"e¡®L(t) dt :

VezessÄuk be a

¸ =

Z 1

0

e¡®L(t) dt

jelÄol¶est. A fenti integr¶al¶asok sorrendj¶et felcser¶elve a fenti egyenl}otlens¶eg a
kÄovetkez}o alakba ¶³rhat¶o

k' ¡ Ãk® ·
Z 1

0

Z t

0

`(t)e¡®L(t)ku(s) ¡ v(s)kdsdt + ¸"

=

Z 1

0

Z 1

s

`(t)e¡®L(t)ku(s) ¡ v(s)k dtds + ¸"

=
1

®

Z 1

0

e¡®L(s)ku(s) ¡ v(s)k ds + ¸" =
1

®
ku ¡ vk® + ¸" :

Mivel " tetsz}oleges, ez¶ert ebb}ol kÄovetkezik, hogy d(';T»(v)) · 1
®ku ¡ vk® .

Az u ¶es v szerep¶et felcser¶elve ebb}ol az kÄovetkezik, hogy

h® (T»(u); T»(v)) · 1

®
ku ¡ vk® ;

(ahol h® az k:k® norma ¶altal induk¶alt Hausdor®-metrika), ami azt jelenti,
hogy a T» halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶es kontrakci¶o az U® halmazon.

Emiatt a T» halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶esnek l¶etezik u 2 U® ¯xpontja. Legyen

minden t 2 [0;1) eset¶en x(t) = » +
R t

0
u(s) ds, ekkor x 2 S(»), azaz az (1)

di®erenci¶altartalmaz¶as megold¶asa. Mivel a Fix(T») z¶art halmaz, ez¶ert S(»)
z¶art r¶eszhalmaza az X® halmaznak.
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3. l¶ep¶es . V¶egÄul igazoljuk, hogy minden U 2 U® ¶es »; ´ 2 E eset¶en

h® (T»(u); T´(u)) · 1

®
k» ¡ ´k :

Megism¶eteljÄuk a 2. l¶ep¶est ¡ helyett a kÄovetkez}o halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶essel:

¡̂(t) = Gu
´ \ fz 2 E : k'(t) ¡ zk · `(t)k» ¡ ´k + "g ; (3)

ahol ' a Gu
´ halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶es m¶erhet}o szelekci¶oja, ¶es " > 0. Az 1. Lem-

ma alapj¶an a (3) kifejez¶esb}ol kÄovetkezik, hogy

h (Fix(T»); Fix(T´)) · 1

® ¡ 1
k» ¡ ´k :

Legyen »; ´ 2 E, ¶es x 2 S(»). Mivel x0 2 Fix(T»), ez¶ert minden " > 0 eset¶en
van olyan v 2 Fix(T´), hogy

kx0 ¡ vk® · 1

® ¡ 1
k» ¡ ´k + " :

Legyen minden t 2 [0; 1) eset¶en y(t) = ´ +
R t

0
v(s) ds, ekkor y 2 S(´), ¶es

kx ¡ ykX®
= k» ¡ ´k + kx0 ¡ vkU®

· k» ¡ ´k +
1

® ¡ 1
k» ¡ ´k + "

=
®

® ¡ 1
k» ¡ ´k + " :

Ezek szerint minden " > 0 eset¶en

d (x;S(´)) · ®

® ¡ 1
k» ¡ ´k + " ;

ami azt jelenti, hogy d (x; S(´)) · ®
®¡1k» ¡ ´k. A » ¶es ´ szerep¶et felcser¶elve

ebb}ol az kÄovetkezik, hogy

hX®
(S(»); S(´)) · ®

® ¡ 1
k» ¡ ´k® ;

ezzel a t¶etel bebizony¶³tottuk. 2

5 Norm¶ak Äosszehasonl¶³t¶asa

Jelent}osen szigor¶ubb felt¶etelek mellett Constantin [4] bebizony¶³totta, hogy az

kxkL = sup
t2[0;1)

e¡®L(t)kx(t)k

norma ¶altal induk¶alt Hausdor®-metrika mellett az S megold¶as lek¶epez¶es foly-
tonos. Feltette, hogy az F egy v¶eges dimenzi¶os t¶er nemÄures, konvex, kompakt
halmazaiba k¶epez}o lek¶epez¶es, amely a (t; x) v¶altoz¶oban egyÄuttesen folytonos,
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az x v¶altoz¶oban Lipschitz-folytonos. Bel¶atjuk, hogy az X® halmazon ¶ertel-
mezett fenti norma ¶altal induk¶alt topol¶ogia er}osebb, mint a Constantin ¶altal
de¯ni¶alt.

2. ¶All¶³t¶as. Minden ® > 1 eset¶en az X®-n ¶ertelmezett k:kX® norma ¶altal
induk¶alt topol¶ogia er}osebb, mint a k:kL norma ¶altali.

Bizony¶³t¶as. Egyr¶eszt megmutatjuk, hogy van olyan K > 0 konstans,
hogy minden x 2 X® eset¶en kxkL · KkxkX® . JelÄolje g(t) = x(t)e¡®L(t),
ekkor

g0(t) = x0(t)e¡®L(t) ¡ ®`(t)x(t)e¡®L(t) :

Mivel g(t) = x(0) +
R t

0
g0(s) ds, ez¶ert minden t 2 [0;1) eset¶en

kg(t)k · kx(0)k +

Z t

0

e¡®L(s)kx0(s)k ds +

°°°°
Z t

0

®`(s)e¡®L(s)x(s) ds

°°°°

· kxkX®
+

°°°°
Z t

0

®`(s)e¡®L(s)

µ
x(0) +

Z s

0

x0(¿) d¿

¶
ds

°°°°

· kxkX®
+

Z t

0

®`(s)e¡®L(s)kx(0)kds +

+

°°°°
Z t

0

Z s

0

®`(s)e¡®L(s)x0(¿) d¿ ds

°°°° :

A Fubini-t¶etel ¶ertelm¶eben ez az egyenl}otlens¶eg a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o ¶at:

kg(t)k · kxkX® + kx(0)k + ®

°°°°
Z t

0

Z s

0

`(s)e¡®L(s)x0(¿) d¿ ds

°°°°

· kxkX® + kx(0)k + ®

°°°°
Z t

0

Z t

¿

`(s)e¡®L(s)x0(¿) dsd¿

°°°°

· kxkX® + kx(0)k +

°°°°
Z t

0

³
e¡®L(¿) ¡ e¡®L(t)

´
x0(¿) d¿

°°°° · 2kxkX® ;

Äosszefoglalva: kxkL · 2kxkX®
.

M¶asr¶eszt az ellenkez}o ir¶any¶u egyenl}otlens¶eg nem igaz. P¶eld¶aul legyenek
xn szakaszonk¶ent line¶aris periodikus fÄuggv¶enyek altern¶al¶o +1 ¶es ¡1 mere-
deks¶egekkel, mikÄozben az amplit¶ud¶ok a null¶ahoz tartanak. Ekkor kxnkL ! 0,
ugyanakkor kxnkX®

alulr¶ol korl¶atos ¸ =
R 1
0

e¡®L(t) dt als¶o korl¶attal, ¶³gy nem
l¶etezik olyan K > 0 konstans, hogy minden n eset¶en kxnkX® · KkxnkL.
Ezek szerint a k¶et norma nem ekvivalens. 2

MegjegyezzÄuk, hogy az k : kL norma fÄugg az ®-t¶ol. Ez¶ert a relev¶ans k¶erd¶es
az fk : kL;® : ® > 1g ¶es az fk : kX® : ® > 1g normacsal¶adok ¶altal induk¶alt
lok¶alisan konvex topol¶ogi¶ak Äosszehasonl¶³t¶asa.

TekintsÄuk az X = \®>1X® vektorteret, ¶es jelÄolje ¿X az fk : kX®
: ® > 1g

normacsal¶ad ¶altal, valamint ¿L az fk : kL;® : ® > 1g normacsal¶ad ¶altal indu-
k¶alt lok¶alisan konvex topol¶ogi¶at.



112 K¶annai Zolt¶an { Szab¶o Imre { Tallos P¶eter

3. ¶All¶³t¶as. Az X vektort¶eren ¶ertelmezett ¿X topol¶ogia er}osebb, mint az ¿L

topol¶ogia. Tov¶abb¶a a ¿X topol¶ogia mellett az » 7! S(») megold¶as lek¶epez¶es
z¶art halmaz ¶ert¶ek}u ¶es folytonos.

Bizony¶³t¶as. Az ¶all¶³t¶as els}o r¶esze a 2. ¶All¶³t¶as kÄovetkezm¶enye. A m¶asodik
r¶esze pedig abb¶ol kÄovetkezik, hogy ez minden k:kX® norma eset¶en teljesÄul. 2

A norm¶ak fenti Äosszehasonl¶³t¶asa lehet}os¶eget ad a Filippov-GrÄonwall-egyen-
l}otlens¶eg (l¶asd szint¶en Deimling [5], Theorem 10.2) egy egyszer}u bizony¶³t¶as¶ara.

2. T¶etel. Legyen » 2 E adott, ¶es tegyÄuk fel, hogy

m.m. t 2 [0;1) eset¶en d (y0(t); F (t; y(t))) · p(t) ;

ahol y abszol¶ut folytonos, y(0) = ´, ¶es p lok¶alisan integr¶alhat¶o. Ekkor minden
® > 1 eset¶en az (1) di®erenci¶altartalmaz¶asnak van olyan x 2 S(») megold¶asa,
amelyre minden t > 0 eset¶en

kx(t) ¡ y(t)k · 2® + 1

® ¡ 1
e®L(t)

µ
k» ¡ ´k +

Z 1

0

e¡®L(s)p(s) ds

¶
: (4)

Bizony¶³t¶as. JelÄolje B az E-beli z¶art egys¶eggÄombÄot, tekintsÄuk az F̂ (t; x) =
F (t; x) + p(t)B halmaz¶ert¶ek}u lek¶epez¶est, ¶es legyen

T̂´(u) =

½
Ã 2 U® : Ã(t) 2 F̂

³
t; ´ +

Z 1

0

u(s) ds
´

m.m. t ¸ 0

¾
:

Az F̂ lek¶epez¶es kiel¶eg¶³ti az (i), (ii) ¶es (iii) felt¶eteleket, emiatt a T̂´ lek¶epez¶es

1=®-kontrakci¶o az U® halmazon. Legyen a megold¶ashalmaza Ŝ(´), ekkor
az 1. ¶All¶³t¶as szerint, ha y 2 Ŝ(´), akkor y0 a T̂´ lek¶epez¶es ¯xpontja. Az
1. T¶etel bizony¶³t¶as¶anak a 2. l¶ep¶es¶ehez hasonl¶oan egy megfelel}o szelekci¶ot v¶eve,
ugyanolyan sz¶amol¶assal kapjuk, hogy

h®

³
T»(u); T̂´(u)

´
· 1

®
k» ¡ ´k +

Z 1

0

e¡®L(s)p(s) ds :

Felhaszn¶alva az 1. Lemm¶at, azt kapjuk, hogy

h
³
Fix(T»);Fix(T̂´)

´
· 1

® ¡ 1
k» ¡ ´k +

®

® ¡ 1

Z 1

0

e¡®L(s)p(s) ds :

Mivel y0 2 Fix(T̂»), ez¶ert l¶etezik olyan u 2 Fix(T»), amelyre

ky0 ¡ uk® · 3

2(® ¡ 1)
k» ¡ ´k +

2® + 1

2(® ¡ 1)

Z 1

0

e¡®L(s)p(s) ds :

Legyen x(t) = » +
R t

0
u(s) ds, ekkor x 2 S(»), tov¶abb¶a

kx ¡ ykX® · 3

2(® ¡ 1)

µ
k» ¡ ´k +

Z 1

0

e¡®L(s)p(s) ds

¶
:
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Az egyenl}otlens¶eget e®L(s)-vel szorozva, ¶es a 2. ¶All¶³t¶ast felhaszn¶alva kapjuk
a (4) egyenl}otlens¶eget. 2

1. Megjegyz¶es. Felh¶³vjuk a ¯gyelmet arra, hogy a k:kX®
norma becsl¶es¶et

haszn¶alva egy ,,pontonk¶enti" becsl¶est kaptunk. Ez a norma olyan er}os norm¶at
induk¶al, hogy ebben a t¶erben a Filippov-Wa_zewski relax¶aci¶os t¶etel (l¶asd
p¶eld¶aul Deimling [5], Theorem 8.3) m¶ar nem marad igaz. Ezt igazolja a
kÄovetkez}o egyszer}u p¶elda. Legyen E = IR ¶es F (t; x) = f¡1; 1g konstans hal-
maz¶ert¶ek}u lek¶epez¶es. JelÄolje Ŝ(0) az F helyett a co F = [¡1; 1] jobb oldal¶u
di®erenci¶altartalmaz¶asnak az orig¶ob¶ol indul¶o megold¶asainak, az ¶un. relax¶alt
megold¶asok halmaz¶at, ekkor 0 2 Ŝ(0). M¶asr¶eszt az S(0) megold¶ashalmaz
alulr¶ol korl¶atos ¸ =

R 1
0

e¡®L(s) ds > 0 als¶o korl¶attal. Ez¶ert az S(0) lez¶ar¶asa

nem egyezhet meg Ŝ(0)-lal.
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SENSITIVITY ANALYSIS OF TRAJECTORIES ON INFINITE TIME

HORIZON

A central problem in the theory and applications of di®erential inclusions is the
continuous dependence of solutions on the initial conditions. Several papers have
studied this problem, and it seems that basically there are two major approaches.
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One of them is establishing the existence of a continuous map » 7! x» such that
x» is the Caratheodory-solution to the Cauchy-problem

½
x0(t) 2 F (t; x(t))
x(0) = » :

The other one is proving the continuity of the set valued map » 7! S(») , where
S(») denotes the set of solutions starting from » . Continuity of the set valued
map S is understood with respect to the Hausdor®-metric induced by the norm
of the space solutions. Here we refer to Lim [9], who used a contraction principle
for set valued maps, or to Deimling [5] Lemma 8.3, about the application of the
so-called Filippov-GrÄonwall-inequality. Ultimately, both methods are based on a
certain iteration scheme. In [4] Constantin proved the continuity of the solution
map for in¯nite time horizon problems, by introducing an appropriate norm on the
space of continuous functions. His proof relies on stability properties of ¯xed point
sets of set valued contractions obtained by Lim [9].

In the present paper we extend that in¯nite time horizon result under sig-
ni¯cantly milder conditions, by observing that much stronger statements can be
obtained, if the contraction principle is applied in the space of the derivatives of
solutions instead of the space of solutions. In contrast to Constantin [4], we do
not need the convexity or the compactness of the right-hand side, nor do we use
continuity, only measurability is assumed for F with respect to t. Also, the norm
we introduce on the space of solutions generates a stronger topology than that of
Constantin, so our continuity result is a re¯nement of the existing theorems. Fi-
nally, the comparison of the norms allows us to derive a Filippov-GrÄonwall-type
inequality in in¯nite dimensional spaces.




