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¶ALTAL¶ANOS¶ITOTT K¶ALM¶AN-F¶ELE KRIT¶ERIUMOK
ALKALMAZ¶ASA AZ OLIGOPOL PROBL¶EM¶ARA1

MOLN¶AR S¶ANDOR { SZIDAROVSZKY FERENC
Szent Istv¶an Egyetem { Corvinus Egyetem

A dolgozatban egy ¶altal¶anos¶³tott ir¶any¶³t¶asi feladattal foglalkozunk, amely
annyiban kÄulÄonbÄozik a klasszikus probl¶em¶at¶ol, hogy az ¶allapottranszform¶a-
ci¶os egyenlet nemcsak a jelenlegi ¶allapott¶ol ¶es inputt¶ol fÄugg, hanem diszkr¶et
esetben a megel}oz}o inputot, a folytonos esetben pedig az inputfÄuggv¶eny deri-
v¶altj¶at is tartalmazza. R¶eszletesen a diszkr¶et esettel foglalkozunk. SzÄuks¶eges
¶es el¶egs¶eges felt¶etelt adunk a v¶egs}o ¶allapot ir¶any¶³that¶os¶ag¶ara, ¶es megadjuk
azt a line¶aris egyenletrendszert, aminek megold¶asai szolg¶altatj¶ak az ir¶any¶³t¶ast
biztos¶³t¶o input sorozatot. Ezek az eredm¶enyek a K¶alm¶an-f¶ele felt¶etelek kÄoz-
vetlen ¶altal¶anos¶³t¶asai. A dinamikus oligopol j¶at¶ek eset¶en illusztr¶aljuk az ¶al-
tal¶anos eredm¶enyeket.

1 Bevezet¶es

Gazdas¶agi rendszerek ir¶any¶³that¶os¶aga egy fontos probl¶emakÄort jelent, amikor
a rendszer gazdas¶agi mutat¶oit el}ore megtervezett ¶ert¶ekekre k¶³v¶anjuk vez¶erelni
egy adott k¶es}obbi id}opontra.

Ezzel a k¶erd¶eskÄorrel az ir¶any¶³t¶aselm¶elet foglalkozik, aminek alapjait line¶a-
ris rendszerek eset¶ere a [Szidarovszky, F. et al., 1997] monogr¶a¯a mutatja be.
A modellben a kÄovetkez}o id}operi¶odusbeli ¶allapot a jelenlegi ¶allapot ¶es input
fÄuggv¶enye diszkr¶et id}osk¶al¶at felt¶etelezve, a folytonos esetben pedig az ¶allapot
v¶altoz¶as¶anak ir¶anya fÄugg ugyanezekt}ol. Az ir¶any¶³t¶ast a megfelel}oen v¶alasztott
inputfÄuggv¶eny garant¶alja, ha ilyen l¶etezik.

A klasszikus oligopol modell ir¶any¶³that¶os¶ag¶at vizsg¶alta a [Okuguchi, K.
et al., 1999] kiadv¶any, amelyben a szerz}ok kimutatt¶ak, hogy a rendszer ir¶a-
ny¶³that¶os¶aga fÄugg az ¶allapotv¶altoz¶o ¶es az input dimenzi¶oj¶at¶ol, valamint a
margin¶alis kÄolts¶egekt}ol.

Gyakran szÄuks¶eges az is, hogy az ¶uj ¶allapot vagy az ¶allapot v¶altoz¶as¶anak
ir¶anya nemcsak az input jelenlegi ¶ert¶ek¶et}ol, hanem annak v¶arhat¶o alakul¶as¶a-
t¶ol is fÄuggjÄon. P¶eld¶aul egy v¶allalat sokkal sim¶abban tud alkalmazkodni az
input v¶altoz¶asaihoz, ha arr¶ol inform¶aci¶oja van.

Ebben a dolgozatban ezzel az ¶altal¶anos¶³tott ir¶any¶³t¶asi probl¶em¶aval foglal-
kozunk. A diszkr¶et eset egyszer}u line¶aris algebrai eszkÄozÄokkel kÄonnyen t¶ar-
gyalhat¶o, a folytonos eset azonban bonyolultabb ¶es nehezebb matematikai ap-
par¶atust ig¶enyel, ami meghaladja ennek a dolgozatnak a kereteit. ¶Igy ebben
az esetben a felhaszn¶aland¶o appar¶atust ¶es a r¶eszletes megold¶ast tartalmaz¶o

1Be¶erkezett 2021. janu¶ar 24. E-mail: Molnar.Sandor@gek.szie.hu.
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munk¶akat mutatjuk be [Moln¶ar, S., 1993], [Moln¶ar, S. et al., 2017], [Moln¶ar,
S. et al., 2020].

2 Diszkr¶et matematikai modell

Diszkr¶et id}osk¶al¶at felt¶etelezve tekintsÄuk a kÄovetkez}o ¶altal¶anos¶³tott ir¶any¶³t¶asi
feladatot

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) + Cu(t ¡ 1) ; (2:1)

ahol x az n dimenzi¶os ¶allapotv¶altoz¶o, u egy m dimenzi¶os input, A egy n£n
t¶³pus¶u m¶atrix, valamint B ¶es C n£m t¶³pus¶uak. A kezdeti ¶allapot x(0) = x0

adott. Olyan input sorozatot keresÄunk, amely a rendszer ¶allapot¶at adott
x(T ) = xT vektorra vez¶erli, ahol T a v¶egs}o id}o peri¶odus ¶es xT az el}o¶³rt v¶eg-
¶allapot. Mindenekel}ott egy z¶art formul¶ara van szÄuks¶egÄunk, ami x(T ) ¶ert¶ek¶et
kÄozvetlenÄul megadja a (2.1) rekurz¶³v formula helyett.

Alkalmazzuk a (2.1) rekurzi¶ot t = 1; 2; . . . ; eset¶ere azzal a felt¶etelez¶essel,
hogy u(¡1) = 0, hiszen a t = 0 id}opontban kezd}odik az ir¶any¶³t¶as. KÄonnyen
l¶athat¶o, hogy

x(1) = Ax0 + Bu(0);

x(2) = A(Ax0 + Bu(0)) + Bu(1) + Cu(0)

= A2x0 + (AB + C)u(0) + Bu(1)

x(3) = A
¡
A2x0 + (AB + C)u(0) + Bu(1)

¢
+ Bu(2) + Cu(1)

= A3x0 + A(AB + C)u(0) + (AB + C)u(1) + Bu(2);

ami alapj¶an indukci¶oval kÄonnyen bel¶athat¶o, hogy

x(t) = Atx0 +
t¡2X

¿=0

At¡2¡¿ (AB + C)u(¿) + Bu(t ¡ 1) (2:2)

¶Igy a keresett u(0);u(1); . . . ;u(T ¡ 1) sorozat a

T¡2X

¿=0

AT¡2¡¿ (AB + C)u(¿) + Bu(T ¡ 1) = xT ¡ ATx0 (2:3)

egyenlet megold¶asa kell legyen. VezessÄuk be az ¶altal¶anos¶³tott K¶alm¶an-f¶ele
ir¶any¶³t¶asi m¶atrixot, amely n £ (Tm) t¶³pus¶u,

KA =
¡
B;AB + C;A(AB + C); . . . ;AT ¡2(AB + C)

¢
; (2:4)

ekkor (2.3) a

KA

0
BBBBBBB@

u(T ¡ 1)

u(T ¡ 2)

...

u(1)

u(0)

1
CCCCCCCA

= xT ¡ ATx0 (2:5)
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egyenletre hozhat¶o.

2.1. T¶etel. A (2.1) rendszer akkor ¶es csak akkor ir¶any¶³that¶o tetsz}oleges xT

v¶eg¶allapotra, ha az KA m¶atrix rangja n.

2.1. Megjegyz¶es. A klasszikus ir¶any¶³t¶asi feladatban C = 0, akkor pedig

KA = (B;AB;A2B; . . . ;AT¡1B)

ami a kÄozismert klasszikus K¶alm¶an-f¶ele ir¶any¶³t¶asi m¶atrixot adja.

2.1. P¶elda. Legyen B olyan m¶atrix, amire rank(B) < n, A = I az
egys¶egm¶atrix, valamint C = I ¡ B. Ekkor

K = (B;B; . . . ;B); rank(K) = rank(B) < n

¶es
KA = (B; I; I; . . . ; I); rank(KA) = n :

Az ¶altal¶anos¶³tott modell ir¶any¶³that¶o, am¶³g a hozz¶atartoz¶o klasszikus modell
nem.

2.2. P¶elda. Legyen n = 2; m = 1;

A =

µ
1 1
1 1

¶
; B =

µ
1
0

¶
C = ¡AB =

µ
¡1
¡1

¶

Ekkor

K =

µ
1 1
0 1

¶
; rank(K) = n ;

m¶³g

KA =

µ
1 0
0 0

¶
; rank(KA) = 1 < n :

Ebben az esetben a klasszikus modell ir¶any¶³that¶o, m¶³g az ¶altal¶anos modell
nem.

2.2. Megjegyz¶es. Egyik rendszer ir¶any¶³that¶os¶ag¶ab¶ol sem kÄovetkezik a m¶asik
ir¶any¶³that¶os¶aga.

2.3. Megjegyz¶es. Az el}o¶³rt v¶eg¶allapotba ir¶any¶³that¶o input sorozatokat a
(2.5) line¶aris egyenletrendszer megold¶asai szolg¶altatj¶ak.

2.4. Megjegyz¶es. A Cayley-Hamilton t¶etel alapj¶an An line¶aris kombi-
n¶aci¶oja az I;A;A2; . . . ;An¡1 m¶atrixoknak, ¶³gy (2.4)-ben a An¡1(AB + C)
blokk ut¶ani blokkok m¶ar nem v¶altoztathatj¶ak meg a KA m¶atrix rangj¶at. Teh¶at,
ha a rendszer nem v¶alik ir¶any¶³that¶ov¶a a T = n + 1 peri¶odusig, akkor k¶es}obb
m¶ar nem v¶alhat ir¶any¶³that¶ov¶a.

2.5. Megjegyz¶es. Ha a rendszer nem teljesen ir¶any¶³that¶o, akkor is ir¶a-
ny¶³that¶o lehet bizonyos xT ¶allapotokra. Ez akkor lehets¶eges, ha xT ¡ ATx0

a KA m¶atrix oszlopter¶enek eleme.

Az el}oz}oekben id}ovari¶ans rendszert vizsg¶altunk, az ¶altal¶anosabb id}ofÄugg}o
rendszerek esete ugyan¶³gy t¶argyalhat¶o minim¶alis v¶altoztat¶asokkal, amelyeket
az ¶erdekl}od}o olvas¶o egyszer}u gyakorlatk¶ent elv¶egezhet.
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3 Diszkr¶et oligopol modell

TekintsÄunk n v¶allalatot, amelyek azonos term¶eket gy¶artanak ¶es egy kÄozÄos
piacon ¶ert¶ekes¶³tik. JelÄolje xk a k-dik termel}o kibocs¶at¶as¶at, ¶³gy az Äosszes

term¶ekmennyis¶eg s =
nP

k=1

xk, ¶es a k-dikt¶ol kÄulÄonbÄoz}o v¶allalatok egyÄuttes

termel¶ekenys¶ege sk =
P
l6=k

xl. Line¶aris ¶ar- ¶es kÄolts¶egfÄuggv¶enyeket felt¶etelezve

p(s) = A ¡ Bs (A;B > 0) ¶es C(xk) = ®kxk + ¯k (®k > 0; ¯k ¸ 0)

jelÄoli az ¶arfÄuggv¶enyt ¶es a k-adik v¶allalat kÄolts¶egfÄuggv¶eny¶et.
TegyÄuk fel, hogy az ¶allam t¶amogatja a termel¶est uk hozz¶aj¶arul¶assal min-

den egys¶egnyi term¶ekmennyis¶eghez. ¶Igy a k-adik v¶allalat pro¯tja a bev¶etel
¶es a kiad¶as kÄulÄonbs¶ege

¦k = xk(A ¡ Bxk ¡ Bsk) ¡ (®k ¡ uk)xk ¡ ¯k

= xk(A ¡ Bxk ¡ Bsk ¡ ®k + uk) ¡ ¯k :
(3:1)

A v¶allalat maxim¶alis pro¯tra tÄorekszik, ami a tÄobbiek termel¶es¶et}ol is fÄugg,
¶³gy adott sk mellett az optimumfelt¶etelek

@¦k

@xk
= A ¡ 2Bxk ¡ Bsk ¡ ®k + uk = 0 ; (3:2)

vagyis az optim¶alis term¶ekkibocs¶at¶asa

xk =
1

2B
(A ¡ Bsk ¡ ®k + uk) : (3:3)

Azonban sk = s ¡ xk, ¶³gy (3.2) az

A ¡ 2Bxk ¡ Bs + Bxk ¡ ®k + uk = 0

alakba is ¶³rhat¶o, amib}ol

xk =
1

B
(A ¡ Bs ¡ ®k + uk) (3:4)

pozit¶³v optimumot felt¶etelezve. Ha valamelyik v¶allalatn¶al xl = 0, akkor ez
a v¶allalat abbahagyja a tev¶ekenys¶eg¶et, ¶³gy nyugodtan felt¶etelezhetjÄuk, hogy
xk > 0; k = 1; 2; . . . ; n. A statikus Nash-egyens¶uly eset¶en az Äosszes v¶allalat
kiel¶eg¶³ti a (3.4) felt¶etelt. Ha Äosszeadjuk a (3.4) egyenletet k = 1; 2; . . . ; n
eset¶ere, akkor

s =
1

B

Ã
nA ¡ nBs ¡

nX

l=1

®l +
nX

l=1

ul

!

ad¶odik, amib}ol megkapjuk a teljes egyens¶ulyi kibocs¶at¶ast

¹s =
1

(n + 1)B

Ã
nA ¡

nX

l=1

®l +
nX

l=1

ul

!
; (3:5)
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valamint a k-dik v¶allalat egyens¶ulyi kibocs¶at¶asa (3.4) alapj¶an

¹xk =
1

B

µ
A ¡ nA ¡ Pn

l=1 ®l +
Pn

l=1 ul

n + 1
¡ ®k + uk

¶

=
1

(n + 1)B

Ã
A +

nX

l=0

®l ¡
nX

l=0

ul ¡ (n + 1)®k + (n + 1)uk

!
;

(3:6)

amelyek a statikus j¶at¶ek egyens¶ulypontj¶at adj¶ak.
Diszkr¶et id}osk¶al¶at felt¶etelezve tegyÄuk fel, hogy a t = 0 id}opontban a

kezdeti kibocs¶at¶asok adottak, ¶es a tov¶abbi t = 1; 2; . . . id}opontokban a k-
dik v¶allalat a kÄovetkez}ok¶eppen gondolkodik. A tÄobbiek egyÄuttes kibocs¶at¶asa
nP

l 6=k

xl(t), amit a v¶allalat nem ismer, de felt¶etelezi, a kÄovetkez}o peri¶odusra ez

nem v¶altozik, amit statikus elv¶ar¶asnak szoktak nevezni. ¶Igy a (t + 1)-dik
peri¶odusban a v¶elt optim¶alis termel¶ekenys¶ege (3.3) alapj¶an

xk(t + 1) =
1

2B

³
A ¡ B

X

l6=k

xl(t) ¡ ®k + uk(t)
´

: (3:7)

A v¶allalat azonban ¯gyelembe szeretn¶e venni a szubvenci¶o esetleges v¶al-
toz¶as¶at, ¶³gy (3.7) helyett alkalmas °k konstans mellett az

xk(t + 1) =
1

2B

³
A ¡ B

X

l 6=k

xl(t) ¡ ®k + uk(t)
´

+ °k (uk(t) ¡ uk(t ¡ 1))

dinamik¶at v¶alasztja, amely homog¶en megfelel}oje

zk(t + 1) = ¡1

2

X

l 6=k

zl(t) +

µ
1

2B
+ °k

¶
uk(t) ¡ °kuk(t ¡ 1) (3:8)

alakra ¶³rhat¶o. Ha bevezetjÄuk az

A =

0
BBBB@

0 ¡1
2 . . . ¡1

2

¡ 1
2 0 . . . ¡1

2
...

...
. . .

...
¡ 1

2
¡1

2
. . . 0

1
CCCCA

; B =

0
BBBB@

1
2B + °1

1
2B + °2

...
1

2B
+ °n

1
CCCCA

; C =

0
BBB@

¡ °1

¡ °2
...

¡ °n

1
CCCA

m¶atrixot ¶es vektorokat, akkor a (2.1) modellt kapjuk.
A °1 = °2 = . . . = °n speci¶alis esetben

B =

µ
1

2B
+ °

¶
1; C = ¡°1; A = ¡1

2

¡
1 £ 1T ¡ I

¢
;

ahol 1 az n elem}u, csupa 1 komponens}u vektor. ¶Igy KA minden oszlopa az
1 vektor skal¶arszorosa, azaz rankKA = 1, a modell nem ir¶any¶³that¶o.
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TekintsÄuk az n = 2 esetet °1 6= °2 eset¶en. Ekkor

A =

µ
0 ¡ 1

2

¡1
2 0

¶
; B =

µ 1
2B + °1

1
2B + °2

¶
; AB =

µ¡ 1
4B ¡ 1

2 °2

¡ 1
4B ¡ 1

2 °1

¶
;

¶³gy

AB + C =

µ¡ 1
4B

¡ 1
2

°2 ¡ °1

¡ 1
4B

¡ °2 ¡ 1
2

°1

¶

¶es

KA =

µ 1
2B + °1 ¡ 1

4B ¡ 1
2 °2 ¡ °1

1
2B

+ °2 ¡ 1
4B

¡ °2 ¡ 1
2

°1

¶
: (3:9)

Ekkor

detKA =
³ 1

2B
+ °1

´³
¡ 1

4B
¡ °2 ¡ 1

2
°1

´
¡

³ 1

2B
+ °2

´³
¡ 1

4B
¡ 1

2
°2 ¡ °1

´

= ¡1

2
°2
1 +

1

2
°2
2 ;

(3:10)
amely nyilv¶anval¶oan z¶erus °1 = °2 eset¶en. A modell ir¶any¶³that¶os¶ag¶anak
szÄuks¶eges ¶es el¶egs¶eges felt¶etele az, hogy a (3.10) kifejez¶es z¶erust¶ol kÄulÄonbÄoz}o
¶ert¶ek}u legyen, azaz j°1j 6= j°2j.

4 Folytonos matematikai modell

A (2.1) diszkr¶et rendszer folytonos megfelel}oj¶et akkor kapjuk, ha azt ¶at¶³rjuk

x(t + 1) ¡x(t) = (A ¡ I)x(t) + (B + C)u(t) + (¡C)(u(t) ¡u(t ¡ 1)) (4:1)

alakba. Ha az x(t + 1) ¡ x(t) ¶es u(t) ¡ u(t ¡ 1) kÄulÄonbs¶egeket deriv¶altakkal
helyettes¶³tjÄuk, akkor az

_x(t) = (A ¡ I)x(t) + (B + C)u(t) ¡ C_u(t) (4:2)

modell ad¶odik. Ilyen t¶³pus¶u rendszerek ir¶any¶³t¶asi probl¶em¶aj¶anak vizsg¶alata
messze meghaladja ennek a cikknek kereteit, mert igen bonyolult matematikai
appar¶atust ig¶enyel.

A fenti probl¶ema vizsg¶alat¶ahoz szÄuks¶eges matematikai appar¶atus r¶eszle-
tesen megtal¶alhat¶o [Moln¶ar, S., 1993], [Moln¶ar, S. et al., 2017] ¶es [Moln¶ar,
S., 2017]-ben.

Az eml¶³tett dolgozatok eredm¶enyeit a kÄovetkez}okben lehet Äosszefoglalni.
A megfogalmazott c¶elkit}uz¶esek el¶er¶eshez szÄuks¶eg volt n¶eh¶any algebrai foga-
lom Äosszefoglal¶as¶ara, tÄobbek kÄozÄott a gy}ur}u, a di®erenci¶algy}ur}u, az algebrai,
illetve di®erenci¶alalgebrai fÄugg¶es, fÄuggetlens¶eg, a di®erenci¶alpolinom ¶es az al-
gebrai di®erenci¶alegyenlet fogalm¶ara. A param¶eterv¶altoz¶os ir¶any¶³t¶asi rendsze-
rek vizsg¶alat¶ahoz az ¶allapott¶ol, ill. a kimenetekt}ol fÄugg}o param¶eterek eset¶en
a parci¶alis di®erenci¶algy}ur}uk n¶eh¶any elemi tulajdons¶agaira is szÄuks¶eg volt az
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egys¶eges m¶odszertani keretek v¶egett. Az term¶eszetes, hogy a bemeneteknek a
deriv¶altjai is szerepelhetnek mind az ¶allapott¶erben megfogalmazott ir¶any¶³t¶asi
differenci¶alegyenletekben, mind a kimenetekben. Ezzel term¶eszetes m¶odon
ad¶odik a K¶alm¶an-f¶ele kanonikus alakokn¶al is ¶altal¶anosabb ¶un. Fliess-f¶ele ka-
nonikus alak [Kalman, R. E. et al., 1969], [Fliess, M., 1991]. Besz¶elhetÄunk
line¶aris rendszerekr}ol is, amikor az adott le¶³r¶o egyenletek line¶arisak az ¶allapot-
v¶altoz¶okban ¶es a bemenetekben, ill. azok deriv¶altjaiban is. A fogalmak hasz-
n¶alhat¶os¶ag¶ara mutatnak a szerz}ok egy ¶erdekes eredm¶enyt, amely a klasszikus
K¶alm¶an-f¶ele m¶atrix-rangfelt¶etel ¶altal¶anos¶³t¶asa [Moln¶ar, S., 1993], [Moln¶ar, S.
et al., 2020].

Legyen a vizsg¶alt rendszer a (deriv¶alt Fliess-f¶ele jelÄol¶es¶evel)

dx = Ax +
IX

i=0

Bid
iu

y = Cx +
IX

i=0

Did
iu:

Ennek az el¶erhet}os¶eg¶et tekintve a

½

"
IX

i=0

AiBi;A

Ã
IX

i=0

AiBi

!
; :::; An¡1

Ã
IX

i=0

AiBi

!#
= n

felt¶etel szÄuks¶eges ¶es el¶egs¶eges. Ez a K¶alm¶an-f¶ele rangfelt¶etel ¶altal¶anos¶³t¶asa.
A szerz}ok vizsg¶alt¶ak a line¶aris id}ot}ol fÄugg}o rendszerek ¶ugynevezett rend-

szertulajdons¶agait is. Rendszertulajdons¶agokon a bemenet-kimenet rendsze-
rek 0-b¶ol val¶o el¶erhet}os¶eg¶et, 0-ba ir¶any¶³that¶os¶ag¶at, meg¯gyelhet}os¶eg¶et ¶es re-
konstru¶alhat¶os¶ag¶at, valamint valamilyen t¶³pus¶u stabilit¶as¶at ¶ertjÄuk. Ez ut¶ob-
bival nem foglalkoztak ¶atfog¶oan, mert a klasszikus Ljapunov-f¶ele m¶odszerek,
a Riccati-egyenletes jellemz¶esek l¶enyeg¶eben megoldj¶ak a probl¶em¶at ebben a
rendszeroszt¶alyban is.

A klasszikus kanonikus alak¶u

_x (t) = A (t)x (t) + B (t)u (t)

y (t) = C (t)x (t) + D (t) u (t)

id}ot}ol fÄugg}o egyÄutthat¶os rendszerekre K¶alm¶an minden alapk¶erd¶est megoldott.
Bebizony¶³totta az ¶altala de¯ni¶alt alapvet}o fogalmakat illet}oen (el¶erhet}o-

s¶eg, ir¶any¶³that¶os¶ag, meg¯gyelhet}os¶eg ¶es rekonstru¶alhat¶os¶ag) az el¶erhet}os¶eg ¶es
meg¯gyelhet}os¶eg, illetve az ir¶any¶³that¶os¶ag ¶es rekonstru¶alhat¶os¶ag kÄozÄotti du-
alit¶ast, valamint a folytonos idej}u (2.1) alak¶u rendszerekre fenn¶all¶o el¶erhet}o-
s¶eg ¶es ir¶any¶³that¶os¶ag, valamint meg¯gyelhet}os¶eg ¶es rekonstru¶alhat¶os¶ag p¶arok
ekvivalenci¶aj¶at. Ennek ¶ertelm¶eben csak egyetlen rendszertulajdons¶aggal, az
el¶erhet}os¶eggel foglalkoztak a szerz}ok.

T¶eteleik (ld. Moln¶ar S. et al., [Moln¶ar, S., 1993], [Moln¶ar, S. et al., 2017],
[Moln¶ar, S. et al., 2020], [Moln¶ar, S., 2017]) kapcsolatot teremtenek az el¶er-
het}os¶eg Gram-f¶ele m¶atrixos jellemz¶ese ¶es az ¶altal¶anos¶³tott K¶alm¶an-f¶ele rang-
felt¶etellel megfogalmazott szÄuks¶eges ¶es el¶egs¶eges felt¶etel kÄozÄott. Ez azonban
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nem teljesen zÄokken}omentes, ui. szÄuks¶eg volt tov¶abbi, az id}ofÄugg}o egyÄuttha-
t¶okra vonatkoz¶o di®erenci¶alalgebrai felt¶etelekre is, az ¶un. gerjeszt¶esi felt¶ete-
lekre. Ezt ¶ugy kapt¶ak meg, hogy a Wei-Norman-f¶ele di®erenci¶alegyenletre
[Wei, J. and Norman, E., 1964] alkalmazt¶ak a Diop-f¶ele ¶allapotelimin¶aci¶os
algoritmust [Diop, S., 1991], [Moln¶ar, S. et al., 2017].

A tov¶abbiakban az el}oz}oekben eml¶³tettekhez hasonl¶oan struktur¶alt rend-
szert vizsg¶altak, de az id}ot}ol fÄugg}o egyÄutthat¶ok helyett ¶allapotfÄugg¶est felt¶e-
teleztek.

¶All¶³t¶asaikat a speci¶alis

_x (t) =
IX

i=0

pi (t)Aix + q (t)Bu

alak¶u rendszerekre mutatt¶ak be. Bebizony¶³tott¶ak, hogy ha a p(x) egyÄutthat¶o
teljes¶³t egy ¶un. gerjeszt¶esi felt¶etelt, amely egy p-re vonatkoz¶o parci¶alis diffe-
renci¶alegyenlet nem teljesÄul¶es¶et jelenti, akkor kiv¶eve egy nem s}ur}u szingul¶aris
felÄuletet, a rendszer lok¶alis ir¶any¶³that¶os¶ag¶anak a felt¶etele a j¶ol ismert

½
¡
B; AB; ::::An¡1B

¢
= n

rangfelt¶etel lesz.
A lokalit¶as itt azt jelenti, hogy a szingularit¶asi felÄulet felbonthatja tÄobb

ny¶³lt komponensre az ¶allapotteret, amelyek egyÄuttesen s}ur}u halmazt alkotnak
ugyan, de nem felt¶etlenÄul lehet egyik komponensr}ol a m¶asikra ir¶any¶³tani a
rendszert.

Az ¶altal¶anos t¶etelt hasonl¶ok¶eppen igazolt¶ak, egy technikailag ¯nom¶³tott
m¶odszerrel. Az ¶altal¶anos¶³tott, ¶un. perzisztencia gerjeszt¶esi t¶etel hasonl¶ot ¶all¶³t.
A gerjeszt¶esi felt¶etelek teljesÄul¶ese eset¶en a lok¶alis ir¶any¶³that¶os¶ag szÄuks¶eges ¶es
el¶egs¶eges felt¶etele az ¶altal¶anos¶³tott K¶alm¶an-f¶ele rangfelt¶etel teljesÄul¶ese. Ezen
t¶ulmen}oen tov¶abbi nagyon ¶erdekes eredm¶enyek tal¶alhat¶oak a Moln¶ar et al.,
[Moln¶ar, S., 2020] forr¶asban.

5 Folytonos oligopol modell

Ha a (4.2) ¶at¶³r¶ast a (3.8) egyenletre alkalmazzuk, akkor

A ¡ I =

0
BBB@

¡1 ¡1
2 . . . ¡1

2

¡ 1
2

¡1 . . . ¡1
2

...
...

. . .
...

¡ 1
2

¡1
2

. . . ¡1

1
CCCA ; B + C =

0
BBB@

1
2B
1

2B
...
1

2B

1
CCCA ¶es C =

0
BBB@

¡°1

¡°2
...

¡°n

1
CCCA ;

¶³gy a folytonos modell a kÄovetkez}o alak¶u
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Ennek a modellnek a vizsg¶alata az ¶altal¶anos elm¶elet alapj¶an v¶egezhet}o el, a
r¶eszletek neh¶ezs¶ege ¶es bonyolults¶aga miatt ezzel itt nem tudunk foglalkozni.

6 Befejez}o megjegyz¶esek

A dolgozatban a klasszikus ir¶any¶³t¶aselm¶elet olyan kiterjeszt¶es¶et vezettÄuk be,
amikor az ¶allapot transzform¶aci¶os egyenlet nemcsak a jelenlegi ¶allapot ¶es
input fÄuggv¶enye, hanem az eggyel megel}oz}o inputt¶ol vagy annak deriv¶altj¶at¶ol
is fÄugg. A diszkr¶et id}osk¶ala eset¶en szÄuks¶eges ¶es el¶egs¶eges felt¶etelt adtunk az
¶allapotfÄuggv¶eny ir¶any¶³that¶os¶ag¶ara ¶es m¶odszert is adtunk az ir¶any¶³t¶o input
sorozat megtal¶al¶as¶ara. Amennyiben a megold¶as nem egy¶ertelm}u, akkor a
megold¶ashalmazon egy alkalmas c¶elfÄuggv¶enyt, p¶eld¶aul az inputok Äosszes kÄolt-
s¶eg¶et lehet minimaliz¶alni. Erre a k¶erd¶esre egy kÄovetkez}o dolgozatban m¶eg
visszat¶erÄunk. Folytonos id}osk¶ala mellett az ¶altal¶anos modellt megfogalmaz-
tuk, ¶es irodalmi ¶utmutat¶ast adtunk a megold¶as elm¶eleti h¶atter¶ere ¶es konkr¶et
alkalmaz¶as¶ara.

Az oligopol j¶at¶ek eset¶ere mutattuk be a modelleket, ¶es a diszkr¶et esetben
a megold¶ast is bemutattuk.
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GENERALIZED KALMAN-TYPE RANK CONDITIONS

FOR OLIGOPOLIES

A generalized ¯nal state control model is introduced, in which the state transition
relation depends on the current state and input as usual, and in addition it contains
the input in the previous time period in the discrete case, or the derivative of the
input function in the continuous case. The discrete case is discussed in detail.
Su±cient and necessary conditions are given for the complete controllability of the
¯nal state and a system of linear algebraic equations is derived, the solutions of
which provide the controlling input sequence. These results are straightforward
generalizations of the corresponding Kalman-type rank conditions. The general
methodology is illustrated in the case of the dynamic oligopoly game.




