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ALTALANOSITOTT KALMAN-FELE KRITERIUMOK
ALKALMAZASA AZ OLIGOPOL PROBLEMARA!

MOLNAR SANDOR - SZIDAROVSZKY FERENC
Szent Istvan Egyetem — Corvinus Egyetem

A dolgozatban egy &ltalanositott irdnyitasi feladattal foglalkozunk, amely
annyiban kiilonbozik a klasszikus problématol, hogy az allapottranszforma-
cios egyenlet nemcsak a jelenlegi dllapottol és inputtdl fiigg, hanem diszkrét
esetben a megel6z6 inputot, a folytonos esetben pedig az inputfiiggvény deri-
valtjat is tartalmazza. Részletesen a diszkrét esettel foglalkozunk. Sziikséges
és elégséges feltételt adunk a végso allapot irdanyithatdsagara, és megadjuk
azt a linearis egyenletrendszert, aminek megoldasai szolgéaltatjak az iranyitast
biztosité input sorozatot. Ezek az eredmények a Kélman-féle feltételek koz-
vetlen dltaldnositdsai. A dinamikus oligopol jaték esetén illusztréljuk az &l-
talanos eredményeket.

1 Bevezetés

Gazdasagi rendszerek iranyithatésaga egy fontos problémakort jelent, amikor
a rendszer gazdasagi mutatoit elére megtervezett értékekre kivanjuk vezérelni
egy adott késébbi idépontra.

Ezzel a kérdéskorrel az irdanyitaselmélet foglalkozik, aminek alapjait linea-
ris rendszerek esetére a [Szidarovszky, F. et al., 1997] monogréfia mutatja be.
A modellben a kovetkezd idéperiédusbeli dllapot a jelenlegi dllapot és input
fliggvénye diszkrét idoskalat feltételezve, a folytonos esetben pedig az allapot
valtozdsanak irdnya fligg ugyanezektdl. Az irdnyitast a megfeleléen valasztott
inputfiiggvény garantalja, ha ilyen létezik.

A Klasszikus oligopol modell irdnyithatdsdgat vizsgalta a [Okuguchi, K.
et al., 1999] kiadvény, amelyben a szerzék kimutattdk, hogy a rendszer ira-
nyithatésdga fiigg az allapotvaltozd és az input dimenzigjatdl, valamint a
marginalis koltségektol.

Gyakran sziikséges az is, hogy az 1j allapot vagy az allapot valtozasanak
irdnya nemcsak az input jelenlegi értékétol, hanem annak varhato alakulasé-
tdl is fluggjon. Példaul egy vallalat sokkal simabban tud alkalmazkodni az
input valtozasaihoz, ha arrdl informaciéja van.

Ebben a dolgozatban ezzel az altalanositott iranyitasi problémaval foglal-
kozunk. A diszkrét eset egyszerii linedris algebrai eszkézokkel kénnyen tar-
gyalhato, a folytonos eset azonban bonyolultabb és nehezebb matematikai ap-
paratust igényel, ami meghaladja ennek a dolgozatnak a kereteit. fgy ebben
az esetben a felhasznalandé apparatust és a részletes megoldast tartalmazé
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munkakat mutatjuk be [Molnér, S., 1993], [Molnar, S. et al., 2017], [Molnér,
S. et al., 2020].

2 Diszkrét matematikai modell

Diszkrét idoskalat feltételezve tekintsiik a kovetkezo altaldnositott iranyitési
feladatot

x(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t) + Cu(t — 1), (2.1)
ahol x az n dimenzids allapotvaltozd, u egy m dimenzids input, A egy n xn
tipust matrix, valamint B és C n x m tipustak. A kezdeti dllapot x(0) = x¢
adott. Olyan input sorozatot keresiink, amely a rendszer allapotat adott
x(T') = xr vektorra vezérli, ahol T a végs6 id6 periddus és x az eldirt vég-
allapot. Mindenekelétt egy zart formuldra van szitkségiink, ami x(7") értékét
kézvetleniil megadja a (2.1) rekurziv formula helyett.

Alkalmazzuk a (2.1) rekurzidt ¢t = 1,2,..., esetére azzal a feltételezéssel,
hogy u(—1) = 0, hiszen a t = 0 iddpontban kezdddik az irdnyitds. Kénnyen
lathatd, hogy

x(1) = Axo+ Bu(0),

x(2) = A(Axg+ Bu(0)) +Bu(1) + Cu(0)
= A’x; + (AB + C)u(0) 4 Bu(1)

x(3) = A (A®xo+ (AB + C)u(0) + Bu(1)) + Bu(2) + Cu(l)
= A’xg+ A(AB + C)u(0) + (AB + C)u(1) + Bu(2),

ami alapjan indukciéval kénnyen belathaté, hogy
t—2
x(t) = A'xg+ > A'""?77(AB + C)u(r) + Bu(t — 1) (2.2)
=0
Igy a keresett u(0),u(1),...,u(T — 1) sorozat a

i AT=2"T(AB + C)u(r) + Bu(T — 1) =xr — ATx, (2.3)

7=0

egyenlet megolddsa kell legyen. Vezessiik be az altaldnositott Kalman-féle
irdnyitasi métrixot, amely n x (T'm) tipusu,

K, =(B,AB+C,A(AB+CQC),...,A" ?>(AB+0Q)) , (2.4)
ekkor (2.3) a

u(T —1)
u(T —2)
Ky = X7 — A.TXO (25)
u(l)



Altalanositott Kalman-féle kritériumok alkalmazdsa az oligopol. . . 81

egyenletre hozhato.

2.1. Tétel. A (2.1) rendszer akkor és csak akkor irdnyithato tetszdleges xp
végdllapotra, ha az Ko mdtrix rangja n.

2.1. Megjegyzés. A klasszikus irdnyitasi feladatban C = 0, akkor pedig
K, = (B,AB,A’B,...,AT"'B)
ami a kézismert klasszikus Kdalmdn-féle irdnyitdsi mdtrizot adja.

2.1. Példa.  Legyen B olyan mdtriz, amire rank(B) < n, A =1 az
egységmatriz, valamint C =1 — B. Ekkor

K= (Ba B) v )B), rank(K) = rank(B) <n
és
KA:(B)I,I,...,I), rank(KA):n_

Az altaldnositott modell irdnyithat6, amig a hozzatartozé klasszikus modell
nem.

2.2. Példa. Legyenn =2, m=1,
11 1 -1
A=) me (o) emam= (D)

Kzll rank(K) =n
(6 1) moki)=n.

Ekkor

0 1

Ky= <(1) 8), rank(K4) =1<n.

Ebben az esetben a klasszikus modell irdnyithato, mig az dltaldnos modell
nem.

2.2. Megjegyzés. Egyik rendszer irdnyithatosagdbdl sem kovetkezik a mdsik
iranyithatosdga.

2.3. Megjegyzés. Az eldirt végdallapotba irdnyithatd input sorozatokat a
(2.5) linearis egyenletrendszer megolddsai szolgdltatjdk.

2.4. Megjegyzés. A Cayley-Hamilton tétel alapjin A™ linedris kombi-
ndcidja az I, A, A% ... A1 mdtrivoknak, igy (2.4)-ben a A""1(AB + C)
blokk utdni blokkok mdr nem vdltoztathatjik meg a K 4 mdtriz rangjdt. Tehdt,
ha a rendszer nem valik irdnyithatovd a T = n + 1 periddusig, akkor késobb
mdr nem vdlhat irdnyithatovd.

2.5. Megjegyzés. Ha a rendszer nem teljesen irdnyithato, akkor is ird-
nyithato lehet bizonyos xr dllapotokra. Ez akkor lehetséges, ha xp — ATxg
a K 4o mdtriz oszlopterének eleme.

Az el6zéekben idévarians rendszert vizsgdltunk, az dltaldnosabb idéfiiggd
rendszerek esete ugyanigy targyalhaté minimalis valtoztatasokkal, amelyeket
az érdekl6do olvaso egyszerii gyakorlatként elvégezhet.
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3 Diszkrét oligopol modell

Tekintstink n vallalatot, amelyek azonos terméket gyartanak és egy kozos
piacon értékesitik. Jelolje x a k-dik termelé kibocsatasat, igy az Osszes

3

termékmennyiség s = Y. xy, és a k-diktdl kiilonbozd vallalatok egyiittes
k=1
termelékenysége s = > ;. Linedris ar- és koltségfiiggvényeket feltételezve
1%k

p(s)=A—-Bs (A,B>0) é C(vg)=arzr+ 0k (ar >0, B >0)

jeloli az arfiiggvényt és a k-adik vallalat koltségfiiggvényét.

Tegytiik fel, hogy az dllam tdmogatja a termelést uj, hozzdjaruldssal min-
den egységnyi termékmennyiséghez. Igy a k-adik vallalat profitja a bevétel
és a kiadas kiilonbsége

Hk' = .Ijk(A — B.Iik. — Bsk) — (ak — uk)xk — ﬂk

(3.1)
Zxk(A—BJJk — Bsp, — ag —I—uk) — B .

A véllalat maximalis profitra torekszik, ami a tobbiek termelésétdl is fligg,
igy adott s; mellett az optimumfeltételek

Ol
—k:A—2Bxk—Bsk—ak—|—uk=0, (32)
axk

vagyis az optimalis termékkibocsatasa

1

= 2B(A—Bsk. —ak—l-uk.). (33)

T

Azonban s, = s — x, igy (3.2) az
A—2Bxy — Bs+ Bxp —a +u, =0

alakba is irhatd, amibdl

1

5 (A= Bs —ai +uy) (3.4)

T,

pozitiv optimumot feltételezve. Ha valamelyik vallalatnal x; = 0, akkor ez
a vallalat abbahagyja a tevékenységét, igy nyugodtan feltételezhetjiik, hogy
x>0, k=1,2,...,n. A statikus Nash-egyenstly esetén az Gsszes véallalat
kielégiti a (3.4) feltételt. Ha &sszeadjuk a (3.4) egyenletet k = 1,2,...,n

esetére, akkor
1 n n
S:E (nA—nBs—Z al—l—l_zl ul>

=1

adddik, amibdl megkapjuk a teljes egyensulyi kibocsatast

1 n n
§= ——— nA—Z al—l-Zul), (3.5)
(n+1)B ( = =
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valamint a k-dik véllalat egyensulyi kibocsétasa (3.4) alapjan

" <A_nA_Z;L1al+Z;L1ul
B

= n+1

_ak+uk>

:(n—l—l (A—l—Zal Zul (n+ Dok + (n+ Du >

amelyek a statikus jaték egyensilypontjat adjik.

Diszkrét idéskalat feltételezve tegyiik fel, hogy a ¢ = 0 id6pontban a
kezdeti kibocsatasok adottak, és a tovabbi ¢ = 1,2,... idépontokban a k-
dik véllalat a kovetkezdképpen gondolkodik. A tobbiek egyiittes kibocsatédsa

n

> ay(t), amit a véllalat nem ismer, de feltételezi, a kovetkezé periédusra ez
I#k

nem valtozik, amit statikus elvardsnak szoktak nevezni. Igy a (¢ + 1)-dik
periédusban a vélt optimdlis termelékenysége (3.3) alapjdn

xk(t+1):%(A—Ble(t)—ak+uk(t)). (3.7)
12k

A vallalat azonban figyelembe szeretné venni a szubvencié esetleges vél-
tozasét, igy (3.7) helyett alkalmas ; konstans mellett az

1
oe(t+1) = ﬁ(A - B#Zk 2 (t) — o +uk.(t)) oy (un(t) — wp(t — 1))
dinamikat véalasztja, amely homogén megfelelGje
(t+1) = IZ (t) + L ug (t) (t—1) (3.8)
2k =75 2 2 5p Tk Vi Uk .

alakra irhaté. Ha bevezetjitk az

1 1 1
0 -3 —3 35t N —m

1 1 1
A_| 2 O 3| po|mtR| |
—% —% 0 %_‘_’Yn — Tn

métrixot és vektorokat, akkor a (2.1) modellt kapjuk.
A vy =7 =... =", specidlis esetben

1 1 T
B—<ﬁ+7>1a C__’Yl) A__§(1X1 _I)’

ahol 1 az n elemi, csupa 1 komponensi vektor. fgy K4 minden oszlopa az
1 vektor skalarszorosa, azaz rank K4 = 1, a modell nem iranyithato.
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Tekintsiik az n = 2 esetet 1 # 72 esetén. Ekkor

0 1 1 11
A:< ) 2), B:<2f’ 71), AB:< i f”))
-5 0 55 T2 —iF — 3™

igy )
—iB 22—
Ao )
4B " Y2—37Mm
és
1 11
—_ + ——_ = —
K= <2f neoTan T am 1”) _ (3.9)
38 T2 —IB V27 3M
Ekkor
detka = (55 +7) (~q5 ~ 2= 57) ~ (55 +2) (g5~ 372 )
AT pT)\Tap ) TG T )\ T2 T
1 1
(3.10)
amely nyilvanvaléan zérus 7; = -, esetén. A modell irdnyithatésdganak

sziikséges és elégséges feltétele az, hogy a (3.10) kifejezés zérustdl kiillonboz6
értékil legyen, azaz |y1| # |2/

4 Folytonos matematikai modell
A (2.1) diszkrét rendszer folytonos megfeleljét akkor kapjuk, ha azt dtirjuk
x(t+1)—x(t)=(A-Dx(t)+ (B +C)u(t) + (-C)(u(t) —u(t—1)) (4.1)

alakba. Ha az x(t + 1) — x(t) és u(t) — u(t — 1) kiilonbségeket derivéltakkal
helyettesitjiik, akkor az

x(t) = (A = D)x(t) + (B + C)u(t) — Cu(t) (4.2)

modell adédik. Ilyen tipusu rendszerek irdnyitési problémajanak vizsgalata
messze meghaladja ennek a cikknek kereteit, mert igen bonyolult matematikai
apparatust igényel.

A fenti probléma vizsgdlatdhoz sziikséges matematikai apparatus részle-
tesen megtaldlhaté [Molndr, S., 1993], [Molndr, S. et al., 2017] és [Molnédr,
S., 2017]-ben.

Az emlitett dolgozatok eredményeit a kovetkezOkben lehet Gsszefoglalni.
A megfogalmazott célkitiizések eléréshez sziikség volt néhany algebrai foga-
lom 0sszefoglaldasara, tobbek kozott a gytrt, a differencidlgytri, az algebrai,
illetve differencidlalgebrai figgés, fiiggetlenség, a differencialpolinom és az al-
gebrai differencidlegyenlet fogalméra. A paramétervaltozds irdnyitdsi rendsze-
rek vizsgalatahoz az allapottol, ill. a kimenetektol fliggé paraméterek esetén
a parcialis differencidlgyliriik néhany elemi tulajdonsagaira is sziikség volt az
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egységes médszertani keretek végett. Az természetes, hogy a bemeneteknek a
derivaltjai is szerepelhetnek mind az dllapottérben megfogalmazott irdnyitasi
differencialegyenletekben, mind a kimenetekben. Ezzel természetes mdédon
adddik a Kalméan-féle kanonikus alakoknal is altalanosabb dn. Fliess-féle ka-
nonikus alak [Kalman, R. E. et al., 1969], [Fliess, M., 1991]. Beszélhetiink
linedris rendszerekrdl is, amikor az adott leiré egyenletek linearisak az allapot-
valtozdkban és a bemenetekben, ill. azok derivaltjaiban is. A fogalmak hasz-
nalhatésdgara mutatnak a szerzok egy érdekes eredményt, amely a klasszikus
Kalmén-féle matrix-rangfeltétel dltaldnositdsa [Molndr, S., 1993], [Molndr, S.
et al., 2020].
Legyen a vizsgdlt rendszer a (derivélt Fliess-féle jelolésével)

I
dr = Az + Z B;d'u
i=0
I
y=Czx+ Z D;d'u.
i=0

Ennek az elérhetGségét tekintve a

I I I
> A'B;, A (Z A"B,-) L, AP (Z A"'B,L->
i=0 i=0 i=0

feltétel sziikséges és elégséges. Ez a Kalman-féle rangfeltétel dltalanositasa.

A szerzok vizsgaltak a linedris id6tél fliggd rendszerek dgynevezett rend-
szertulajdonsagait is. Rendszertulajdonsagokon a bemenet-kimenet rendsze-
rek 0-bdl vald elérhetoségét, 0-ba iranyithatosagat, megfigyelhetdségét és re-
konstrualhatésagat, valamint valamilyen tipusd stabilitasat értjik. Ez utéb-
bival nem foglalkoztak atfogdan, mert a klasszikus Ljapunov-féle médszerek,
a Riccati-egyenletes jellemzések lényegében megoldjak a problémat ebben a
rendszerosztalyban is.

A Kklasszikus kanonikus alaki

@ (t) =AMz (t)+ Bt u(t)
y () =C(t)z )+ D(t)u(t)

ido6tol fiiggo egytitthatds rendszerekre Kalman minden alapkérdést megoldott.

Bebizonyitotta az altala definidlt alapvet6 fogalmakat illetden (elérhetd-
ség, irdnyithat6sig, megfigyelhet&ség és rekonstrualhatdsig) az elérhetdség és
megfigyelhet6ség, illetve az iranyithatdsag és rekonstrualhatosag kozotti du-
alitdst, valamint a folytonos ideji (2.1) alaku rendszerekre fennéllé elérhets-
ség és iranyithatésag, valamint megfigyelhetGség és rekonstrudlhatosag parok
ekvivalenciajat. Ennek értelmében csak egyetlen rendszertulajdonsaggal, az
elérhetoséggel foglalkoztak a szerzok.

Tételeik (1d. Molnér S. et al., [Molnér, S., 1993], [Molnér, S. et al., 2017],
[Molnér, S. et al., 2020], [Molnér, S., 2017]) kapcsolatot teremtenek az elér-
het6ség Gram-féle matrixos jellemzése és az altalanositott Kalman-féle rang-
feltétellel megfogalmazott sziikséges és elégséges feltétel kozott. Ez azonban

p =n
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nem teljesen zokkenémentes, ui. sziikség volt tovabbi, az id6fliggo egyiittha-
tokra vonatkozo differencidlalgebrai feltételekre is, az Un. gerjesztési feltéte-
lekre. Ezt ugy kaptdk meg, hogy a Wei-Norman-féle differencidlegyenletre
[Wei, J. and Norman, E., 1964] alkalmaztdk a Diop-féle allapotelimindcids
algoritmust [Diop, S., 1991], [Molndr, S. et al., 2017].

A tovébbiakban az el6zéekben emlitettekhez hasonléan strukturdlt rend-
szert vizsgaltak, de az idotdl fliggo egytitthatdk helyett allapotfiiggést felté-
teleztek.

Allit4saikat a specialis

I
(1) = Zpi (t) Aix +q(t) Bu

=0

alaki rendszerekre mutattdk be. Bebizonyitottak, hogy ha a p(x) egyiitthatd
teljesit egy un. gerjesztési feltételt, amely egy p-re vonatkozd parcidlis diffe-
rencidlegyenlet nem teljesiilését jelenti, akkor kivéve egy nem siri szingularis
feltiletet, a rendszer lokdlis iranyithatdsaganak a feltétele a jol ismert

p(B,AB,... A" 'B) =n

rangfeltétel lesz.

A lokalitas itt azt jelenti, hogy a szingularitasi feliilet felbonthatja tobb
nyilt komponensre az allapotteret, amelyek egyiittesen siirti halmazt alkotnak
ugyan, de nem feltétleniil lehet egyik komponensrdl a masikra irdanyitani a
rendszert.

Az 4ltaldnos tételt hasonloképpen igazoltak, egy technikailag finomitott
modszerrel. Az dltaldnositott, in. perzisztencia gerjesztési tétel hasonlét allit.
A gerjesztési feltételek teljesiilése esetén a lokalis irdanyithatdsag sziikséges és
elégséges feltétele az dltalanositott Kalman-féle rangfeltétel teljestilése. Ezen
tilmenoden tovabbi nagyon érdekes eredmények taldlhatéak a Molnar et al.,
[Molnar, S., 2020] forrasban.

5 Folytonos oligopol modell

Ha a (4.2) 4tirast a (3.8) egyenletre alkalmazzuk, akkor

1 1 1 1
2 2 2B -
17 1 1 _
R 2|, B+Cc=|P | & c=| "],
11 : 1 —
igy a folytonos modell a kévetkezd alaku
1 1 _1 1
2 2 2B ga!
L 1 L -
at)y=| ? Zla+ | 2P fu)+ | [ ae).

|
N
|
N[—=
|
—_
S
2
3
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Ennek a modellnek a vizsgalata az altalanos elmélet alapjan végezheté el, a
részletek nehézsége és bonyolultsdga miatt ezzel itt nem tudunk foglalkozni.

6 Befejezo megjegyzések

A dolgozatban a klasszikus irdnyitdselmélet olyan kiterjesztését vezettiik be,
amikor az &allapot transzformdcids egyenlet nemcsak a jelenlegi allapot és
input fiiggvénye, hanem az eggyel megel6z6 inputtdl vagy annak derivaltjatol
is fiigg. A diszkrét idGskdla esetén sziikséges és elégséges feltételt adtunk az
allapotfiiggvény irdnyithatosagara és moédszert is adtunk az irdanyité input
sorozat megtaldlasira. Amennyiben a megoldds nem egyértelmii, akkor a
megoldashalmazon egy alkalmas célfiiggvényt, példaul az inputok 6sszes kolt-
ségét lehet minimalizélni. FErre a kérdésre egy kovetkezd dolgozatban még
visszatériink. Folytonos iddskala mellett az altaldnos modellt megfogalmaz-
tuk, és irodalmi utmutatast adtunk a megoldéds elméleti hatterére és konkrét
alkalmazdasara.

Az oligopol jaték esetére mutattuk be a modelleket, és a diszkrét esetben
a megoldast is bemutattuk.
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GENERALIZED KALMAN-TYPE RANK CONDITIONS
FOR OLIGOPOLIES

A generalized final state control model is introduced, in which the state transition
relation depends on the current state and input as usual, and in addition it contains
the input in the previous time period in the discrete case, or the derivative of the
input function in the continuous case. The discrete case is discussed in detail.
Sufficient and necessary conditions are given for the complete controllability of the
final state and a system of linear algebraic equations is derived, the solutions of
which provide the controlling input sequence. These results are straightforward
generalizations of the corresponding Kalman-type rank conditions. The general
methodology is illustrated in the case of the dynamic oligopoly game.





