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A THURSTONE-MODSZER ALTALANOSITASA
ELONYOK FIGYELEMBE VETELERE!

MIHALYKONE ORBAN EVA — MIHALYKO CSABA
Pannon Egyetem

Cikkiink egy péaros Gsszehasonlitasi modszerrel foglalkozik, amelyben figye-
lembe vessziik az Osszehasonlitandé objektumok valamelyikének az elényds
helyzetét. A mdédszer Thurstone modelljén alapul, azonban azt a latens va-
16szintiségi valtozok eloszlasa tekintetében altaldnositja, és beépiti abba az
elony lehetéségét. Cikkiinkben bevezetiink egy harom dontési opcidt biz-
tosité modellt. A modell paramétereit maximum likelihood (ML) becsléssel
becstljik. Megadjuk az ML becslés egyértelmi 1étezését biztosito feltételeket
nemteljes Osszehasonlitas esetén. Mddszeriinket illusztralandé azt egy sakk-
csapat-versenyre alkalmazzuk, és a kapott eredményeket Gsszehasonlitjuk mas
kiértékelési modszerek eredményeivel.

Kulesszavak: paros 6sszehasonlitas, Thurstone-mdédszer, elony figyelembe
vétele, maximum likelihood becslés. JEL kod: C02, C44

1 Bevezetés

Paros Osszehasonlitasokat gyakran alkalmaznak olyan teriileteken, ahol az
Osszehasonlitandé objektumokat szubjektiv szempontok szerint értékelik. Pél-
daként emlithetjiik a pszicholdgiat, a politikat, a marketinget, de még a sport
teriiletén is talalhaté alkalmazds, hiszen az egyes jatékosok (csapatok) kozti
meccsek eredményei is tekintheték paros osszehasonlitasok eredményeinek.
Gyakran elofordul ilyen probléma dontéselokészités soran is, amikor sziikség
van bizonyos termékek népszeriiségének, egyes tulajdonsagok fontossdganak
vizsgalatara. Ilyen esetekben nehezen értelmezhetd, gyakran esetleges egy-
egy méroszam értéke, mert mast érthet rajta az egyik vagy a masik véle-
ményez6. Gondoljunk csak arra, hogy mit jelent az az értékelés, amikor azt
mondjuk, hogy az egyik fajta termék kétszer annyira tetszik, mint a masik.
Ha azonban az 6sszehasonlitas eredményeként csak annyit mondunk, hogy
inkdbb tetszik (jobb), illetve kevésbé tetszik (rosszabb), akkor az értékelésnek
ez az eredménye mar megalapozottabbnak tekinthet6. A kapott ,,verbélis”
meghatarozasok aztan kiilonb6z6 mddszerekkel kiértékelheték, van amelyik-
kel csak az értékelend6 objektumok sorrendje allapithaté meg, van amelyik-
kel a jésaguk is szamszertusithetd, sot egyes modszerek esetén még egyéb in-
formacidk is nyerhetok, példaul hipotézisvizsgalat végezhetd az objektumok
kozotti szignifikans eltérések kimutatasara.
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A mddszerek més szempontok szerint is csoportosithaték. Példaul asze-
rint is, hogy az Osszehasonlitas eredménye hanyféle lehet. Klasszikus a két
opcié (jobb, rosszabb) alkalmazasa ([15]), de van amikor sziikséges ezek mel-
lett egy harmadik, az ,,egyforma” opcié ([13]), vagy akér hdromnél t6bb
opci6 hasznélata is ([16], [3]). Példaul a nagyon népszerii Analytic Hierarchy
Process (AHP) mddszer esetében altaldban 9 opcié szerepel ([14]).

Nagy szamu objektum esetében a gyakorlat kikényszeriti, hogy olyan
modszert hasznaljunk, ami akkor is miikodik, ha nincs teljes 0sszehasonlités,
azaz nincs minden lehetséges par 6sszevetve. Egyes mddszerek alkalmazhatok
bizonyos feltételek megléte mellett a nemteljes 6sszehasonlitasok esetére is,
példdul a nemteljes logaritmikus legkisebb négyzetek mddszere ([2]), vagy a
Thurstone-médszer kiterjesztett és altalanositott véltozata ([10],[11],[12]).

Szintén a mindennapi élet példéi (termékeket hirdeté rekldmakeidk, poli-
tikusokat lejarato cikkek hatdsa, a hazai palya elonye futballban vagy a kez-
désbél szarmazé elény sakk esetén stb.) vetik fel azt a kérdést, hogy hogyan
lehet figyelembe venni az objektumok 6sszehasonlitasakor el6fordulé elonyt,
illetve hatrényt. To6bb cikk is foglalkozott ezzel a kérdéssel ([8],[1]) és mar
sziilettek megoldasi javaslatok is bizonyos feltételek mellett, tébbnyire két-
opciés dontések esetében ([9], [6], [7]).

Cikkiinkben mi egy ezektol eltéré moddszert, a haromopciés Thurstone-
modszer egy olyan altalanositasat mutatjuk be, ami alkalmas az elony kimu-
tatasara, annak szamszerlsitésére is, amellett, hogy az alapfeladatot, az ob-
jektumok rangsorolasat is elvégzi. A publikéci6 Gjdonsdga az elény beépitése.
Az elény figyelembe vételére a [10], [11], [12]-ben bemutatott altaldnositott
Thurstone modellek nem alkalmasak. Ezen publikdciék mindegyike azzal
a feltevéssel él, hogy az értékelések, s veliik egyiitt a definidlt intervallumok
szimmetrikusak nulldra. Az elény megléte azonban elrontja ezt a szimmetriat.
[11]-ben az altaldban hasznélt kétopcids modell 4ltaldnositdsa taldlhaté meg
tobb opcidra, ahol egyforma hosszisagu, nullara szimmetrikus intervallumo-
kat és normalis eloszldsu latens valdszintiségi valtozdkat alkalmazva feltételt
adtunk a becslés egyértelmii létezésére nemteljes Gsszehasonlitasok esetén,
ami biztositja a kiértékelés egyértelmiiségét. [12]-ben a [11]-ben bizonyitott
allitast normalis eloszlasnal altaldnosabb, szigorian logkonkav siirtségfiigg-
vénnyel rendelkezd valdszintiségeloszlasok esetére igazoltuk, valamint foglal-
koztunk a mddszer axiomatikus tulajdonsdgaival. [10] feltételt tartalmaz a
becslés egyértelmiiségére nem egyforma hosszisagi, de tovabbra is nullara
szimmetrikus intervallumok esetén, és példdkat mutat a modszer alkalmaza-
sara. Jelen cikkiink hiaromopciés modellt vizsgal, altaldanos eloszlas esetén
mond ki allitast, és nem koveteli meg az intervallumok szimmetridjat.

A dolgozat hatralévd részének felépitése a kovetkezd. A 2. fejezetben be-
mutatjuk a haromopciés Thurstone-mddszert, majd annak az altalanositésat,
amelybe beépitjiik az elény/hatrany lehetéségét. A 3. fejezetben megadjuk
mindkét esetben a rangsoroldas elvégzését lehetové tevé ML becslés egyértelmii
létezését biztosito feltételeket. Ez az allitdas sem kozvetlen kovetkezménye a
korabban publikalt dllitdsoknak. A 4. fejezetben mdédszeriinket alkalmazzuk
egy sportbdl vett példara, és megmutatjuk, hogy bar a vizsgalt sakkcsapatok



A Thurstone-mdédszer altalanositasa elényok figyelembe vételére 51

sorrendjét tekintve a tobbi mddszerhez hasonl6 sorrendhez jutottunk, mégis
tobb informéaciot sikeriilt az adatokbdl kihozni, hiszen eredményeink szdm-
szerlsitve visszaadjak azt a tapasztalatot, hogy a vilagos nagyobb eséllyel
nyer. Végezetiil az 6t0dik fejezetben roviden Osszefoglaljuk eredményeinket.

2 A vizsgalt modell

2.1 Harom dontési opciét megenged6 modell elony fi-
gyelembe vétele nélkiil

Jeldlje n azon Gsszehasonlitandé objektumok szamat, amelyeket szeretnénk
sorba rendezni valamely tulajdonsdguk alapjan (példdul melyik a jobb, a
finomabb, a hitelesebb stb.) és az objektumok adott tulajdonsdg szem-
pontjabdl vett erdsségét is szeretnénk szamszertsiteni. Modelliinkben most
harom opciét engediink meg, rosszabb, egyforma illetve jobb opcidkat, ezeket
jeloljiik rendre C7, Cy, Cs-mal. Mivel az objektumok megitélése nem mindig
egyforma, ezért feltételezziik, hogy mindegyik objektum mogott egy latens
valészintiségi valtozé huzodik meg. Jeloljik ezen valdszintiségi valtozdkat
&-vel, 1 = 1,2, ..., n, varhaté értékiiket pedig m;-vel. A varhaté értékek sor-
rendje egyben megadja az objektumok rangsoroldsat is. Amikor az i-edik ob-
jektumot Gsszehasonlitjuk a j-edik objektummal, akkor a &; —&; valészintiségi
valtozo értéke szerint dontiink. A szdmegyenest hdrom diszjunkt részre bont-
juk: ha a kilonbség az I; részhalmazba esik, akkor az i-edik objektum rosz-
szabb, mint a j-edik, ha az I>-be, akkor egyformak, ha az Is-ba, akkor pedig
az i-dik objektum jobb a j-ediknél. Az I, I, I3 halmazokat meghatarozzak
hatérolé pontjaik is, amelyek a doéntések szimmetridja miatt (ha az i-dik
objektum rosszabb, mint a j-edik, akkor a j-dik objektum jobb, mint az i-
edik) egymas ellentettjei. A dontési opcidknak megfeleld intervallumokat az
1. dbrdn lathatjuk.

1. dbra. A rosszabb/egyforma/jobb opcidkhoz tartozé intervallumok

A & — & valdszinliségi valtozokat irjuk m; —m; +n; ; alakba, ahol az n; ;
i1=1,2,...,n—1,5 =i+1,...,n valdsziniségi valtozdkrol feltételezziik, hogy
fliggetlen, folytonos, azonos eloszlasi, 0 varhaté értéki valdszintiségi valtozok
F(z) eloszlasfiiggvénnyel. Thurstone standard normélis eloszlésfiiggvényt
alkalmazott, a Bradly-Terry modellben logisztikus eloszlast feltételeznek. Be-
lathatd, hogy elegendé az, hogy az eloszlasfiiggvény minden értéke szigorian
0 és 1 kozott helyezkedjen el, valamint a sirtségfiiggvénye szigoruan log-
konkav legyen.
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Konnyt latni, hogy

pija=P&—&eh)=PE—§& < —b)=
= F(=b— (m; —my)),

pija=P —&el)=P(-b<&—& <b) =
=F(b—(m; —m;)) — F(=b— (m; —m;)),

pija=PE —&el)=Pb<&—&) =

=1 F(b— (m; —m,)). (3)

Legyen A; ;i azon dontések szama, amelynél az i-edik és a j-edik ob-
jektum Osszehasonlitdsanak eredménye a Cj lett. Nyilvan 6nmagihoz nem
hasonlitjuk az objektumot, valamint A; ; , = A;; 4k teljesiil, igy elegendd
az ¢ < j indexparoknal szamontartani az eredményt.

Fiiggetlen mintat feltételezve annak a valészintisége, hogy az

A= (Ai,j,k)i:LQ,...,'rL—1,j:i+1,...,n,k:1,2,3

mintat kapjuk, a kovetkezével egyenld:

n—1 n
_ Aig1 Aige Aijs
L(A | my,ma,.oma,0) = [ T] vt -pigs® - vis™ (4)
i=1j=i+1
Az (mqy,ma,...,my,,b) paramétervektor ML becslésén azt az (mq, Mo, ...,

fﬁ”,/l;) vektort értjiik, amely maximalizdlja a (4) fuggvényt a 0 < b feltétel
mellett, azaz

(My,May ..., Mp,b) = argmax  L(A|my,...,mp,b). (5)
(m1,...,mp,b), 0<b

Gyakran a (4) fiiggvény helyett annak logaritmusat, azaz a

3 n—=1 n

10gL(A | mi,Mma,. .. ,m”,b) = ZZ Z Ai,j,k -10gp,'7j7k (6)

k=1li=1j=i+1

dgynevezett log-likelihoood fiiggvényt hasznéljak. Mivel a logaritmus fiigg-
vény szigorian monoton, ezért (4) és (6) maximumbhelye, ha létezik, meg-
egyezik.

(1), (2) és (3) alapjan lathatd, hogy a likelihood fiiggvény csak a varhatd
érték paraméterek kiillonbségétol fiigg, maguktdl a paraméterektdl nem, igy
egy paraméter (példdul my) rogzithets. A (6) fiiggvény maximumbhelyének
létezése és egyértelmiisége kulcsfontossagi a mddszer szempontjabdl, hiszen
ha tobb helyen is felvenné a fiiggvény a maximumat, akkor felmeriilhetne
a kérdés, hogy melyik eredményt tartsuk érvényesnek. Ezért a likelihood
fliggvény maximumanak létezését és egyértelmiiségét mindenképpen vizsgalni
kell.
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Az objektumok sorrendjét a becsiilt varhaté érték paraméterek sorrendje
adja. A kapott paraméterekbdl egyre normalt silyokat nyerhetiink a

(@1, D, ..., Ty) = (exp(my), egf)(mg), ., exp(my,)) ™

> i1 exp(7;)

szigorian monoton transzformacioval.

2.2 Harom dontési opciét megengedé modell elony fi-
gyelembe vétele esetén

Vannak olyan esetek, amikor az egyik objektum valamilyen okbdl elényben
van a masikkal szemben. Ez abban fejezddik ki, hogy ilyenkor kisebb kii-
16nbség esetén is jobb lesz, mint a masik, ahhoz képest, amikor nincs elénye.
Rosszabbnak viszont csak nagyobb kiilonbség esetén bizonyul, ahhoz képest,
amikor nincs elénye. Ez azt jelenti, hogy az I1, I, I3 intervallumok médosul-
nak, megsziinik a szimmetrikus jellegiik. Az ,,egyforma” déntéshez tartozo in-
tervallum nulldra nem szimmetrikussé valik. Elény esetén a ,,rosszabb” don-
tésnek a I = (—oo, —D), az ,,egyforma” déntésnek a IS = [-D, d], a ,,jobb”
dontésnek a I = (d,o0) intervallum felel meg a 2. dbra szerint mutatott
moédon. Mivel minden elényben lev6 objektumra vonatkozé ,,jobb” vélemény
az egyben a hatranyban levo objektumra vonatkozo ,,rosszabb” vélemény is,
ezért a két felosztas intervallumai nullara vald tiikrozéssel egymasba vihetok.
Igy hatrany esetén a 3. dbra szerint alakulnak az egyes dontéseknek megfelels
intervallumok.

01 | . 2 | C: 2 73

oo 5o, 5

2. dbra. A rosszabb/egyforma/jobb opcidékhoz tartozé intervallumok elény esetén

< G | & | & | Cs >
~ I | [ Ll
I _d I} 0 I} D Ik

8. dbra. A rosszabb/egyforma/jobb opciékhoz tartozé intervallumok hétrany esetén

Nyilvan d < D. Megjegyezzik, hogy a d = D a 2.1 alfejezetben bemu-
tatott modellt adja vissza, vagyis a mostani altaldnositdsa az elézének. Az
egyszertség kedvéért feltételezziik, hogy az elony mértéke nem fiigg az Gssze-
hasonlitandé objektumoktdl (példaul feltételezziik, hogy sakkozdk esetén a
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kezdés lehetésége mindenkinek ugyanolyan mértékii elonyt biztosit, a sotét
szinnel jatszds pedig ugyanolyan mértékii hétranyt jelent).

A p; ;1 valdszinliség most az aldbbi médon szamolhat6, amennyiben az
i-edik objektum el6nyben van a j-edikkel szemben,

pija=P&—§&ell)=P¢&—-§ <-D)= )
= F(=D — (m; — my)),

mig ha hatranyban, akkor

Pl = P& —&ell)=P&—& < —d) =

_ F(=d (m; — m;)) ©)

Hasonldképpen p; ; 2-re az aldbbiak igazak ¢ elénye, illetve hatrénya esetén:

p’ij, P —¢el5)=P(-D<—¢<d) = w0
F(d— (m; —m;)) — F(=D — (m; —my)),
p’ﬁj, (5& 5 (S I;L) = (—d < 5’&' _ fj < D) —

(11)
= F(D = (mi —my)) = F(=d = (mi —m)).

Végezetiil p; ;3 elony, illetve hatrany esetén az aldbbiak szerint médosul:

pL7J7 (ft §J € IS) P(d <& — ) = (12)
=1-F(d—(m; —my)),
p’ib,j,?) = P(ft - fj € I?})L) = (D < ft ) - (13)

=1—-F(D— (m; —mj)).

Ha Af; ;. jeloli a k-adik opci6 eléforduldsi szdmét az i-edik és a j-edik ob-

jektum Gsszehasonlitdsa soran, amennyiben ¢ elonyben van, és Aib j k> Ameny-

nyiben ¢ hatranyban van, akkor a likelihood fliggvény az aldbbiak szerint
alakul:

n—1 n

h
Le((A% A" | my,ma, .. oma,d, D) = [ ] H D5 5) " (ol )

1=1j5=14+1k=1

(14)
és a paraméterek ML becslése
(i, Mo, ..., M, d, D)= argmax  LE((A%, A") | my,...,mn,d, D).
(m1,...,mn,d, D)1
0<d< D,
(d, D) # (0,0)
(15)

Megjegyezziik, hogy (14) most is csak a véarhaté értékek kiilonbségétél
fligg, vagyis az egyik varhato értéket tetszolegesen rogzithetjik, a fliggvény
értéke nem valtozik. (15) létezése és egyértelmiisége most is kulcskérdés a
modszer alkalmazhatésaga szempontjabol. Ennek vizsgédlataval a kovetkezo
fejezetben foglalkozunk.
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3 A likelihood fiiggvény maximumanak léte-
zése és a maximumbhely egyértelmiisége

Az elényt nem figyelembe vevé modell esetén a likelihood fiiggvény maxi-
mumanak létezése és a maximumbhely egyértelmiisége bizonyitasdhoz sziikség
van a kovetkezd definicidra.

Definidljunk egy grafot a kovetkezOképpen: legyenek a GR graf csicsai
az értékelendd objektumok, valamint az i-edik és a j-edik (i < j) csics akkor
legyen Gsszekotve, ha

0< Ai7 5,2 (16)

vagy

0< Ai,j,l és 0< Ai7j73. (17)

Ezek utédn kimondhaté a kdvetkez6 tétel (1d. normalis eloszléds esetén [11],
altalanos eloszlds esetén [12]):

1. Tétel. Legyen F olyan eloszldsfigguény, amelyre 0 < F(z) < 1 teljesiil,
hdromszor folytonosan differencidlhato IR-en, valamint striségfiggvénye 0-
ra szimmetrikus €s logaritmusa szigorian konkdv. Tegyik fel, hogy van olyan
i1 < j1 pdr,amelyre 0 < Ay, j, 2, valamint van olyan ia < jo pdr, amelyre
0 < A4, €50 < Ay, o3 teljesil. Rogzitsik my értékét O-nak. Ha a GR
graf dsszefiliggd, akkor a (4) figgvény, mint (ma,...,my,,b) figgvénye a 0 < b
feltétel mellett felveszi a mazimumdt, és a maximumhely egyértelmi.

Az 1. Tétel alapfeltétele, hogy létezik ,,egyforma” vélemény, valamint
van olyan par, amelynél egyszerre van ,,jobb” és rosszabb” eredmény is.
A graf élei akkor vannak behuzva két csiics kozott, ha van Gsszehasonlitds
koztiik, és nem egyiranydak (nem csak ,,jobb” vagy nem csak ,,rosszabb”)
az Osszehasonlitdsok eredménye. Ekkor ezen graf dsszefiiggésége (a két plusz
feltétel megléte mellett) biztositja az objektumok egyértelmii sorbarendezhe-
tO0ségét, sét még az objektumok jésdganak szamszeriisitését is. A moddszer
lehetOvé teszi azt is, hogy megbecsiiljiik annak a valdszintiségét, hogy az i-
edik és a j-edik objektum Gsszehasonlitasakor a C), dontés sziiletik k = 1,2, 3:

Pija = F(=b— (; — ), (18)
Pijo = F(b— (i — ) — F(=b— (i — ;). (19)
Pijs=1—F(b— (i, —my)). (20)

Az el6ny figyelembe vétele esetén a modell bonyolultabba valik, és tjabb
paraméterrel béviil a tér. Az el6z8 tétel bizonyitdsaban hasznélt technikdk
azonban felhasznalhatok, s a szigoruan logkonkav mértékek elméletére ala-
pozva bizonyos feltételek teljesiilése esetén bizonyithato az egyértelmii léte-
zésre vonatkozd tétel.

Ehhez definidljunk egy GR® grafot az aldbbi médon. A gréf cstcsai az
értékelend6 objektumok. Az i-edik és a j-edik (i < j) csics akkor legyen
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Osszekotve, ha van koztiik 6sszehasonlitas mind ¢ elény6s, mind ¢ hatranyos
helyzete esetén, valamint vagy

0<Af,,+ Al (21)

2952

vagy

0<Af;,+ AL

»J51

bs 0<AS, 3+ A}, (22)

teljesiil. Megjegyezziik, hogy (21) azt fejezi ki, hogy van ,,egyforma” doéntés,
(22) pedig azt, hogy az Osszehasonlitdsok eredményeként sziiletik ,,jobb” és
,,rosszabb” dontés is. A kettd egyiitt a nem egyoldali eredményekhez koti az
élek behuzasat. Ekkor az alabbi tételt bizonyitottuk:

2. Tétel. Legyen F olyan eloszldsfigguény, amelyre 0 < F(x) < 1 teljesiil,
hdromszor folytonosan differencidlhato IR-en, valamint striségfiggvénye 0-
ra szimmetrikus €s logaritmusa szigorian konkdv. Tegyik fel, hogy van olyan

i1 < j1 pdr, amelyre 0 < Af o + A,ﬁbhjlg, valamint van olyan iz < js
pdr, amelyre 0 < Af . | és 0 < A'ﬁbz,jz,S teljestil. Régzitsik az my értékét

nulldnak. Amennyiben az elézéekben definidlt GRS grdf dsszefiggd, a (14)
fliggvény a 0 < d < D, (d, D) # (0,0) feltételek mellett felveszi a mazimumdt,
€s a mazimumhely egyértelmi.

A tételben szereplé parokra vonatkozé két feltétel azt mondja ki, hogy
legalabb egy alkalommal van ,egyforma” dontés, valamint van olyan par,
amelynél elényben ,,rosszabb” és hatranyban ,,jobb” dontés sziiletik. A graf
Osszefligglsége (a két plusz feltétel megléte mellett) most is biztositja az
objektumok egyértelmii sorbarendezhetGségét és a kiilonbségek szamszeri-
sitését. Lathatd, hogy ha nem figyeljiikk az elény/hétrany meglétét, akkor
a feltételek az 1. Tétel feltételeire egyszertisodnek és a 2. Tétel allitdsa az
1. Tétel allitdsaval megegyezik.

Ha 7 elonyben van, akkor a Cy k = 1,2,3 opcidk kialakulasdnak becsiilt
valdszintiségei

P51 = F(=D — (in; — iy)), (23)
P2 = F(d— (i — i) — F(=D — (i — ), (24)
P55 =1—F(D— (i; —ny)), (25)

mig ha ¢ hatranyban van, akkor a Cy k = 1,2, 3 opciok kialakuldsanak becsiilt
valdszintiségei

priy = F(—d— (i — ), (26)
Prio=F(D — (i — my)) — F(—d — (i; — ), (27)

Pijs=1=F(d— (M —m;)). (28)
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Végezetiil annak a valdszintisége, hogy az elényben levo bizonyul jobbnak

n—1 n
1
P(az elényben levé jobb) = Z Z (75 ;.3 —l—ﬁﬁiﬂ) WOk (29)
i=1 j=it1 (3)
az "egyforma” valdszinlisége
n—1 n
) . 1
P(két objektum ”egyforma”) = Z Z (ﬁfJg +ﬁiij72) : m , (30)
i=1 j=i+1 2

és annak a valdszintisége, hogy a hatranyban levé bizonyul jobbnak

n—1 n

P(a hétranyban levé jobb) = Z Z (ﬁing +P5,1) - ﬁ . (31)

i=1 j=i+1 2

4 Alkalmazas

A sakk vildgaban ismert jelenség, hogy a vildgos babukkal jétszé versenyzé
elényben van a sotét babukkal jatsz6 versenyzOvel szemben. Az is kozismert,
hogy a sakkozdk egyéni sorrendjét az Elo—pontok alapjan hatarozzdk meg,
amely szdmoldsakor figyelembe veszik az ellenfelek erdsségét is. B8 Arpad,
a pontszamitas megalkotdja, a jatékosok erOsségét egy-egy valdsziniiségi val-
tozéval jellemezte, mégpedig normélis eloszlastuval [5]. Tekintettel arra, hogy
az ellenfelek eréssége a mi mddszeriinkben is szerepet jatszik a kiértékeléskor,
ezért illusztralasként modelliinket sakkverseny résztvevGinek rangsorolasara
alkalmaztuk, oly médon, hogy az F(z) eloszldsfiiggvényt standard normélis
eloszldsfiiggvénynek valasztottuk. Mivel Csaté cikkében [4] t&bb mddszerrel
kiértékelte a 2011-ben tartott 18. (nyilt) sakkcsapat Eurdpa-bajnoksédg ered-
ményeit, ezért mi is ezt a versenyt vélasztottuk példanak. Eredményeinket
osszehasonlitjuk a [4]-ben legjobbnak talalt médszer (az LS (RMB)-vel jelzett
mddszer) eredményeivel.

A versenyen 38 orszag vett részt. A 38 csapat svdjci rendszerben 9 fordulét
jatszott, ezéaltal nemteljes Gsszehasonlitasrél van szé. Minden forduléban 4
tablan jatszottak egymas ellen a csapatok. Ez azt jelenti, hogy az egymaéassal
jatszo csapatok kozott 4 ,,dontés” sziiletett, a rosszabb jelenti a vereséget,
a jobb a gyoOzelmet, az egyforma pedig a dontetlent. Minden forduléban
mindegyik csapat kétszer vildgossal és kétszer sotéttel jatszott. Az Gsszesen
lejétszott partik szdma 684. A lejétszott mérkézések eredményeit a http://
chess-results.com/tnr57856.aspx honlaprdl toltottik le.

Kétféle kiértékelést alkalmaztunk, egyrészt az elényt figyelembe vevé méd-
szerrel (I.), mdsrészt az eldnyt nem figyelembe vévé mddszerrel (II.) rang-
soroltuk a versenyen részt vevo csapatokat.

A 2. Tétel feltételeit ellendrizendé megdallapithatjuk, hogy Horvatorszag
Svajcot egyszer sotéttel megverte, egyszer vilagossal kikapott téle, valamint
két dontetlen sziiletett kozottiik. A GRE graf Osszefiiggbségét ellendriztiik.
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A kiértékelés eredményeként a hivatalos sorrend szerinti elsé 15 helyezett-
nél az aldbbi eredményeket kaptuk (1. tdbldzat).

Orszag Hivatalos I II. LS (RMB)
s(D ;,:07(_1) sUID) ;,:%(_11)
Németorszag 1 2 0,116 2 0,117 2
Azerbajdzsan 2 1 0,264 1 0,257 1
Magyarorszig 3 5 -0,143 5 -0,134 6
(")rményorszég 4 4 0 4 0 5
Oroszorszig 5 3 0,020 3 0,021 3
Hollandia 6 13 -0,434 12 -0,416 8
Bulgaria 7 7 -0,196 7 -0,187 4
Lengyelorszag 8 9 -0,334 9 -0,321 13
Roménia 9 12 -0,404 11 -0,394 12
Spanyolorszig 10 6 -0,210 6 -0,206 7
Olaszorszag 11 16 -0,489 16 -0,481 10
Szerbia 12 17 -0,524 17 -0,505 21
Grizia 13 22 -0,835 22 -0,813 25
Izrael 14 12 -0,409 11 -0,392 15
Ukrajna 15 10 -0,381 10 -0,371 11

1. tabldzat. A kiértékelések szerinti sorrendek és a becsiilt paraméterek

A becsiilt tdvolsdgparaméterek az I. médszer esetében d= 0,528 és D=
0,973-nak ad6dtak. Ha nem vizsgéljuk az elény meglétét (II. médszer), akkor
b =0,732 lett. Az Orményorszéghoz tartozé 0 érték az angol abce-beli sorrend-
ben valé elsé helyének koszonhet6 (Armenia). Az 1. tdbldzat alapjdn lathato,
hogy a kiértékelés soran kapott sorrend lényegesen kiilonbozik a hivatalos sor-
rendtél, viszont jéval kevésbé tér el a [4]-ben legjobbnak értékelt sorrendtol.
A hivatalos sorrend azért is ad mas eredményt, mint a tobbi, mert a hivatalos
sorrend szamitasakor egy csapat 4:0-as gyozelme a masik ellen ugyanannyit
ér, mint a 2.5:1.5 aranyu gyo6zelme, mig ez az egyéb moddszereknél nem igy
van. A bemutatott kiértékelési médszerek esetén a 4:0-as gy6zelem 4 gydzel-
met takar, a 2.5:1.5 pedig vagy 1 gyOzelmet és 3 dontetlent, vagy 2 gyGzelmet,
1 dontetlent és 1 vereséget.

Lathato az is, hogy az elényt figyelembe vevo sorrend mutat némi eltérést
az elonyt figyelembe nem vevétol, de ez szintén érthetd, hiszen az I. mddszer
tObb informéciét hasznél fel. Az egyes sorrendek kozott kialakulé Spearman-
féle rangkorrelacids egyiitthatokat a 38 orszag eredményei alapjan szamolva
kaptuk a 2. tdbldzatot.

Hivatalos  s() sUD) LS (RMB)

Hivatalos 1 0,949 0,948 0,936
s 0,949 1 0,998 0,980
sUD) 0,948 0,998 1 0,980
LS (RMB) 0,936 0,980 0,980 1

2. tdbldzat. A rangkorrelaciés egyiitthatok

Lathatjuk, hogy az egyes kiértékelési sorrendek egymastél nagyon kicsit
térnek csak el. Ez alatdmasztja Csaté azon hipotézisét, hogy mivel barmely
két orszag kozotti mérkozésen a partik szineloszlasa egyforma volt az orszagok
kozott, igy a sorrend megallapitdsakor elhagyhatjuk a ,ki a vildgos/ ki a
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sotét” informéciot. Ha azonban mégis figyelembe vessziik, akkor modelliink
ki tudja mutatni azt a jelenséget, hogy a vilagos babukkal nagyobb, a sotét
babukkal kisebb a nyerési esély. Ha az I. mddszer esetén érvényes (29),
(30), (31) formulék alapjan kiszdmoljuk a viladgos gy6z/dontetlen/s6tét gyéz
események esélyeit, akkor lathatjuk, hogy a vildgos gy6z eseménynek jéval
nagyobb esélye van, mint a s6tét gyoz eseménynek. Ez természetesen nem je-
lentkezik, ha nem vessziik figyelembe azt, hogy ki kezd. A 3. tdbldzat alapjan
lathatd, hogy a becsiilt értékek és a relativ gyakorisdg kozti legnagyobb eltérés
az 1. modszer esetén a dontetlenkor adédik, értéke 0,053. Ha 0,99 megbizha-
tésdgu konfidenciaintervallumot szerkesztiink a valdszintiségre, akkor annak
pontossaga 0,05, vagyis a becsiilt érték éppen hogy kiviil esik a konfidencia-
intervallumon. A mésik két (s6tét gy6dz, illetve vildgos gyéz) esetben pedig
a relativ gyakorisag szerint megadott 0,99 szintli konfidenciaintervallumba
esik. Ezek alapjan modelliink az adott példan a valésaggal egybeesGen irja
le az elény/hatrdny jelenségét. Itt megjegyezziik, hogy mivel a II. mddszer
esetében nem tudunk a vildgos illetve sotét gyéz eseményekre kiilon valészini-
ségeket szamolni, azokat igy nem adtuk meg. Mivel Csaté modszerével valé-
szintségeket nem tudtunk szamolni, igy a mddszert kihagytuk a tablazatbol.

Sotét gybz Dontetlen Vildgos gy6z
Rel. gyak. 0,217 0,447 0,336
0,99 konf. int. [0,176, 0,258] [0,398, 0,496] [0,290, 0,392]
1. 0,250 0,394 0,356
1I. — 0,393 —

3. tdbldzat. A gy6zelmi esélyek becsiilt értékei

5 (")sszefoglalés

Cikkiinkben egy paros Gsszehasonlitason alapulé rangsorolasi médszert mu-
tattunk be, amelyben figyelembe vettilkk a par valamelyik tagjanak elonyos
helyzetét. A moédszer nemteljes Gsszehasonlitds esetén is alkalmazhaté. Az
objektumok mogé képzelt latens valdszintliségi valtozdk segitségével felirtuk
a kapott kiértékelési eredmények valészinliségét. A paramétereket maximum
likelihood becsléssel becsiiltiik. Megadtuk a becslés egyértelmii 1étezését biz-
tosité feltételeket. A moédszert alkalmaztuk sakkcsapat bajnoksig eredmé-
nyeinek kiértékelésére és megmutattuk, hogy mddszeriink alkalmas az el6ny-
bol szarmazo aszimmetria kimutatasara.
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A GENERALIZATION OF THURSTONE METHOD FOR CONSIDERING

ADVANTAGES OF CERTAIN PARTICIPANTS

In this paper we investigate a paired comparison method which takes into account
the advantage of a member of the pair. We use the method of Thurstone on the
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basis of latent random variables, we allow three options for the decisions. The
parameters are estimated with maximum likelihood (ML) method. We present a
statement which provides sufficient condition for the existence and uniqueness of
the ML estimation in the case of incomplete comparisons. The method is applied
to the results of the European Open Chess Team Championship (2011) and our
results are compared with the results of other methods.

Paired comparisons are frequently used in cases where the compared objects are
evaluated subjectively. We can mention psychology, politics, marketing, decision
making and sports as well, because the results of matches can be interpreted as
results of the comparison of the pairs. If the number of the objects to compare is
large, then it is necessary to apply incomplete comparisons.

In real life we can realize that one member of the pair might have advantage
during the comparison, such as the homeland team in football, or the kick off
in chess. In this paper we modify the generalized Thurstone method ([11], [12]) in
order to enable it to consider advantage, while keeping the possibility of ranking the
objects and characterizing the differences between them numerically. It is done by
not applying any more the assumption of symmetry of the intervals corresponding to
the options. The structure of the paper is follows: Chapter 2 presents the Thurstone
method with 3 options, and its generalization for the possibility of advantages
and disadvantages. Chapter 3 contains sufficient conditions for the existence and
uniqueness of the ML estimation. In Chapter 4 the method is applied for a special
case in sports. We argue that although the rank is similar to the ranks of other
methods, we could include into this model experience that white wins with larger
probability, it is has an advantage over black. Finally Chapter 5 summarize the
results.

Let n denote the number of objects to compare. In this model we allow for
3 options: worse, equal and better. We suppose that the ”performance” of the
object ¢ can be characterized by the random variable denoted by &; i = 1,2,...,n,
and its expectation is m;. The rank of the expectations provides the rank of the
objects. Comparing object ¢ and j we decide about the difference & — £;. The
set of real numbers is divided into 3 disjunct parts I, Is and I3. If the difference
& —&j isin Iy, then the result of the comparison is ”worse”, if the difference &; —&;
is in I3, then the decision is "equal”, if the difference is in I3, then the decision is
7better”. If the advantage is not built in, then I2 is symmetrical to zero. If we
take into account the advantage, then, when in advantage, the decision ”worse”
corresponds to the interval I = (—oo,—D), decision ”equal” corresponds to the
interval IS = [—D, d] , and decision "better” corresponds to the interval IS = (d, c0)
(see Figure 2). In case of disadvantage, the decision "worse”, ”equal” and ”better”
correspond to the opposite of the above intervals (see Flgure 3). Obviously, d < D.
This model allows for the case d = D, therefore this model is a generalization of the
previous model. The probabilities of the decisions can be computed by (8)—(13).
If we denote by Af ;, the number of option k comparing objects ¢ and j when i

has advantage and by A" ik When i has disadvantage then the likelihood function
can be expressed by (14), and the ML estimation of the parameters is (15). It can
be seen that (14) depends only on the difference of the expectations, therefore one
expectation can be fixed as zero. The existence and uniqueness of (15) is a key to
apply the method. First let us define the graph GR® as follows: the vertices are the
objects and the vertices ¢ and j (¢ < j) are connected, if there exists comparison
between them in case of advantage and disadvantage of ¢, moreover (21) or (22)
hold. Then the following theorem can be proved (2. Tétel):

Theorem. Let F be a cumulative distribution function, such that 0 < F(z) <
1, three times continuously differentiable in IR, its p.d.f. is symmetrical and the
logarithm of the p.d.f. is strictly concave. Let us suppose that there exists such a
pair i1 < j1 for which 0 < Al1 g2+ A?l’]'1727 there exists such a pair iz < jo for
which 0 < Af, ;.1 and 0 < Alm%g hold. Let us fit m; = 0. If the graph GR® is
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connected, then (14) subject to 0 < d < D, (d, D) # (0,0) takes its mazimal value
and the argument of the maximal value is unique.

The probabilities of the options in case of advantage and disadvantage can be
estimated by (23)—(28). The probability that the object in advantage is ”better”,
”equal” or "worse” is expressed by (29), (30), (31), respectively. The above model
was applied to the results of European Open Chess Team Championship (2011).
The official results (”hivatalos”), the results of the evaluations with and without
considering advantage (white) (I. and II.) and the results of [4] are contained in
Table 1. The correlations of the different ranks are in Table 2. Based on (29), (30)
and (31) we estimated the probabilities of winning, losing in advantage and tie.
Table 3 contains the estimated probabilities and the confidence intervals belonging
to reliability level 0.99, and the results are convincing.

Key words: paired comparison, Thurstone method, advantage, maximum like-
lihood estimation. JEL code: C02, C44.





