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A THURSTONE-M¶ODSZER ¶ALTAL¶ANOS¶IT¶ASA
EL}ONYÄOK FIGYELEMBE V¶ETEL¶ERE1

MIH¶ALYK¶ON¶E ORB¶AN ¶EVA { MIH¶ALYK¶O CSABA
Pannon Egyetem

CikkÄunk egy p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asi m¶odszerrel foglalkozik, amelyben ¯gye-
lembe vesszÄuk az Äosszehasonl¶³tand¶o objektumok valamelyik¶enek az el}onyÄos
helyzet¶et. A m¶odszer Thurstone modellj¶en alapul, azonban azt a l¶atens va-
l¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok eloszl¶asa tekintet¶eben ¶altal¶anos¶³tja, ¶es be¶ep¶³ti abba az
el}ony lehet}os¶eg¶et. CikkÄunkben bevezetÄunk egy h¶arom dÄont¶esi opci¶ot biz-
tos¶³t¶o modellt. A modell param¶etereit maximum likelihood (ML) becsl¶essel
becsÄuljÄuk. Megadjuk az ML becsl¶es egy¶ertelm}u l¶etez¶es¶et biztos¶³t¶o felt¶eteleket
nemteljes Äosszehasonl¶³t¶as eset¶en. M¶odszerÄunket illusztr¶aland¶o azt egy sakk-
csapat-versenyre alkalmazzuk, ¶es a kapott eredm¶enyeket Äosszehasonl¶³tjuk m¶as
ki¶ert¶ekel¶esi m¶odszerek eredm¶enyeivel.

Kulcsszavak: p¶aros Äosszehasonl¶³t¶as, Thurstone-m¶odszer, el}ony ¯gyelembe
v¶etele, maximum likelihood becsl¶es. JEL k¶od: C02, C44

1 Bevezet¶es

P¶aros Äosszehasonl¶³t¶asokat gyakran alkalmaznak olyan terÄuleteken, ahol az
Äosszehasonl¶³tand¶o objektumokat szubjekt¶³v szempontok szerint ¶ert¶ekelik. P¶el-
dak¶ent eml¶³thetjÄuk a pszichol¶ogi¶at, a politik¶at, a marketinget, de m¶eg a sport
terÄulet¶en is tal¶alhat¶o alkalmaz¶as, hiszen az egyes j¶at¶ekosok (csapatok) kÄozti
meccsek eredm¶enyei is tekinthet}ok p¶aros Äosszehasonl¶³t¶asok eredm¶enyeinek.
Gyakran el}ofordul ilyen probl¶ema dÄont¶esel}ok¶esz¶³t¶es sor¶an is, amikor szÄuks¶eg
van bizonyos term¶ekek n¶epszer}us¶eg¶enek, egyes tulajdons¶agok fontoss¶ag¶anak
vizsg¶alat¶ara. Ilyen esetekben nehezen ¶ertelmezhet}o, gyakran esetleges egy-
egy m¶er}osz¶am ¶ert¶eke, mert m¶ast ¶erthet rajta az egyik vagy a m¶asik v¶ele-
m¶enyez}o. Gondoljunk csak arra, hogy mit jelent az az ¶ert¶ekel¶es, amikor azt
mondjuk, hogy az egyik fajta term¶ek k¶etszer annyira tetszik, mint a m¶asik.
Ha azonban az Äosszehasonl¶³t¶as eredm¶enyek¶ent csak annyit mondunk, hogy
ink¶abb tetszik (jobb), illetve kev¶esb¶e tetszik (rosszabb), akkor az ¶ert¶ekel¶esnek
ez az eredm¶enye m¶ar megalapozottabbnak tekinthet}o. A kapott ,,verb¶alis"
meghat¶aroz¶asok azt¶an kÄulÄonbÄoz}o m¶odszerekkel ki¶ert¶ekelhet}ok, van amelyik-
kel csak az ¶ert¶ekelend}o objektumok sorrendje ¶allap¶³that¶o meg, van amelyik-
kel a j¶os¶aguk is sz¶amszer}us¶³thet}o, s}ot egyes m¶odszerek eset¶en m¶eg egy¶eb in-
form¶aci¶ok is nyerhet}ok, p¶eld¶aul hipot¶ezisvizsg¶alat v¶egezhet}o az objektumok
kÄozÄotti szigni¯k¶ans elt¶er¶esek kimutat¶as¶ara.

1Be¶erkezett 2019. okt¶ober 8. E-mail: orbane@almos.uni-pannon.hu.
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A m¶odszerek m¶as szempontok szerint is csoportos¶³that¶ok. P¶eld¶aul asze-
rint is, hogy az Äosszehasonl¶³t¶as eredm¶enye h¶anyf¶ele lehet. Klasszikus a k¶et
opci¶o (jobb, rosszabb) alkalmaz¶asa ([15]), de van amikor szÄuks¶eges ezek mel-
lett egy harmadik, az ,,egyforma" opci¶o ([13]), vagy ak¶ar h¶aromn¶al tÄobb
opci¶o haszn¶alata is ([16], [3]). P¶eld¶aul a nagyon n¶epszer}u Analytic Hierarchy
Process (AHP) m¶odszer eset¶eben ¶altal¶aban 9 opci¶o szerepel ([14]).

Nagy sz¶am¶u objektum eset¶eben a gyakorlat kik¶enyszer¶³ti, hogy olyan
m¶odszert haszn¶aljunk, ami akkor is m}ukÄodik, ha nincs teljes Äosszehasonl¶³t¶as,
azaz nincs minden lehets¶eges p¶ar Äosszevetve. Egyes m¶odszerek alkalmazhat¶ok
bizonyos felt¶etelek megl¶ete mellett a nemteljes Äosszehasonl¶³t¶asok eset¶ere is,
p¶eld¶aul a nemteljes logaritmikus legkisebb n¶egyzetek m¶odszere ([2]), vagy a
Thurstone-m¶odszer kiterjesztett ¶es ¶altal¶anos¶³tott v¶altozata ([10],[11],[12]).

Szint¶en a mindennapi ¶elet p¶eld¶ai (term¶ekeket hirdet}o rekl¶amakci¶ok, poli-
tikusokat lej¶arat¶o cikkek hat¶asa, a hazai p¶alya el}onye futballban vagy a kez-
d¶esb}ol sz¶armaz¶o el}ony sakk eset¶en stb.) vetik fel azt a k¶erd¶est, hogy hogyan
lehet ¯gyelembe venni az objektumok Äosszehasonl¶³t¶asakor el}ofordul¶o el}onyt,
illetve h¶atr¶anyt. TÄobb cikk is foglalkozott ezzel a k¶erd¶essel ([8],[1]) ¶es m¶ar
szÄulettek megold¶asi javaslatok is bizonyos felt¶etelek mellett, tÄobbnyire k¶et-
opci¶os dÄont¶esek eset¶eben ([9], [6], [7]).

CikkÄunkben mi egy ezekt}ol elt¶er}o m¶odszert, a h¶aromopci¶os Thurstone-
m¶odszer egy olyan ¶altal¶anos¶³t¶as¶at mutatjuk be, ami alkalmas az el}ony kimu-
tat¶as¶ara, annak sz¶amszer}us¶³t¶es¶ere is, amellett, hogy az alapfeladatot, az ob-
jektumok rangsorol¶as¶at is elv¶egzi. A publik¶aci¶o ¶ujdons¶aga az el}ony be¶ep¶³t¶ese.
Az el}ony ¯gyelembe v¶etel¶ere a [10], [11], [12]-ben bemutatott ¶altal¶anos¶³tott
Thurstone modellek nem alkalmasak. Ezen publik¶aci¶ok mindegyike azzal
a feltev¶essel ¶el, hogy az ¶ert¶ekel¶esek, s velÄuk egyÄutt a de¯ni¶alt intervallumok
szimmetrikusak null¶ara. Az el}ony megl¶ete azonban elrontja ezt a szimmetri¶at.
[11]-ben az ¶altal¶aban haszn¶alt k¶etopci¶os modell ¶altal¶anos¶³t¶asa tal¶alhat¶o meg
tÄobb opci¶ora, ahol egyforma hossz¶us¶ag¶u, null¶ara szimmetrikus intervallumo-
kat ¶es norm¶alis eloszl¶as¶u l¶atens val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okat alkalmazva felt¶etelt
adtunk a becsl¶es egy¶ertelm}u l¶etez¶es¶ere nemteljes Äosszehasonl¶³t¶asok eset¶en,
ami biztos¶³tja a ki¶ert¶ekel¶es egy¶ertelm}us¶eg¶et. [12]-ben a [11]-ben bizony¶³tott
¶all¶³t¶ast norm¶alis eloszl¶asn¶al ¶altal¶anosabb, szigor¶uan logkonk¶av s}ur}us¶egfÄugg-
v¶ennyel rendelkez}o val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶asok eset¶ere igazoltuk, valamint foglal-
koztunk a m¶odszer axiomatikus tulajdons¶agaival. [10] felt¶etelt tartalmaz a
becsl¶es egy¶ertelm}us¶eg¶ere nem egyforma hossz¶us¶ag¶u, de tov¶abbra is null¶ara
szimmetrikus intervallumok eset¶en, ¶es p¶eld¶akat mutat a m¶odszer alkalmaz¶a-
s¶ara. Jelen cikkÄunk h¶aromopci¶os modellt vizsg¶al, ¶altal¶anos eloszl¶as eset¶en
mond ki ¶all¶³t¶ast, ¶es nem kÄoveteli meg az intervallumok szimmetri¶aj¶at.

A dolgozat h¶atral¶ev}o r¶esz¶enek fel¶ep¶³t¶ese a kÄovetkez}o. A 2. fejezetben be-
mutatjuk a h¶aromopci¶os Thurstone-m¶odszert, majd annak az ¶altal¶anos¶³t¶as¶at,
amelybe be¶ep¶³tjÄuk az el}ony/h¶atr¶any lehet}os¶eg¶et. A 3. fejezetben megadjuk
mindk¶et esetben a rangsorol¶as elv¶egz¶es¶et lehet}ov¶e tev}o ML becsl¶es egy¶ertelm}u
l¶etez¶es¶et biztos¶³t¶o felt¶eteleket. Ez az ¶all¶³t¶as sem kÄozvetlen kÄovetkezm¶enye a
kor¶abban publik¶alt ¶all¶³t¶asoknak. A 4. fejezetben m¶odszerÄunket alkalmazzuk
egy sportb¶ol vett p¶eld¶ara, ¶es megmutatjuk, hogy b¶ar a vizsg¶alt sakkcsapatok
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sorrendj¶et tekintve a tÄobbi m¶odszerhez hasonl¶o sorrendhez jutottunk, m¶egis
tÄobb inform¶aci¶ot sikerÄult az adatokb¶ol kihozni, hiszen eredm¶enyeink sz¶am-
szer}us¶³tve visszaadj¶ak azt a tapasztalatot, hogy a vil¶agos nagyobb es¶ellyel
nyer. V¶egezetÄul az ÄotÄodik fejezetben rÄoviden Äosszefoglaljuk eredm¶enyeinket.

2 A vizsg¶alt modell

2.1 H¶arom dÄont¶esi opci¶ot megenged}o modell el}ony ¯-
gyelembe v¶etele n¶elkÄul

JelÄolje n azon Äosszehasonl¶³tand¶o objektumok sz¶am¶at, amelyeket szeretn¶enk
sorba rendezni valamely tulajdons¶aguk alapj¶an (p¶eld¶aul melyik a jobb, a
¯nomabb, a hitelesebb stb.) ¶es az objektumok adott tulajdons¶ag szem-
pontj¶ab¶ol vett er}oss¶eg¶et is szeretn¶enk sz¶amszer}us¶³teni. ModellÄunkben most
h¶arom opci¶ot engedÄunk meg, rosszabb, egyforma illetve jobb opci¶okat, ezeket
jelÄoljÄuk rendre C1; C2; C3-mal. Mivel az objektumok meg¶³t¶el¶ese nem mindig
egyforma, ez¶ert felt¶etelezzÄuk, hogy mindegyik objektum mÄogÄott egy l¶atens
val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o h¶uz¶odik meg. JelÄoljÄuk ezen val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okat
»i-vel, i = 1; 2; . . . ; n; v¶arhat¶o ¶ert¶ekÄuket pedig mi-vel. A v¶arhat¶o ¶ert¶ekek sor-
rendje egyben megadja az objektumok rangsorol¶as¶at is. Amikor az i-edik ob-
jektumot Äosszehasonl¶³tjuk a j-edik objektummal, akkor a »i¡»j val¶osz¶³n}us¶egi
v¶altoz¶o ¶ert¶eke szerint dÄontÄunk. A sz¶amegyenest h¶arom diszjunkt r¶eszre bont-
juk: ha a kÄulÄonbs¶eg az I1 r¶eszhalmazba esik, akkor az i-edik objektum rosz-
szabb, mint a j-edik, ha az I2-be, akkor egyform¶ak, ha az I3-ba, akkor pedig
az i-dik objektum jobb a j-edikn¶el. Az I1; I2; I3 halmazokat meghat¶arozz¶ak
hat¶arol¶o pontjaik is, amelyek a dÄont¶esek szimmetri¶aja miatt (ha az i-dik
objektum rosszabb, mint a j-edik, akkor a j-dik objektum jobb, mint az i-
edik) egym¶as ellentettjei. A dÄont¶esi opci¶oknak megfelel}o intervallumokat az
1. ¶abr¶an l¶athatjuk.

1. ¶abra. A rosszabb/egyforma/jobb opci¶okhoz tartoz¶o intervallumok

A »i ¡»j val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okat ¶³rjuk mi ¡mj +´i;j alakba, ahol az ´i;j

i = 1; 2; . . . ; n¡1, j = i+1; . . . ; n val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶okr¶ol felt¶etelezzÄuk, hogy
fÄuggetlen, folytonos, azonos eloszl¶as¶u, 0 v¶arhat¶o ¶ert¶ek}u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok
F (x) eloszl¶asfÄuggv¶ennyel. Thurstone standard norm¶alis eloszl¶asfÄuggv¶enyt
alkalmazott, a Bradly-Terry modellben logisztikus eloszl¶ast felt¶eteleznek. Be-
l¶athat¶o, hogy elegend}o az, hogy az eloszl¶asfÄuggv¶eny minden ¶ert¶eke szigor¶uan
0 ¶es 1 kÄozÄott helyezkedjen el, valamint a s}ur}us¶egfÄuggv¶enye szigor¶uan log-
konk¶av legyen.
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KÄonny}u l¶atni, hogy

pi;j;1 = P (»i ¡ »j 2 I1) = P (»i ¡ »j < ¡b) =

= F (¡b ¡ (mi ¡ mj));
(1)

pi;j;2 = P (»i ¡ »j 2 I2) = P (¡b · »i ¡ »j · b) =

= F (b ¡ (mi ¡ mj)) ¡ F (¡b ¡ (mi ¡ mj));
(2)

pi;j;3 = P (»i ¡ »j 2 I3) = P (b < »i ¡ »j) =

= 1 ¡ F (b ¡ (mi ¡ mj)):
(3)

Legyen Ai;j;k azon dÄont¶esek sz¶ama, amelyn¶el az i-edik ¶es a j-edik ob-
jektum Äosszehasonl¶³t¶as¶anak eredm¶enye a Ck lett. Nyilv¶an Äonmag¶ahoz nem
hasonl¶³tjuk az objektumot, valamint Ai;j;k = Aj;i;4¡k teljesÄul, ¶³gy elegend}o
az i < j indexp¶arokn¶al sz¶amontartani az eredm¶enyt.

FÄuggetlen mint¶at felt¶etelezve annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy az

A = (Ai;j;k)i=1;2;...;n¡1;j=i+1;...;n;k=1;2;3

mint¶at kapjuk, a kÄovetkez}ovel egyenl}o:

L(A j m1;m2; . . . ;mn; b) =
n¡1Y

i=1

nY

j=i+1

p
Ai;j;1

i;j;1 ¢ p
Ai;j;2

i;j;2 ¢ pAi;j;3

i;j;3 : (4)

Az (m1; m2; . . . ;mn; b) param¶etervektor ML becsl¶es¶en azt az (bm1; bm2; . . . ;

bmn;bb) vektort ¶ertjÄuk, amely maximaliz¶alja a (4) fÄuggv¶enyt a 0 < b felt¶etel
mellett, azaz

(bm1; bm2; . . . ; bmn;bb) = arg max
(m1;...;mn;b); 0<b

L(A j m1; . . . ;mn; b): (5)

Gyakran a (4) fÄuggv¶eny helyett annak logaritmus¶at, azaz a

log L(A j m1;m2; . . . ;mn; b) =
3X

k=1

n¡1X

i=1

nX

j=i+1

Ai;j;k ¢ log pi;j;k (6)

¶ugynevezett log-likelihoood fÄuggv¶enyt haszn¶alj¶ak. Mivel a logaritmus fÄugg-
v¶eny szigor¶uan monoton, ez¶ert (4) ¶es (6) maximumhelye, ha l¶etezik, meg-
egyezik.

(1), (2) ¶es (3) alapj¶an l¶athat¶o, hogy a likelihood fÄuggv¶eny csak a v¶arhat¶o
¶ert¶ek param¶eterek kÄulÄonbs¶eg¶et}ol fÄugg, magukt¶ol a param¶eterekt}ol nem, ¶³gy
egy param¶eter (p¶eld¶aul m1) rÄogz¶³thet}o. A (6) fÄuggv¶eny maximumhely¶enek
l¶etez¶ese ¶es egy¶ertelm}us¶ege kulcsfontoss¶ag¶u a m¶odszer szempontj¶ab¶ol, hiszen
ha tÄobb helyen is felvenn¶e a fÄuggv¶eny a maximum¶at, akkor felmerÄulhetne
a k¶erd¶es, hogy melyik eredm¶enyt tartsuk ¶erv¶enyesnek. Ez¶ert a likelihood
fÄuggv¶eny maximum¶anak l¶etez¶es¶et ¶es egy¶ertelm}us¶eg¶et mindenk¶eppen vizsg¶alni
kell.
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Az objektumok sorrendj¶et a becsÄult v¶arhat¶o ¶ert¶ek param¶eterek sorrendje
adja. A kapott param¶eterekb}ol egyre norm¶alt s¶ulyokat nyerhetÄunk a

(bw1; bw2; . . . ; bwn) =
(exp(bm1); exp(bm2); . . . ; exp(bmn))Pn

i=1 exp(bmi)
(7)

szigor¶uan monoton transzform¶aci¶oval.

2.2 H¶arom dÄont¶esi opci¶ot megenged}o modell el}ony ¯-
gyelembe v¶etele eset¶en

Vannak olyan esetek, amikor az egyik objektum valamilyen okb¶ol el}onyben
van a m¶asikkal szemben. Ez abban fejez}odik ki, hogy ilyenkor kisebb kÄu-
lÄonbs¶eg eset¶en is jobb lesz, mint a m¶asik, ahhoz k¶epest, amikor nincs el}onye.
Rosszabbnak viszont csak nagyobb kÄulÄonbs¶eg eset¶en bizonyul, ahhoz k¶epest,
amikor nincs el}onye. Ez azt jelenti, hogy az I1; I2; I3 intervallumok m¶odosul-
nak, megsz}unik a szimmetrikus jellegÄuk. Az ,,egyforma" dÄont¶eshez tartoz¶o in-
tervallum null¶ara nem szimmetrikuss¶a v¶alik. El}ony eset¶en a ,,rosszabb" dÄon-
t¶esnek a Ie

1 = (¡1;¡D) ; az ,,egyforma" dÄont¶esnek a Ie
2 = [¡D; d], a ,,jobb"

dÄont¶esnek a Ie
3 = (d; 1) intervallum felel meg a 2. ¶abra szerint mutatott

m¶odon. Mivel minden el}onyben lev}o objektumra vonatkoz¶o ,,jobb" v¶elem¶eny
az egyben a h¶atr¶anyban lev}o objektumra vonatkoz¶o ,,rosszabb" v¶elem¶eny is,
ez¶ert a k¶et feloszt¶as intervallumai null¶ara val¶o tÄukrÄoz¶essel egym¶asba vihet}ok.
¶Igy h¶atr¶any eset¶en a 3. ¶abra szerint alakulnak az egyes dÄont¶eseknek megfelel}o
intervallumok.

2. ¶abra. A rosszabb/egyforma/jobb opci¶okhoz tartoz¶o intervallumok el}ony eset¶en

3. ¶abra. A rosszabb/egyforma/jobb opci¶okhoz tartoz¶o intervallumok h¶atr¶any eset¶en

Nyilv¶an d · D. MegjegyezzÄuk, hogy a d = D a 2.1 alfejezetben bemu-
tatott modellt adja vissza, vagyis a mostani ¶altal¶anos¶³t¶asa az el}oz}onek. Az
egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert felt¶etelezzÄuk, hogy az el}ony m¶ert¶eke nem fÄugg az Äossze-
hasonl¶³tand¶o objektumokt¶ol (p¶eld¶aul felt¶etelezzÄuk, hogy sakkoz¶ok eset¶en a
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kezd¶es lehet}os¶ege mindenkinek ugyanolyan m¶ert¶ek}u el}onyt biztos¶³t, a sÄot¶et
sz¶³nnel j¶atsz¶as pedig ugyanolyan m¶ert¶ek}u h¶atr¶anyt jelent).

A pi;j;1 val¶osz¶³n}us¶eg most az al¶abbi m¶odon sz¶amolhat¶o, amennyiben az
i-edik objektum el}onyben van a j-edikkel szemben,

pe
i;j;1 = P (»i ¡ »j 2 Ie

1) = P (»i ¡ »j < ¡D) =

= F (¡D ¡ (mi ¡ mj));
(8)

m¶³g ha h¶atr¶anyban, akkor

ph
i;j;1 = P (»i ¡ »j 2 Ih

1 ) = P (»i ¡ »j < ¡d) =

= F (¡d ¡ (mi ¡ mj)):
(9)

Hasonl¶ok¶eppen pi;j;2-re az al¶abbiak igazak i el}onye, illetve h¶atr¶anya eset¶en:

pe
i;j;2 = P (»i ¡ »j 2 Ie

2) = P (¡D · »i ¡ »j · d) =

= F (d ¡ (mi ¡ mj)) ¡ F (¡D ¡ (mi ¡ mj));
(10)

ph
i;j;2 = P (»i ¡ »j 2 Ih

2 ) = P (¡d · »i ¡ »j · D) =

= F (D ¡ (mi ¡ mj)) ¡ F (¡d ¡ (mi ¡ mj)):
(11)

V¶egezetÄul pi;j;3 el}ony, illetve h¶atr¶any eset¶en az al¶abbiak szerint m¶odosul:

pe
i;j;3 = P (»i ¡ »j 2 Ie

3) = P (d < »i ¡ »j) =

= 1 ¡ F (d ¡ (mi ¡ mj));
(12)

ph
i;j;3 = P (»i ¡ »j 2 Ih

3 ) = P (D < »i ¡ »j) =

= 1 ¡ F (D ¡ (mi ¡ mj)):
(13)

Ha Ae
i;j;k jelÄoli a k-adik opci¶o el}ofordul¶asi sz¶am¶at az i-edik ¶es a j-edik ob-

jektum Äosszehasonl¶³t¶asa sor¶an, amennyiben i el}onyben van, ¶es Ah
i;j;k, ameny-

nyiben i h¶atr¶anyban van, akkor a likelihood fÄuggv¶eny az al¶abbiak szerint
alakul:

Le((Ae;Ah) j m1;m2; . . . ;mn; d; D) =
n¡1Y

i=1

nY

j=i+1

3Y

k=1

¡
pe

i;j;k

¢Ae
i;j;k ¢

¡
ph

i;j;k

¢Ah
i;j;k ;

(14)
¶es a param¶eterek ML becsl¶ese

(bm1; bm2; . . . ; bmn; bd; bD) = arg max
(m1; . . . ; mn; d; D);

0 · d · D;
(d;D) 6= (0; 0)

Le((Ae;Ah) j m1; . . . ;mn; d; D):

(15)
MegjegyezzÄuk, hogy (14) most is csak a v¶arhat¶o ¶ert¶ekek kÄulÄonbs¶eg¶et}ol

fÄugg, vagyis az egyik v¶arhat¶o ¶ert¶eket tetsz}olegesen rÄogz¶³thetjÄuk, a fÄuggv¶eny
¶ert¶eke nem v¶altozik. (15) l¶etez¶ese ¶es egy¶ertelm}us¶ege most is kulcsk¶erd¶es a
m¶odszer alkalmazhat¶os¶aga szempontj¶ab¶ol. Ennek vizsg¶alat¶aval a kÄovetkez}o
fejezetben foglalkozunk.
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3 A likelihood fÄuggv¶eny maximum¶anak l¶ete-
z¶ese ¶es a maximumhely egy¶ertelm}us¶ege

Az el}onyt nem ¯gyelembe vev}o modell eset¶en a likelihood fÄuggv¶eny maxi-
mum¶anak l¶etez¶ese ¶es a maximumhely egy¶ertelm}us¶ege bizony¶³t¶as¶ahoz szÄuks¶eg
van a kÄovetkez}o de¯n¶³ci¶ora.

De¯ni¶aljunk egy gr¶afot a kÄovetkez}ok¶eppen: legyenek a GR gr¶af cs¶ucsai
az ¶ert¶ekelend}o objektumok, valamint az i-edik ¶es a j-edik (i < j) cs¶ucs akkor
legyen ÄosszekÄotve, ha

0 < Ai;j;2 (16)

vagy
0 < Ai;j;1 ¶es 0 < Ai;j;3: (17)

Ezek ut¶an kimondhat¶o a kÄovetkez}o t¶etel (ld. norm¶alis eloszl¶as eset¶en [11],
¶altal¶anos eloszl¶as eset¶en [12]):

1. T¶etel. Legyen F olyan eloszl¶asfÄuggv¶eny, amelyre 0 < F (x) < 1 teljesÄul,
h¶aromszor folytonosan di®erenci¶alhat¶o IR-en, valamint s}ur}us¶egfÄuggv¶enye 0-
ra szimmetrikus ¶es logaritmusa szigor¶uan konk¶av. TegyÄuk fel, hogy van olyan
i1 < j1 p¶ar,amelyre 0 < Ai1;j1;2; valamint van olyan i2 < j2 p¶ar, amelyre
0 < Ai2;j2;1 ¶es 0 < Ai2;j2;3 teljesÄul. RÄogz¶³tsÄuk m1 ¶ert¶ek¶et 0-nak. Ha a GR
gr¶af ÄosszefÄugg}o, akkor a (4) fÄuggv¶eny, mint (m2; . . . ;mn; b) fÄuggv¶enye a 0 < b
felt¶etel mellett felveszi a maximum¶at, ¶es a maximumhely egy¶ertelm}u.

Az 1. T¶etel alapfelt¶etele, hogy l¶etezik ,,egyforma" v¶elem¶eny, valamint
van olyan p¶ar, amelyn¶el egyszerre van ,,jobb" ¶es ,,rosszabb" eredm¶eny is.
A gr¶af ¶elei akkor vannak beh¶uzva k¶et cs¶ucs kÄozÄott, ha van Äosszehasonl¶³t¶as
kÄoztÄuk, ¶es nem egyir¶any¶uak (nem csak ,,jobb" vagy nem csak ,,rosszabb")
az Äosszehasonl¶³t¶asok eredm¶enye. Ekkor ezen gr¶af ÄosszefÄugg}os¶ege (a k¶et plusz
felt¶etel megl¶ete mellett) biztos¶³tja az objektumok egy¶ertelm}u sorbarendezhe-
t}os¶eg¶et, s}ot m¶eg az objektumok j¶os¶ag¶anak sz¶amszer}us¶³t¶es¶et is. A m¶odszer
lehet}ov¶e teszi azt is, hogy megbecsÄuljÄuk annak a val¶osz¶³n}us¶eg¶et, hogy az i-
edik ¶es a j-edik objektum Äosszehasonl¶³t¶asakor a Ck dÄont¶es szÄuletik k = 1; 2; 3:

bpi;j;1 = F (¡bb ¡ (bmi ¡ bmj)); (18)

bpi;j;2 = F (bb ¡ (bmi ¡ bmj)) ¡ F (¡bb ¡ (bmi ¡ bmj)); (19)

bpi;j;3 = 1 ¡ F (bb ¡ (bmi ¡ bmj)): (20)

Az el}ony ¯gyelembe v¶etele eset¶en a modell bonyolultabb¶a v¶alik, ¶es ¶ujabb
param¶eterrel b}ovÄul a t¶er. Az el}oz}o t¶etel bizony¶³t¶as¶aban haszn¶alt technik¶ak
azonban felhaszn¶alhat¶ok, s a szigor¶uan logkonk¶av m¶ert¶ekek elm¶elet¶ere ala-
pozva bizonyos felt¶etelek teljesÄul¶ese eset¶en bizony¶³that¶o az egy¶ertelm}u l¶ete-
z¶esre vonatkoz¶o t¶etel.

Ehhez de¯ni¶aljunk egy GRe gr¶afot az al¶abbi m¶odon. A gr¶af cs¶ucsai az
¶ert¶ekelend}o objektumok. Az i-edik ¶es a j-edik (i < j) cs¶ucs akkor legyen
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ÄosszekÄotve, ha van kÄoztÄuk Äosszehasonl¶³t¶as mind i el}onyÄos, mind i h¶atr¶anyos
helyzete eset¶en, valamint vagy

0 < Ae
i;j;2 + Ah

i;j;2 (21)

vagy

0 < Ae
i;j;1 + Ah

i;j;1 ¶es 0 < Ae
i;j;3 + Ah

i;j;3 (22)

teljesÄul. MegjegyezzÄuk, hogy (21) azt fejezi ki, hogy van ,,egyforma" dÄont¶es,
(22) pedig azt, hogy az Äosszehasonl¶³t¶asok eredm¶enyek¶ent szÄuletik ,,jobb" ¶es
,,rosszabb" dÄont¶es is. A kett}o egyÄutt a nem egyoldal¶u eredm¶enyekhez kÄoti az
¶elek beh¶uz¶as¶at. Ekkor az al¶abbi t¶etelt bizony¶³tottuk:

2. T¶etel. Legyen F olyan eloszl¶asfÄuggv¶eny, amelyre 0 < F (x) < 1 teljesÄul,
h¶aromszor folytonosan di®erenci¶alhat¶o IR-en, valamint s}ur}us¶egfÄuggv¶enye 0-
ra szimmetrikus ¶es logaritmusa szigor¶uan konk¶av. TegyÄuk fel, hogy van olyan
i1 < j1 p¶ar, amelyre 0 < Ae

i1;j1;2 + Ah
i1;j1;2; valamint van olyan i2 < j2

p¶ar, amelyre 0 < Ae
i2;j2;1 ¶es 0 < Ah

i2;j2;3 teljesÄul. RÄogz¶³tsÄuk az m1 ¶ert¶ek¶et
null¶anak. Amennyiben az el}oz}oekben de¯ni¶alt GRe gr¶af ÄosszefÄugg}o, a (14)
fÄuggv¶eny a 0 · d · D; (d;D) 6= (0; 0) felt¶etelek mellett felveszi a maximum¶at,
¶es a maximumhely egy¶ertelm}u.

A t¶etelben szerepl}o p¶arokra vonatkoz¶o k¶et felt¶etel azt mondja ki, hogy
legal¶abb egy alkalommal van ,,egyforma" dÄont¶es, valamint van olyan p¶ar,
amelyn¶el el}onyben ,,rosszabb" ¶es h¶atr¶anyban ,,jobb" dÄont¶es szÄuletik. A gr¶af
ÄosszefÄugg}os¶ege (a k¶et plusz felt¶etel megl¶ete mellett) most is biztos¶³tja az
objektumok egy¶ertelm}u sorbarendezhet}os¶eg¶et ¶es a kÄulÄonbs¶egek sz¶amszer}u-
s¶³t¶es¶et. L¶athat¶o, hogy ha nem ¯gyeljÄuk az el}ony/h¶atr¶any megl¶et¶et, akkor
a felt¶etelek az 1. T¶etel felt¶eteleire egyszer}usÄodnek ¶es a 2. T¶etel ¶all¶³t¶asa az
1. T¶etel ¶all¶³t¶as¶aval megegyezik.

Ha i el}onyben van, akkor a Ck k = 1; 2; 3 opci¶ok kialakul¶as¶anak becsÄult
val¶osz¶³n}us¶egei

bpe
i;j;1 = F (¡ bD ¡ (bmi ¡ bmj)); (23)

bpe
i;j;2 = F (bd ¡ (bmi ¡ bmj)) ¡ F (¡ bD ¡ (bmi ¡ bmj)); (24)

bpe
i;j;3 = 1 ¡ F ( bD ¡ (bmi ¡ bmj)); (25)

m¶³g ha i h¶atr¶anyban van, akkor a Ck k = 1; 2; 3 opci¶ok kialakul¶as¶anak becsÄult
val¶osz¶³n}us¶egei

bph
i;j;1 = F (¡bd ¡ (bmi ¡ bmj)); (26)

bph
i;j;2 = F ( bD ¡ (bmi ¡ bmj)) ¡ F (¡bd ¡ (bmi ¡ bmj)); (27)

bph
i;j;3 = 1 ¡ F (bd ¡ (bmi ¡ bmj)): (28)
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V¶egezetÄul annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy az el}onyben lev}o bizonyul jobbnak

P (az el}onyben lev}o jobb) =
n¡1X

i=1

nX

j=i+1

¡
bpe
i;j;3 + bph

i;j;1

¢ ¢ 1

2¢
¡
n
2

¢ ; (29)

az "egyforma" val¶osz¶³n}us¶ege

P (k¶et objektum "egyforma") =
n¡1X

i=1

nX

j=i+1

¡
bpe
i;j;2 + bph

i;j;2

¢ ¢ 1

2¢
¡
n
2

¢ ; (30)

¶es annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy a h¶atr¶anyban lev}o bizonyul jobbnak

P (a h¶atr¶anyban lev}o jobb) =
n¡1X

i=1

nX

j=i+1

¡
bph
i;j;3 + bpe

i;j;1

¢ ¢ 1

2¢¡n
2

¢ : (31)

4 Alkalmaz¶as

A sakk vil¶ag¶aban ismert jelens¶eg, hogy a vil¶agos b¶abukkal j¶atsz¶o versenyz}o
el}onyben van a sÄot¶et b¶abukkal j¶atsz¶o versenyz}ovel szemben. Az is kÄozismert,
hogy a sakkoz¶ok egy¶eni sorrendj¶et az ¶El}o-pontok alapj¶an hat¶arozz¶ak meg,
amely sz¶amol¶asakor ¯gyelembe veszik az ellenfelek er}oss¶eg¶et is. ¶El}o ¶Arp¶ad,
a pontsz¶am¶³t¶as megalkot¶oja, a j¶at¶ekosok er}oss¶eg¶et egy-egy val¶osz¶³n}us¶egi v¶al-
toz¶oval jellemezte, m¶egpedig norm¶alis eloszl¶as¶uval [5]. Tekintettel arra, hogy
az ellenfelek er}oss¶ege a mi m¶odszerÄunkben is szerepet j¶atszik a ki¶ert¶ekel¶eskor,
ez¶ert illusztr¶al¶ask¶ent modellÄunket sakkverseny r¶esztvev}oinek rangsorol¶as¶ara
alkalmaztuk, oly m¶odon, hogy az F (x) eloszl¶asfÄuggv¶enyt standard norm¶alis
eloszl¶asfÄuggv¶enynek v¶alasztottuk. Mivel Csat¶o cikk¶eben [4] tÄobb m¶odszerrel
ki¶ert¶ekelte a 2011-ben tartott 18. (ny¶³lt) sakkcsapat Eur¶opa-bajnoks¶ag ered-
m¶enyeit, ez¶ert mi is ezt a versenyt v¶alasztottuk p¶eld¶anak. Eredm¶enyeinket
Äosszehasonl¶³tjuk a [4]-ben legjobbnak tal¶alt m¶odszer (az LS (RMB)-vel jelzett
m¶odszer) eredm¶enyeivel.

A versenyen 38 orsz¶ag vett r¶eszt. A 38 csapat sv¶ajci rendszerben 9 fordul¶ot
j¶atszott, ez¶altal nemteljes Äosszehasonl¶³t¶asr¶ol van sz¶o. Minden fordul¶oban 4
t¶abl¶an j¶atszottak egym¶as ellen a csapatok. Ez azt jelenti, hogy az egym¶assal
j¶atsz¶o csapatok kÄozÄott 4 ,,dÄont¶es" szÄuletett, a rosszabb jelenti a veres¶eget,
a jobb a gy}ozelmet, az egyforma pedig a dÄontetlent. Minden fordul¶oban
mindegyik csapat k¶etszer vil¶agossal ¶es k¶etszer sÄot¶ettel j¶atszott. Az Äosszesen
lej¶atszott partik sz¶ama 684. A lej¶atszott m¶erk}oz¶esek eredm¶enyeit a http://
chess-results.com/tnr57856.aspx honlapr¶ol tÄoltÄottÄuk le.

K¶etf¶ele ki¶ert¶ekel¶est alkalmaztunk, egyr¶eszt az el}onyt ¯gyelembe vev}o m¶od-
szerrel (I.), m¶asr¶eszt az el}onyt nem ¯gyelembe v¶ev}o m¶odszerrel (II.) rang-
soroltuk a versenyen r¶eszt vev}o csapatokat.

A 2. T¶etel felt¶eteleit ellen}orizend}o meg¶allap¶³thatjuk, hogy Horv¶atorsz¶ag
Sv¶ajcot egyszer sÄot¶ettel megverte, egyszer vil¶agossal kikapott t}ole, valamint
k¶et dÄontetlen szÄuletett kÄozÄottÄuk. A GRe gr¶af ÄosszefÄugg}os¶eg¶et ellen}oriztÄuk.
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A ki¶ert¶ekel¶es eredm¶enyek¶ent a hivatalos sorrend szerinti els}o 15 helyezett-
n¶el az al¶abbi eredm¶enyeket kaptuk (1. t¶abl¶azat).

Orsz¶ag Hivatalos I. II. LS (RMB)

s(I) bm(I)
i s(II) bm(II)

i
N¶emetorsz¶ag 1 2 0,116 2 0,117 2
Azerbajdzs¶an 2 1 0,264 1 0,257 1
Magyarorsz¶ag 3 5 -0,143 5 -0,134 6
ÄOrm¶enyorsz¶ag 4 4 0 4 0 5
Oroszorsz¶ag 5 3 0,020 3 0,021 3
Hollandia 6 13 -0,434 12 -0,416 8
Bulg¶aria 7 7 -0,196 7 -0,187 4
Lengyelorsz¶ag 8 9 -0,334 9 -0,321 13
Rom¶ania 9 12 -0,404 11 -0,394 12
Spanyolorsz¶ag 10 6 -0,210 6 -0,206 7
Olaszorsz¶ag 11 16 -0,489 16 -0,481 10
Szerbia 12 17 -0,524 17 -0,505 21
Gr¶uzia 13 22 -0,835 22 -0,813 25
Izrael 14 12 -0,409 11 -0,392 15
Ukrajna 15 10 -0,381 10 -0,371 11

1. t¶abl¶azat. A ki¶ert¶ekel¶esek szerinti sorrendek ¶es a becsÄult param¶eterek

A becsÄult t¶avols¶agparam¶eterek az I. m¶odszer eset¶eben bd = 0;528 ¶es bD =
0;973-nak ad¶odtak. Ha nem vizsg¶aljuk az el}ony megl¶et¶et (II. m¶odszer), akkor
bb =0,732 lett. Az ÄOrm¶enyorsz¶aghoz tartoz¶o 0 ¶ert¶ek az angol abc-beli sorrend-
ben val¶o els}o hely¶enek kÄoszÄonhet}o (Armenia). Az 1. t¶abl¶azat alapj¶an l¶athat¶o,
hogy a ki¶ert¶ekel¶es sor¶an kapott sorrend l¶enyegesen kÄulÄonbÄozik a hivatalos sor-
rendt}ol, viszont j¶oval kev¶esb¶e t¶er el a [4]-ben legjobbnak ¶ert¶ekelt sorrendt}ol.
A hivatalos sorrend az¶ert is ad m¶as eredm¶enyt, mint a tÄobbi, mert a hivatalos
sorrend sz¶am¶³t¶asakor egy csapat 4:0-as gy}ozelme a m¶asik ellen ugyanannyit
¶er, mint a 2.5:1.5 ar¶any¶u gy}ozelme, m¶³g ez az egy¶eb m¶odszerekn¶el nem ¶³gy
van. A bemutatott ki¶ert¶ekel¶esi m¶odszerek eset¶en a 4:0-as gy}ozelem 4 gy}ozel-
met takar, a 2.5:1.5 pedig vagy 1 gy}ozelmet ¶es 3 dÄontetlent, vagy 2 gy}ozelmet,
1 dÄontetlent ¶es 1 veres¶eget.

L¶athat¶o az is, hogy az el}onyt ¯gyelembe vev}o sorrend mutat n¶emi elt¶er¶est
az el}onyt ¯gyelembe nem vev}ot}ol, de ez szint¶en ¶erthet}o, hiszen az I. m¶odszer
tÄobb inform¶aci¶ot haszn¶al fel. Az egyes sorrendek kÄozÄott kialakul¶o Spearman-
f¶ele rangkorrel¶aci¶os egyÄutthat¶okat a 38 orsz¶ag eredm¶enyei alapj¶an sz¶amolva
kaptuk a 2. t¶abl¶azatot.

Hivatalos s(I) s(II) LS (RMB)
Hivatalos 1 0,949 0,948 0,936

s(I) 0,949 1 0,998 0,980

s(II) 0,948 0,998 1 0,980
LS (RMB) 0,936 0,980 0,980 1

2. t¶abl¶azat. A rangkorrel¶aci¶os egyÄutthat¶ok

L¶athatjuk, hogy az egyes ki¶ert¶ekel¶esi sorrendek egym¶ast¶ol nagyon kicsit
t¶ernek csak el. Ez al¶at¶amasztja Csat¶o azon hipot¶ezis¶et, hogy mivel b¶armely
k¶et orsz¶ag kÄozÄotti m¶erk}oz¶esen a partik sz¶³neloszl¶asa egyforma volt az orsz¶agok
kÄozÄott, ¶³gy a sorrend meg¶allap¶³t¶asakor elhagyhatjuk a ,,ki a vil¶agos/ ki a
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sÄot¶et" inform¶aci¶ot. Ha azonban m¶egis ¯gyelembe vesszÄuk, akkor modellÄunk
ki tudja mutatni azt a jelens¶eget, hogy a vil¶agos b¶abukkal nagyobb, a sÄot¶et
b¶abukkal kisebb a nyer¶esi es¶ely. Ha az I. m¶odszer eset¶en ¶erv¶enyes (29),
(30), (31) formul¶ak alapj¶an kisz¶amoljuk a vil¶agos gy}oz/dÄontetlen/sÄot¶et gy}oz
esem¶enyek es¶elyeit, akkor l¶athatjuk, hogy a vil¶agos gy}oz esem¶enynek j¶oval
nagyobb es¶elye van, mint a sÄot¶et gy}oz esem¶enynek. Ez term¶eszetesen nem je-
lentkezik, ha nem vesszÄuk ¯gyelembe azt, hogy ki kezd. A 3. t¶abl¶azat alapj¶an
l¶athat¶o, hogy a becsÄult ¶ert¶ekek ¶es a relat¶³v gyakoris¶ag kÄozti legnagyobb elt¶er¶es
az I. m¶odszer eset¶en a dÄontetlenkor ad¶odik, ¶ert¶eke 0,053. Ha 0,99 megb¶³zha-
t¶os¶ag¶u kon¯denciaintervallumot szerkesztÄunk a val¶osz¶³n}us¶egre, akkor annak
pontoss¶aga 0,05, vagyis a becsÄult ¶ert¶ek ¶eppen hogy k¶³vÄul esik a kon¯dencia-
intervallumon. A m¶asik k¶et (sÄot¶et gy}oz, illetve vil¶agos gy}oz) esetben pedig
a relat¶³v gyakoris¶ag szerint megadott 0,99 szint}u kon¯denciaintervallumba
esik. Ezek alapj¶an modellÄunk az adott p¶eld¶an a val¶os¶aggal egybees}oen ¶³rja
le az el}ony/h¶atr¶any jelens¶eg¶et. Itt megjegyezzÄuk, hogy mivel a II. m¶odszer
eset¶eben nem tudunk a vil¶agos illetve sÄot¶et gy}oz esem¶enyekre kÄulÄon val¶osz¶³n}u-
s¶egeket sz¶amolni, azokat ¶³gy nem adtuk meg. Mivel Csat¶o m¶odszer¶evel val¶o-
sz¶³n}us¶egeket nem tudtunk sz¶amolni, ¶³gy a m¶odszert kihagytuk a t¶abl¶azatb¶ol.

SÄot¶et gy}oz DÄontetlen Vil¶agos gy}oz
Rel. gyak. 0,217 0,447 0,336
0,99 konf. int. [0;176; 0;258] [0;398; 0;496] [0;290; 0;392]
I. 0,250 0,394 0,356
II. ¡ 0,393 ¡

3. t¶abl¶azat. A gy}ozelmi es¶elyek becsÄult ¶ert¶ekei

5 ÄOsszefoglal¶as

CikkÄunkben egy p¶aros Äosszehasonl¶³t¶ason alapul¶o rangsorol¶asi m¶odszert mu-
tattunk be, amelyben ¯gyelembe vettÄuk a p¶ar valamelyik tagj¶anak el}onyÄos
helyzet¶et. A m¶odszer nemteljes Äosszehasonl¶³t¶as eset¶en is alkalmazhat¶o. Az
objektumok mÄog¶e k¶epzelt l¶atens val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok seg¶³ts¶eg¶evel fel¶³rtuk
a kapott ki¶ert¶ekel¶esi eredm¶enyek val¶osz¶³n}us¶eg¶et. A param¶etereket maximum
likelihood becsl¶essel becsÄultÄuk. Megadtuk a becsl¶es egy¶ertelm}u l¶etez¶es¶et biz-
tos¶³t¶o felt¶eteleket. A m¶odszert alkalmaztuk sakkcsapat bajnoks¶ag eredm¶e-
nyeinek ki¶ert¶ekel¶es¶ere ¶es megmutattuk, hogy m¶odszerÄunk alkalmas az el}ony-
b}ol sz¶armaz¶o aszimmetria kimutat¶as¶ara.

KÄoszÄonetnyilv¶an¶³t¶as
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A GENERALIZATION OF THURSTONE METHOD FOR CONSIDERING

ADVANTAGES OF CERTAIN PARTICIPANTS

In this paper we investigate a paired comparison method which takes into account
the advantage of a member of the pair. We use the method of Thurstone on the
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basis of latent random variables, we allow three options for the decisions. The
parameters are estimated with maximum likelihood (ML) method. We present a
statement which provides su±cient condition for the existence and uniqueness of
the ML estimation in the case of incomplete comparisons. The method is applied
to the results of the European Open Chess Team Championship (2011) and our
results are compared with the results of other methods.

Paired comparisons are frequently used in cases where the compared objects are
evaluated subjectively. We can mention psychology, politics, marketing, decision
making and sports as well, because the results of matches can be interpreted as
results of the comparison of the pairs. If the number of the objects to compare is
large, then it is necessary to apply incomplete comparisons.

In real life we can realize that one member of the pair might have advantage
during the comparison, such as the homeland team in football, or the kick o®
in chess. In this paper we modify the generalized Thurstone method ([11], [12]) in
order to enable it to consider advantage, while keeping the possibility of ranking the
objects and characterizing the di®erences between them numerically. It is done by
not applying any more the assumption of symmetry of the intervals corresponding to
the options. The structure of the paper is follows: Chapter 2 presents the Thurstone
method with 3 options, and its generalization for the possibility of advantages
and disadvantages. Chapter 3 contains su±cient conditions for the existence and
uniqueness of the ML estimation. In Chapter 4 the method is applied for a special
case in sports. We argue that although the rank is similar to the ranks of other
methods, we could include into this model experience that white wins with larger
probability, it is has an advantage over black. Finally Chapter 5 summarize the
results.

Let n denote the number of objects to compare. In this model we allow for
3 options: worse, equal and better. We suppose that the "performance" of the
object i can be characterized by the random variable denoted by »i i = 1; 2; . . . ; n;
and its expectation is mi. The rank of the expectations provides the rank of the
objects. Comparing object i and j we decide about the di®erence »i ¡ »j. The
set of real numbers is divided into 3 disjunct parts I1; I2 and I3. If the di®erence
»i¡ »j is in I1; then the result of the comparison is "worse", if the di®erence »i¡»j
is in I2, then the decision is "equal", if the di®erence is in I3, then the decision is
"better". If the advantage is not built in, then I2 is symmetrical to zero. If we
take into account the advantage, then, when in advantage, the decision "worse"
corresponds to the interval Ie1 = (¡1;¡D) ; decision "equal" corresponds to the
interval Ie2 = [¡D;d] ; and decision "better" corresponds to the interval Ie3 = (d;1)
(see Figure 2). In case of disadvantage, the decision "worse", "equal" and "better"
correspond to the opposite of the above intervals (see Figure 3). Obviously, d · D.
This model allows for the case d =D, therefore this model is a generalization of the
previous model. The probabilities of the decisions can be computed by (8){(13).
If we denote by Aei;j;k the number of option k comparing objects i and j when i

has advantage and by Ahi;j;k when i has disadvantage then the likelihood function
can be expressed by (14), and the ML estimation of the parameters is (15). It can
be seen that (14) depends only on the di®erence of the expectations, therefore one
expectation can be ¯xed as zero. The existence and uniqueness of (15) is a key to
apply the method. First let us de¯ne the graph GRe as follows: the vertices are the
objects and the vertices i and j (i < j) are connected, if there exists comparison
between them in case of advantage and disadvantage of i; moreover (21) or (22)
hold. Then the following theorem can be proved (2. T¶etel):

Theorem. Let F be a cumulative distribution function, such that 0 < F(x) <
1, three times continuously di®erentiable in IR; its p.d.f. is symmetrical and the
logarithm of the p.d.f. is strictly concave. Let us suppose that there exists such a
pair i1 < j1 for which 0 < Aei1;j1;2 + A

h
i1;j1;2; there exists such a pair i2 < j2 for

which 0 < Aei2;j2;1 and 0 < Ahi2;j2;3 hold. Let us ¯x m1 = 0: If the graph GRe is
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connected, then (14) subject to 0 · d · D; (d;D) 6= (0; 0) takes its maximal value
and the argument of the maximal value is unique.

The probabilities of the options in case of advantage and disadvantage can be
estimated by (23){(28). The probability that the object in advantage is "better",
"equal" or "worse" is expressed by (29), (30), (31), respectively. The above model
was applied to the results of European Open Chess Team Championship (2011).
The o±cial results ("hivatalos"), the results of the evaluations with and without
considering advantage (white) (I. and II.) and the results of [4] are contained in
Table 1. The correlations of the di®erent ranks are in Table 2. Based on (29), (30)
and (31) we estimated the probabilities of winning, losing in advantage and tie.
Table 3 contains the estimated probabilities and the con¯dence intervals belonging
to reliability level 0.99, and the results are convincing.

Key words: paired comparison, Thurstone method, advantage, maximum like-
lihood estimation. JEL code: C02, C44.




