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DINAMIKUS EGYENS¶ULY KORL¶ATOZOTT V¶ALTOZ¶OK
KÄOZÄOTT1

RAPPAI G¶ABOR
P¶ecsi Tudom¶anyegyetem

VJnek

A tanulm¶any a kÄozÄos sztochasztikus trendet tartalmaz¶o id}osorok kÄozÄotti
egyÄuttmozg¶ast vizsg¶alja mesters¶eges korl¶atoz¶asok eset¶en. A v¶eletlen bolyon-
g¶as ¶es a kointegr¶aci¶o fogalmainak v¶azlatos ¶attekint¶es¶et kÄovet}oen megeml¶³ti a
Tobit-t¶³pus¶u kointegr¶alt vektor-autoregressz¶³v (Tobit-CVAR) modellt ¶es be-
mutatja az ebbe a modellcsal¶adba tartoz¶o, korl¶atozott v¶altoz¶ok kÄozÄotti hiba-
korrekci¶os modellt. V¶eletlen helyzetek gener¶al¶as¶aval elemzi, hogy a vizsg¶alt
jelens¶eget ¶ert kÄuszÄob-korl¶atoz¶as (lenull¶az¶od¶as) milyen hat¶assal van az erede-
tileg kointegr¶alt id}osorok kÄozÄotti dinamikus egyens¶ulyra. A szimul¶aci¶ok alap-
j¶an kijelenthet}o, hogy a t¶uls¶agosan szigor¶u, illetve t¶uls¶agosan kor¶an bekÄovet-
kez}o korl¶atoz¶as nagy val¶osz¶³n}us¶eggel megszÄunteti az egyÄuttmozg¶ast, emellett
kimutathat¶o, hogy tÄobb id}osor line¶aris kombin¶aci¶oja (Äosszege) sem v¶edettebb
az egyens¶uly megsz}un¶es¶evel szemben. Egy illusztrat¶³v p¶elda a Vasicek-f¶ele
kamatmodellen keresztÄul bemutatja, hogy a t¶uls¶agosan drasztikusan alkal-
mazott korl¶atoz¶as a hitelbed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶eg felÄulbecsl¶es¶ehez vezethet.

1 Bevezet¶es, probl¶emafelvet¶es

A gazdas¶agmodellez¶es egyik leggyakoribb k¶erd¶esfeltev¶ese, hogy k¶et, a vizs-
g¶alat szempontj¶ab¶ol kitÄuntetett jelens¶eg milyen kapcsolatban van egym¶assal.
Noha kor¶abban sokszor tal¶alkozhattunk helytelen megfogalmaz¶asokkal nem
csak a kÄozbesz¶edben, de az ¶³rott ¶es digit¶alis m¶edi¶aban, s}ot m¶eg a szakpublik¶a-
ci¶okban is, napjainkra tiszt¶az¶odtak a t¶em¶aval kapcsolatos fogalmak jelent¶es-
tartalmai. Amennyiben id}o dimenzi¶o n¶elkÄul, vagyis keresztmetszeti adat¶allo-
m¶anyon vizsg¶al¶odunk, ¶ugy k¶et jelens¶eg kapcsolatban ¶all(hat) egym¶assal, ez a
kapcsolat a v¶altoz¶ok jelleg¶eb}ol kÄovetkez}oen lehet asszoci¶aci¶o, korrel¶aci¶o vagy
vegyes kapcsolat. Azonos id}oben lezajl¶o jelens¶egek kÄozÄott ¶³gy az ok-okozati
ÄosszefÄugg¶est csak logikai ¶uton, a v¶altoz¶ok term¶eszet¶enek ismeret¶eben tudjuk
kimutatni.

M¶as a helyzet az id}oben lej¶atsz¶od¶o folyamatokkal: itt az oks¶agi kapcsolat

1A tanulm¶any a T¶ematerÄuleti Kiv¶al¶os¶agi Program 2020 (2020-4.1.1.-TKP2020)
,,int¶ezm¶enyi kiv¶al¶os¶ag" alprogram 4. sz¶am¶u, ,,A hazai v¶allalatok szerep¶enek nÄovel¶ese a
nemzet ¶ujraiparos¶³t¶as¶aban" c¶³m}u projekt t¶amogat¶as¶aval k¶eszÄult. A szerz}o kÄoszÄonettel tar-
tozik K}orÄosi G¶abornak, aki sz¶amos ¶ert¶ekes, pontos¶³t¶o megjegyz¶ese mellett felh¶³vta a ¯gyel-
met a Tobit-CVAR modellek ¶es az itt t¶argyalt probl¶ema kÄozÄotti hasonl¶os¶agra is. Be¶erkezett
2020. november 24. E-mail: rappai.gabor@ktk.pte.hu.
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felt¶ar¶asa alapvet}o fontoss¶ag¶u.2 Abban az esetben, ha az id}osorok stacion¶a-
riusak, a kÄozÄottÄuk lev}o ¶un. Granger-oks¶agot Wald-f¶ele F-pr¶ob¶aval lehet kimu-
tatni (K}orÄosi ¶es mtsai, 1990). A gazdas¶agelemz¶es sor¶an sz¶eles kÄorben elter-
jedt Granger-oks¶agr¶ol ugyanakkor tudni kell, hogy felt¶etelrendszere (line¶aris
ÄosszefÄugg¶es, a seg¶edregresszi¶oban feh¶er zaj hibatag) a val¶os¶agban csak vi-
szonylag ritk¶an teljesÄul, ¶³gy a jelens¶egek kÄozÄotti ok-okozati ÄosszefÄugg¶esek
modellez¶ese enn¶el Äosszetettebb feladat (Abaligeti, 2015). Ugyanakkor, ha
az id}osorok trendet tartalmaznak, az ok-okozati ÄosszefÄugg¶es felt¶ar¶asa szint¶en
nem trivi¶alis. Ezekben az esetekben ugyanis sz¶amolnunk kell a hamis re-
gresszi¶o jelens¶eg¶evel, amely megzavarhatja a felÄuletes szeml¶el}o oks¶agr¶ol alko-
tott v¶elem¶eny¶et.3 Az id}osorok kÄozÄotti oks¶ag, illetve a trendet tartalmaz¶o
id}osorok eset¶en az egyÄuttmozg¶as (kÄozÄos trend) kimutat¶asa az elm¶ult n¶eh¶any
¶evtized Äokonometriai fejl}od¶es¶enek a kÄozponti t¶em¶aja, 2003-ban ¶es 2011-ben
a kÄozgazdas¶agi Nobel-eml¶ekd¶³j is kifejezetten ilyen t¶em¶aj¶u kutat¶asokat jutal-
mazott (Darvas, 2004).

Az ok-okozati kapcsolat kimutat¶as¶ara szolg¶al¶o tesztelj¶ar¶asok bemutat¶asa
mellett egyre tÄobb tanulm¶any foglalkozik azzal a k¶erd¶essel, hogy mik¶ent szÄu-
letik, de m¶eg ink¶abb, hogy mikor, mit}ol sz}unik meg az ok-okozati ÄosszefÄugg¶es
k¶et vizsg¶alt jelens¶eg kÄozÄott. KÄulÄonÄosen fel¶ert¶ekel}odik a k¶erd¶es jelent}os¶ege v¶al-
s¶agok idej¶en. Vannak kutat¶asok, melyek kifejezetten arra a kÄovetkeztet¶esre
jutnak, hogy a v¶als¶agok el}orejelezhet}ok abb¶ol, ha a kor¶abbi ok-okozati Äossze-
fÄugg¶esek, illetve egyÄuttmozg¶asok hirtelen megsz}unnek (¶Acs, 2012).

Jelen ¶³r¶as is a speci¶alis kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott fennmarad¶o vagy megsz}un}o
oks¶ag t¶emakÄor¶ehez k¶³v¶an hozz¶aj¶arulni. Azt vizsg¶aljuk, hogy amennyiben id}o-
ben lej¶atsz¶od¶o jelens¶egek kÄozÄott egyÄuttmozg¶as (kÄozÄos trend) mutathat¶o ki,
vagyis kointegr¶altak, akkor milyen v¶altoz¶asoknak kell bekÄovetkezni ahhoz,
hogy a folyamatok kÄozÄotti hibakorrekci¶os mechanizmus megsz}unjÄon. A tanul-
m¶any egy, a gyakorlatban egy¶altal¶an nem ritka anom¶ali¶at vizsg¶al, m¶egpedig
azt az esetet, amikor valamilyen v¶aratlan esem¶eny hat¶as¶ara az egyik id}osor
¶ert¶eke 0-v¶a v¶alik, k¶es}obbi sz¶ohaszn¶alatunk szerint lenull¶az¶odik. (Gondoljunk
pl. a cs}od/felsz¶amol¶as eset¶ere, vagy az elemi csap¶asra, ilyenkor pontosan ez
a jelens¶eg ¶all fenn!).

A kÄovetkez}o r¶eszben c¶³mszavakban ¶attekintjÄuk a legszÄuks¶egesebb Äokono-
metriai terminol¶ogi¶at, majd alkalmasan v¶alasztott szimul¶aci¶ok seg¶³ts¶eg¶evel
megk¶³s¶ereljÄuk le¶³rni az el}obbi jelens¶eg legfontosabb tulajdons¶agait, v¶egezetÄul
egy illusztrat¶³v p¶eld¶an keresztÄul szeml¶eltetjÄuk az elm¶eleti jelleg}u meg¶allap¶³-
t¶asok gyakorlati alkalmazhat¶os¶ag¶at.

2Az oks¶ag modellezhet}os¶eg¶er}ol l¶asd pl. Rappai (2011).
3A determinisztikus trendet tartalmaz¶o id}osorok kÄozÄott mindig kimutathat¶o hamis re-

gresszi¶o (melyet trendsz}ur¶essel egy¶ebir¶ant j¶ol lehet kezelni), sztochasztikus trendet tartal-
maz¶o id}osorokn¶al a hamis oks¶ag (l¶atszatkapcsolat) vesz¶ely, de nem tÄorv¶enyszer}us¶eg (min-
derr}ol b}ovebben lesz sz¶o a kÄovetkez}o pontban).
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2 ÄOkonometriai alapvet¶es

TekintsÄunk egy, az id}ohorizonton (t = 1; 2; . . . ; T ) meg¯gyelt v¶altoz¶ot, amely
a vizsg¶alat kezd}o pillanat¶aban y0 ¶ert¶ekkel rendelkezik. A jellemz}o ¶ert¶eke
id}oszakr¶ol id}oszakra egy konstanssal ¶es egy j¶ol speci¯k¶alt v¶eletlen v¶altoz¶o
aktu¶alis ¶ert¶ek¶evel (sztochasztikus taggal) v¶altozik. A v¶altoz¶o ¶ert¶eke a t-edik
id}opillanatban teh¶at az al¶abbi

yt = ¯ + yt¡1 + "t ; (1)

ahol yt a v¶altoz¶o ¶ert¶eke, "t pedig a sztochasztikus tag (v¶eletlen v¶altoz¶o) ¶ert¶eke
a t-edik pillanatban. A megfelel}o behelyettes¶³t¶eseket elv¶egezve a v¶altoz¶o
¶ert¶eke fel¶³rhat¶o az al¶abbi form¶aban is

yt = y0 + ¯t +
tX

i=1

"i : (2)

A sztochasztikus id}osor-modellez¶esben bevett sz¶ohaszn¶alattal ¶elve az id}osor
eltol¶asos v¶eletlen bolyong¶ast (random walk with drift) kÄovet.4 Az 1. ¶abra
ilyen v¶altoz¶ok alakul¶as¶at mutatja kÄulÄonbÄoz}o v¶eletlen realiz¶aci¶ok mellett (y0 =
100 ¶es ¯ = 0;1 ¶ert¶ekeket, valamint norm¶alis eloszl¶as¶u, 0 v¶arhat¶o ¶ert¶ek}u, 15
sz¶or¶as¶u v¶eletlen tagot felt¶etelezve).

1. ¶abra. V¶eletlen bolyong¶asok eltol¶assal

4KÄonnyen ¶atl¶athat¶o, hogy amennyiben ¯ = 0, akkor a folyamat nem tartalmaz eltol¶ast
(random walk without drift), ¶es (2) annyiban m¶odosul, hogy nem tartalmazza a ¯t tagot.
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L¶athatjuk, hogy az azonos param¶eterekkel de¯ni¶alt v¶eletlen bolyong¶asok a
sztochasztikus tagok v¶eletlen jelleg¶eb}ol ad¶od¶oan teljesen kÄulÄonbÄoz}o lefut¶asokat
eredm¶enyeztek: 120 elem}u (10 ¶eves, havi bont¶as¶u) id}osorokat szimul¶alva ak¶ar
az azonos kiindul¶o ¶ert¶ek tÄobbszÄorÄose is lehet a kÄulÄonbs¶eg az id}oszak v¶eg¶en a
k¶et id}osor kÄozÄott.

Amennyiben " fÄuggetlen azonos eloszl¶as¶u sztochasztikus tag, melynek
v¶arhat¶o ¶ert¶eke 0 ¶es varianci¶aja ¾2, akkor a fenti folyamat els}o- ¶es m¶asodrend}u
momentumai viszonylag egyszer}uen k¶epezhet}ok:

E(yt) = y0 + ¯t = ¹t

Var(yt) = t¾2

Cov(yt; yt¡k) = (t ¡ k)¾2

:

Kihaszn¶alva a fentieket, a folyamat autokorrel¶aci¶os egyÄutthat¶oi

Cov(yt; yt¡k) =
Cov(yt; yt¡k)p

Var(yt)Var(yt¡k)
=

r
t ¡ k

t
=

r
1 ¡ k

t

form¶aj¶uak, vagyis az id}o el}orehaladt¶aval, m¶eg magasabb rend}u autokorrel¶aci¶o
eset¶en is 1-hez tartanak. L¶athattuk, hogy az ilyen folyamatok v¶arhat¶o ¶ert¶eke
¶es varianci¶aja az id}o fÄuggv¶eny¶eben v¶altozik, az autokovarancia fÄuggv¶enyÄuk
sem stabil, ¶³gy kijelenthet}o, hogy az eltol¶as n¶elkÄuli v¶eletlen bolyong¶as nem
stacion¶arius folyamat.

Granger ¶es Newbold (1974) megmutatta, hogy az egym¶ast¶ol fÄuggetlen v¶e-
letlen bolyong¶asok kÄozÄotti korrel¶aci¶o hat¶arozatlan, de 0-t¶ol ¶altal¶aban szigni-
¯k¶ansan kÄulÄonbÄozik. ¶Igy k¶et sztochasztikus trendet tartalmaz¶o id}osor kÄozÄott
a kapcsolat nem m¶erhet}o korrel¶aci¶os egyÄutthat¶oval, ha erre hagyatkozn¶ank,
sok esetben l¶atszatkapcsolatot detekt¶aln¶ank, amit a szakirodalom hamis kor-
rel¶aci¶onak (spurious correlation) nevez. Ennek szeml¶eltet¶es¶ere n¶ezzÄuk a kÄo-
vetkez}o k¶et folyamatot

yt = ¯ + yt¡1 + "y
t

xt = ¯ + xt¡1 + "x
t

(3)

ahol t = 1; 2; . . . ; 120, ¶es a szÄuks¶eges param¶eterek

y0 = x0 = 100

¯ = 0;1

"y
t ; "

x
t » N(0; 15)

Corr("y
t ; "x

t ) = 0 :

A l¶atszatkorrel¶aci¶o szeml¶eltet¶es¶ehez 1000-szer l¶etrehoztuk a k¶et id}osort,
¶ertelemszer}uen m¶as-m¶as ¶ert¶ek}u, de azonos tulajdons¶ag¶u sztochasztikus ta-
gokkal, majd a szimul¶alt id}osor-p¶arok kÄozÄott line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o-
kat sz¶amoltunk. Az 1000 korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o, azaz Corr(yt; xt) empirikus
eloszl¶as¶at a 2. ¶abra szeml¶elteti.
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2. ¶abra. Korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ok fÄuggetlen v¶eletlen bolyong¶asok kÄozÄott

Az ¶abra nemcsak azt mutatja, hogy a korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o ,,bej¶arja"
a (¡1; 1) tartom¶anyt, de az is leolvashat¶o, hogy 824 esetben (82,4%-ban)
szigni¯k¶ansan kÄulÄonbÄozik 0-t¶ol.5

Engle ¶es Granger ¶uttÄor}o cikke (Engle{Granger, 1987) megmutatta, hogy
l¶eteznek azonban olyan esetek is, amikor k¶et nemstacion¶arius folyamat kÄozÄott
a korrel¶aci¶o val¶os¶agos, vagyis a k¶et sztochasztikus trendet tartalmaz¶o id}osor
kointegr¶alt. Ennek szeml¶eltet¶es¶ehez tekintsÄuk a kÄovetkez}o { a kor¶abbiak
alapj¶an egyszer}uen fel¶³rhat¶o { egyenletrendszert:

xt = ¯x + xt¡1 + "x
t

y1t = ®1xt + "1t

y2t = ®2xt + "2t ;

(4)

ahol a sztochasztikus tagok ("x
t ; "1t; "2t) egym¶ast¶ol fÄuggetlenek. A fenti mo-

dellben mindh¶arom v¶altoz¶o v¶eletlen bolyong¶ast kÄovet}o nemstacioner folya-
matb¶ol sz¶armazik, de y1t ¶es y2t kÄozÄott kÄonnyen fel¶³rhat¶o olyan line¶aris kom-
bin¶aci¶o, amely stacion¶arius, vagyis a k¶et v¶altoz¶o { az ismert de¯n¶³ci¶o alapj¶an
{ kointegr¶alt.6 Kointegr¶alt v¶altoz¶ok eset¶eben a kor¶abban vizsg¶alt korrel¶aci¶os
egyÄutthat¶ok sokkal mark¶ansabban alakulnak. Elv¶egeztÄuk a szimul¶aci¶ot, ahol
a kor¶abban m¶ar alkalmazott param¶eterbe¶all¶³t¶asokon t¶ul az al¶abbi egyÄuttha-

5120 elem}u mint¶ak eset¶en, 5%-os szigni¯kancia-szinten szigni¯k¶ans a korrel¶aci¶o, ha
a line¶aris korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o abszol¶ut ¶ert¶eke magasabb, mint 0,18. Term¶eszetesen a
korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ok empirikus eloszl¶asa fÄugg a ¯=¾" ar¶anyt¶ol, amennyiben ez magas,
akkor az egyÄutthat¶ok 1-hez konverg¶alnak.

6A de¯n¶³ci¶o ¶ertelm¶eben k¶et (vagy tÄobb) els}orendben integr¶alt, teh¶at nemstacion¶arius
v¶altoz¶ot akkor nevezÄunk kointegr¶altnak, ha van stacion¶arius, nem trivi¶alis line¶aris kombi-
n¶aci¶ojuk. A (4) modellben ez a line¶aris kombin¶aci¶o ®2y1t¡®1y2t form¶aj¶u, melyr}ol kÄonnyen
bel¶athat¶o, hogy mivel feh¶er zajok line¶aris kombin¶aci¶oja ®2"1t ¡ ®1"2t, ez¶ert stacion¶arius.
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t¶okat haszn¶altuk:

®1 = 0;8

®2 = 1;5

"1t; "2t » N(0; 15)

Corr("x
t ; "1t) = Corr("x

t ; "2t) = Corr("1t; "2t) = 0 :

A k¶et kointegr¶alt id}osor kÄozÄotti { imm¶ar t¶enyleges{ korrel¶aci¶okat a 3. ¶abra
mutatja:

3. ¶abra. Korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ok k¶et kointegr¶alt v¶eletlen bolyong¶as kÄozÄott

4. ¶abra. Kointegr¶alt id}osorok kÄozÄotti korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ok mags}ur}us¶egfÄuggv¶enye
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L¶athatjuk, hogy a korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ok valamennyi esetben szigni¯k¶ans
kapcsolatot jeleznek. A param¶eterbe¶all¶³t¶asb¶ol ad¶od¶oan (®1; ®2 > 0) az egyÄutt-
hat¶o mindig pozit¶³v, az esetek 82,5%-¶aban meghaladja a 0,9-es ¶ert¶eket. An-
nak ¶erdek¶eben, hogy a k¶es}obbi eredm¶enyeinket kÄonnyebben tudjuk ehhez
hasonl¶³tani, n¶ezzÄuk a hisztogram (egyedi ¶ert¶ekek) alapj¶an k¶eszÄult mags}ur}u-
s¶egfÄuggv¶eny becsl¶es¶et (4. ¶abra)! 7

Amennyiben az egyÄuttmozg¶o gazdas¶agi v¶altoz¶ok kÄozÄott az el}obbiekben
bemutatott kointegr¶aci¶os ÄosszefÄugg¶es ¶erv¶enyesÄul, a v¶altoz¶ok dinamikus egyen-
s¶ulyban vannak. A dinamikus egyens¶uly l¶enyege, hogy a kointegr¶alt v¶altoz¶ok
kÄozÄott hibakorrekci¶os mechanizmus ¶erv¶enyes, vagyis fel¶³rhat¶o az al¶abbi Äossze-
fÄugg¶es

¢y1t = °0 + °1¢y2t + °2(®2y1t ¡ ®1y2t) + "EC
t + . . . ; (5)

ahol ®2y1t ¡®1y2t az ¶un. hibakorrekci¶os tag, valamint { mivel negat¶³v vissza-
csatol¶asr¶ol van sz¶o { °2 < 0 (a k¶epletben szerepl}o ,,. . ." arra utal, hogy term¶e-
szetesen mindezen magyar¶az¶o v¶altoz¶okon t¶ul tov¶abbiak is szerepelhetnek a
hibakorrekci¶os egyenletben). Mivel y1t ¶es y2t a (4) modell szerint els}orendben
integr¶altak, ¶³gy ¢y1t ¶es ¢y2t stacion¶arius, valamint { a kointegr¶alts¶ag miatt
{ a hibakorrekci¶os tag is stacion¶arius. Ebb}ol kÄovetkez}oen az (5) egyenlet
param¶eterei a kÄozÄons¶eges legkisebb n¶egyzetek (OLS) m¶odszer¶evel korrektÄul
becsÄulhet}ok.

A kÄovetkez}o r¶eszben azt vizsg¶aljuk, hogy ha az el}obbi ,,elm¶eleti" eset-
hez k¶epest valamely eredeti adatgener¶al¶o folyamatban korl¶atoz¶asok l¶epnek
fel, akkor hogyan v¶altozik az id}osorok egyÄuttmozg¶as¶ar¶ol (kointegr¶alts¶ag¶ar¶ol)
alkotott v¶elem¶enyÄunk.

3 Kapcsolat korl¶atozott v¶altoz¶ok kÄozÄott

A korl¶atozott8 endog¶en v¶altoz¶os Äokonometriai modellek viszonylag elterjedtek
a gazdas¶agi elemz¶esekben. A sztochasztikus trendet tartalmaz¶o korl¶atozott
endog¶en v¶altoz¶ok kÄozÄotti ÄosszefÄugg¶esek vizsg¶alat¶ara fejlesztett¶ek ki a Tobit-
t¶³pus¶u kointegr¶alt vektor-autoregressz¶³v modelleket (Tobit-CVAR). A Tobit-
CVAR modell a Dueker (2005) ¶altal kidolgozott kvalitat¶³v vektor-autoregresz-
sz¶³v modell tov¶abbfejleszt¶ese, ahol a korl¶atozott v¶altoz¶o (y¤

t ) az al¶abbiak sze-
rint k¶epz}odik

y¤
t =

½
yt; ha yt > 0;
0 egy¶ebk¶ent,

(6)

ahol yt egy nemstacion¶arius v¶altoz¶o. Az ¶³gy de¯ni¶alt id}osorok kÄozÄotti koin-
tegr¶alts¶ag vizsg¶alata alkalmasan v¶alasztott nemline¶aris modellek seg¶³ts¶eg¶e-
vel tÄort¶enik. Ilyen Tobit-t¶³pus¶u modellt haszn¶al Ordonez-Callamand et al.

7A mags}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶est (kernel density estimation) Epanechnikov-maggal v¶e-
geztÄuk. Az elj¶ar¶asr¶ol l¶asd pl. Kehl (2012) tanulm¶any¶at.

8Az ilyen tulajdons¶agokkal rendelkez}o v¶altoz¶ok eset¶en gyakran haszn¶alatos a cenzor¶alt
v¶altoz¶o (censored variable) elnevez¶es. A ,,censored" kifejez¶es ¶atÄultet¶ese a magyar statiszti-
kai nyelvbe mindeddig nem egy¶ertelm}u: a cenz¶ur¶azott sz¶ot egy¶ertelm}uen m¶as kontextusban
haszn¶aljuk, a korl¶atolt, vagy korl¶atos szavakat is ink¶abb emberi tulajdons¶agk¶ent ¶ertjÄuk.
Ebben a tanulm¶anyban a vonatkoz¶o tulajdons¶agra a korl¶atozott kifejez¶est haszn¶alom.
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(2018) a kÄozponti bank beavatkoz¶asainak modellez¶es¶ere, El Quadighiri ¶es Uc-
tum (2016) a devizapiaci egyens¶ulyi ¶arfolyam meghat¶aroz¶as¶ara, vagy Ye et
al. (2018) a n}oi munkaer}o ir¶anti kereslet le¶³r¶as¶ara. A t¶em¶ankhoz legkÄozelebb
¶all¶o Tobit-CVAR modellt Grabowski ¶es Welfe (2020) t¶argyalja egy, a deviza-
piacot modellez}o friss tanulm¶anyban. A cikk nemcsak a Tobit-CVAR modell
fel¶³r¶as¶at ¶es a nemline¶aris modell param¶eterbecsl¶es¶enek l¶ep¶eseit mutatja be,
de { szimul¶aci¶on alapul¶o { kritikus ¶ert¶ekeket is meghat¶aroz az ilyen esetekben
alkalmazhat¶o Johansen-f¶ele trace-teszt sz¶am¶ara.

A gazdas¶agi (p¶enzÄugyi) ¶eletben, els}osorban hitelez¶esi tev¶ekenys¶egn¶el, vagy
felsz¶amol¶asi (v¶egelsz¶amol¶asi) folyamatokban gyakran el}ofordul, hogy ameny-
nyiben egy vagyonmutat¶o (hitelfedezeti ¶ert¶ek, rendelkez¶esre ¶all¶o likvid vagyon
stb.) el¶er egy bizonyos als¶o kÄuszÄobÄot, onnant¶ol kezdve drasztikusan megv¶alto-
zik a folyamat jellege, a vizsg¶alt mutat¶o lenull¶az¶odik. Nyilv¶anval¶oan relev¶ans
a k¶erd¶es: mi tÄort¶enik a hibakorrekci¶os mechanizmussal (m¶as szavakkal: fenn-
marad-e a kointegr¶alts¶ag), ha l¶etezik olyan kÄuszÄob (korl¶at), amely ut¶an az
egyik (eredetileg kointegr¶alt) v¶altoz¶o let¶er a kor¶abbi p¶aly¶aj¶ar¶ol ¶es ¶ert¶eke le-
null¶az¶odik?

NevezzÄuk korl¶atoss¶agnak azt a jelens¶eget, melyben egy el}ore adott kÄu-
szÄob¶ert¶ek al¶a kerÄul}o pillanatnyi ¶ert¶ek eset¶en az id}osor ¶ert¶eke 0-v¶a v¶alik ¶es a
teljes vizsg¶alt id}ohorizonton ¶ugy is marad. A korl¶atoss¶ag fenn¶all¶asa eset¶en
az id}osori ¶ert¶ekek a (4) modellb}ol a kÄovetkez}o egyszer}u algoritmussal hat¶a-
rozhat¶ok meg, vagyis yT

1t korl¶atos, ha az al¶abbi elven k¶epz}odik

yT
1t =

½
®1(¯x + xt¡1 + "x

t ) + "1t; ha y1t¡1 ¸ ¿
0; ha y1t¡1 < ¿ ,

(7)

ahol ¿ az el}ore adott korl¶at. (Term¶eszetesen y2t-re, ¶es amennyiben l¶etezik,
akkor a tÄobbi kointegr¶alt v¶altoz¶ora anal¶og ÄosszefÄugg¶es ¶³rhat¶o fel.)

¶Erdemes megjegyeznÄunk, hogy (6) ¶es (7) alapj¶an de¯ni¶alt id}osorok, noha
sz¶amos hasonl¶os¶agot mutatnak, de k¶et dologban kÄulÄonbÄoznek egym¶ast¶ol:
(6) eset¶en a korl¶at 0-val egyenl}o (ez nem jelent}os kÄulÄonbs¶eg, hiszen egy el-
tol¶assal viszonylag egyszer}uen orvosolhat¶o), valamint az a t¶eny, hogy a t-
edik id}opontban a v¶altoz¶o ¶ert¶eke lenull¶az¶odik, nincs hat¶assal a kÄovetkez}o
id}opontok ¶ert¶ek¶ere. Ezzel szemben a (7) ¶altal de¯ni¶alt id}osor, ha egyszer
kÄuszÄob al¶a kerÄult ¶es 0-v¶a v¶alt, akkor att¶ol kezdve ¶ugy is marad. (Ez ¶eletszer}u,
ha az eml¶³tett felsz¶amol¶asi elj¶ar¶asra, vagy hitel-bed}ol¶esre gondolunk.) Mindez
azt is jelenti, hogy a Grabowski ¶es Welfe (2020) ¶altal kidolgozott Tobit-CVAR
modell eredm¶enyei csak r¶eszben haszn¶alhat¶ok.

N¶ezzÄunk egy p¶eld¶at k¶et, az eredeti adatgener¶al¶o folyamat alapj¶an koin-
tegr¶alt id}osorra, melyb}ol az egyik korl¶atos, azaz a vizsg¶alt id}osor sor¶an lenul-
l¶az¶odik (5. ¶abra)!
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5. ¶abra. V¶altoz¶ok egyÄuttmozg¶asa korl¶atoss¶ag eset¶en

Az ¶abra j¶ol mutatja a vizsg¶alni k¶³v¶ant jelens¶eget: az eredeti y1t ¶es y2t

v¶altoz¶ok kointegr¶altak (kÄozÄos trendjÄuk9 van), kÄoztÄuk fel¶³rhat¶o a hibakor-
rekci¶os modell, illetve van ¶ertelme a korrel¶aci¶o kisz¶am¶³t¶as¶anak. (A vizsg¶alt
esetben a kointegr¶alts¶agot tesztel}o EG-pr¶oba10 p-¶ert¶eke kisebb, mint 0,0001;
a k¶et id}osor kÄozÄotti { val¶odi { korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o 0,958.) Ugyanakkor
a modellfeltev¶esek ¶ertelm¶eben yT

1t egy korl¶atos v¶altoz¶o, melynek ¶ert¶eke, ha
egy kÄuszÄob¶ert¶ek (treshold, T ) al¶a kerÄul, akkor onnant¶ol kezdve 0-v¶a v¶alik.
Az ¶abr¶an illusztr¶alt esetben a kÄuszÄob¶ert¶eket a kiindul¶o ¶ert¶ek k¶etharmad¶anak
v¶alasztottuk, ezt el}oszÄor az id}oszak kÄozepe t¶aj¶an (az 57. meg¯gyel¶esn¶el) m¶ul-
ja alul az y1t id}osor, vagyis innen kezdve ¶ert¶eke 0. ¶Erdekes megvizsg¶alni a
korl¶atos id}osor viszony¶at az eredeti adatgener¶al¶o folyamat (data generating
process, DGP) szerint vele egyÄuttmozg¶o y2t id}osorral: az EG teszt szerint
nem kointegr¶altak (p = 0;5704). Ezek szerint kÄozÄottÄuk hamis korrel¶aci¶o van,
melynek szoross¶ag¶at m¶er}o { elvi hib¶aval meghat¶arozott { korrel¶aci¶os egyÄutt-
hat¶o ¶ert¶eke 0,771 (ami ,,els}o r¶an¶ez¶esre" szigni¯k¶ans kapcsolatra utalna, vagyis
k¶epes lenne az elemz}o megt¶eveszt¶es¶ere).

Az el}obbi p¶elda alapj¶an k¶ezenfekv}oen ad¶odik a tanulm¶any h¶arom k¶erd¶ese:

1. A kÄuszÄob¶ert¶eknek milyen t¶avol kell lennie a v¶arhat¶o ¶ert¶ekt}ol ahhoz,
hogy megsz}unjÄon a kointegr¶alts¶ag?

2. A tapasztalati id}osor mely r¶esz¶en kell bekÄovetkezni a korl¶atoz¶asnak
ahhoz, hogy az egyÄuttmozg¶as megsz}unjÄon?

9Az ¶abr¶an egy¶ebir¶ant a kÄozÄos trend csÄokken}o.
10L¶asd pl. Rappai (2013) 105. old.
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3. Ha nem egy, hanem tÄobb, a kitÄuntetett v¶altoz¶oval egyÄuttmozg¶o id}osor
van, akkor ezek Äosszeg¶enek kointegr¶alts¶ag¶at mennyiben befoly¶asolja a
korl¶atoz¶as?

A vizsg¶alat m¶odszere mindh¶arom k¶erd¶esn¶el azonos volt: v¶eletlenszer}uen
gener¶alt feh¶er zaj id}osorokkal 10 000 kÄulÄonbÄoz}o, de azonos param¶eterekkel
b¶³r¶o DGP-t l¶etrehozva meg¯gyelhetjÄuk, hogy az adott k¶erd¶es eset¶en relev¶ans
statisztikai mutat¶ok mik¶ent alakulnak.11 Az al¶abbi t¶abl¶azatok, illetve ¶abr¶ak
a szimul¶aci¶ok eredm¶enyeit tartalmazz¶ak.

TekintsÄuk els}ok¶ent azt a k¶erd¶est, hogy milyen ar¶anyban maradnak koin-
tegr¶altak az eredetileg egyÄuttmozg¶o DGP-vel rendelkez}o folyamatok a kÄulÄon-
bÄoz}o kÄuszÄob¶ert¶ek-szintekn¶el!

KÄuszÄob¶ert¶ek (a kiindul¶o Kointegr¶alt id}osor-
¶ert¶ek ar¶any¶aban) p¶arok ar¶anya (%)

0,50 51,0
0,55 51,1
0,60 47,9
0,65 44,2
0,70 42,4
0,75 40,8
0,80 37,0
0,85 37,3
0,90 34,8
0,95 33,8

1. t¶abl¶azat. EgyÄuttmozg¶o id}osor-p¶arok ar¶anya

L¶athatjuk, hogy { a szimul¶aci¶o term¶eszet¶eb}ol ad¶od¶o pontatlans¶agokt¶ol el-
tekintve { egy¶ertelm}u negat¶³v kapcsolat mutathat¶o ki a kÄuszÄob¶ert¶ek ¶es a kÄozÄos
trendet (hibakorrekci¶ot) megtart¶o id}osor-p¶arok ar¶anya kÄozÄott. Meglehet}osen
k¶ezenfekv}oen azt tapasztalhatjuk, hogy min¶el ,,messzebb" van a kÄuszÄob¶ert¶ek
a kiindul¶o ¶ert¶ekt}ol, ann¶al kisebb a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy a kointegr¶alt id}osor-
p¶arok elvesz¶³tik az egyÄuttmozg¶ast.

¶Erdemes ugyanakkor arra is fel¯gyelnÄunk, hogy az adott modellspeci-
¯k¶aci¶o mellett (a feh¶er zaj sz¶or¶as¶at a kiindul¶o ¶ert¶ek 15%-¶anak de¯ni¶altuk), ha
a kÄuszÄob¶ert¶eket ¡3£sz¶or¶asnyira ¶all¶³tjuk, akkor az eseteknek mintegy fel¶eben
marad meg az egyÄuttmozg¶as; amennyiben a kÄuszÄob¶ert¶ek ¡1 £ sz¶or¶asnyira
kerÄul, akkor a teljes id}oszakban kointegr¶alt v¶altoz¶op¶arok ar¶anya alig tÄobb,
mint egyharmad. Annak ¶erdek¶eben, hogy a korl¶atoss¶agnak a kapcsolat szo-
ross¶ag¶ara gyakorolt hat¶as¶at j¶ol kÄovethessÄuk, elk¶esz¶³thetjÄuk a kÄulÄonbÄoz}o kÄu-
szÄob¶ert¶ekek eset¶en a k¶et { eredetileg kointegr¶alt { id}osor kÄozÄotti korrel¶aci¶os
egyÄutthat¶ok mags}ur}us¶egfÄuggv¶eny¶et (6. ¶abra).

11A szimul¶aci¶o ¶es a tanulm¶any valamennyi modellez¶esi eredm¶enye az EViews 8.0 pro-
gramcsomaggal k¶eszÄult.
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6. ¶abra. Eredetileg kointegr¶alt DGP-b}ol sz¶armaz¶o, korl¶atos id}osorok kÄozÄotti korrel¶aci¶os egyÄutt-
hat¶ok mags}ur}us¶egfÄuggv¶enyei kÄulÄonbÄoz}o kÄuszÄob¶ert¶ekek eset¶en

6a. ¶abra. Mags}ur}us¶egfÄuggv¶enyek 0,5 ¶es 0,95 kÄuszÄob¶ert¶ekekn¶el
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A szimul¶aci¶o eredm¶enye val¶osz¶³n}uleg jobban nyomon kÄovethet}o, ha csak
a k¶et sz¶els}o kÄuszÄob¶ert¶eket ¶abr¶azoljuk (6a. ¶abra).

KÄonnyen ¶eszrevehet}o, hogy az 4. ¶abr¶an l¶athat¶o ,,eredeti" eloszl¶as jelent}osen
megv¶altozott: a s}ur}us¶egfÄuggv¶eny bal oldala megvastagodott ¶es elny¶ult, vagyis
a magas pozit¶³v korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ok mellett megjelentek az alacsonyabb
abszol¶ut ¶ert¶ek}u, s}ot a negat¶³v egyÄutthat¶ok is (term¶eszetesen ezek egy je-
lent}os r¶esze, ahogy kor¶abban l¶athattuk, hamis korrel¶aci¶o eset¶en kisz¶am¶³tott
koe±ciens). Az egyÄutthat¶ok eloszl¶as¶anak megv¶altoz¶asa ann¶al drasztikusabb,
min¶el magasabb kÄuszÄob¶ert¶ekkel korl¶atozzuk az egyik egyÄuttmozg¶o v¶altoz¶ot,
ez teljes m¶ert¶ekben megegyezik az 1. t¶abl¶azatb¶ol kiolvasott eredm¶enyeinkkel.

M¶asodik k¶erd¶esÄunk arra ir¶anyult, vajon kimutathat¶o-e ÄosszefÄugg¶es a tÄo-
r¶espont (a kÄuszÄob¶ert¶ek al¶a kerÄul¶es, vagyis a lenull¶az¶od¶as kezdete) ¶es az egyÄutt-
mozg¶as megmarad¶asa kÄozÄott? A 7. ¶abra v¶³zszintes tengely¶en a kÄuszÄob¶ert¶ek
el¶er¶es¶enek az id}opontja, fÄugg}oleges tengely¶en pedig a tov¶abbra is kointegr¶alt
id}osor-p¶arok ar¶anya tal¶alhat¶o.

7. ¶abra. A tÄor¶espont helye ¶es a kointegr¶alts¶ag kÄozÄotti kapcsolat

A tendencia az ¶abr¶ab¶ol egy¶ertelm}uen leolvashat¶o: min¶el k¶es}obb kÄovet-
kezik be a kÄuszÄob al¶a kerÄul¶es, ann¶al kisebb lesz a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy a k¶et
id}osor kÄozÄott meglev}o hibakorrekci¶os mechanizmus megsz}unik, vagyis ann¶al
kisebb val¶osz¶³n}us¶eggel kÄovetkezik be az egyÄuttmozg¶as megsz}un¶ese.12

V¶egezetÄul azt is megvizsg¶alhatjuk, hogy vajon a ,,portfoli¶o-szeml¶elet",
vagyis tÄobb, eredetileg egyÄuttmozg¶o, majd egy kÄuszÄob¶ert¶eket el¶erve lenul-
l¶az¶od¶o folyamat Äosszegek¶ent de¯ni¶alt id}osor mennyiben tartja meg a kÄozÄos
trendet a kÄuszÄob al¶a kerÄul¶essel nem fenyegetett id}osorral. A szimul¶aci¶o sor¶an
az el}oz}oekhez hasonl¶oan j¶artunk el, vagyis ez esetben is a v¶eletlen bolyong¶as

12¶Erdekes vizsg¶alat lenne, b¶ar ebben a dolgozatban nem t¶erÄunk ki r¶a, azt elemezni,
hogy a kointegr¶alts¶ag megmarad¶as¶aban a tÄor¶espont abszol¶ut helyzete (el¶egs¶egesen hossz¶u
,,bizony¶³tott" egyÄuttmozg¶as), vagy relat¶³v elhelyezked¶ese j¶atszik szerepet.
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aktu¶alis lefut¶asa hat¶arozta meg, hogy egy id}osor bekerÄul-e a kÄuszÄob¶ert¶ek
al¶a. Teh¶at amikor pl. 5 folyamat Äosszeg¶et vizsg¶aljuk, elk¶epzelhet}o, hogy
{ term¶eszetesen kÄulÄonbÄoz}o id}opontokban { egy, vagy ak¶ar tÄobb id}osor is a
kÄuszÄob al¶a kerÄul ¶es lenull¶az¶odik. A szimul¶aci¶ot elv¶egeztÄuk 5, illetve 10 id}osor
Äosszeg¶ere is, eredm¶enyeinket a 2. t¶abl¶azat mutatja.

L¶athatjuk, hogy nincs jelent}os kÄulÄonbs¶eg abban a tekintetben, hogy meny-
nyi id}osorb¶ol k¶epezzÄuk az Äosszeget (ism¶etelten felh¶³vjuk a ¯gyelmet arra, hogy
b¶armelyik id}osor azonos val¶osz¶³n}us¶eggel kÄuszÄob al¶a kerÄulhet, teh¶at nincs arr¶ol
sz¶o, hogy a 10 id}osort tartalmaz¶o Äosszeg ,,v¶edettebb" lenne). Ugyanakkor ¶esz-
revehetjÄuk, hogy mindk¶et esetben l¶enyegesen kevesebbszer marad meg a hiba-
korrekci¶os ÄosszefÄugg¶es, mint kor¶abban, amikor csak k¶et id}osort vizsg¶altunk.
Teh¶at, ha egy id}osor lenull¶az¶odik, akkor ez viszonylag magas ar¶anyban azt
okozza, hogy a teljes Äosszeg let¶er a kÄozÄos trendr}ol.

KÄuszÄob¶ert¶ek (a kiindul¶o K o i n t e g r ¶a l t i d }o s o r - p ¶a r o k a r ¶a n y a
¶ert¶ek ar¶any¶aban) 10 id}osor Äosszege eset¶en (%) 5 id}osor Äosszege eset¶en (%)

0,50 46,9 45,7
0,55 41,8 40,9
0,60 38,4 38,6
0,65 35,9 35,2
0,70 31,3 32,6
0,75 30,0 29,3
0,80 29,0 24,3
0,85 26,0 24,9
0,90 20,5 19,7
0,95 20,1 17,1

2. t¶abl¶azat. EgyÄuttmozg¶o id}osor-p¶arok ar¶anya

¶Erdemes Äosszefoglalni a szimul¶aci¶o alapj¶an levonhat¶o kÄovetkeztet¶eseket:

² min¶el kisebb toleranci¶aval dolgozunk (min¶el kevesebb elt¶er¶est engedÄunk
meg a kiindul¶o ¶ert¶ekhez k¶epest), ann¶al nagyobb ar¶anyban sz¶am¶³thatunk
arra, hogy a kor¶abban j¶ol m}ukÄod}o hibakorrekci¶os mechanizmus megsz}u-
nik,

² min¶el kor¶abban kÄovetkezik be a jelent}os negat¶³v ir¶any¶u elt¶avolod¶as a
kiindul¶o ¶ert¶ekt}ol, ann¶al kev¶esb¶e val¶osz¶³n}u, hogy a kÄozÄos trend meg-
marad,

² nem jav¶³t (v¶elelmezhet}oen ink¶abb ront) a kointegr¶aci¶o fennmarad¶as¶anak
es¶ely¶en, ha egyn¶el tÄobb, de azonos es¶ellyel kÄuszÄob¶ert¶ek al¶a kerÄul}o id}osor
Äosszeg¶evel pr¶ob¶aljuk fenntartani a hibakorrekci¶os mechanizmust.

Az el}obbi meg¶allap¶³t¶asok tal¶an nem teljesen v¶aratlanok, ugyanakkor a
kÄovetkez}o pontban bemutatand¶o gyakorlati alkalmaz¶as szempontj¶ab¶ol nagy
jelent}os¶eggel b¶³rnak.
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4 Illusztrat¶³v p¶elda { a Vasicek-modell meg-
lepet¶esfaktora

A Vasicek-modell13 az egyik legels}o arbitr¶azsmentes kamatmodell, amely

² a kamatl¶abak ¶atlaghoz tÄort¶en}o visszat¶er¶es¶enek gondolat¶an alapul,

² explicit formul¶at ad hozamgÄorb¶ere (illetve a kÄotv¶enyek ¶es egy¶eb p¶enz-
Äugyi eszkÄozÄok ¶ert¶ek¶ere).

A modell hozamokra fel¶³rt v¶altozata

¢rt = ·(µ ¡ rt¡1)¢t + ¾¢zt ; (8)

ahol rt a t-edik id}opillanatra vonatkoz¶o hozam, · a hossz¶u t¶av¶u ¶atlaghoz val¶o
visszat¶er¶es sebess¶eg¶et mutatja, µ a hossz¶u t¶av¶u ¶atlagos hozam, ¾ a folyamat
volatilit¶asa ¶es ¢zt egy norm¶alis eloszl¶ast kÄovet}o hibatag (¢zt » N(0;¢t)).

Behelyettes¶³tve (8) egyenletbe az egy peri¶odusra vonatkoz¶o esetet, vala-
mint fel¶³rva a di®erencia v¶altoz¶o eredeti alakj¶at, az al¶abbi modellt kapjuk

rt = ·µ + (1 ¡ ·)rt¡1 + ¾¢zt ; (9)

ahol ¢zt standard norm¶alis eloszl¶ast kÄovet. Kihaszn¶alva, hogy · ¶es µ nagyobb
mint 0, a (9) egyenlettel de¯ni¶alt hozam AR1-folyamatot kÄovet, hiszen

rt = ¹ + 'rt¡1 + ¾¢zt ; (10)

azaz stacioner, ha ¾¢zt val¶oban stacioner.14

VÄorÄos (2020) megmutatja, hogy a hitelek bed}ol¶esi val¶osz¶³n}us¶eg¶enek meg-
hat¶aroz¶asa sor¶an haszn¶alt Vasicek-modellben az el}obb eml¶³tett sztochasztikus
hibatag k¶et t¶enyez}o ered}oje, vagyis a p¶enzÄugyi eszkÄozÄokhÄoz kÄothet}o megle-
pet¶esfaktor (vt) ¶es a makrogazdas¶ag ¶allapot¶at le¶³r¶o jellemz}o (mt) speci¶alis
line¶aris kombin¶aci¶oja, azaz

¾¢zt = vt

p
1 ¡ r2 + rmt ; (11)

ahol r a meglepet¶esfaktor ¶es a makro-¶allapot kÄozÄotti line¶aris korrel¶aci¶os
egyÄutthat¶o. Bevezetve a

¾¢ztp
1 ¡ r2

= "t

jelÄol¶est ("t » N(0; ¾=
p

1 ¡ r2)) a (11) egyenlet ¶atrendez¶ese jelenti a p¶eld¶ank
szempontj¶ab¶ol val¶oban fontos modellt:

vt =
rp

1 ¡ r2
mt + "t : (12)

13A modell nev¶et az els}o le¶³r¶oj¶ar¶ol kapta (Vasicek, 1977), magyar nyelven j¶o Äosszefoglal¶as
olvashat¶o r¶ola Kop¶anyi (2009) ¶ertekez¶es¶eben.
14Annak felt¶etelez¶ese, hogy a hossz¶u t¶av¶u ¶atlagos hozam pozit¶³v, valamint, hogy az ehhez

tÄort¶en}o visszat¶er¶es el}obb-ut¶obb megtÄort¶enik, nem s¶erti az ¶altal¶anos¶³t¶ast.
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(12) ¶ertelm¶eben, ha a makrogazdas¶ag ¶allapot¶at le¶³r¶o v¶altoz¶o (pl. a GDP, a
keresetek, vagy az ¶arsz¶³nvonal) sztochasztikus trendet kÄovet, akkor a p¶enzÄugyi
eszkÄozÄok hozam¶ahoz kapcsol¶od¶o meglepet¶esfaktor is sztochasztikus trendet
kÄovet, ¶am egyÄutt mozog (kÄozÄos trendje van) a makro¶allapottal, ¶³gy hibakor-
rekci¶os (EC) modellel becsÄulhet}o. A fenti levezet¶es ¶ertelm¶eben a kointegr¶al¶o
vektor kÄonnyen fel¶³rhat¶o, a hibakorrekci¶os egyenlet param¶eterei egy l¶epcs}oben
becsÄulhet}ok.

TekintsÄunk erre egy tanuls¶agos p¶eld¶at!15 T¶etelezzÄuk fel, hogy egy ¯kt¶³v
Äugyf¶el 2000-ben 10 milli¶o forintos lak¶ast v¶as¶arol, amelynek ¶ert¶eke a piaci
¶atlagnak megfelel}oen, azaz a lak¶aspiaci ¶arindexszel16 karbantartva alakul a
kÄovetkez}o ¶evtizedekben. Az Äugyf¶el 2005-ben eur¶o-alap¶u kÄolcsÄont vesz fel,
amihez fedezetÄul az eml¶³tett ingatlant haszn¶alja, term¶eszetesen az ingatlan
¶ert¶ek¶et is eur¶oban nyilv¶antartva (az eur¶o¶arfolyam17 ¶es a lak¶as¶arindex seg¶³t-
s¶eg¶evel kisz¶am¶³that¶o, hogy a lak¶as ¶ert¶eke 2005 janu¶arj¶aban 530 ezer eur¶o).
Az eml¶³tett Äugyf¶el keresete, melyb}ol a felvett hitelt tÄorleszti, megegyezik a
nemzetgazdas¶agi ¶atlagkeresettel, amit { hiszen a hitele is eur¶oban sz¶amol¶odik
el { c¶elszer}u szint¶en eur¶oban nyilv¶antartani.18

8. ¶abra. A lak¶as¶ert¶ek (eur¶oban, bal oldali tengely) ¶es a nemzetgazdas¶agi nett¶o ¶atlagkereset (eur¶o-
ban, jobb oldali tengely) alakul¶asa 2005. janu¶ar { 2016. december

15A p¶elda ¯kt¶³v, teh¶at egyetlen konkr¶et p¶enzint¶ezet, illetve egyetlen konkr¶et Äugyf¶el
adatait nem tartalmazza, ugyanakkor a benne szerepl}o adatok (lak¶as-¶arindex, nemzetgaz-
das¶agi ¶atlagkereset) val¶osak.
16A lak¶aspiaci ¶arindex megtal¶alhat¶o az MNB honlapj¶an: https://www.mnb.hu/

statisztika/statisztikai-adatok-informaciok/adatok-idosorok/vi-arak/mnb-lakasarindex.
17Az euro¶arfolyam szint¶en az MNB honlapj¶ar¶ol sz¶armazik: https://www.mnb.hu/

statisztika/statisztikai-adatok-informaciok/adatok-idosorok/vii-arfolyam.
18A nemzetgazdas¶agi nett¶o ¶atlagkereset a KSH kiadv¶anyaib¶ol (A KSH jelenti), illetve

honlapj¶ar¶ol Äosszegy}ujthet}o.
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A k¶et v¶altoz¶o (eszkÄoz-¶ert¶ek, vagyis a lak¶as eur¶oban m¶ert ¶ara ¶es a makro-
¶allapot, vagyis a nett¶o ¶atlagkereset eur¶oban) alakul¶as¶at a hitelfelv¶etelt kÄovet}o
¶evekben szeml¶elteti a 8. ¶abra. (Az illusztrat¶³v p¶eld¶ahoz v¶alasztott id}osor
2005. janu¶ar ¶es 2016. december kÄozÄotti id}oszakra vonatkozik ¶es havi bont¶as¶u.
Az¶ert ezt az id}oszakot v¶alasztottuk, mert { noha nem c¶elunk semmif¶ele, nem-
zetgazdas¶agra vonatkoz¶o ¶altal¶anos¶³t¶as { szerettÄunk volna olyan id}ointervallu-
mot v¶alasztani, amelyben egy p¶enzÄugyi v¶als¶ag kÄoz¶epid}oben helyezkedik el.)

Mindk¶et v¶altoz¶o v¶eletlen bolyong¶ast kÄovet, a folyamatot le¶³r¶o param¶ete-
reket, illetve az egys¶eggyÄok teszt eredm¶eny¶et a 3. t¶abl¶azat tartalmazza:

Mutat¶o Lak¶as¶ert¶ek (eur¶o) Nett¶o ¶atlagkereset (eur¶o)
Eltol¶as (¯) -1092,7 1,262
Hibatag sz¶or¶asa (¾") 11718,7 24,928
ADF-pr¶oba (¿) -0,744 -1,427
(p-¶ert¶ek) 0,8311 0,5675

3. t¶abl¶azat. A lak¶as¶ert¶ek ¶es az ¶atlagkereset jellemz}oi (2005-2016, havi bont¶as)

A k¶et v¶eletlen bolyong¶ast kÄovet}o (nemstacion¶arius) id}osor eset¶eben fel-
merÄul a hamis korrel¶aci¶o (regresszi¶o) lehet}os¶ege. Ugyanakkor elv¶egezve az
Johansen-tesztet azt kapjuk, hogy az id}osorok a 2005. janu¶ar ¶es 2016. de-
cember kÄozÄotti id}operi¶odusban kointegr¶altak (a trace-pr¶oba ¶ert¶eke 24,381, a
hozz¶atartoz¶o szigni¯kancia-¶ert¶ek 0,0064). Amennyiben az id}osoroknak kÄozÄos
trendjÄuk van, ¶ugy a kÄoztÄuk lev}o korrel¶aci¶o nem hamis (val¶os ÄosszefÄugg¶esen
alapul), teh¶at a korrel¶aci¶os egyÄutthat¶o (p¶eld¶ankban -0,562) a (12) modell
alapj¶an felhaszn¶alhat¶o a meglepet¶esfaktor becsl¶es¶ere.

T¶etelezzÄuk fel, hogy a hitelny¶ujt¶o addig fogadja el fedezetk¶ent az in-
gatlant, am¶³g annak ¶ert¶eke 420 ezer eur¶o felett van (ez a hitelfelv¶etelkori
¶ert¶ek kb. 80%-a), azt kÄovet}oen m¶as biztos¶³t¶ekot k¶er (a tanulm¶any kor¶abbi
r¶esz¶eben ezt az esetet neveztÄuk lenull¶az¶od¶asnak). Ez az eset ¯kt¶³v p¶eld¶ankban
2009 m¶arcius¶aban ¶all el}o (a gazdas¶agtÄort¶enetet ismerve nem v¶eletlenÄul). A
9. ¶abra a lak¶as hitelfedezeti ¶ert¶ek¶et mutatja h¶arom kÄulÄonbÄoz}o szcen¶ari¶o mel-
lett: egyr¶eszt a t¶enyleges ¶ert¶eket, m¶asr¶eszt a lenull¶az¶od¶ast felt¶etelezve ¶es
v¶egÄul { t¶em¶ank szempontj¶ab¶ol a legfontosabb { a Vasicek-modell meglepet¶es-
faktor¶aval sz¶amolva (teh¶at a nemzetgazdas¶agi ¶atlagkeresetb}ol a kointegr¶alt
v¶altoz¶ok kÄozÄott fel¶³rt hibakorrekci¶os modellel becsÄulve).

Az ¶abra Äonmag¶a¶ert besz¶el ¶es a Vasicek-modell ¶ert}o, vagyis a hibakorrek-
ci¶os ÄosszefÄugg¶est is kihaszn¶al¶o alkalmaz¶asa mellett sz¶ol. L¶athatjuk, hogy a
v¶eletlen bolyong¶as ,,term¶eszet¶eb}ol" fakad¶o elt¶er¶es eset¶en a korl¶atoz¶as auto-
matikus (elhamarkodott) alkalmaz¶asa kÄonnyen azt eredm¶enyezi, hogy elve-
sz¶³tjÄuk az egyÄuttmozg¶o (kÄozÄos trendet tartalmaz¶o), de ¶atmenetileg egym¶ast¶ol
t¶avolabb kerÄult id}osorok hat¶ekony el}orejelezhet}os¶eg¶et. A kÄuszÄob¶ert¶ekek (kor-
l¶atoz¶asok) alkalmaz¶asa sor¶an c¶elszer}ubb az el}ore megv¶alasztott ar¶anysz¶amok
helyett, a v¶eletlen bolyong¶ast kÄovet}o id}osorok hibatagjainak jellemz}oit ¯-
gyelembe v¶eve, hibakorrekci¶os ÄosszefÄugg¶eseket fel¶³rni.
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9. ¶abra. A t¶enyleges (LAKAS EUR), a lenull¶azott (LAKAS EUR NULL), illetve a hibakorrek-
ci¶os modellel el}orejelzett (LAKAS EUR ECF) lak¶as¶ert¶ek (eur¶oban)

* * *

A p¶enzÄugyi Äokonometria eredm¶enyei ¶es a p¶enzÄugyi id}osorokra fel¶³rt elm¶ele-
ti ÄosszefÄugg¶esekkel oper¶al¶o modellek n¶eha { a kointegr¶alt id}osorokhoz hason-
l¶oan { elt¶avolodnak egym¶ast¶ol, pedig igaz¶an hasznos, vagyis a mindennapi
gyakorlatban hasznos¶³that¶o eredm¶enyeket csak a k¶et terÄulet szoros egyÄutt-
m}ukÄod¶es¶evel lehet el¶erni. Ez a tanulm¶any, hasonl¶oan a dedik¶aci¶o C¶³mzettj¶e-
nek teljes ¶eletm}uv¶ehez, az elm¶elet ¶es az Äuzleti gyakorlat kÄozÄotti h¶³d szerep¶et
k¶³v¶anja betÄolteni.
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COINTEGRATION BETWEEN CENSORED VARIABLES

The study investigates the cointegration between nonstationary censored endoge-
nous variables in the case of restrictions. It examines that if common trend (cointe-
gration) can be detected between the time series, then what changes need to occur
to eliminate the error correction mechanism between the processes. A not rare
anomaly is investigated; the case of one of the time series' value becomes zero due
to an unexpected event. After reviewing the concept of random walk and coin-
tegration, the paper mentions the Tobit cointegrated vector autoregressive model.
It presents an error correction model between censored variables belonging to this
model family. The Tobit-CVAR model is a further development of the qualitative
vector autoregressive model, where the censored variable (y¤t ) is formed from a
nonstationary variable (yt) as follows

y¤t =
n
yt; if yt > 0;
0 otherwise.
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The cointegration between the time series de¯ned as above is examined using
suitably chosen nonlinear models. In economics (or ¯nance), especially in credit
activities, or in liquidation processes, it often happens that if an asset value (loan-
to-value, available liquid assets, etc.) reaches a certain lower threshold, the nature
of the process changes drastically. In these cases, the asset value may even become
zero. This phenomenon is described by the following formula, which is similar to
the previous one. In this case, yTt is censored if it is formed as follows

yTt =
n
yt; if yt ¸ ¿ ;
0 if yt < ¿ ,

where ¿ is the prede¯ned threshold.
In the next part, the paper analyzes the e®ect of the threshold constraint (down-

sizing) on dynamic equilibrium relationship in terms of original cointegration be-
tween time series by simulation. Based on 10,000 simulations performed under the
same initial conditions, we got the following plausible results regarding the ending
of the error correction mechanism:

{ if the tolerance is smaller (the fewer deviations from the initial value are allowed),
it is more likely that the previously well-functioning error correction mechanism
is eliminated,

{ the earlier the signi¯cant negative deviation from the baseline occurs, the less
probability will persist the common trend,

{ it does not improve (rather worsens) the surviving chances of cointegration if we
try to maintain the error correction mechanism by the sum of more time series
censored on the same principle.

Finally, an illustrative example through Vasicek's model shows that a too dras-
tic restriction may lead to an overestimation regarding the risk of a credit crunch.
According to the Vasicek's model, if a macroeconomic variable (e.g., GDP, earn-
ings, or price level) follows a stochastic trend (random walk with drift), then the
surprise related to the return on ¯nancial assets also follows a stochastic trend.
However, it has a common trend with the macroeconomic variable, which can be
estimated with an error correction (EC) model. According to the above argument,
the cointegration vector can be easily de¯ned; the equation's parameters can be
estimated in one step. The empirical example shows the case of a personal loan by
collateral (a °at). Regardless of the debtor's income status, the lender considers the
collateral to be acceptable only as long as it exceeds 80% of its initial value. The
12-year (monthly) data for Hungary shows that house prices and average incomes
are cointegrated time series, so there is an error correction between the surprise and
the macroeconomic variable. Consequently, the threshold's automatic application
easily results in the loss of the e®ective predictability regarding the cointegrated
but temporarily diverged time series. Instead of pre-selected ratios, it is more ap-
propriate to describe error correction relationships considering the characteristics
of the error terms regarding random walks, during the using of thresholds.




