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A TERMELES DINAMIKAJA SZERVEZETI TANULAS
ESETEN!

VOROS JOZSEF
Pécsi Tudomadnyegyetem

Bizonyitékaink vannak arra, hogy a szervezeti tanulds akdr 50%-kal is hozz&-
jarulhat a termelékenység novekedéséhez atlagosan, ehhez persze az is kell,
hogy rendelkezziink termelési folyamatokkal, ahol tanulni lehet. A fejlett
tarsadalmakban megfigyelheté termelGi kapacitdsok kihelyezése csokkenti a
tanulds lehet6ségét, és noveli a fejlodés lehetségét azon orszagokban, ahova
a telepités tortént. E tanulmany olyan modelleket hoz létre, melyben a
termelékenység alakuldsa kozvetleniil fligg a multban megtermelt termékek
volumenétsl.  Attdl fiiggben, hogy az idét folytonosnak, vagy diszkrétnek
tekintjiik, két modellcsalddot vizsgalunk, és arra az érdekes ellentmondasra
jutunk, hogy folytonos idokezelés esetén a termelés dinamikaja valtozatlan,
diszkrét esetben viszont csokkend. Folytonos esetre igy maod nyilik arra, hogy
egy explicit képlettel hatarozzuk meg az optimélis termelési volument, disz-
krét esetre pedig egy dinamikus programozasi eljarassal optimalis megoldast
tudunk adni, amikor az id6horizont két periddusbdl &ll.

Kulcsszavak: Termeléstervezés, tanulas, optimalis irdnyitdselmélet, di-
namikus programozas

1 Bevezetés

A szervezeti tanulés egy olyan folyamat, mely tudast fejleszt, fenntart, atad,
és hatdssal van a szervezet versenyképességére (Argote és Hora, 2016). A szer-
vezeti tanulas részben az autoném tanuldssal is kapcsolatban van, amikor is
az emberi tanulast oly médon hatarozzuk meg, hogy az az adott feladatok
ismételt végrehajtisa vagy folyamatos munkavégzés soran bekovetkezett fej-
16dési trend (Jaber, 2006). Az ismétlédés termelési folyamatba dgyazott, igy
fejlédés, termelékenység novekedés, versenyképesség kozvetlentl korrelal a
termelési volumennel, kovetkezésképpen a termelési volumen alakulidsa mar
rovid tdvon is hat a versenyképesség alakuldsdra. Az arra vonatkozé bi-
zonyitékok, hogy szamos iparagban a termelési kapacitasok tavoli kihelyezése,
igy a fejlesztés levélasa a termelési folyamatrol az innovaciot csokkenti és a
versenyképességet hétraltatja hosszi tdvon, csak egyre novekednek (Pisano
és Shih, 2012b). A termelési folyamat birtokldsdnak ezen dupldzott hatdsa —
tehat mint a szervezeti tanulds és innovacié forrasa — indokoltta teszi, hogy
foglalkozzunk a termelési volumen versenyképességre gyakorolt hatdsaval.
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A Boston Consulting Group &ltal 1966-ban megalkotott, igynevezett ta-
pasztalati gorbét a kozgazdasagtanban az 6t legbefolyasosabb abrajanak tart-
jak, mely a stratégia alakitdsira hatdssal bir (Ovans, 2011). E gorbe azt az
Osszefliggést ragadja meg, hogy az id6 haladtdval (tehét a termelési volumen
novekedésével) a vallalatok megtanuljék a termelési koltségek csokkentését,
novelni tudjdk a hatékonysdgot, tokéletesithetik a terméket, vagyis végered-
ményként a termelési volumen novekedésével a fajlagos termelési koltségek
csokkenni fognak. Kenneth Arrow még ennél is kordbban, vagyis minden
valdszintiség szerint elséként, mar 1962-ben beazonositott Osszefiiggést a faj-
lagos termelési koltség és a kumulativ output kozott, és bizonyosan elséként
haszndlta a ,tanulds a termelés altal” fogalmat (Thomson, 2012). Arrow
(1962) allitdsa, hogy a fajlagos termelési koltségek csokkenése a felgyiilemlett
tapasztalatok kovetkezménye, ugyanis a termelés a felmeriilé termelési prob-
lémak folyamatos megoldasat jelenti, melyekre adott kedvezd vélaszok kivé-
lasztédnak és fennmaradnak. A fajlagos termelési koltség és a kumulativ
output kozott eme 1étezd negativ kapcsolat az egyik legjobban dokumentalt
tapasztalati szabédlyossdg a kozgazdasigtanban (Thomson, 2012). Ezen 6ssze-
fliggések alapjan megadatik, hogy a kovetkezd fliggvényeket definialjuk: a faj-
lagos termelési koltségfiiggvényt jeloljitk c¢(q(t))-vel, ahol ¢(t) a t idépontra
felhalmozddott termelési tudds, melyet az alabbival helyettesithetiink: ¢(t) =
a fot v(u) du, és v(t) a termelés volumenét jeloli a ¢ idépontban, tovdbba a
egy pozitiv paraméter. Feltehetjiik az el6bbiek alapjin, hogy c, < 0, ahol
cq = dc/dgq.

A statikus megkozelitéssel szemben eme dinamikus megkozelités esetleg
lehet6vé teszi olyan optimalis folyamatok felfedését, amikor egy idShorizont
elején akar a termelési koltségek ald mend arat hataroznak meg a piacon,
hogy keresletet generédljanak. A jelentkez6 veszteségek ellenére van értelme a
termelésnek, mert a tudas névekedni fog. A névekvo termelési tudas a fajla-
gos termelési koltségeket csokkenti, és a kezdeti veszteségek ellenére az egész
idGhorizont alatt mégis pozitiv nagysagu profit keletkezik majd. Clarke és
kollegdi (1982) az els6k kozott fogalmaznak meg optimélis irdnyitdselméleti
modellt, amikor a szervezeti tanulds lehetOsége hasznosul. A fajlagos ter-
melési koltségfiiggvényiikbe oly médon épiil be a tanulas termelés altal kon-
cepcid, hogy a fajlagos koltségek egyre és egyre lejjebb skdlazdédnak az id6
haladtaval, vagy egyre kisebbé és kisebbé valnak. Forméba ontve, azt java-
soljak, hogy a fajlagos termelési koltségeket az alabbi fliggvényekkel irjuk le:
skéldzashoz c(q,v) = co + m(q)h(v), az dtalakuldshoz c(q,v) = ¢o +m(q) +
h(v), tovdbbd m, < 0, h, > 0, és ¢y a kezdeti fajlagos termelési koltség.
Az itt definidlt koltségfliggvényekre az ar dinamikéja csokkené az elsd eset-
ben, és névekv6 a masodikban. Mivel e modellekben a kereslet és termelési
volumen megegyezik, a keresleti gorbék szigorian monotonok, a termelési vo-
lumen vonatkozasaban ez novekedést jelent az elso, és csokkenést a masodik
esetben. Spence (1981) még e tanulmany megjelenése elétt egy meglehe-
tésen hasonlé modellt definidlt, melyben ¢(q) = com(q), tovdbbd megadta
a T idohorizontra vonatkozo teljes termelési volumen képletét. E modell-
ben a diszkontrata zérus, tovabba az inverz keresleti fiiggvény is specifikus.
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Nevezetesen, p(v) = a(t)v™%, és a fajlagos termelési koltségfiiggvény forméja:
coe P4 (a és B adott pozitiv paraméterek és a(t) az idének adott fiiggvénye).

Az tgynevezett gerjesztett tanulds koncepcidjanak bevezetésével a téma
tovébb gazdagodott. Dutton és Thomas (1984) modelljében a fajlagos koltsé-
geket mar a gerjesztett és automatikus tanulas alakitotta. Gerjesztett tudas-
rél akkor beszéliink, amikor beruhdzasok, fejlesztések arra osszpontosulnak,
hogy nagyobb tudés élljon rendelkezésre, az autoném tuddas pedig kevésbé
kognitiv folyamat, automatikusan kévetkezik be. Fine és Porteus (1989)
olyan dinamikus modellt elemeznek, melyben lehet6ség nyilik a termelési fo-
lyamat minGségfejlesztésére, valamint a termelés inditasat megel6z6 bedllitasi
id6hossz csokkentésére (amennyiben ezek révidek, rugalmasabb a termelé-
si folyamat, jellemzéen kevesebb a mindségi probléma). Chand (1989), aki
ugyancsak jeles modellezGje a teriiletnek, elemzi a beruhazas hatasat a be-
allitasi idok csokkentésére és a folyamatmindség alakuldsara. Chand és kol-
legdinak (1996) egy kés6bbi tanulmanya a teriilet alapmiive, mivel olyan di-
namikus modellt épitettek fel, melyben az allandé folyamatfejlesztés hatdsat
vizsgaltdk a tékeallokaciora, és érdekes médon, 6k profitot maximélnak. Arra
a kovetkeztetésre jutnak, hogy termelés dinamikdja novekvo, de a folyamat-
fejleszto tevékenységek dinamikaja viszont csokken az id6 haladtaval. Kétség-
telen, az egyik leggazdagabb modell a teriileten a Li és Rajagopalan (1998)
féle modell, mert mind a gerjesztett, mind az autoném tanulds kihat az arra,
a termelés, és a fejlesztési tevékenységek dinamikdjéra. Arra a kovetkezte-
tésre jutnak, hogy a termelékenységi és mindségi tudds novelésére iranyuld
beruhazéasok intenzitasa csokken az idé haladtaval.

Fontos megjegyezni, hogy e modellekben a kereslet egyetlen tényezotol, az
artdl fiigg csak. Teng és Thomson (1996) modelljében viszont mar a keresleti
fliggvényben az ar mellett ott szerepel a mindség is. Ujonnan piacra kerul6
termékekre vonatkoztatva szerepel az ar-mindség kapcsolat, és gerjesztett
tanulds szerepel a modellben. Erdekes modon, a mindség dontési valtozd, és
nem &llapot valtozé. E tanulmény szerzdje (Voros, 2006) olyan modellt pub-
likalt, melyben a keresleti figgvényben két valtozo van, az ar és a minoség, de
a mindség fejlesztési tevékenység eredménye. A fejlddés lehet mind autoném,
mind gerjesztett, de nem csak a termékmindség esetében, hanem a folyamat-
mindségre is vonatkozhat. E modellkonstrukciéban a termelés dinamikéja
novekedd az id6 haladtdval, miként a méar emlitett Li-Rajagopalan (1998)
modellben is. A Pan és Li (2016) féle tanulmanyban a kereslet linearisan
fligg mind a termékteljesitmény mindségi jellemzdjétdl, mind az artél. A
hangsily a folyamat- és termékinnovacion van. A minéség megjelenése a
keresleti fliggvényben teret engedett olyan publikdcidknak, mint a Chenavaz
(2012, 2017), Chenavaz és Jasimuddin (2017), Ni és Li (2018) munkdk sora,
ahol eldkeriilnek a piacismereti indikdtorok. A minéség és ar kapcsolatat
elemezve Voros (2019) arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a termékteljesit-
mény mindségének novekedése nem sziikségszeri, hogy maga utdn vonja az
ar novekedését is. SoOt, példdk sora mutatja, hogy a minGség névekedése
révén, amennyiben az a termelési hatékonysig novekedésével jar, az arak
akar csokkenhetnek is.
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Ujabban tobb tanulmany is megjelent, melyek a tanuldsi gérbe formajaval
foglalkoznak. Lapré és kollegdi (2000) példdul a mindségnévekedés tanuldsi
gorbéjét formaztak meg dinamikus termelési viszonyok kozott. Kimutattak,
hogy olyan projekteknél, melyek mind a miért-tudasba, mind a hogyan-
tudésba fektetnek, a hulladékcsokkenés felgyorsult, mig masoknal ez nem
kovetkezett be. Fioretti (2007) modelljét kivdléan tdmasztjdk ald empirikus
adatok, mig Tucker és tarsai (2007) egyedi tanulési folyamatokat elemeznek,
és egy atfogdé modellt kidolgozva, meg tudjak magyarazni a tanuldsi folya-
matok alkalmazasanak sikerességét. Kimutattak, hogy a szervezeti tanulas
kiiléondsen fontos olyan iparagakban, ahol a tudas tartalma rendkivil gyorsan
valtozik.

A | tanuldsi gorbe tjszert alkalmazdsa a termeléstervezésben és logiszti-
kaban” zaszl6 alatt példaul a Computers and Industrial Engineering a tavalyi
évben egy kiilonszamot szentelt a szervezeti tanulas jelentGségének hangsi-
lyozésara (Glock és térsai, 2019). Ebben a szdmban példaul Gosling (2019)
a stratégiailag iranyitott beszallito-felhaszndlé kapcsolatot vizsgalta, és em-
pirikus vizsgalatanak eredménye azt mutatta, hogy egy hosszi tavra szélo
beszallito-felhasznalé kapcsolatrendszer a teljesitményeket noveli, és segiti a
tanulési folyamatot.

Egyértelmii tehat, hogy a felhalmozodé termelési volumen kétségtelentil
noveli a termelékenységi tudast, tovabba a rovid tavu koltségesokkentés ér-
dekében végrehajtott nyaklo nélkiili kapacitaskihelyezés pedig hatraltatja a
hosszu tédvi versenyképességét szamos ipardgban. Pisano és Shih (2012a) azt
allitjak, hogy legtobb esetben az innovacié forrasa a termelési gyakorlat. Ha
termelési folyamatot nem birtoklunk, akkor az innovécio lehetséges forras-
pontja sincs meg, alapveté érdek tehat termelési folyamatok birtokldsa. Ha
azokkal egy orszag kevésbé rendelkezik, kedvezd kortilményeket kell garantal-
ni ahhoz, hogy termelési folyamatok otthonra leljenek. Alapmiinek tekinthet6
munkaikban Pisano és Shih (2009, 2012b) az ipardgakat annak alapjan sorol-
jak osztalyokba, hogy a termelési kapacitasok kihelyezése mennyire konnyen
sodorja veszélybe a vallalatok versenyképességét. Ahol az innovéacié kdzvetle-
niil a termelési folyamat 0jitasabol ered, azok a legveszélyeztetettebb ipar-
agak. Itt a gyartas és fejlesztési lehetOség szétvalasztasa kiilondsen kockaza-
tos, mivel az innovéci6 kozvetleniil a termelési folyamatba agyazddik, onnan
ered. A gyartds és a fejlesztés nem vélaszthaté szét ekkor.

E tanulmanyban a szervezeti tanulds lehet6ségére gy tekintiink, mint a
versenyképesség forrasara, és azt vizsgaljuk, hogy milyen lesz a termelés dina-
mikaja idon at, amikor a multbéli termelési tapasztalatok kozvetleniil hatnak
a termelékenység alakuldséra. Heizer, Rendl és Munson (2020) konyviikben
arrdl tesznek emlitést, hogy a termelékenység novekedésének 52%-a abbdl
ered, hogy a munkat jobban és hatékonyabban szervezziik, mint korabban.
Annak érdekében, hogy minél tisztdbban ldssuk a szervezeti tanulds hatédsat,
egy nagyon egyszerl, atlathaté modellt hozunk 1étre, melyben termelékeny-
ségi tudas kizardlag abbdl ered, hogy a munkat még jobban és hatékonyabban
szervezziik. Ily médon modelliink nagyon hasonlé a Spence (1981) illetve a
Clarke (1982) modellekhez, mivelhogy 6k is hasonlitanak egymadsra, de azért
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mindegyik kiilonbozé.

A kovetkezOkben azt mutatjuk meg, hogy zéré diszkontrata esetén a ter-
melés dinamikéja konstans, azaz lapos a folytonos modellben az id6 fliggvé-
nyében. Amikor viszont diszkrét modellt frunk fel, azt a meglepé eredményt
kapjuk, hogy a termelés dinamikdja csokkend. Pozitiv diszkontrata esetén
a folytonos modellben a termelési dinamika névekvo, diszkrét esetben pedig
akar novekvd, akdr csokkend is lehet. Azt is megmutatjuk, hogy ez kizdrdlag
annak kovetkezménye, hogy az id6t folytonosnak, vagy diszkrétnek tekint-
jik-e. Megemlitjik még, hogy joval bonyolultabb modellszerkezetre a disz-
krét eset mér targyalva volt Vords (2013)-as tanulmanydban, azonban e tanul-
méanyban a hangsily a mindség alakuldsira helyezédik. A kovetkezd fejezet
az alapkoncepcidt térgyalja, és a folytonos modellt elemzi. A 3. fejezet a
diszkrét modell tulajdonsdgait adja kozre, és példak segitségével illusztralja
a felvetett modellek tulajdonsagait. A 4. fejezet néhdany kiévetkeztetést von
le.

2 Az optimalis iranyitaselméleti modell

E fejezetben egy profitmaximalizalé optimalis iranyitaselméleti modellt fej-
lesztiink ki, amikor is az egy idopontban kitermelt profitot diszkontaljuk a
jelen értékre. Az id6horizont végén azonban a felhalmozddott termelékenységi
tudésra értékként tekintiink, miként altalanos esetben is, a vizsgalt id6éhori-
zont végén tekintettel kell lenni a cég piaci értékére is. Jelolje v(t) a termelés
volumenét a t idépontban, ¢ € [0, T], ahol T a probléma id8horizontjét hata-
rozza meg, és azt tessziik fel, hogy T' € (0,00). Ugyancsak feltessziik, hogy
a megtermelt teljes v(t) termékmennyiséget késleltetés nélkiil a fogyaszté-
hoz juttatjuk, aki azonnal fizet is érte. Jeldlje p(v(t)) az inverz keresleti
fliggvényt, és errdl az inverz keresleti fliggvényrdl azt tételezziik fel, hogy
kétszer folytonosan differencidlhato, tovabba feltessziik, hogy mind p,, mind
(p(v)v)yy negativak. Szavakban megfogalmazva, azt tételezziik fel, hogy p(v)
egységnyi termék arat jeloli, amikor a termelés volumene v a ¢t idépontban, és
ez az ar csokken, amikor tobb termék keriil a piacra. Tehat p, < 0. Feltessziik
még, hogy (p(v)v),, < 0, ahol p, = %, tovabba p,, = d%g(% sorrendben az
els6 és mésodrend derivaltak.

Megjegyezziik, ezen feltételek széles korben hasznaltak az irodalomban,
gyakorlatilag feltételrendszeriink nem sziikiti le az irodalomban ismert keres-
leti fuggvények korét, a monopolisztikus vallalatokat leiré modellek szinte
mindegyike e feltételeket hasznalja, 14sd példaul Chand és térsai (1996). Mint
emlitettik, a p, < 0 feltétel azt mondja, hogy aki tobbet akar eladni, az csok-
kentse az drat, mig a (p(v)v),, < 0 feltétel azt mondja, hogy a marginélis
hozadék csokkend. A fajlagos termelési valtozé koltséget a c(q(t)) kifejezés
jeloli, és q(t) fejezi ki a termelékenységi tuddst. Amikor tehdt a termelé-
kenységi tudés a ¢(t) szinten &ll, akkor a fajlagos termelési véltozé koltség
c(q(t)).

Megszoritas nélkil feltehetjiik, hogy nagyobb termelékenységi tudas esetén
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a fajlagos termelési koltségek alacsonyabbak, azt frhatjuk tehdt, hogy ¢, < 0.
A felgyiilemlett tuddsnak piaci értéke van, az id6horizont végén erre tgy
tekintiink, mint kincsre, a kereslet-kinalat donti el, ennek mi a piaci értéke.
A nagyjabdl folyamatosan veszteséget termeld Skype-ért példaul 2011-ben a
Microsoft kozel tiz millidrd dolldrt fizetett (Knight, 2016), és szinte senki sem
értette ennek okdat. Lehet, hogy a Microsoft elére latta, hogy vildgjarvany
jon, és az e-megheszéléseknek ekkora piaca lesz? Ebbdl az a tanulsdg vonhato
le, hogy nem elegend6 csak a megtermelt profit volumenét nézni, figyelembe
kell venni azt, hogy a felhalmozddd tudasnak mekkora lehet a piaci értéke
akkor, amikor a probléma vizsgalatat befejezziik. Jelolje P az egységnyi
tudas piaci értékét az idéhorizont végén. Ekkor a varhaté bevétel nagysaga
az idhorizont végén, azaz a T idépontban: Pq(T). Megjegyezziik, hogy a
modellezok ezt a részt a legtobb esetben kihagyjak konstrukciéjukbél, pedig
ennek alakuldsa alapvetéen befolyasolhatja az egész probléma viselkedését,
de egyébként is, ha P értékét zérusra allitjuk, ugyanott vagyunk, mintha fi-
gyelembe sem vettiik volna az tgynevezett megmentett értéket az idéhorizont
végén.
A fentiek alapjan tehat az aldbbi modellt fogalmazhatjuk meg:

max [ (p0(0) - la@))o)de + TP (1a)
q(t) = av(t) (1b)
v(t) >0, (1c)

ahol ¢(t) = dg/dt, r a diszkontrata, és a a tanuldsi rdta paramétere, melyet
pozitivnak tekintink (megjegyezziik, hogy az irodalomban nyomai vannak
annak is, amikor ez a paraméter negativ, vagyis annak vagyunk tanui, hogy
elfelejtiink valamit.)

v(t) A termelés volumene a t iddpontban, déntési valtozd
q(t) A termelékenységi tudas szintje a ¢t idépontban, dllapotvéltozéd
c(q) Fajlagos termelési valtozo koltség a t idépontban, amikor a felhalmozdédott

termelékenységi tudés szintje ¢

cq Margindlis termelési koltség, c¢q = dc/dg, ¢(q(0)) = co = ¢ pedig az indulé
termelési koltség a tervezési idészak elején

p(v) Az inverz keresleti fliggvény, vagy masként a fajlagos ar a t id6pontban.
Feltételeink: p, < 0, (p(v)V)yy < 0, Pyy = d?p/dv?
A tervezési idGszak hossza
A diszkontrata
A termelékenységi tudés piaci értéke a tervidészak végén

A tanuldsi rdta, input paraméter

) A dinamikus Lagrange-szorzé értéke a t idépontban
Maximélis termelési kapacitas

T

r

P

a

H A Hamilton-fiiggvény
At

b

z z=1/(1+r), tehdt z a defl4lé faktor

1. tabldzat. A jelolések Osszefoglaldsa
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A modell célfiiggvénye két részbdl all, az elsd, integral rész az egyes
idopontokban megtermelt diszkontédlt profitot Osszegzi, az utolsé kifejezés
a tervezési idGszak alatt kitermelt diszkontalt profithoz adja hozza a felhal-
mozodott termelékenységi tudas jelenre diszkontdlt értékét. Az integraljel
uténi kifejezés egyik lényeges része a fajlagos profit, mely az eladasi ar és a
fajlagos termelési koltség kiilonbsége, mely (p(v) — ¢(q)). A fajlagos profitot
szorozza a megtermelt és eladott termékek volumene, ami v, kovetkezésképpen
a t idépontban rendelkezésre all6 profit (p(v) — c(q))v, és ezt diszkontéljuk
a jelen id8szakra. A diszkontfaktor e=™. Az integrdl az egyes idépontokban
kitermelt és diszkontélt profitot dsszegzi a tervidszak alatt. Az (1b) feltétel
Ujra definidlja a termelékenységi tudds novekedésének formdjit. Az (lc)
feltétel a szokasos nemnegativitasi feltétel, amely persze sokszor okozhat
kellemetlenséget.

1. Tulajdonsdg: Amikor a tanuldsi rdta zérus, azaz a = 0, és p(v) <
c(q(0)), vagyis, amikor a vevdk nem hajlanddak c(q(0)) drat megfizetni a
termékért, az optimdlis termelési politika, hogy ne termeljink veszteséget,
mert az soha nem téril meg. Az optimdlis megoldds tehat az alabbi: v(t) =0
minden t-re, azaz t € [0,T]. Azonban, ha a tanuldsi rdta és az eladdsi dr
megfelelden magas, akkor eléfordulhat, hogy v(t) > 0 minden t-re, t € [0,T],
vagyis a terviddszak elején a termék dra a termelési koltségek ald nézhet.

Annak érdekében, hogy bizonyitsuk &llitdsunkat, vegyiik elészor az (1)
alatti feladat Hamilton-fiiggvényét, amit H-val jelolink:

H(v) = (p(v) - c(q))v + dav . (2)

Itt A(t) a dinamikus Lagrange-szorz6. A Kamien — Schwartz (1991) kényvre
alapozva, az optimalitas sziikséges feltételei az alabbiak:

%—ZI = —cu=—A+7TA (3a)
38_2[ = pov+ (p(v) — ¢(q)) + Aa < 0 (3b)
Sly=0, ca@)=c, aO)=a, AT)=P (30)

ismételve, hogy c a fajlagos termelési koltség az idészak elején.
A feladathoz rendelheté mésodrendii feltétel:

0’H

— = Due 2p,
8U8U pUUU+ pU <0) (Sd)

mely egyébként teljesiil abbdl kvetkezden, hogy feltevésiink szerint (p(v)v)yy
negativ.

A (3a) mindkét oldaldt megszorozva e~

t_vel, azt kapjuk, hogy

—e "equ=—e " A+ e,
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melyet tgy irhatunk fel, hogy

_ —rt
A+ 4) )\edt +A) _ —e e, (4a)

ahol A egy tetsz6leges konstans. A (4a) kifejezést atirhatjuk a kovetkezd
formaban:

¢
Ae "+ A= /0 e "equ(u) du. (4b)

Tekintettel arra, hogy A(T') = P, t = T-re a (4b) az aldbbi format veszi fel:
T
P4+ A= / e "equ(u) du. (4c)
0

A (4c) kifejezést kivonva a (4b)-bél, tovabbd osztva az e kifejezéssel, azt
kapjuk, hogy

T
A(t) = Pe~"(T=1 — / e " e v(u) du. (5)
t

Az (5) formabdl azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a dinamikus
Lagrange-szorzé nem lehet negativ, abbdl kovetkezdéen, hogy a ¢, kifejezés
értéke negativ.

Amennyiben az a értéke zérus lenne, a (3b) alatti feltétel az aldbbira
redukalodik:

pov + (p(v) = () <0, (6)

és ha az induld fajlagos termelési koltség c(¢(0)) = ¢ olyan magas, hogy a
p = c dron a terméket nem lehet eladni, vagyis p(v) < ¢ minden v-re, akkor
a (6) bal oldala mindig negativ lesz, tekintettel arra, hogy p, < 0.

Kovetkezésképpen, a célfiiggvény akkor veszi fel maximumat, ha a ter-
melési volument zérus szinten rogzitjiilk az idéhorizont mindegyik pontjara,
vagyis v = 0 lesz minden t-re.

Amennyiben viszont, amikor a és A(0) értékek megfeleléen magasak lesz-
nek, a

pov + (p(v) —¢) +Aa =0 (7)

egyenletnek lehet pozitiv v-re megoldédsa a kezdeti id6pontra, annak ellenére,
hogy p(v) —c < 0.

A X (5) alatti formdja azt mutatja, hogy négy tényezé hatdrozza meg
ennek bekovetkezését: a diszkontrata, a termelékenységi tudas egységének ara
az id6horizont végén, termelékenységi tudas novekedésének hatésa a fajlagos
termelési koltségekre, valamint a termelés volumene. Tekintettel arra, hogy
a dinamikus Lagrange-szorzo linearis P-ben, ezen értéket megfeleléen nagyra
vélasztva a (7)-nek lesz megoldédsa pozitiv termelési volumennel.

2. Tulajdonsdg: A termelés volumene novekszik, amikor a termelékenységi
tudds rdtdja novekszik.
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Most tételezziik fel, hogy a (3b)-nek van megoldésa pozitiv v-vel még azon
esetekre is, amikor a tanuldsi réta zérus (a = 0). A % fiiggvény forméjat az
1. dbra alsé vonala mutatja, ugyanis % csokkend fliggvény. A % fiiggvény
csOkkend tulajdonsdga a mésodrendii feltételbdl kovetkezik, melyet a (3d) ad
meg,.

oH 1 a>0
ov a=0

Ala

» V(t)

vl(D\ Vz(?/\'

1. dbra. Az els6rendii optimalitasi feltétel formaja

Az (5) feltételbél azt kovetkeztethetjiik, hogy A pozitiv, még a ¢t = T
idopontban is, ha P értéke megfeleléen nagy, ugyanis pozitiv termelési szin-
tiink van. fgy a % fiiggvény felfelé kuszik, amikor a Aa felfelé mozog. Ko-
vetkezésképpen a termelési volumen névekedni fog, miként az 1. dbran is
lathato, hiszen vy (t) < va(t) az 1. dbrén.

3. Tulajdonsdg: Amikor a diszkontrdta vagy a tanuldsi rdta zérus, az op-
timalis termelési szint konstans az egész idohorizont alatt, pozitiv értékekre
viszont a termelés volumene novekedni fog az idéhorizont végéig.

Tételezziik fel, hogy (3b)-nek létezik megolddsa, oly médon, hogy a ter-
melési szint, a v pozitiv. A p,v + p(v) = ¢(q) — Aa egyenletben a bal oldalon
levé fliggvény minden t-re azonos, tovabbé a jobb oldalon szerepls c(q) és
A értékek az id6nek folytonos fiiggvényei. Kovetkezésképpen, az optimalis
megoldés, vagyis a v termelési szintek az idonek folytonos fliggvényei lesznek.
Ekkor viszont vehetjiik mind a jobb, mind a bal oldali kifejezések id6 szerinti
derivéltjait, melyek meg kell egyezzenek. Vagyis a (3b) feltétel id6 szerinti
derivéltjat véve, igaz kell legyen, hogy

(Povt + Po) b+ P — cqd + aX = 0. (8)

(5)-bél, mindkét oldal id6 szerinti derivéltjat véve, azt kapjuk, hogy

T
At) = rPe 7T 7‘/ e "D e v(u) du + cqu(t) . (9)
t

Ezen Osszefliggést (8)-ban alkalmazva, kisebb dtalakitds utdn, azt kapjuk,
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hogy

T
(PoV + 2py)0 — G + a(rPe_"'(T_t) — 7‘/ e " e v(u) du) + (10)
t

+ acqu(t) =0.

Mivel ¢(t) = av(t) az (1b)-ben meghatédrozott dinamika alapjdn, ezért (10) a
kovetkezo forméra egyszertisodik:

T
—(povv + 2p,)0 = ar (Pe_"'(T_t) — / e " Degu(u) du) =arA(t). (11)
t
A bal oldalon szerepld v egyiitthatdja (11)-ben pozitiv kell legyen a (3d)-
ben meghatarozott masodrendi feltétel miatt. Ugyanakkor a jobb oldalon
szerepl6 valamennyi komponens pozitiv, amennyiben mind a, mind r pozitiv.
Kovetkezésképpen, a termelési volumen névekedni fog az id6 fliggvényében
a teljes id6horizonton at, amikor mind 7, mind a pozitiv. Amikor ezek koziil
barmelyik zérus, akkor a jobb oldal zérus, és kovetkezésképpen a termelési
volumen id6 szerinti derivaltja is zérus, azaz v = 0, vagyis a termelési rata
konstans az id6 fliggvényeként.

A kovetkezd sorokban explicit megoldast hozunk létre zéré diszkontrata
esetére, de az egyszerlség kedvéért eltekintiink az idOhorizont végén érté-
kelhet6 termelékenységi tudas piaci értékérol, azaz azt tételezziik fel, hogy
r = P = 0. Feltessziik tovabbd, hogy az inverz keresleti fliggvény linedris. Az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az inverz keresleti fliggvény
linedris forméja a (b — v(t)) alakot &lti, a fajlagos véltozd koltség alakuldsat
pedig az alabbi dinamika fogja meghatdrozni:

c(q(?))

Cc

“ T (12)

Megjegyezhetd, hogy e formuldt, természetesen masok mellett is, Chand és

szerzétarsai mar 1996-ban hasznalta. (12)-ben ¢(t) = afot v(u) du. Ezen
Osszefliggéseket végiil is (5)-ben alkalmazva, (P = 0),

r -1 r 1
At = — — _du= — d
Q cv/t (1+av [ dk)? " CU/t (1 + avu)? B

(13)

_ c[ 1 }T_C( 1 1 )
T oall+avul:  a\l4avt 14 aT/’

tekintettel arra, hogy v végil is egy valtozd, mely konstans marad az id6
haladtaval.

4. Tulajdonsag: Zérus diszkontrdta és pozitiv tanuldsi rdta esetében

(a) b > c paraméterhalmazra, vagy a

2
¢ > b paraméterhalmazra, de —— +b>c ésabTl —2 >0 feltétele
b b sterhal de T2 g bT — 2 > 0 feltételek
fenndlldsa esetében az optimdlis termelési szint az aldbbi:
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o(t) = abT — 2 + \/(abza—T 2)2 4+ 8aT'(b—c) ) (14)

és mds esetben z€ro.

Ezen esetre tudjuk, hogy c¢(q(T)) = 1757 és v konstans marad az egész
id6horizonton. (13)-bdl kovetkezik, hogy AM(T') = 0 a t = T esetre. Most,
feltételezve, hogy a termelési szint pozitiv, tehdt érdemes termelni, a t =T
idépontra a (3b) a kévetkezd format olti:

C

_2 —— —
vtb 1+ avT

Atrendezve ezt az egyenletet, azt kapjuk, hogy
—2aTv* +v(abT —2)+ (b—¢c) =0. (15)

Ezen feltétel bal oldala egy konkév parabola v-ben, mely a (b — c) értéket
veszi fel, amikor a termelési szint zérus (v = 0). Amikor b — ¢ > 0, akkor a
konkav parabola diszkriminansa pozitiv lesz, és e diszkriminans négyzetgyoke
nagyobb, mint az (abT — 2) kifejezés abszolit értéke. Kovetkezésképpen
a (14) éltal meghatdrozott konstans termelési szint maximum profitot fog
biztositani.

Masrészt, abban az esetben, amikor az ar a kezdo termelési koltségszinttel
egyezik meg, és kereslet ezen arra zérus, azaz ¢ > b, a termelési szint még
mindig lehet pozitiv, annak ellenére, hogy a vallalat veszteséget termel az elso
szakaszban, mert ardval a termelési koltség ala kell mennie, hogy termékét
eladhassa. Viszont tanul. Matematikailag, mindenekel6tt pozitiv diszkrimi-
nans kell. Ezt (“bs%ﬁ + b > c feltétel biztositja, tovdbbé, ha (abT —2) > 0,
akkor a nagyobbik gyok olyan termelési szintet hatdroz meg, mely maximalis
profitot ad.

A 4. Tulajdonség elsé fele azt dllitja, hogy ha a fajlagos termelési kdltséget
meghaladd arra létezik pozitiv kereslet, akkor lesz pozitiv termelési szint.
Ezért az analizistinket indithatjuk abbdl a ténybdl kiindulva, hogy (3b) egyen-
16ség forméjaban teljesiil, vagyis, hogy a termelési szint pozitiv lesz. A 4. Tu-
lajdonsag masodik fele talan még érdekesebb, hiszen azt mondja, hogy elhagy-
va a szokasos feltételt, miszerint a kezdeti allapotban a termelési koltségek
olyan alacsonyak, hogy pozitiv kereslet ehhez mindig 1étezik, el6fordulhat,
hogy termelni fogunk annak ellenére, hogy az ar nem fedezi a termelési kolt-
ségeket. Azonban ez a negativ szakadék az ar és a termelési koltségek kozott
nem lehet tetszOleges: a termelési koltségek és az arak kozotti kiillonbség nem
lehet (“bs%ﬁ-nél nagyobb, tovabb4 érvényes kell legyen, hogy (abT —2) > 0.
Minél nagyobb a tanulasi rata, a potencialis piac nagysiga, tovabba minél
hosszabb a tervezési idOszak, anndl nagyobb az esélye a feltételek teljesiilésé-
nek.

1. Példa: Legyen T' = 10, a = 0.1, b = 10 és ¢ = 11, vagyis teljes bi-
zonysaggal vallalatunk veszteséget fog termelni tevékenysége elején, ha ter-
meléshez fog. A diszkriminans értéke (0.1x10x10—2)2—-8x0.1x10x1 = 56.
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A kovetkezd, amit ellendrizniink kell, vajon (abT — 2) > 0? (abT —2) =
0.1 x 10 x 10 — 2 = 8, tehat az optimadlis termelési szint az idéhorizont
barmely pillanataban: v(t) = (8 +v/56)/4 = 15.48/4 = 3.87. A tervidészak
alatt tehdt a megtermelt teljes mennyiség 38.7 db termék lesz. Az eladési
ar az alabbi: p = 10 — 3.87 = 6.13, mely sulyos veszteségeket vetit elore
a tervidoszak elejére: 6.13 — 11 = —4.87 veszteség termékenként az elején,
ami fokozatosan csokken. Az idShorizont végén a fajlagos termelési koltség:
¢(q(10)) = 11/(1 4+ 0.1 x 3.87 x 10) = 2.26, kovetkezésképpen az egységnyi
profit az id6éhorizont végére a 6.13—2.26 = 3.9 szintre emelkedik. Az idépont,
melyre a veszteség eltiinik, az alabbi osszefliggésbdl kovetkezik:

10 — 3.87 = 11/(14 0.1 x 3.87 x 1),

vagyis amikor az eladasi ar fedezi a termelési koltségeket, ami a t = 1.3
idépontban kovetkezik be. A tervhorizont 13%-dban veszteséges a termelés,
utdna torténik a termelési tapasztalat learatdsa.

Altaldnosabb dinamikét hasznalva az alapvetd ismereteink nem fognak
megvaltozni, de kétségteleniil gazdagodnak. Tekintsiik most a joval altala-
nosabb dinamikat, ami legyen ¢(t) = ag(v(t), q(t)), és csak azt tételezziik fel,
hogy g, > 0, vagyis azt tételezziik fel, hogy a termelési rata névekedési iiteme
annal nagyobb, minél magasabb a termelési volumen nagysdga, de ennek
konkrét forméaja nincs megkotve. Ekkor a Hamilton-figgvény az alabbi:

H(v) = (p(v) — c(q))v + Aag(v, q), (16)

és az elsérendii feltételek a (3a-b) helyett az aldbbiak lesznek:

on = —cu+argg = A+ 1A (17a)
Iq

OH

5y = Do+ (p(v) = c(q)) + Aag, < 0. (17b)

Margindlisan csokkeno hatést feltételezve a termelés volumenét illetéen, azaz
azt feltételezve, hogy g, < 0, a masodrendii feltételek ki lesznek elégitve:

H
OH = Dup¥ + 2Dy + Aagy, < 0. (17d)
Ovov

t
A (17a) feltétel mindkét oldaldt az ¢y 9a(w) du kifejezéssel megszorozva
azt kapjuk, hogy

t 3 —_— t P 2
e—?.t+j; gq(u) du(_)\ + )\(T _ agp)) —e It+f0 QQ(U)dugq’U,
melyet atalakitds utdn ugy irhatunk, mint

t
d()\e_’t+f0 9q (1) du + A) = e_lrt-"_fot 9q(u) du
dt

gqv,
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ahol A egy tetszéleges konstans. Felhaszndlva tdjra, hogy A(T) = P, azt
kapjuk, hogy

» t T (1 w
At) = Pe o galwan / O[Ol qu. (18)
t

Ezt az eredményt (5)-tel Osszehasonlitva azt lidthatjuk, hogy a f6§ kompo-

T u
nensek meg vannak szorozva az e_l"H_ft 9a(u) du, illetve az e_l"(u_t)—s_ft 94(D) dI
komponensekkel, sorrendben. Ezért azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy
az alapvetd struktirak nem véltoztak, de a felhalmozott termelékenységi
tudés piaci értéke (a P), valamint a margindlis termelékenység névekmény
(a cqv) szerepe exponencidlisan nagyitédik vagy redukélédik, a g, kifejezés
eléjelének fiiggvényében.

3 A diszkrét verzio

Kétségtelen, a folytonos idé modellvéltozat, melyet (1) alatt definidltunk, egy
nagyon elegéns és divatos véltozat. Azonban egy doéntéshozé szaméara nem
lenne egyszeri feladat annak meghatarozasa, hogy mi a keresleti fiiggvény
konkrét forméja egy adott idopillanatra vonatkoztatva. Hasonloképpen, mi
a termelési kapacitas egy JIT médban termeld lizemben, amikor az éppen
all, vagy termel. Ez alapjan, a diszkrét modelleknek megvan az elénye, hogy
a napi gyakorlathoz és emberi gondolkodashoz kozelebb es6é kérnyezetet fo-
galmaznak meg, amikor minden elem stabil egy id6szakon keresztiil. Ehhez
kapcsoléddan az eléttiink allé tervidészakot osszuk fel T' szamu periddusra, ¢
a t-edik periddust fogja jelolni e sorban: t =1,2,...,T.
Az (1) modell diszkrét verzidja az aldbbi médon irhaté fel:

T
c

maxz 2 (p(vy) — q—)vt +2Tqr (19a)
Y= t

qt = qt—1 + avg =1 t=12...,T (19b)

0w >0, t=1,2,...T, (19¢)

ahol z = 1/(1+r). ¢; definiciéjabdl kovetkezéen (19b) az aldbbi médon is
irhaté:

t
qtzl—l-aZU,-. (19d)
i=1

Ebben a modellben is, a korabbiakhoz hasonlé médon feltételezziik, hogy
Po < 0 és (p(v)v) 4y < 0. Ujra megjegyezziik, hogy a felhalmozédott termelé-
kenységi tudas értékének bevonasa lényegesen modosithatja az analizis kime-
netét, de most az egyszeri attekinthetéség biztositasa érdekében e tényezétol
eltekintiink, vagyis a P = 0 helyzetet allitjuk be. Ezért az alapprobléma,
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melyet elemezni fogunk, az alabbi médon fogalmazhaté meg:
d c
max H(vi,...,vp)= zt( . ——)U 20a
Ve UT ( ! T) t:zl p( t) 14+a ZE:I Vi ! ( )
v >0, t=1,2,...,T. (20b)

Az optimum létezésének elsérendii feltételeit az aldbbi médon fogalmaz-
hatjuk meg:

a—H—zt[ (v0)) = + (Po + 5 )| +
ovy pLoe 1—|—aZf 1Y Pue (l—l-aZE:le')Q '
(21a)
+ 2 —————1v; < 0.
Ltz+1 1+aZl Lu)?
Tovabba,
H
a—vt =0 minden ¢t =1,2,...,T-re. (21b)
311,5

5. Tulajdonsag: Diszkrét esetben, amikor a tanuldsi rdta zérus, a termelési
volumen iddében vdltozatlan, azonban pozitiv tanuldsi és zérus diszkontrdta
esetén a termelési dinamikdja csokkend. Pozitiv diszkont- és tanuldsi rdta
esetén, amikor a diszkontrdta megfeleléen magas, a termelési dinamika akdr
novekvd is lehet.

Tételezziik fel, hogy létezik pozitiv termelési szint mind a ¢, mind a ¢t —1-ik
periédusban, és ez a termelési szint kielégiti a (21) alatti feltételeket. (21a)
feltételt mind a ¢, mind a ¢ — 1 periédusokra felirva (el6szér mindkét oldalt
osztva 2!, illetve 2!~ értékekkel, sorrendben) azt frhatjuk, hogy

T
c it ca
Povi +pvy) - ————+ Y ;=0 (22a)
¢ 1“‘@25:1 v; ; (I+ad,_,um)?
L ca
Pt 4 pl0e1) ~ T+ Y e =0,
- S D DI H s e

(22b)
Amennyiben a tanuldsi réta zérus, tehdt a = 0, (22a) és (22b) egyenletek
form&ja azonos, ezért azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy vy = vi_1, tehat
a termelési dinamika konstans.
Most felhasznalva, hogy p.,ve + p(vy) = (p(ve)ve)’, tovdbbé, amikor a
diszkontrata zérus pozitiv tanuldsi réta esetén, akkor (22a-b) a kovetkezd
format olti:

(p(ov) — (—— Sn) =0 ()

1“‘@25:1 L —— (1“‘@2;:1” 2
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T

(p(ve—1)ve—1)" — (m — i_tz_lmw) =0. (23b)

A 2. dbra mutatja ezen sszefiiggéseket mindkét periédusra vonatkozdan,
ahol

T
Cc ca

¢ = ———— — _— ;. (23c)
' 1"‘@2;:1%' ; (1"‘@2;:1 vy)?

(p(v)v)’

Ct-1

v

<
~

Vt-1

2. dbra. Az optimalitési feltételek

A 2. dbrén reprezentalt fliggvények mogott az az Osszefiiggés 4ll, hogy a
(p(v)v) fiiggvényrdl azt tételeztiik fel, hogy csokkend a termelési volumen
fiiggvényében, azaz (p(v)v),, < 0, a koltségekkel kapcsolatos fliggvények
viszont véltoznak periédusrél periddusra, tovdbba a termelési volumen fligg-
vényeként hiperbolikusak. Osszehasonlitva a (23a-b) feltételek tartalmét, azt
jelenthetjiik ki, hogy (felhasznédlva a (19d) alatti definiciét) ha

s 2, (24)

az pontosan az, amit a 2. dbra mutat. ToOrténetesen, hogy vi—1 > ;.
Feltételezve, hogy (24) érvényes, akkor ebbdl egyenesen kovetkezik, hogy

vi—1 > v¢. Ugyancsak igaz kell legyen, hogy ¢;: = q:—1 + ave < qs—1 + avs—_1.
Ezért, ha
1 1 a

> )
Qt—1 + avi_1 Q-1 Qi_4

Vi1 (25)

igaz, akkor (24)-nek szintén igaznak kell lennie. Ezen egyenlétlenség mindkét
oldalt megszorozva a (q:—1 + avi—1)q7_, kifejezéssel, azt kapjuk, hogy

971:2_1 > (q—1 + ave—1)q—1 — a(qe—1 + avi—1)ve_1,
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mely az aldbbival azonos:
0> —azvtz_l , (26)

mely természetesen igaz. Kovetkezésképpen, azt jelenthetjiik ki diszkrét eset-
ben, hogy amikor a diszkontrata zérus és a tanuldsi rata pozitiv, a termelési
rata dinamikéja csokkené az id6 haladtaval.

Intuitive az Gsszefliggés raciondlisnak tinik, ugyanis ha egy idoszak elején
a megszerzett tudds nagyobb, a tudds tomege hosszabb idon keresztiil hasz-
nosithat6 azon esettel szemben, amikor a tudas megszerzése késén torténik.
Mivel folytonos esetre azt kaptuk, hogy a termelés dinamikaja lapos, azaz
id6ben véltozatlan, az eredmény meglepének is tekinthetd. Réadéasul a foly-
tonossag miatt az is kovetkezik, hogy pozitiv diszkontratara is lesz csokkeno
dinamikank. A kovetkezOkben kifejtett 6-os és 7-es példank eléggé érdekes
betekintést enged a probléma tulajdonsagaiba, ravilagitva, hogy szélsGséges
és szigoru makrégazdasagi kornyezetben a termelési dinamika akar novekvo
is lehet, amikor a diszkontrata megfeleléen magas.

Taldn felmertilhet a kérdés, az ellentmondast nem okozta-e analitikus
hiba. A kdvetkezdkben azt mutatjuk meg, hogy az ellentmondds nem lehet
analitikus hiba kovetkezménye, az eltér6 kovetkeztetés természetes eredmény.
A rejtély megolddsédhoz tekintsiik a diszkrét (23c) feltétel folytonos véltozatat
a t idépontra vonatkoztatva, melyet c(t)-vel jeloliink ¢; helyett:

1 T a
O = rm ) T e %)

Vegyiik e kifejezés mindkét oldaldnak id6 szerinti derivéltjat, az alabbit
kapjuk:

dc -1 —a
%:C( (1+a [ v(u) du)? i) (1+ [ o) du)? () =0

Tekintsiink tjra ekkor a 2. dbrara, és azt latjuk, hogy a c(t) tulajdonképpen
nem mozdul el, amikor az id6ben elére 1épiink, hiszen a ¢(t) id6 szerinti de-
rivaltja zérus. Nem igy diszkrét esetben, hiszen a két koltséggorbe szétvalik.
Kovetkezésképpen, folytonos esetben a termelési rata idoben nem véltozik,
diszkrét esetben pedig csokken6 kell legyen.

Hogy felnagyitsuk a diszkontrata szerepét a termelési dinamika alakuld-
séban, térjink vissza a (22a-b) feltételekhez, és alkalmazzuk ezeket a T' = 2
esetre, vagyis amikor az id6horizontot két peridédusra osztjuk fel. Ekkor a két
feltétel forméja az aldbbi lesz (felidézzik, hogy z = 1/(1+)):

C ca

+ vy =0
1+a(vr+v2)  (I+alvy+v2)2 °

Dy, V2 + p(UQ) -

c n ca n 1 ca
v
T+av;,  (I+a(@)? " A+7r) (1+alvs+v2))2

A 2. 4bra e fliggvényeket dbrazolja az r = 0 esetre. Amikor az r diszkontrata
nullabdl kiindulva elkezd novekedni, a ¢; gorbe felfele mozdul el. ¢; formaja

UQZO.

Dv, V1 + p(Ul) -
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ebben az esetben:

c ca 1 ca
= — V1 —
T+avy (1+av)? ' (147 (1+a(vy +v2))2

Cc1 Vg .

E formabdl azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy amennyiben az els6 perié-
dusban magasabb termelési rata alakulna ki, akkor annak jovObeni haszna,

amit az
1 ca

(T+7r) (L +a(o+0)?

ad meg, csokkenni fog a diszkontara novekedésével. Feltehetéen egy pozitiv
diszkontrata megvaltoztathatja a termelési rata dinamikajat, és névekedésbe
fordithatja at. A 6. és 7. példdk j6 betekintést nyujtanak ezen esetekre: a
6. példdban nincs diszkontalas, a termelési dinamika pedig csokkend, amikor is
vy = 2.05, vo = 1.9. A 7. példa azt jelzi, hogy mindkét margindlis koltséggor-
be felfele mozdul (mindkét termelési véltozé csokkenni fog), de ¢; gyorsabban
emelkedik, és végiil is a megoldas v; = 1.38, v, = 1.65 lesz, mely egy novekvo
dinamikat tiikkroz vissza.

A modell tovdbbi tulajdonsigainak megismerése céljabdl egy visszafele
lépegeté dinamikus programozasi algoritmust fejlesztiink ki olyan modell-
tipusokra, melyekben az inverz keresleti fliggvény linedris, az altalanossag
megszoritasa nélkiil b — vy formajua lesz, és a diszkontrata zérus.

6. Tulajdonsag: Zérus diszkontrdta €s pozitiv tanuldsi rdta esetén eqy két
periddusbdl dllo feladatban (T = 2) ha az aldbbi egyenletnek

C ca ca
b—2U1——+—2U1+—2U2=0 (27)
a9 43

létezik lehetséges megolddsa vo-re, ahol

c— \/c2 —4(b — 2vq)cavy

= 28
1 2(b — 205) ’ (28)
@1 = q2 —avy (29a)
és )
vy = w) (29b)

a
ez a vy termelési terv optimdlis a mdsodik periodusban, €s ekkor az elsd
periddusra a termelési terv a (29b) dltal adott. Mdasként v, = vy = 0.

A T = 2-re vonatkozé els6rendii feltétel:

b—2vy — — + Sy < 0. (30)
q2 g3

Ebben az egyenletben b—2vr kifejezésnek pozitivnak kell lennie, azaz érvényes
kell legyen, hogy b/2 > vr a méasodrendii feltétel miatt — tovabbd a 2. dbra
altal prezentéltak miatt. Tételezziik fel most, hogy vr pozitiv, és ekkor (30)



22 Vorés Jozsef

egyenléség formajaban teljesiil. Szorozzuk meg ennek mindkét oldaldt a ¢2
kifejezéssel, és ekkor az aldbbit kapjuk:

(b—2us)q5 — cqo + cavy = 0. (29)

Tekintettel arra, hogy (b—2v7) > 0, a bal oldal egy konvex parabola go-ben, és
a mésodrendii feltétel miatt a go-re vonatkozd egyetlen megoldds a (28) éltal
adott lehet csak. (28)-ban a négyzetgydk alatt szerepld ¢ — 4(b — 2vr)cavy
kifejezésnek pozitivnak kell lennie, azaz

¢ —4(b — 2vp)cavy >0,

mely a ¢—4(b—2vy)avy > 0 feltétellel azonos, mely a ¢ > 4(b— 2vy)avy for-
méban is irhatd, ugyanis méasként nincs maximum érték, mely ellentmondas
lenne.

Ezen eredményeket a (27) Osszefliggésben felhaszndlva, miként az defini-
alva van (28), (29a-b)-ben, az els6 periddusra van optimalitdsi kritériumunk,
és azon vq értéket keressiik, mely kielégiti a (27) feltételt. Ezen érték isme-
retében meghatarozhatjuk vy értékét, miként az el van frva a (29b) éltal.

A kovetkez6kben néhdny megoldandé feladatot definidlunk abbdl a célbdl,
hogy megyvildgitsuk a probléma természetét. A 2. tdbldzat az inputokat
Osszegzi, megadja a hozza tartozd optimalis megoldasokat, és magyarazatot
ad a probléma természetére. Mindegyik probléma kétperiddusos, és a disz-
kontrata zérus, kivéve az utolso esetet, amikor is azt tételezziik fel, hogy a
diszkontrata 100%-os.

A 3. példaban az 1. példa tartalmét igyekeztiink megkozeliteni, ami egy
folytonos eset. Az 1. példdban T = 10, amikor is a rendelkezésre &ll6 ka-
pacitds 10 barmikor. Megkozelitoleg, két periddus esetében ez annyit je-
lenthet, hogy kapacitdsunk 50-50 periédusonként. A 3. példédban ezért az
inputok: b = 50, ¢ = 11 és a = 0.1. Hogy megoldjuk ezt a problémat,
fejezziik ki g2 értéket mint v, fliggvénye a (28) altal eléirtaknak megfelelGen,
majd helyettesitsiik ezt (27)-be, mivelhogy ¢1 = 1 + avy = g2 — ave és vy =
(g2 —ave —1)/a. Ily médon (27)-nek egyetlen valtozdja van, a vs, és kifejezve
ennek értékét melyre a (27) alatti kifejezésnek zérus értéke van (tovabba,
hogy a fliggvény elGjelet is véltson), az eljards az optimélis megoldédsat adja
vo-nek. Felhaszndlva ezt az optimalis értéket, meghatarozhatjuk go értékét, és
igy végiil vy értékét. Ezért a 3. feladat megoldasa vy = 24.5, vy = 24.4, mely
Osszességében 48.9. Visszaidézziik, hogy az 1. feladatban, a 10 hosszisagu
folytonos feladatban az Gsszes megtermelt volumen 38.7 volt. A kiilonbség
annak tudhaté be, hogy a folytonos esetben a szervezet lassabban tanul,
ugyanis a tanuldsi rata ,,csak” minden pillanatban érvényesiil, a diszkrét
esetben pedig mar a periédus elején érvényesil az egész periddusra érvényes
termelékenységi tudds, melyet tulajdonképpen a periddus utolsé pillanataban
kapunk meg.
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Példa Inputok Termelési Magyarazatok
# szintek
b c a v V2

2 10 11 0.1 0 0 Mint vy fiiggvénye, (27) bal oldala nem metszi a
vizszintes tengelyt, vagyis az els6rendii feltétel nem
teljesiil. A kezdeti termelési koltség til magas, a
tanuldsi rata til alacsony ahhoz, hogy a termelés
beinduljon.

3 50 11 0.1 24.5 244 A kapacitdst megnoveltiik 10-rél 50-re, ez teret en-
ged arra, hogy az arral a termelési koltségek fo6lé
menjink, és lesz pozitiv kereslet. Pozitiv profit-
szintiink ezért biztosan lesz mindkét periédusban.
A tébla utdni magyarazatok elmondjik, miként
kapjuk meg az optimalis megoldast.

4 463 1000 0.01 O 0 E példat azért definidltuk, hogy ravildgitsunk a ko-
vetkezd természetére. A termelésnek nincs értelme,
mivel az indulé termelési koltség nagyon magas az
alacsony tanuldsi rdta mellett, és lehetetlen ezzel
a tanuldsi ratdval nyereséget elérni a terviddszak
alatt.

5 465 1000 0.01 218 164 A tanulds kovetkezményeként a masodik periédus-
ban nyereségessé valik a termelés annyira, hogy
mindkét periédusban pozitiv termelési szint gene-
ralédik, annak ellenére, hogy az els6 periédusban a
termelés veszteséges. De kozben tanulunk.

6 10 10 0.1 2.05 1.9 A példa a kovetkezd természetének kivetitését szol-
géalja. Az utolsé példa, amikor a diszkontrata zérus.

7 10 10 0.1 1.38 1.65 A diszkontrata 100%-os, és a termelési dinamika
visszafordult.

2. tabldzat. Feladatok adatainak Osszegzése

Az 5. példa inputjai: b = 465, ¢ = 1000 és a = 0.01, ahol a teljes kapacitas
csak alig kisebb, mint a 4. példaban. Ekkor az optimaélis termelési terv:
vl = 218, v2 = 164. Kovetkezésképpen draink a kovetkezoképpen alakulnak:
465 — 218 = 247 és 465 — 164 = 301, sorrendben. A fajlagos termelési
koltség az elsé periédusban 1000/(14 0.01 x 218) = 314.5, vagyis veszteséget
termeliink. Azonban a méasodik periédusban a fajlagos termelési koltségiink:
1000/(1 4+ 0.01 x 218 4+ 0.01 x 164) = 207.5, mely elégséges nyereséget ad
ahhoz, hogy az egész tervhorizont alatt profitunk pozitiv legyen.

Ujra hangstlyozzuk, hogy a 7. példdban a dinamika nem csokkend, hanem
novekvé.

4 Kovetkeztetések

A tanulmény mindvégig hangsilyozza a termelési folyamatok birtokldsdnak
duplazott elényét. Egyrészt egy termelési folyamat mindig laboratérium is
egyuttal, annak lehet6ségét kindlja, hogy megtanuljunk még hatékonyabban
termelni. De szamos ipardgban, amikor a termelési folyamat elszakad mind a
folyamat, mind a termék fejlesztési folyamatatol, konnyen a versenyképesség
csokkenéséhez vezethet, mert a termelési folyamat maga az djitasi folyamat
bolcséje. Amit csindlunk, azt dltaldban hamarabb megértjiik.
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Senki sem gy sziletik, hogy mindent tud, a tanulasi folyamat eleje bot-
ladozasokkal terhelt, és az igazi kérdés, hogy a folyamat késObb nyereségessé
véalik-e, vagy sem. Az optimélis irdnyitasi folyamatokban szinte kivétel nélkiil
felteszik mar az analizis elején, hogy a termelés mindig profitabilis, igy azon-
nal érdemes termelni. Vagyis a termelési volument kifejez6 valtozdink pozitiv
értéket vesznek fel, kovetkezésképpen az elsérendii optimalitasi feltételeink
egyenl6ség formajaban teljesiilnek. Mésként megfogalmazva, azt tételezik
fel, hogy 1étezik v, melyre p(v) > ¢(¢(0)), 14sd példdul Chand és szerzétarsai,
1996. Ez a feltétel azt is jelenti, hogy veszteség nem léphet fel a tervidGszak
elején, mely nem tiikrozi a gyakorlatot. Ezzel a feltétellel sok érdekes gazdasé-
gi probléma vizsgalatat zarjuk ki, hiszen lehetiink veszteségesek az elején, de
ha a tanuldsi képességiink hatékony, a termelés hamarosan nyereségessé va-
lik. Modelljeink érdekes betekintést nytujtanak ezen lehetoségek vizsgalataba,
és segitséget nyujtanak ahhoz, hogy egy vallalkozast mikor szabad inditani
még abban az esetben is, ha az elején veszteségesek vagyunk. Megmutat-
tuk, hogy a névekvo termelékenységi tudéds noveli a termelési szintet. Adott
fajlagos termelési koltség dinamikat és linearis inverz keresleti fliggvényeket
haszndlva megmutattuk, hogy amennyiben a tanuldsi rata (a), a piac poten-
cidlis mérete (b) és az id6horizont (T') megfeleléen magas (abT'—2 > 0), annak
ellenére, hogy kezdetben veszteségesek vagyunk, a termelés mégis elindulhat,
és nyereségessé valik.

A termelés dinamikéja érdekes vitatéma az irodalomban. Persze a mod-
ellek széles valasztékaval allunk szemben, és nem egyszerii az eredmények
Osszehasonlitdsa, de a megfelel6 paraméterek zérusra allitdsaval sok modell
eredménye azért végill is 6sszehasonlithatd. Megallapitottuk, hogy folytonos
esetre, amikor a diszkont rata zérus és a tanulasi rata pozitiv, akkor a ter-
melés dinamikéja konstans, azaz a javasolt termelési szint valtozatlan lesz
az id6horizonton keresztiil. Ezen esetre explicit megoldast is kozreadtunk,
hasonléan a diszkrét esethez, amikor is kétperiddusos modellekre egy dina-
mikus programozasi eljarast dolgoztunk ki, hogy megismerjik az optimalis
megoldast. Diszkrét esetre a termelési dinamika masként viselkedik, azt kap-
tuk, hogy az cstkkené. Az eredmény azért is meglepd, mert a periédusok
hosszanak csokkentésével a folytonos modell megkozelithetd lenne szinte tet-
sz0legesen, a konklizidk azonban divergdlnak. Az analizisbél az is kovetkezik,
hogy amikor a termelési rata konstans, az arak is azok lesznek. Nem igy a
termelési koltség: az csokkenni fog egészen a tervidoszak végéig a novekvo
termelékenységi tudds miatt. Ez egyuttal a fajlagos profit novekedését je-
lenti. Generaltunk olyan példakat, melyek veszteséges termeléssel indulnak,
de a termelékenységi tudas novekedése miatt a termelés nyereségessé valik.

Pozitiv diszkontrata esetén a termelési dinamika névekvo lesz a folytonos
modellben, ezek utan arra a meglepd eredményre jutottunk, hogy diszkrét
esetben zérus diszkontrata mellett a termelési dinamika csokkend lesz. A
folytonossag miatt ez azt is jelenti, hogy 1étezik olyan diszkrét modell, mely
pozitiv diszkont rata esetére is csokken6 dinamikat fog javasolni, s6t példat
generaltunk arra, hogy megfeleléen magas diszkontratara a termelés dina-
mikédja névekvé lesz a diszkrét modellben. A kétperiédusos diszkrét mo-
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dellre dinamikus programozas eljarast dolgoztunk ki, melynek segitségével
feladatok sokasdganak megoldasa valik lehet6vé. Viszonylag gazdag input
szerkezetekre adtunk megoldasokat, mely feladatok jol tiikrozik a probléma
érdekességét. Tovabbi érdekesség, hogy a csokkend termelési dinamika névek-
v0 arat jelent, mikozben a fajlagos termelési koltségek csokkennek. Latszolag
ezen Osszefliggések a fogyasztét sujtjak, azonban a diszkrét és folytonos mo-
dellek Osszevetése mutatja, hogy a diszkrét modellekben a megtermelt Gsszes
volumen nagyobb, mint a folytonos modellben. A magasabb volumen alacso-
nyabb arat jelent ugyanakkor, vagyis nincs arrél szé, hogy a termelékenységi
tudéds novekedésének haszna kizardlag a termeld zsebében csapddna le.
Szinte valamennyi felvetett és megoldott probléma ugyanannyi nyitott
kérdést vet fel, melyek megvalaszolasara remélhetéleg sokan vallalkoznak.
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PRODUCTION DYNAMICS AND ORGANIZATIONAL LEARNING

Evidences indicate that around 50% of productivity increase originates from or-
ganizational learning and learning by doing. In lack of production practices, off-
shoring/outsourcing production capacities may decrease long-run competitiveness.
This paper develops models in which productivity increase directly depends on the
production volume of the past and we construct continuous and discrete time models
to analyze the dynamics of production volumes over time. We found that under zero
discount or learning rate the production volume is constant over time, otherwise,
it is increasing when we use continuous time approach. However, in discrete-time
versions, production levels may decrease over time. For the continuous-time, the
optimal control model can be solved explicitly and to illustrate the behavior of the
discrete-time models we present a backward dynamic procedure for the two-period
models.





