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A TERMEL¶ES DINAMIK¶AJA SZERVEZETI TANUL¶AS
ESET¶EN1

VÄORÄOS J¶OZSEF
P¶ecsi Tudom¶anyegyetem

Bizony¶³t¶ekaink vannak arra, hogy a szervezeti tanul¶as ak¶ar 50%-kal is hozz¶a-
j¶arulhat a termel¶ekenys¶eg nÄoveked¶es¶ehez ¶atlagosan, ehhez persze az is kell,
hogy rendelkezzÄunk termel¶esi folyamatokkal, ahol tanulni lehet. A fejlett
t¶arsadalmakban meg¯gyelhet}o termel}oi kapacit¶asok kihelyez¶ese csÄokkenti a
tanul¶as lehet}os¶eg¶et, ¶es nÄoveli a fejl}od¶es lehet}os¶eg¶et azon orsz¶agokban, ahova
a telep¶³t¶es tÄort¶ent. E tanulm¶any olyan modelleket hoz l¶etre, melyben a
termel¶ekenys¶eg alakul¶asa kÄozvetlenÄul fÄugg a m¶ultban megtermelt term¶ekek
volumen¶et}ol. Att¶ol fÄugg}oen, hogy az id}ot folytonosnak, vagy diszkr¶etnek
tekintjÄuk, k¶et modellcsal¶adot vizsg¶alunk, ¶es arra az ¶erdekes ellentmond¶asra
jutunk, hogy folytonos id}okezel¶es eset¶en a termel¶es dinamik¶aja v¶altozatlan,
diszkr¶et esetben viszont csÄokken}o. Folytonos esetre ¶³gy m¶od ny¶³lik arra, hogy
egy explicit k¶eplettel hat¶arozzuk meg az optim¶alis termel¶esi volument, disz-
kr¶et esetre pedig egy dinamikus programoz¶asi elj¶ar¶assal optim¶alis megold¶ast
tudunk adni, amikor az id}ohorizont k¶et peri¶odusb¶ol ¶all.

Kulcsszavak: Termel¶estervez¶es, tanul¶as, optim¶alis ir¶any¶³t¶aselm¶elet, di-
namikus programoz¶as

1 Bevezet¶es

A szervezeti tanul¶as egy olyan folyamat, mely tud¶ast fejleszt, fenntart, ¶atad,
¶es hat¶assal van a szervezet versenyk¶epess¶eg¶ere (Argote ¶es Hora, 2016). A szer-
vezeti tanul¶as r¶eszben az auton¶om tanul¶assal is kapcsolatban van, amikor is
az emberi tanul¶ast oly m¶odon hat¶arozzuk meg, hogy az az adott feladatok
ism¶etelt v¶egrehajt¶asa vagy folyamatos munkav¶egz¶es sor¶an bekÄovetkezett fej-
l}od¶esi trend (Jaber, 2006). Az ism¶etl}od¶es termel¶esi folyamatba ¶agyazott, ¶³gy
fejl}od¶es, termel¶ekenys¶eg nÄoveked¶es, versenyk¶epess¶eg kÄozvetlenÄul korrel¶al a
termel¶esi volumennel, kÄovetkez¶esk¶eppen a termel¶esi volumen alakul¶asa m¶ar
rÄovid t¶avon is hat a versenyk¶epess¶eg alakul¶as¶ara. Az arra vonatkoz¶o bi-
zony¶³t¶ekok, hogy sz¶amos ipar¶agban a termel¶esi kapacit¶asok t¶avoli kihelyez¶ese,
¶³gy a fejleszt¶es lev¶al¶asa a termel¶esi folyamatr¶ol az innov¶aci¶ot csÄokkenti ¶es a
versenyk¶epess¶eget h¶atr¶altatja hossz¶u t¶avon, csak egyre nÄovekednek (Pisano
¶es Shih, 2012b). A termel¶esi folyamat birtokl¶as¶anak ezen dupl¶azott hat¶asa {
teh¶at mint a szervezeti tanul¶as ¶es innov¶aci¶o forr¶asa { indokoltt¶a teszi, hogy
foglalkozzunk a termel¶esi volumen versenyk¶epess¶egre gyakorolt hat¶as¶aval.

1Be¶erkezett 2020. december 15. E-mail: voros.jozsef@ktk.pte.hu.
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A Boston Consulting Group ¶altal 1966-ban megalkotott, ¶ugynevezett ta-
pasztalati gÄorb¶et a kÄozgazdas¶agtanban az Äot legbefoly¶asosabb ¶abr¶aj¶anak tart-
j¶ak, mely a strat¶egia alak¶³t¶as¶ara hat¶assal b¶³r (Ovans, 2011). E gÄorbe azt az
ÄosszefÄugg¶est ragadja meg, hogy az id}o haladt¶aval (teh¶at a termel¶esi volumen
nÄoveked¶es¶evel) a v¶allalatok megtanulj¶ak a termel¶esi kÄolts¶egek csÄokkent¶es¶et,
nÄovelni tudj¶ak a hat¶ekonys¶agot, tÄok¶eletes¶³thetik a term¶eket, vagyis v¶egered-
m¶enyk¶ent a termel¶esi volumen nÄoveked¶es¶evel a fajlagos termel¶esi kÄolts¶egek
csÄokkenni fognak. Kenneth Arrow m¶eg enn¶el is kor¶abban, vagyis minden
val¶osz¶³n}us¶eg szerint els}ok¶ent, m¶ar 1962-ben beazonos¶³tott ÄosszefÄugg¶est a faj-
lagos termel¶esi kÄolts¶eg ¶es a kumulat¶³v output kÄozÄott, ¶es bizonyosan els}ok¶ent
haszn¶alta a ,,tanul¶as a termel¶es ¶altal" fogalmat (Thomson, 2012). Arrow
(1962) ¶all¶³t¶asa, hogy a fajlagos termel¶esi kÄolts¶egek csÄokken¶ese a felgyÄulemlett
tapasztalatok kÄovetkezm¶enye, ugyanis a termel¶es a felmerÄul}o termel¶esi prob-
l¶em¶ak folyamatos megold¶as¶at jelenti, melyekre adott kedvez}o v¶alaszok kiv¶a-
laszt¶odnak ¶es fennmaradnak. A fajlagos termel¶esi kÄolts¶eg ¶es a kumulat¶³v
output kÄozÄott eme l¶etez}o negat¶³v kapcsolat az egyik legjobban dokument¶alt
tapasztalati szab¶alyoss¶ag a kÄozgazdas¶agtanban (Thomson, 2012). Ezen Äossze-
fÄugg¶esek alapj¶an megadatik, hogy a kÄovetkez}o fÄuggv¶enyeket de¯ni¶aljuk: a faj-
lagos termel¶esi kÄolts¶egfÄuggv¶enyt jelÄoljÄuk c(q(t))-vel, ahol q(t) a t id}opontra
felhalmoz¶odott termel¶esi tud¶as, melyet az al¶abbival helyettes¶³thetÄunk: q(t) =

a
R t

0
v(u) du, ¶es v(t) a termel¶es volumen¶et jelÄoli a t id}opontban, tov¶abb¶a a

egy pozit¶³v param¶eter. FeltehetjÄuk az el}obbiek alapj¶an, hogy cq < 0, ahol
cq = dc=dq.

A statikus megkÄozel¶³t¶essel szemben eme dinamikus megkÄozel¶³t¶es esetleg
lehet}ov¶e teszi olyan optim¶alis folyamatok felfed¶es¶et, amikor egy id}ohorizont
elej¶en ak¶ar a termel¶esi kÄolts¶egek al¶a men}o ¶arat hat¶aroznak meg a piacon,
hogy keresletet gener¶aljanak. A jelentkez}o vesztes¶egek ellen¶ere van ¶ertelme a
termel¶esnek, mert a tud¶as nÄovekedni fog. A nÄovekv}o termel¶esi tud¶as a fajla-
gos termel¶esi kÄolts¶egeket csÄokkenti, ¶es a kezdeti vesztes¶egek ellen¶ere az eg¶esz
id}ohorizont alatt m¶egis pozit¶³v nagys¶ag¶u pro¯t keletkezik majd. Clarke ¶es
kolleg¶ai (1982) az els}ok kÄozÄott fogalmaznak meg optim¶alis ir¶any¶³t¶aselm¶eleti
modellt, amikor a szervezeti tanul¶as lehet}os¶ege hasznosul. A fajlagos ter-
mel¶esi kÄolts¶egfÄuggv¶enyÄukbe oly m¶odon ¶epÄul be a tanul¶as termel¶es ¶altal kon-
cepci¶o, hogy a fajlagos kÄolts¶egek egyre ¶es egyre lejjebb sk¶al¶az¶odnak az id}o
haladt¶aval, vagy egyre kisebb¶e ¶es kisebb¶e v¶alnak. Form¶aba Äontve, azt java-
solj¶ak, hogy a fajlagos termel¶esi kÄolts¶egeket az al¶abbi fÄuggv¶enyekkel ¶³rjuk le:
sk¶al¶az¶ashoz c(q; v) = c0 + m(q)h(v), az ¶atalakul¶ashoz c(q; v) = c0 + m(q) +
h(v), tov¶abb¶a mq < 0, hv > 0, ¶es c0 a kezdeti fajlagos termel¶esi kÄolts¶eg.
Az itt de¯ni¶alt kÄolts¶egfÄuggv¶enyekre az ¶ar dinamik¶aja csÄokken}o az els}o eset-
ben, ¶es nÄovekv}o a m¶asodikban. Mivel e modellekben a kereslet ¶es termel¶esi
volumen megegyezik, a keresleti gÄorb¶ek szigor¶uan monotonok, a termel¶esi vo-
lumen vonatkoz¶as¶aban ez nÄoveked¶est jelent az els}o, ¶es csÄokken¶est a m¶asodik
esetben. Spence (1981) m¶eg e tanulm¶any megjelen¶ese el}ott egy meglehe-
t}osen hasonl¶o modellt de¯ni¶alt, melyben c(q) = c0m(q), tov¶abb¶a megadta
a T id}ohorizontra vonatkoz¶o teljes termel¶esi volumen k¶eplet¶et. E modell-
ben a diszkontr¶ata z¶erus, tov¶abb¶a az inverz keresleti fÄuggv¶eny is speci¯kus.
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Nevezetesen, p(v) = a(t)v¡®, ¶es a fajlagos termel¶esi kÄolts¶egfÄuggv¶eny form¶aja:
c0e¡¯q (® ¶es ¯ adott pozit¶³v param¶eterek ¶es a(t) az id}onek adott fÄuggv¶enye).

Az ¶ugynevezett gerjesztett tanul¶as koncepci¶oj¶anak bevezet¶es¶evel a t¶ema
tov¶abb gazdagodott. Dutton ¶es Thomas (1984) modellj¶eben a fajlagos kÄolts¶e-
geket m¶ar a gerjesztett ¶es automatikus tanul¶as alak¶³totta. Gerjesztett tud¶as-
r¶ol akkor besz¶elÄunk, amikor beruh¶az¶asok, fejleszt¶esek arra Äosszpontosulnak,
hogy nagyobb tud¶as ¶alljon rendelkez¶esre, az auton¶om tud¶as pedig kev¶esb¶e
kognit¶³v folyamat, automatikusan kÄovetkezik be. Fine ¶es Porteus (1989)
olyan dinamikus modellt elemeznek, melyben lehet}os¶eg ny¶³lik a termel¶esi fo-
lyamat min}os¶egfejleszt¶es¶ere, valamint a termel¶es ind¶³t¶as¶at megel}oz}o be¶all¶³t¶asi
id}ohossz csÄokkent¶es¶ere (amennyiben ezek rÄovidek, rugalmasabb a termel¶e-
si folyamat, jellemz}oen kevesebb a min}os¶egi probl¶ema). Chand (1989), aki
ugyancsak jeles modellez}oje a terÄuletnek, elemzi a beruh¶az¶as hat¶as¶at a be-
¶all¶³t¶asi id}ok csÄokkent¶es¶ere ¶es a folyamatmin}os¶eg alakul¶as¶ara. Chand ¶es kol-
leg¶ainak (1996) egy k¶es}obbi tanulm¶anya a terÄulet alapm}uve, mivel olyan di-
namikus modellt ¶ep¶³tettek fel, melyben az ¶alland¶o folyamatfejleszt¶es hat¶as¶at
vizsg¶alt¶ak a t}okeallok¶aci¶ora, ¶es ¶erdekes m¶odon, }ok pro¯tot maxim¶alnak. Arra
a kÄovetkeztet¶esre jutnak, hogy termel¶es dinamik¶aja nÄovekv}o, de a folyamat-
fejleszt}o tev¶ekenys¶egek dinamik¶aja viszont csÄokken az id}o haladt¶aval. K¶ets¶eg-
telen, az egyik leggazdagabb modell a terÄuleten a Li ¶es Rajagopalan (1998)
f¶ele modell, mert mind a gerjesztett, mind az auton¶om tanul¶as kihat az ¶arra,
a termel¶es, ¶es a fejleszt¶esi tev¶ekenys¶egek dinamik¶aj¶ara. Arra a kÄovetkezte-
t¶esre jutnak, hogy a termel¶ekenys¶egi ¶es min}os¶egi tud¶as nÄovel¶es¶ere ir¶anyul¶o
beruh¶az¶asok intenzit¶asa csÄokken az id}o haladt¶aval.

Fontos megjegyezni, hogy e modellekben a kereslet egyetlen t¶enyez}ot}ol, az
¶art¶ol fÄugg csak. Teng ¶es Thomson (1996) modellj¶eben viszont m¶ar a keresleti
fÄuggv¶enyben az ¶ar mellett ott szerepel a min}os¶eg is. ¶Ujonnan piacra kerÄul}o
term¶ekekre vonatkoztatva szerepel az ¶ar-min}os¶eg kapcsolat, ¶es gerjesztett
tanul¶as szerepel a modellben. ¶Erdekes m¶odon, a min}os¶eg dÄont¶esi v¶altoz¶o, ¶es
nem ¶allapot v¶altoz¶o. E tanulm¶any szerz}oje (VÄorÄos, 2006) olyan modellt pub-
lik¶alt, melyben a keresleti fÄuggv¶enyben k¶et v¶altoz¶o van, az ¶ar ¶es a min}os¶eg, de
a min}os¶eg fejleszt¶esi tev¶ekenys¶eg eredm¶enye. A fejl}od¶es lehet mind auton¶om,
mind gerjesztett, de nem csak a term¶ekmin}os¶eg eset¶eben, hanem a folyamat-
min}os¶egre is vonatkozhat. E modellkonstrukci¶oban a termel¶es dinamik¶aja
nÄoveked}o az id}o haladt¶aval, mik¶ent a m¶ar eml¶³tett Li{Rajagopalan (1998)
modellben is. A Pan ¶es Li (2016) f¶ele tanulm¶anyban a kereslet line¶arisan
fÄugg mind a term¶ekteljes¶³tm¶eny min}os¶egi jellemz}oj¶et}ol, mind az ¶art¶ol. A
hangs¶uly a folyamat- ¶es term¶ekinnov¶aci¶on van. A min}os¶eg megjelen¶ese a
keresleti fÄuggv¶enyben teret engedett olyan publik¶aci¶oknak, mint a Chenavaz
(2012, 2017), Chenavaz ¶es Jasimuddin (2017), Ni ¶es Li (2018) munk¶ak sora,
ahol el}okerÄulnek a piacismereti indik¶atorok. A min}os¶eg ¶es ¶ar kapcsolat¶at
elemezve VÄorÄos (2019) arra a kÄovetkeztet¶esre jutott, hogy a term¶ekteljes¶³t-
m¶eny min}os¶eg¶enek nÄoveked¶ese nem szÄuks¶egszer}u, hogy maga ut¶an vonja az
¶ar nÄoveked¶es¶et is. S}ot, p¶eld¶ak sora mutatja, hogy a min}os¶eg nÄoveked¶ese
r¶ev¶en, amennyiben az a termel¶esi hat¶ekonys¶ag nÄoveked¶es¶evel j¶ar, az ¶arak
ak¶ar csÄokkenhetnek is.
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¶Ujabban tÄobb tanulm¶any is megjelent, melyek a tanul¶asi gÄorbe form¶aj¶aval
foglalkoznak. Lapr¶e ¶es kolleg¶ai (2000) p¶eld¶aul a min}os¶egnÄoveked¶es tanul¶asi
gÄorb¶ej¶et form¶azt¶ak meg dinamikus termel¶esi viszonyok kÄozÄott. Kimutatt¶ak,
hogy olyan projektekn¶el, melyek mind a mi¶ert-tud¶asba, mind a hogyan-
tud¶asba fektetnek, a hullad¶ekcsÄokken¶es felgyorsult, m¶³g m¶asokn¶al ez nem
kÄovetkezett be. Fioretti (2007) modellj¶et kiv¶al¶oan t¶amasztj¶ak al¶a empirikus
adatok, m¶³g Tucker ¶es t¶arsai (2007) egyedi tanul¶asi folyamatokat elemeznek,
¶es egy ¶atfog¶o modellt kidolgozva, meg tudj¶ak magyar¶azni a tanul¶asi folya-
matok alkalmaz¶as¶anak sikeress¶eg¶et. Kimutatt¶ak, hogy a szervezeti tanul¶as
kÄulÄonÄosen fontos olyan ipar¶agakban, ahol a tud¶as tartalma rendk¶³vÄul gyorsan
v¶altozik.

A ,,tanul¶asi gÄorbe ¶ujszer}u alkalmaz¶asa a termel¶estervez¶esben ¶es logiszti-
k¶aban" z¶aszl¶o alatt p¶eld¶aul a Computers and Industrial Engineering a tavalyi
¶evben egy kÄulÄonsz¶amot szentelt a szervezeti tanul¶as jelent}os¶eg¶enek hangs¶u-
lyoz¶as¶ara (Glock ¶es t¶arsai, 2019). Ebben a sz¶amban p¶eld¶aul Gosling (2019)
a strat¶egiailag ir¶any¶³tott besz¶all¶³t¶o-felhaszn¶al¶o kapcsolatot vizsg¶alta, ¶es em-
pirikus vizsg¶alat¶anak eredm¶enye azt mutatta, hogy egy hossz¶u t¶avra sz¶ol¶o
besz¶all¶³t¶o-felhaszn¶al¶o kapcsolatrendszer a teljes¶³tm¶enyeket nÄoveli, ¶es seg¶³ti a
tanul¶asi folyamatot.

Egy¶ertelm}u teh¶at, hogy a felhalmoz¶od¶o termel¶esi volumen k¶ets¶egtelenÄul
nÄoveli a termel¶ekenys¶egi tud¶ast, tov¶abb¶a a rÄovid t¶av¶u kÄolts¶egcsÄokkent¶es ¶er-
dek¶eben v¶egrehajtott nyakl¶o n¶elkÄuli kapacit¶askihelyez¶es pedig h¶atr¶altatja a
hossz¶u t¶av¶u versenyk¶epess¶eg¶et sz¶amos ipar¶agban. Pisano ¶es Shih (2012a) azt
¶all¶³tj¶ak, hogy legtÄobb esetben az innov¶aci¶o forr¶asa a termel¶esi gyakorlat. Ha
termel¶esi folyamatot nem birtoklunk, akkor az innov¶aci¶o lehets¶eges forr¶as-
pontja sincs meg, alapvet}o ¶erdek teh¶at termel¶esi folyamatok birtokl¶asa. Ha
azokkal egy orsz¶ag kev¶esb¶e rendelkezik, kedvez}o kÄorÄulm¶enyeket kell garant¶al-
ni ahhoz, hogy termel¶esi folyamatok otthonra leljenek. Alapm}unek tekinthet}o
munk¶aikban Pisano ¶es Shih (2009, 2012b) az ipar¶agakat annak alapj¶an sorol-
j¶ak oszt¶alyokba, hogy a termel¶esi kapacit¶asok kihelyez¶ese mennyire kÄonnyen
sodorja vesz¶elybe a v¶allalatok versenyk¶epess¶eg¶et. Ahol az innov¶aci¶o kÄozvetle-
nÄul a termel¶esi folyamat ¶uj¶³t¶as¶ab¶ol ered, azok a legvesz¶elyeztetettebb ipar-
¶agak. Itt a gy¶art¶as ¶es fejleszt¶esi lehet}os¶eg sz¶etv¶alaszt¶asa kÄulÄonÄosen kock¶aza-
tos, mivel az innov¶aci¶o kÄozvetlenÄul a termel¶esi folyamatba ¶agyaz¶odik, onnan
ered. A gy¶art¶as ¶es a fejleszt¶es nem v¶alaszthat¶o sz¶et ekkor.

E tanulm¶anyban a szervezeti tanul¶as lehet}os¶eg¶ere ¶ugy tekintÄunk, mint a
versenyk¶epess¶eg forr¶as¶ara, ¶es azt vizsg¶aljuk, hogy milyen lesz a termel¶es dina-
mik¶aja id}on ¶at, amikor a m¶ultb¶eli termel¶esi tapasztalatok kÄozvetlenÄul hatnak
a termel¶ekenys¶eg alakul¶as¶ara. Heizer, Rendl ¶es Munson (2020) kÄonyvÄukben
arr¶ol tesznek eml¶³t¶est, hogy a termel¶ekenys¶eg nÄoveked¶es¶enek 52%-a abb¶ol
ered, hogy a munk¶at jobban ¶es hat¶ekonyabban szervezzÄuk, mint kor¶abban.
Annak ¶erdek¶eben, hogy min¶el tiszt¶abban l¶assuk a szervezeti tanul¶as hat¶as¶at,
egy nagyon egyszer}u, ¶atl¶athat¶o modellt hozunk l¶etre, melyben termel¶ekeny-
s¶egi tud¶as kiz¶ar¶olag abb¶ol ered, hogy a munk¶at m¶eg jobban ¶es hat¶ekonyabban
szervezzÄuk. Ily m¶odon modellÄunk nagyon hasonl¶o a Spence (1981) illetve a
Clarke (1982) modellekhez, mivelhogy }ok is hasonl¶³tanak egym¶asra, de az¶ert
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mindegyik kÄulÄonbÄoz}o.
A kÄovetkez}okben azt mutatjuk meg, hogy z¶er¶o diszkontr¶ata eset¶en a ter-

mel¶es dinamik¶aja konstans, azaz lapos a folytonos modellben az id}o fÄuggv¶e-
ny¶eben. Amikor viszont diszkr¶et modellt ¶³runk fel, azt a meglep}o eredm¶enyt
kapjuk, hogy a termel¶es dinamik¶aja csÄokken}o. Pozit¶³v diszkontr¶ata eset¶en
a folytonos modellben a termel¶esi dinamika nÄovekv}o, diszkr¶et esetben pedig
ak¶ar nÄovekv}o, ak¶ar csÄokken}o is lehet. Azt is megmutatjuk, hogy ez kiz¶ar¶olag
annak kÄovetkezm¶enye, hogy az id}ot folytonosnak, vagy diszkr¶etnek tekint-
jÄuk-e. Megeml¶³tjÄuk m¶eg, hogy j¶oval bonyolultabb modellszerkezetre a disz-
kr¶et eset m¶ar t¶argyalva volt VÄorÄos (2013)-as tanulm¶any¶aban, azonban e tanul-
m¶anyban a hangs¶uly a min}os¶eg alakul¶as¶ara helyez}odik. A kÄovetkez}o fejezet
az alapkoncepci¶ot t¶argyalja, ¶es a folytonos modellt elemzi. A 3. fejezet a
diszkr¶et modell tulajdons¶agait adja kÄozre, ¶es p¶eld¶ak seg¶³ts¶eg¶evel illusztr¶alja
a felvetett modellek tulajdons¶agait. A 4. fejezet n¶eh¶any kÄovetkeztet¶est von
le.

2 Az optim¶alis ir¶any¶³t¶aselm¶eleti modell

E fejezetben egy pro¯tmaximaliz¶al¶o optim¶alis ir¶any¶³t¶aselm¶eleti modellt fej-
lesztÄunk ki, amikor is az egy id}opontban kitermelt pro¯tot diszkont¶aljuk a
jelen ¶ert¶ekre. Az id}ohorizont v¶eg¶en azonban a felhalmoz¶odott termel¶ekenys¶egi
tud¶asra ¶ert¶ekk¶ent tekintÄunk, mik¶ent ¶altal¶anos esetben is, a vizsg¶alt id}ohori-
zont v¶eg¶en tekintettel kell lenni a c¶eg piaci ¶ert¶ek¶ere is. JelÄolje v(t) a termel¶es
volumen¶et a t id}opontban, t 2 [0; T ], ahol T a probl¶ema id}ohorizontj¶at hat¶a-
rozza meg, ¶es azt tesszÄuk fel, hogy T 2 (0; 1). Ugyancsak feltesszÄuk, hogy
a megtermelt teljes v(t) term¶ekmennyis¶eget k¶esleltet¶es n¶elkÄul a fogyaszt¶o-
hoz juttatjuk, aki azonnal ¯zet is ¶erte. JelÄolje p(v(t)) az inverz keresleti
fÄuggv¶enyt, ¶es err}ol az inverz keresleti fÄuggv¶enyr}ol azt t¶etelezzÄuk fel, hogy
k¶etszer folytonosan di®erenci¶alhat¶o, tov¶abb¶a feltesszÄuk, hogy mind pv, mind
(p(v)v)vv negat¶³vak. Szavakban megfogalmazva, azt t¶etelezzÄuk fel, hogy p(v)
egys¶egnyi term¶ek ¶ar¶at jelÄoli, amikor a termel¶es volumene v a t id}opontban, ¶es
ez az ¶ar csÄokken, amikor tÄobb term¶ek kerÄul a piacra. Teh¶at pv < 0. FeltesszÄuk

m¶eg, hogy (p(v)v)vv < 0, ahol pv = dp
dv

, tov¶abb¶a pvv = d2p
dvdv

sorrendben az
els}o ¶es m¶asodrend}u deriv¶altak.

MegjegyezzÄuk, ezen felt¶etelek sz¶eles kÄorben haszn¶altak az irodalomban,
gyakorlatilag felt¶etelrendszerÄunk nem sz}uk¶³ti le az irodalomban ismert keres-
leti fÄuggv¶enyek kÄor¶et, a monopolisztikus v¶allalatokat le¶³r¶o modellek szinte
mindegyike e felt¶eteleket haszn¶alja, l¶asd p¶eld¶aul Chand ¶es t¶arsai (1996). Mint
eml¶³tettÄuk, a pv < 0 felt¶etel azt mondja, hogy aki tÄobbet akar eladni, az csÄok-
kentse az ¶arat, m¶³g a (p(v)v)vv < 0 felt¶etel azt mondja, hogy a margin¶alis
hozad¶ek csÄokken}o. A fajlagos termel¶esi v¶altoz¶o kÄolts¶eget a c(q(t)) kifejez¶es
jelÄoli, ¶es q(t) fejezi ki a termel¶ekenys¶egi tud¶ast. Amikor teh¶at a termel¶e-
kenys¶egi tud¶as a q(t) szinten ¶all, akkor a fajlagos termel¶esi v¶altoz¶o kÄolts¶eg
c(q(t)).

Megszor¶³t¶as n¶elkÄul feltehetjÄuk, hogy nagyobb termel¶ekenys¶egi tud¶as eset¶en
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a fajlagos termel¶esi kÄolts¶egek alacsonyabbak, azt ¶³rhatjuk teh¶at, hogy cq < 0.
A felgyÄulemlett tud¶asnak piaci ¶ert¶eke van, az id}ohorizont v¶eg¶en erre ¶ugy
tekintÄunk, mint kincsre, a kereslet-k¶³n¶alat dÄonti el, ennek mi a piaci ¶ert¶eke.
A nagyj¶ab¶ol folyamatosan vesztes¶eget termel}o Skype-¶ert p¶eld¶aul 2011-ben a
Microsoft kÄozel t¶³z milli¶ard doll¶art ¯zetett (Knight, 2016), ¶es szinte senki sem
¶ertette ennek ok¶at. Lehet, hogy a Microsoft el}ore l¶atta, hogy vil¶agj¶arv¶any
jÄon, ¶es az e-megbesz¶el¶eseknek ekkora piaca lesz? Ebb}ol az a tanuls¶ag vonhat¶o
le, hogy nem elegend}o csak a megtermelt pro¯t volumen¶et n¶ezni, ¯gyelembe
kell venni azt, hogy a felhalmoz¶od¶o tud¶asnak mekkora lehet a piaci ¶ert¶eke
akkor, amikor a probl¶ema vizsg¶alat¶at befejezzÄuk. JelÄolje P az egys¶egnyi
tud¶as piaci ¶ert¶ek¶et az id}ohorizont v¶eg¶en. Ekkor a v¶arhat¶o bev¶etel nagys¶aga
az id}ohorizont v¶eg¶en, azaz a T id}opontban: Pq(T ). MegjegyezzÄuk, hogy a
modellez}ok ezt a r¶eszt a legtÄobb esetben kihagyj¶ak konstrukci¶ojukb¶ol, pedig
ennek alakul¶asa alapvet}oen befoly¶asolhatja az eg¶esz probl¶ema viselked¶es¶et,
de egy¶ebk¶ent is, ha P ¶ert¶ek¶et z¶erusra ¶all¶³tjuk, ugyanott vagyunk, mintha ¯-
gyelembe sem vettÄuk volna az ¶ugynevezett megmentett ¶ert¶eket az id}ohorizont
v¶eg¶en.

A fentiek alapj¶an teh¶at az al¶abbi modellt fogalmazhatjuk meg:

max
v

Z T

0

e¡rt
¡
p(v(t)) ¡ c(q(t))

¢
v(t) dt + e¡rT Pq(t) (1a)

_q(t) = av(t) (1b)

v(t) ¸ 0 ; (1c)

ahol _q(t) = dq=dt, r a diszkontr¶ata, ¶es a a tanul¶asi r¶ata param¶etere, melyet
pozit¶³vnak tekintÄunk (megjegyezzÄuk, hogy az irodalomban nyomai vannak
annak is, amikor ez a param¶eter negat¶³v, vagyis annak vagyunk tan¶ui, hogy
elfelejtÄunk valamit.)

v(t) A termel¶es volumene a t id}opontban, dÄont¶esi v¶altoz¶o

q(t) A termel¶ekenys¶egi tud¶as szintje a t id}opontban, ¶allapotv¶altoz¶o

c(q) Fajlagos termel¶esi v¶altoz¶o kÄolts¶eg a t id}opontban, amikor a felhalmoz¶odott
termel¶ekenys¶egi tud¶as szintje q

cq Margin¶alis termel¶esi kÄolts¶eg, cq = dc=dq, c(q(0)) = c0 = c pedig az indul¶o
termel¶esi kÄolts¶eg a tervez¶esi id}oszak elej¶en

p(v) Az inverz keresleti fÄuggv¶eny, vagy m¶ask¶ent a fajlagos ¶ar a t id}opontban.
Felt¶eteleink: pv < 0, (p(v)v)vv < 0, pvv = d2p=dv2

T A tervez¶esi id}oszak hossza
r A diszkontr¶ata
P A termel¶ekenys¶egi tud¶as piaci ¶ert¶eke a tervid}oszak v¶eg¶en

a A tanul¶asi r¶ata, input param¶eter

H A Hamilton-fÄuggv¶eny

¸(t) A dinamikus Lagrange-szorz¶o ¶ert¶eke a t id}opontban

b Maxim¶alis termel¶esi kapacit¶as

z z = 1=(1 + r), teh¶at z a de°¶al¶o faktor

1. t¶abl¶azat. A jelÄol¶esek Äosszefoglal¶asa
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A modell c¶elfÄuggv¶enye k¶et r¶eszb}ol ¶all, az els}o, integr¶al r¶esz az egyes
id}opontokban megtermelt diszkont¶alt pro¯tot Äosszegzi, az utols¶o kifejez¶es
a tervez¶esi id}oszak alatt kitermelt diszkont¶alt pro¯thoz adja hozz¶a a felhal-
moz¶odott termel¶ekenys¶egi tud¶as jelenre diszkont¶alt ¶ert¶ek¶et. Az integr¶aljel
ut¶ani kifejez¶es egyik l¶enyeges r¶esze a fajlagos pro¯t, mely az elad¶asi ¶ar ¶es a
fajlagos termel¶esi kÄolts¶eg kÄulÄonbs¶ege, mely (p(v) ¡ c(q)). A fajlagos pro¯tot
szorozza a megtermelt ¶es eladott term¶ekek volumene, ami v, kÄovetkez¶esk¶eppen
a t id}opontban rendelkez¶esre ¶all¶o pro¯t (p(v) ¡ c(q))v, ¶es ezt diszkont¶aljuk
a jelen id}oszakra. A diszkontfaktor e¡rt. Az integr¶al az egyes id}opontokban
kitermelt ¶es diszkont¶alt pro¯tot Äosszegzi a tervid}oszak alatt. Az (1b) felt¶etel
¶ujra de¯ni¶alja a termel¶ekenys¶egi tud¶as nÄoveked¶es¶enek form¶aj¶at. Az (1c)
felt¶etel a szok¶asos nemnegativit¶asi felt¶etel, amely persze sokszor okozhat
kellemetlens¶eget.

1. Tulajdons¶ag: Amikor a tanul¶asi r¶ata z¶erus, azaz a = 0, ¶es p(v) <
c(q(0)), vagyis, amikor a vev}ok nem hajland¶oak c(q(0)) ¶arat meg¯zetni a
term¶ek¶ert, az optim¶alis termel¶esi politika, hogy ne termeljÄunk vesztes¶eget,
mert az soha nem t¶erÄul meg. Az optim¶alis megold¶as teh¶at az al¶abbi: v(t) = 0
minden t-re, azaz t 2 [0; T ]. Azonban, ha a tanul¶asi r¶ata ¶es az elad¶asi ¶ar
megfelel}oen magas, akkor el}ofordulhat, hogy v(t) > 0 minden t-re, t 2 [0; T ],
vagyis a tervid}oszak elej¶en a term¶ek ¶ara a termel¶esi kÄolts¶egek al¶a n¶ezhet.

Annak ¶erdek¶eben, hogy bizony¶³tsuk ¶all¶³t¶asunkat, vegyÄuk el}oszÄor az (1)
alatti feladat Hamilton-fÄuggv¶eny¶et, amit H-val jelÄolÄunk:

H(v) =
¡
p(v) ¡ c(q)

¢
v + ¸av : (2)

Itt ¸(t) a dinamikus Lagrange-szorz¶o. A Kamien { Schwartz (1991) kÄonyvre
alapozva, az optimalit¶as szÄuks¶eges felt¶etelei az al¶abbiak:

@H

@q
= ¡cqv = ¡ _̧ + r¸ (3a)

@H

@v
= pvv +

¡
p(v) ¡ c(q)

¢
+ ¸a · 0 (3b)

@H

@v
v = 0; c(q(0)) = c; q(0) = q0; ¸(T ) = P; (3c)

ism¶etelve, hogy c a fajlagos termel¶esi kÄolts¶eg az id}oszak elej¶en.
A feladathoz rendelhet}o m¶asodrend}u felt¶etel:

@2H

@v@v
= pvvv + 2pv < 0; (3d)

mely egy¶ebk¶ent teljesÄul abb¶ol kÄovetkez}oen, hogy feltev¶esÄunk szerint (p(v)v)vv

negat¶³v.
A (3a) mindk¶et oldal¶at megszorozva e¡rt-vel, azt kapjuk, hogy

¡e¡rtcqv = ¡e¡rt _̧ + e¡rtr¸ ;
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melyet ¶ugy ¶³rhatunk fel, hogy

d(¡¸e¡rt + A)

dt
= ¡e¡rtcqv ; (4a)

ahol A egy tetsz}oleges konstans. A (4a) kifejez¶est ¶at¶³rhatjuk a kÄovetkez}o
form¶aban:

¸e¡rt + A =

Z t

0

e¡rucqv(u) du : (4b)

Tekintettel arra, hogy ¸(T ) = P , t = T -re a (4b) az al¶abbi form¶at veszi fel:

Pe¡rT + A =

Z T

0

e¡rucqv(u) du : (4c)

A (4c) kifejez¶est kivonva a (4b)-b}ol, tov¶abb¶a osztva az e¡rt kifejez¶essel, azt
kapjuk, hogy

¸(t) = Pe¡r(T¡t) ¡
Z T

t

e¡r(u¡t)cqv(u) du : (5)

Az (5) form¶ab¶ol azt a kÄovetkeztet¶est vonhatjuk le, hogy a dinamikus
Lagrange-szorz¶o nem lehet negat¶³v, abb¶ol kÄovetkez}oen, hogy a cq kifejez¶es
¶ert¶eke negat¶³v.

Amennyiben az a ¶ert¶eke z¶erus lenne, a (3b) alatti felt¶etel az al¶abbira
reduk¶al¶odik:

pvv + (p(v) ¡ c(q)) · 0 ; (6)

¶es ha az indul¶o fajlagos termel¶esi kÄolts¶eg c(q(0)) = c olyan magas, hogy a
p = c ¶aron a term¶eket nem lehet eladni, vagyis p(v) < c minden v-re, akkor
a (6) bal oldala mindig negat¶³v lesz, tekintettel arra, hogy pv < 0.

KÄovetkez¶esk¶eppen, a c¶elfÄuggv¶eny akkor veszi fel maximum¶at, ha a ter-
mel¶esi volument z¶erus szinten rÄogz¶³tjÄuk az id}ohorizont mindegyik pontj¶ara,
vagyis v = 0 lesz minden t-re.

Amennyiben viszont, amikor a ¶es ¸(0) ¶ert¶ekek megfelel}oen magasak lesz-
nek, a

pvv + (p(v) ¡ c) + ¸a = 0 (7)

egyenletnek lehet pozit¶³v v-re megold¶asa a kezdeti id}opontra, annak ellen¶ere,
hogy p(v) ¡ c < 0.

A ¸ (5) alatti form¶aja azt mutatja, hogy n¶egy t¶enyez}o hat¶arozza meg
ennek bekÄovetkez¶es¶et: a diszkontr¶ata, a termel¶ekenys¶egi tud¶as egys¶eg¶enek ¶ara
az id}ohorizont v¶eg¶en, termel¶ekenys¶egi tud¶as nÄoveked¶es¶enek hat¶asa a fajlagos
termel¶esi kÄolts¶egekre, valamint a termel¶es volumene. Tekintettel arra, hogy
a dinamikus Lagrange-szorz¶o line¶aris P -ben, ezen ¶ert¶eket megfelel}oen nagyra
v¶alasztva a (7)-nek lesz megold¶asa pozit¶³v termel¶esi volumennel.

2. Tulajdons¶ag: A termel¶es volumene nÄovekszik, amikor a termel¶ekenys¶egi
tud¶as r¶at¶aja nÄovekszik.
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Most t¶etelezzÄuk fel, hogy a (3b)-nek van megold¶asa pozit¶³v v-vel m¶eg azon
esetekre is, amikor a tanul¶asi r¶ata z¶erus (a = 0). A @H

@v fÄuggv¶eny form¶aj¶at az

1. ¶abra als¶o vonala mutatja, ugyanis @H
@v csÄokken}o fÄuggv¶eny. A @H

@v fÄuggv¶eny
csÄokken}o tulajdons¶aga a m¶asodrend}u felt¶etelb}ol kÄovetkezik, melyet a (3d) ad
meg.

1. ¶abra. Az els}orend}u optimalit¶asi felt¶etel form¶aja

Az (5) felt¶etelb}ol azt kÄovetkeztethetjÄuk, hogy ¸ pozit¶³v, m¶eg a t = T
id}opontban is, ha P ¶ert¶eke megfelel}oen nagy, ugyanis pozit¶³v termel¶esi szin-
tÄunk van. ¶Igy a @H

@v fÄuggv¶eny felfel¶e k¶uszik, amikor a ¸a felfel¶e mozog. KÄo-
vetkez¶esk¶eppen a termel¶esi volumen nÄovekedni fog, mik¶ent az 1. ¶abr¶an is
l¶athat¶o, hiszen v1(t) < v2(t) az 1. ¶abr¶an.

3. Tulajdons¶ag: Amikor a diszkontr¶ata vagy a tanul¶asi r¶ata z¶erus, az op-
tim¶alis termel¶esi szint konstans az eg¶esz id}ohorizont alatt, pozit¶³v ¶ert¶ekekre
viszont a termel¶es volumene nÄovekedni fog az id}ohorizont v¶eg¶eig.

T¶etelezzÄuk fel, hogy (3b)-nek l¶etezik megold¶asa, oly m¶odon, hogy a ter-
mel¶esi szint, a v pozit¶³v. A pvv + p(v) = c(q) ¡ ¸a egyenletben a bal oldalon
lev}o fÄuggv¶eny minden t-re azonos, tov¶abb¶a a jobb oldalon szerepl}o c(q) ¶es
¸ ¶ert¶ekek az id}onek folytonos fÄuggv¶enyei. KÄovetkez¶esk¶eppen, az optim¶alis
megold¶as, vagyis a v termel¶esi szintek az id}onek folytonos fÄuggv¶enyei lesznek.
Ekkor viszont vehetjÄuk mind a jobb, mind a bal oldali kifejez¶esek id}o szerinti
deriv¶altjait, melyek meg kell egyezzenek. Vagyis a (3b) felt¶etel id}o szerinti
deriv¶altj¶at v¶eve, igaz kell legyen, hogy

(pvvv + pv) _v + pv _v ¡ cq _q + a _̧ = 0 : (8)

(5)-b}ol, mindk¶et oldal id}o szerinti deriv¶altj¶at v¶eve, azt kapjuk, hogy

_̧ (t) = rPe¡r(T¡t) ¡ r

Z T

t

e¡r(u¡t)cqv(u) du + cqv(t) : (9)

Ezen ÄosszefÄugg¶est (8)-ban alkalmazva, kisebb ¶atalak¶³t¶as ut¶an, azt kapjuk,

v(t) 

��

��
 a=0 

a>0 

�� 

v1(t) v2(t) 
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hogy

(pvvv + 2pv) _v ¡ cq _q + a
³
rPe¡r(T¡t) ¡ r

Z T

t

e¡r(u¡t)cqv(u) du
´

+

+ acqv(t) = 0 :

(10)

Mivel _q(t) = av(t) az (1b)-ben meghat¶arozott dinamika alapj¶an, ez¶ert (10) a
kÄovetkez}o form¶ara egyszer}usÄodik:

¡(pvvv + 2pv) _v = ar
³
Pe¡r(T¡t) ¡

Z T

t

e¡r(u¡t)cqv(u) du
´

= ar¸(t) : (11)

A bal oldalon szerepl}o _v egyÄutthat¶oja (11)-ben pozit¶³v kell legyen a (3d)-
ben meghat¶arozott m¶asodrend}u felt¶etel miatt. Ugyanakkor a jobb oldalon
szerepl}o valamennyi komponens pozit¶³v, amennyiben mind a, mind r pozit¶³v.
KÄovetkez¶esk¶eppen, a termel¶esi volumen nÄovekedni fog az id}o fÄuggv¶eny¶eben
a teljes id}ohorizonton ¶at, amikor mind r, mind a pozit¶³v. Amikor ezek kÄozÄul
b¶armelyik z¶erus, akkor a jobb oldal z¶erus, ¶es kÄovetkez¶esk¶eppen a termel¶esi
volumen id}o szerinti deriv¶altja is z¶erus, azaz _v = 0, vagyis a termel¶esi r¶ata
konstans az id}o fÄuggv¶enyek¶ent.

A kÄovetkez}o sorokban explicit megold¶ast hozunk l¶etre z¶er¶o diszkontr¶ata
eset¶ere, de az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert eltekintÄunk az id}ohorizont v¶eg¶en ¶ert¶e-
kelhet}o termel¶ekenys¶egi tud¶as piaci ¶ert¶ek¶er}ol, azaz azt t¶etelezzÄuk fel, hogy
r = P = 0. FeltesszÄuk tov¶abb¶a, hogy az inverz keresleti fÄuggv¶eny line¶aris. Az
¶altal¶anoss¶ag megszor¶³t¶asa n¶elkÄul feltehetjÄuk, hogy az inverz keresleti fÄuggv¶eny
line¶aris form¶aja a (b ¡ v(t)) alakot Äolti, a fajlagos v¶altoz¶o kÄolts¶eg alakul¶as¶at
pedig az al¶abbi dinamika fogja meghat¶arozni:

c(q(t)) =
c

1 + q(t)
: (12)

Megjegyezhet}o, hogy e formul¶at, term¶eszetesen m¶asok mellett is, Chand ¶es
szerz}ot¶arsai m¶ar 1996-ban haszn¶alta. (12)-ben q(t) = a

R t

0
v(u) du. Ezen

ÄosszefÄugg¶eseket v¶egÄul is (5)-ben alkalmazva, (P = 0),

¸(t) = ¡cv

Z T

t

¡1

(1 + av
R u

0
dk)2

du = cv

Z T

t

1

(1 + avu)2
du =

= ¡ c

a

h 1

1 + avu

iT

t
=

c

a

³ 1

1 + avt
¡ 1

1 + avT

´
;

(13)

tekintettel arra, hogy v v¶egÄul is egy v¶altoz¶o, mely konstans marad az id}o
haladt¶aval.

4. Tulajdons¶ag: Z¶erus diszkontr¶ata ¶es pozit¶³v tanul¶asi r¶ata eset¶eben

(a) b ¸ c param¶eterhalmazra, vagy a

(b) c > b param¶eterhalmazra, de (abT¡2)2

8aT + b > c ¶es abT ¡ 2 > 0 felt¶etelek
fenn¶all¶asa eset¶eben az optim¶alis termel¶esi szint az al¶abbi:
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v(t) =
abT ¡ 2 +

p
(abT ¡ 2)2 + 8aT (b ¡ c)

4aT
; (14)

¶es m¶as esetben z¶er¶o.

Ezen esetre tudjuk, hogy c(q(T )) = c
1+avT

¶es v konstans marad az eg¶esz
id}ohorizonton. (13)-b¶ol kÄovetkezik, hogy ¸(T ) = 0 a t = T esetre. Most,
felt¶etelezve, hogy a termel¶esi szint pozit¶³v, teh¶at ¶erdemes termelni, a t = T
id}opontra a (3b) a kÄovetkez}o form¶at Äolti:

¡2v + b ¡ c

1 + avT
= 0 :

¶Atrendezve ezt az egyenletet, azt kapjuk, hogy

¡2aTv2 + v(abT ¡ 2) + (b ¡ c) = 0 : (15)

Ezen felt¶etel bal oldala egy konk¶av parabola v-ben, mely a (b ¡ c) ¶ert¶eket
veszi fel, amikor a termel¶esi szint z¶erus (v = 0). Amikor b ¡ c > 0, akkor a
konk¶av parabola diszkrimin¶ansa pozit¶³v lesz, ¶es e diszkrimin¶ans n¶egyzetgyÄoke
nagyobb, mint az (abT ¡ 2) kifejez¶es abszol¶ut ¶ert¶eke. KÄovetkez¶esk¶eppen
a (14) ¶altal meghat¶arozott konstans termel¶esi szint maximum pro¯tot fog
biztos¶³tani.

M¶asr¶eszt, abban az esetben, amikor az ¶ar a kezd}o termel¶esi kÄolts¶egszinttel
egyezik meg, ¶es kereslet ezen ¶arra z¶erus, azaz c > b, a termel¶esi szint m¶eg
mindig lehet pozit¶³v, annak ellen¶ere, hogy a v¶allalat vesztes¶eget termel az els}o
szakaszban, mert ¶ar¶aval a termel¶esi kÄolts¶eg al¶a kell mennie, hogy term¶ek¶et
eladhassa. Viszont tanul. Matematikailag, mindenekel}ott pozit¶³v diszkrimi-

n¶ans kell. Ezt (abT¡2)2

8aT
+ b > c felt¶etel biztos¶³tja, tov¶abb¶a, ha (abT ¡ 2) > 0,

akkor a nagyobbik gyÄok olyan termel¶esi szintet hat¶aroz meg, mely maxim¶alis
pro¯tot ad.

A 4. Tulajdons¶ag els}o fele azt ¶all¶³tja, hogy ha a fajlagos termel¶esi kÄolts¶eget
meghalad¶o ¶arra l¶etezik pozit¶³v kereslet, akkor lesz pozit¶³v termel¶esi szint.
Ez¶ert az anal¶³zisÄunket ind¶³thatjuk abb¶ol a t¶enyb}ol kiindulva, hogy (3b) egyen-
l}os¶eg form¶aj¶aban teljesÄul, vagyis, hogy a termel¶esi szint pozit¶³v lesz. A 4. Tu-
lajdons¶ag m¶asodik fele tal¶an m¶eg ¶erdekesebb, hiszen azt mondja, hogy elhagy-
va a szok¶asos felt¶etelt, miszerint a kezdeti ¶allapotban a termel¶esi kÄolts¶egek
olyan alacsonyak, hogy pozit¶³v kereslet ehhez mindig l¶etezik, el}ofordulhat,
hogy termelni fogunk annak ellen¶ere, hogy az ¶ar nem fedezi a termel¶esi kÄolt-
s¶egeket. Azonban ez a negat¶³v szakad¶ek az ¶ar ¶es a termel¶esi kÄolts¶egek kÄozÄott
nem lehet tetsz}oleges: a termel¶esi kÄolts¶egek ¶es az ¶arak kÄozÄotti kÄulÄonbs¶eg nem

lehet (abT¡2)2

8aT
-n¶el nagyobb, tov¶abb¶a ¶erv¶enyes kell legyen, hogy (abT ¡2) > 0.

Min¶el nagyobb a tanul¶asi r¶ata, a potenci¶alis piac nagys¶aga, tov¶abb¶a min¶el
hosszabb a tervez¶esi id}oszak, ann¶al nagyobb az es¶elye a felt¶etelek teljesÄul¶es¶e-
nek.

1. P¶elda: Legyen T = 10, a = 0:1, b = 10 ¶es c = 11, vagyis teljes bi-
zonys¶aggal v¶allalatunk vesztes¶eget fog termelni tev¶ekenys¶ege elej¶en, ha ter-
mel¶eshez fog. A diszkrimin¶ans ¶ert¶eke (0:1£10£10¡2)2¡8£0:1£10£1 = 56.
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A kÄovetkez}o, amit ellen}oriznÄunk kell, vajon (abT ¡ 2) > 0? (abT ¡ 2) =
0:1 £ 10 £ 10 ¡ 2 = 8, teh¶at az optim¶alis termel¶esi szint az id}ohorizont
b¶armely pillanat¶aban: v(t) = (8 +

p
56)=4 = 15:48=4 = 3:87. A tervid}oszak

alatt teh¶at a megtermelt teljes mennyis¶eg 38.7 db term¶ek lesz. Az elad¶asi
¶ar az al¶abbi: p = 10 ¡ 3:87 = 6:13, mely s¶ulyos vesztes¶egeket vet¶³t el}ore
a tervid}oszak elej¶ere: 6:13 ¡ 11 = ¡4:87 vesztes¶eg term¶ekenk¶ent az elej¶en,
ami fokozatosan csÄokken. Az id}ohorizont v¶eg¶en a fajlagos termel¶esi kÄolts¶eg:
c(q(10)) = 11=(1 + 0:1 £ 3:87 £ 10) = 2:26, kÄovetkez¶esk¶eppen az egys¶egnyi
pro¯t az id}ohorizont v¶eg¶ere a 6:13¡2:26 = 3:9 szintre emelkedik. Az id}opont,
melyre a vesztes¶eg elt}unik, az al¶abbi ÄosszefÄugg¶esb}ol kÄovetkezik:

10 ¡ 3:87 = 11=(1 + 0:1 £ 3:87 £ t) ;

vagyis amikor az elad¶asi ¶ar fedezi a termel¶esi kÄolts¶egeket, ami a t = 1:3
id}opontban kÄovetkezik be. A tervhorizont 13%-¶aban vesztes¶eges a termel¶es,
ut¶ana tÄort¶enik a termel¶esi tapasztalat learat¶asa.

¶Altal¶anosabb dinamik¶at haszn¶alva az alapvet}o ismereteink nem fognak
megv¶altozni, de k¶ets¶egtelenÄul gazdagodnak. TekintsÄuk most a j¶oval ¶altal¶a-
nosabb dinamik¶at, ami legyen _q(t) = ag(v(t); q(t)), ¶es csak azt t¶etelezzÄuk fel,
hogy gv > 0, vagyis azt t¶etelezzÄuk fel, hogy a termel¶esi r¶ata nÄoveked¶esi Äuteme
ann¶al nagyobb, min¶el magasabb a termel¶esi volumen nagys¶aga, de ennek
konkr¶et form¶aja nincs megkÄotve. Ekkor a Hamilton-fÄuggv¶eny az al¶abbi:

H(v) = (p(v) ¡ c(q))v + ¸ag(v; q) ; (16)

¶es az els}orend}u felt¶etelek a (3a-b) helyett az al¶abbiak lesznek:

@H

@q
= ¡cqv + a¸gq = ¡ _̧ + r¸ (17a)

@H

@v
= pvv + (p(v) ¡ c(q)) + ¸agv · 0 : (17b)

Margin¶alisan csÄokken}o hat¶ast felt¶etelezve a termel¶es volumen¶et illet}oen, azaz
azt felt¶etelezve, hogy gvv < 0, a m¶asodrend}u felt¶etelek ki lesznek el¶eg¶³tve:

@H

@v@v
= pvvv + 2pv + ¸agvv < 0 : (17d)

A (17a) felt¶etel mindk¶et oldal¶at az e
¡rt+

R t

0
gq(u)du

kifejez¶essel megszorozva
azt kapjuk, hogy

e
¡rt+

R t

0
gq(u) du

(¡ _̧ + ¸(r ¡ agp)) = e
¡rt+

R t

0
gq(u)du

gqv ;

melyet ¶atalak¶³t¶as ut¶an ¶ugy ¶³rhatunk, mint

d(¸e
¡rt+

R t

0
gq(u) du

+ A)

dt
= e

¡rt+
R t

0
gq(u)du

gqv ;
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ahol A egy tetsz}oleges konstans. Felhaszn¶alva ¶ujra, hogy ¸(T ) = P , azt
kapjuk, hogy

¸(t) = Pe
¡rt+

R t

0
gq(u)du ¡

Z T

t

e
¡r(u¡t)+

R u

t
gq(l) dl

cqv(u) du : (18)

Ezt az eredm¶enyt (5)-tel Äosszehasonl¶³tva azt l¶athatjuk, hogy a f}o kompo-

nensek meg vannak szorozva az e
¡rt+

R T

t
gq(u)du

, illetve az e
¡r(u¡t)+

R u

t
gq(l)dl

komponensekkel, sorrendben. Ez¶ert azt a kÄovetkeztet¶est vonhatjuk le, hogy
az alapvet}o strukt¶ur¶ak nem v¶altoztak, de a felhalmozott termel¶ekenys¶egi
tud¶as piaci ¶ert¶eke (a P ), valamint a margin¶alis termel¶ekenys¶eg nÄovekm¶eny
(a cqv) szerepe exponenci¶alisan nagy¶³t¶odik vagy reduk¶al¶odik, a gq kifejez¶es
el}ojel¶enek fÄuggv¶eny¶eben.

3 A diszkr¶et verzi¶o

K¶ets¶egtelen, a folytonos id}o modellv¶altozat, melyet (1) alatt de¯ni¶altunk, egy
nagyon eleg¶ans ¶es divatos v¶altozat. Azonban egy dÄont¶eshoz¶o sz¶am¶ara nem
lenne egyszer}u feladat annak meghat¶aroz¶asa, hogy mi a keresleti fÄuggv¶eny
konkr¶et form¶aja egy adott id}opillanatra vonatkoztatva. Hasonl¶ok¶eppen, mi
a termel¶esi kapacit¶as egy JIT m¶odban termel}o Äuzemben, amikor az ¶eppen
¶all, vagy termel. Ez alapj¶an, a diszkr¶et modelleknek megvan az el}onye, hogy
a napi gyakorlathoz ¶es emberi gondolkod¶ashoz kÄozelebb es}o kÄornyezetet fo-
galmaznak meg, amikor minden elem stabil egy id}oszakon keresztÄul. Ehhez
kapcsol¶od¶oan az el}ottÄunk ¶all¶o tervid}oszakot osszuk fel T sz¶am¶u peri¶odusra, t
a t-edik peri¶odust fogja jelÄolni e sorban: t = 1; 2; . . . ; T .

Az (1) modell diszkr¶et verzi¶oja az al¶abbi m¶odon ¶³rhat¶o fel:

max
vt

TX

t=1

zt(p(vt) ¡ c

qt
)vt + zT qT (19a)

qt = qt¡1 + avt q0 = 1; t = 1; 2; . . . ; T (19b)

vt ¸ 0; t = 1; 2; . . . ; T ; (19c)

ahol z = 1=(1 + r). qt de¯n¶³ci¶oj¶ab¶ol kÄovetkez}oen (19b) az al¶abbi m¶odon is
¶³rhat¶o:

qt = 1 + a
tX

i=1

vi : (19d)

Ebben a modellben is, a kor¶abbiakhoz hasonl¶o m¶odon felt¶etelezzÄuk, hogy
pv < 0 ¶es (p(v)v)vv < 0. ¶Ujra megjegyezzÄuk, hogy a felhalmoz¶odott termel¶e-
kenys¶egi tud¶as ¶ert¶ek¶enek bevon¶asa l¶enyegesen m¶odos¶³thatja az anal¶³zis kime-
net¶et, de most az egyszer}u ¶attekinthet}os¶eg biztos¶³t¶asa ¶erdek¶eben e t¶enyez}ot}ol
eltekintÄunk, vagyis a P = 0 helyzetet ¶all¶³tjuk be. Ez¶ert az alapprobl¶ema,



18 VÄorÄos J¶ozsef

melyet elemezni fogunk, az al¶abbi m¶odon fogalmazhat¶o meg:

max
v1;...;vT

H(v1; . . . ; vT ) =
TX

t=1

zt
³
p(vt) ¡ c

1 + a
Pt

i=1 vi

´
vt (20a)

vt ¸ 0 ; t = 1; 2; . . . ; T : (20b)

Az optimum l¶etez¶es¶enek els}orend}u felt¶eteleit az al¶abbi m¶odon fogalmaz-
hatjuk meg:

@H

@vt
= zt

h
p(vt)) ¡ c

1 + a
Pt

i=1 vi

+
³
pvt +

ca

(1 + a
Pt

i=1 vi)2

´
vt

i
+

+
TX

i=t+1

zi ca

(1 + a
Pi

l=1 vl)2
vi · 0 :

(21a)

Tov¶abb¶a,
@H

@vt
vt = 0 minden t = 1; 2; . . . ; T -re. (21b)

5. Tulajdons¶ag: Diszkr¶et esetben, amikor a tanul¶asi r¶ata z¶erus, a termel¶esi
volumen id}oben v¶altozatlan, azonban pozit¶³v tanul¶asi ¶es z¶erus diszkontr¶ata
eset¶en a termel¶esi dinamik¶aja csÄokken}o. Pozit¶³v diszkont- ¶es tanul¶asi r¶ata
eset¶en, amikor a diszkontr¶ata megfelel}oen magas, a termel¶esi dinamika ak¶ar
nÄovekv}o is lehet.

T¶etelezzÄuk fel, hogy l¶etezik pozit¶³v termel¶esi szint mind a t, mind a t¡1-ik
peri¶odusban, ¶es ez a termel¶esi szint kiel¶eg¶³ti a (21) alatti felt¶eteleket. (21a)
felt¶etelt mind a t, mind a t ¡ 1 peri¶odusokra fel¶³rva (el}oszÄor mindk¶et oldalt
osztva zt, illetve zt¡1 ¶ert¶ekekkel, sorrendben) azt ¶³rhatjuk, hogy

pvtvt + p(vt) ¡ c

1 + a
Pt

i=1 vi

+
TX

i=t

zi¡t ca

(1 + a
Pi

l=1 vl)2
vi = 0 (22a)

pvt¡1vt¡1 + p(vt¡1) ¡ c

1 + a
Pt¡1

i=1 vi

+
TX

i=t¡1

zi¡t+1 ca

(1 + a
Pi

l=1 vl)2
vi = 0 :

(22b)
Amennyiben a tanul¶asi r¶ata z¶erus, teh¶at a = 0, (22a) ¶es (22b) egyenletek

form¶aja azonos, ez¶ert azt a kÄovetkeztet¶est vonhatjuk le, hogy vt = vt¡1, teh¶at
a termel¶esi dinamika konstans.

Most felhaszn¶alva, hogy pvt
vt + p(vt) = (p(vt)vt)0, tov¶abb¶a, amikor a

diszkontr¶ata z¶erus pozit¶³v tanul¶asi r¶ata eset¶en, akkor (22a-b) a kÄovetkez}o
form¶at Äolti:

(p(vt)vt)
0 ¡

³ c

1 + a
Pt

i=1 vi

¡
TX

i=t

ca

(1 + a
Pi

l=1 vl)2
vi

´
= 0 (23a)
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(p(vt¡1)vt¡1)
0 ¡

³ c

1 + a
Pt¡1

i=1 vi

¡
TX

i=t¡1

ca

(1 + a
Pi

l=1 vl)2
vi

´
= 0 : (23b)

A 2. ¶abra mutatja ezen ÄosszefÄugg¶eseket mindk¶et peri¶odusra vonatkoz¶oan,
ahol

ct =
c

1 + a
Pt

i=1 vi

¡
TX

i=t

ca

(1 + a
Pi

l=1 vl)2
vi : (23c)

2. ¶abra. Az optimalit¶asi felt¶etelek

A 2. ¶abr¶an reprezent¶alt fÄuggv¶enyek mÄogÄott az az ÄosszefÄugg¶es ¶all, hogy a
(p(v)v)0 fÄuggv¶enyr}ol azt t¶eteleztÄuk fel, hogy csÄokken}o a termel¶esi volumen
fÄuggv¶eny¶eben, azaz (p(v)v)vv < 0, a kÄolts¶egekkel kapcsolatos fÄuggv¶enyek
viszont v¶altoznak peri¶odusr¶ol peri¶odusra, tov¶abb¶a a termel¶esi volumen fÄugg-
v¶enyek¶ent hiperbolikusak. ÄOsszehasonl¶³tva a (23a-b) felt¶etelek tartalm¶at, azt
jelenthetjÄuk ki, hogy (felhaszn¶alva a (19d) alatti de¯n¶³ci¶ot) ha

c

qt
>

c

qt¡1
¡ ca

q2
t¡1

vt¡1 ; (24)

az pontosan az, amit a 2. ¶abra mutat. TÄort¶enetesen, hogy vt¡1 > vt.
Felt¶etelezve, hogy (24) ¶erv¶enyes, akkor ebb}ol egyenesen kÄovetkezik, hogy
vt¡1 > vt. Ugyancsak igaz kell legyen, hogy qt = qt¡1 + avt < qt¡1 + avt¡1.
Ez¶ert, ha

1

qt¡1 + avt¡1
>

1

qt¡1
¡ a

q2
t¡1

vt¡1 (25)

igaz, akkor (24)-nek szint¶en igaznak kell lennie. Ezen egyenl}otlens¶eg mindk¶et
oldal¶at megszorozva a (qt¡1 + avt¡1)q2

t¡1 kifejez¶essel, azt kapjuk, hogy

q2
t¡1 > (qt¡1 + avt¡1)qt¡1 ¡ a(qt¡1 + avt¡1)vt¡1 ;

(p(v)v)’ 

ct 

ct-1 

v 

vt vt-1 
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mely az al¶abbival azonos:
0 > ¡a2v2

t¡1 ; (26)

mely term¶eszetesen igaz. KÄovetkez¶esk¶eppen, azt jelenthetjÄuk ki diszkr¶et eset-
ben, hogy amikor a diszkontr¶ata z¶erus ¶es a tanul¶asi r¶ata pozit¶³v, a termel¶esi
r¶ata dinamik¶aja csÄokken}o az id}o haladt¶aval.

Intuit¶³ve az ÄosszefÄugg¶es racion¶alisnak t}unik, ugyanis ha egy id}oszak elej¶en
a megszerzett tud¶as nagyobb, a tud¶as tÄomege hosszabb id}on keresztÄul hasz-
nos¶³that¶o azon esettel szemben, amikor a tud¶as megszerz¶ese k¶es}on tÄort¶enik.
Mivel folytonos esetre azt kaptuk, hogy a termel¶es dinamik¶aja lapos, azaz
id}oben v¶altozatlan, az eredm¶eny meglep}onek is tekinthet}o. R¶aad¶asul a foly-
tonoss¶ag miatt az is kÄovetkezik, hogy pozit¶³v diszkontr¶at¶ara is lesz csÄokken}o
dinamik¶ank. A kÄovetkez}okben kifejtett 6-os ¶es 7-es p¶eld¶ank el¶egg¶e ¶erdekes
betekint¶est enged a probl¶ema tulajdons¶agaiba, r¶avil¶ag¶³tva, hogy sz¶els}os¶eges
¶es szigor¶u makr¶ogazdas¶agi kÄornyezetben a termel¶esi dinamika ak¶ar nÄovekv}o
is lehet, amikor a diszkontr¶ata megfelel}oen magas.

Tal¶an felmerÄulhet a k¶erd¶es, az ellentmond¶ast nem okozta-e analitikus
hiba. A kÄovetkez}okben azt mutatjuk meg, hogy az ellentmond¶as nem lehet
analitikus hiba kÄovetkezm¶enye, az elt¶er}o kÄovetkeztet¶es term¶eszetes eredm¶eny.
A rejt¶ely megold¶as¶ahoz tekintsÄuk a diszkr¶et (23c) felt¶etel folytonos v¶altozat¶at
a t id}opontra vonatkoztatva, melyet c(t)-vel jelÄolÄunk ct helyett:

c(t) = c
³ 1

1 + a
R t

0
v(u) du

¡
Z T

t

a

(1 +
R k

0 v(u) du)2
v(k) dk

´
:

VegyÄuk e kifejez¶es mindk¶et oldal¶anak id}o szerinti deriv¶altj¶at, az al¶abbit
kapjuk:

dc

dt
= c

³ ¡1

(1 + a
R t

0
v(u) du)2

av(t) ¡ ¡a

(1 +
R t

0
v(u) du)2

v(t)
´

= 0 :

TekintsÄunk ¶ujra ekkor a 2. ¶abr¶ara, ¶es azt l¶atjuk, hogy a c(t) tulajdonk¶eppen
nem mozdul el, amikor az id}oben el}ore l¶epÄunk, hiszen a c(t) id}o szerinti de-
riv¶altja z¶erus. Nem ¶³gy diszkr¶et esetben, hiszen a k¶et kÄolts¶eggÄorbe sz¶etv¶alik.
KÄovetkez¶esk¶eppen, folytonos esetben a termel¶esi r¶ata id}oben nem v¶altozik,
diszkr¶et esetben pedig csÄokken}o kell legyen.

Hogy felnagy¶³tsuk a diszkontr¶ata szerep¶et a termel¶esi dinamika alakul¶a-
s¶aban, t¶erjÄunk vissza a (22a-b) felt¶etelekhez, ¶es alkalmazzuk ezeket a T = 2
esetre, vagyis amikor az id}ohorizontot k¶et peri¶odusra osztjuk fel. Ekkor a k¶et
felt¶etel form¶aja az al¶abbi lesz (felid¶ezzÄuk, hogy z = 1=(1 + r)):

pv2v2 + p(v2) ¡ c

1 + a(v1 + v2)
+

ca

(1 + a(v1 + v2))2
v2 = 0

pv1v1 + p(v1) ¡ c

1 + av1
+

ca

(1 + a(v1)2
v1 +

1

(1 + r)

ca

(1 + a(v1 + v2))2
v2 = 0 :

A 2. ¶abra e fÄuggv¶enyeket ¶abr¶azolja az r = 0 esetre. Amikor az r diszkontr¶ata
null¶ab¶ol kiindulva elkezd nÄovekedni, a c1 gÄorbe felfele mozdul el. c1 form¶aja
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ebben az esetben:

c1 =
c

1 + av1
¡ ca

(1 + av1)2
v1 ¡ 1

(1 + r)

ca

(1 + a(v1 + v2))2
v2 :

E form¶ab¶ol azt a kÄovetkeztet¶est vonhatjuk le, hogy amennyiben az els}o peri¶o-
dusban magasabb termel¶esi r¶ata alakulna ki, akkor annak jÄov}obeni haszna,
amit az

1

(1 + r)

ca

(1 + a(v1 + v2))2
v2

ad meg, csÄokkenni fog a diszkont¶ara nÄoveked¶es¶evel. Feltehet}oen egy pozit¶³v
diszkontr¶ata megv¶altoztathatja a termel¶esi r¶ata dinamik¶aj¶at, ¶es nÄoveked¶esbe
ford¶³thatja ¶at. A 6. ¶es 7. p¶eld¶ak j¶o betekint¶est ny¶ujtanak ezen esetekre: a
6. p¶eld¶aban nincs diszkont¶al¶as, a termel¶esi dinamika pedig csÄokken}o, amikor is
v1 = 2:05, v2 = 1:9. A 7. p¶elda azt jelzi, hogy mindk¶et margin¶alis kÄolts¶eggÄor-
be felfele mozdul (mindk¶et termel¶esi v¶altoz¶o csÄokkenni fog), de c1 gyorsabban
emelkedik, ¶es v¶egÄul is a megold¶as v1 = 1:38, v2 = 1:65 lesz, mely egy nÄovekv}o
dinamik¶at tÄukrÄoz vissza.

A modell tov¶abbi tulajdons¶againak megismer¶ese c¶elj¶ab¶ol egy visszafele
l¶epeget}o dinamikus programoz¶asi algoritmust fejlesztÄunk ki olyan modell-
t¶³pusokra, melyekben az inverz keresleti fÄuggv¶eny line¶aris, az ¶altal¶anoss¶ag
megszor¶³t¶asa n¶elkÄul b ¡ vt form¶aj¶u lesz, ¶es a diszkontr¶ata z¶erus.

6. Tulajdons¶ag: Z¶erus diszkontr¶ata ¶es pozit¶³v tanul¶asi r¶ata eset¶en egy k¶et
peri¶odusb¶ol ¶all¶o feladatban (T = 2) ha az al¶abbi egyenletnek

b ¡ 2v1 ¡ c

q1
+

ca

q2
1

v1 +
ca

q2
2

v2 = 0 (27)

l¶etezik lehets¶eges megold¶asa v2-re, ahol

q2 =
c ¡

p
c2 ¡ 4(b ¡ 2v2)cav2

2(b ¡ 2v2)
; (28)

q1 = q2 ¡ av2 (29a)

¶es

v1 =
q2 ¡ av2 ¡ 1

a
; (29b)

ez a v2 termel¶esi terv optim¶alis a m¶asodik peri¶odusban, ¶es ekkor az els}o
peri¶odusra a termel¶esi terv a (29b) ¶altal adott. M¶ask¶ent v1 = v2 = 0.

A T = 2-re vonatkoz¶o els}orend}u felt¶etel:

b ¡ 2v2 ¡ c

q2
+

ca

q2
2

v2 · 0 : (30)

Ebben az egyenletben b¡2vT kifejez¶esnek pozit¶³vnak kell lennie, azaz ¶erv¶enyes
kell legyen, hogy b=2 > vT a m¶asodrend}u felt¶etel miatt { tov¶abb¶a a 2. ¶abra
¶altal prezent¶altak miatt. T¶etelezzÄuk fel most, hogy vT pozit¶³v, ¶es ekkor (30)
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egyenl}os¶eg form¶aj¶aban teljesÄul. Szorozzuk meg ennek mindk¶et oldal¶at a q2
2

kifejez¶essel, ¶es ekkor az al¶abbit kapjuk:

(b ¡ 2v2)q
2
2 ¡ cq2 + cav2 = 0 : (29)

Tekintettel arra, hogy (b¡2vT ) > 0, a bal oldal egy konvex parabola q2-ben, ¶es
a m¶asodrend}u felt¶etel miatt a q2-re vonatkoz¶o egyetlen megold¶as a (28) ¶altal
adott lehet csak. (28)-ban a n¶egyzetgyÄok alatt szerepl}o c2 ¡ 4(b ¡ 2vT )cavT

kifejez¶esnek pozit¶³vnak kell lennie, azaz

c2 ¡ 4(b ¡ 2vT )cavT > 0 ;

mely a c¡4(b¡2vT )avT > 0 felt¶etellel azonos, mely a c > 4(b¡2vT )avT for-
m¶aban is ¶³rhat¶o, ugyanis m¶ask¶ent nincs maximum ¶ert¶ek, mely ellentmond¶as
lenne.

Ezen eredm¶enyeket a (27) ÄosszefÄugg¶esben felhaszn¶alva, mik¶ent az de¯ni-
¶alva van (28), (29a-b)-ben, az els}o peri¶odusra van optimalit¶asi krit¶eriumunk,
¶es azon v2 ¶ert¶eket keressÄuk, mely kiel¶eg¶³ti a (27) felt¶etelt. Ezen ¶ert¶ek isme-
ret¶eben meghat¶arozhatjuk v1 ¶ert¶ek¶et, mik¶ent az el}o van ¶³rva a (29b) ¶altal.

A kÄovetkez}okben n¶eh¶any megoldand¶o feladatot de¯ni¶alunk abb¶ol a c¶elb¶ol,
hogy megvil¶ag¶³tsuk a probl¶ema term¶eszet¶et. A 2. t¶abl¶azat az inputokat
Äosszegzi, megadja a hozz¶a tartoz¶o optim¶alis megold¶asokat, ¶es magyar¶azatot
ad a probl¶ema term¶eszet¶ere. Mindegyik probl¶ema k¶etperi¶odusos, ¶es a disz-
kontr¶ata z¶erus, kiv¶eve az utols¶o esetet, amikor is azt t¶etelezzÄuk fel, hogy a
diszkontr¶ata 100%-os.

A 3. p¶eld¶aban az 1. p¶elda tartalm¶at igyekeztÄunk megkÄozel¶³teni, ami egy
folytonos eset. Az 1. p¶eld¶aban T = 10, amikor is a rendelkez¶esre ¶all¶o ka-
pacit¶as 10 b¶armikor. MegkÄozel¶³t}oleg, k¶et peri¶odus eset¶eben ez annyit je-
lenthet, hogy kapacit¶asunk 50-50 peri¶odusonk¶ent. A 3. p¶eld¶aban ez¶ert az
inputok: b = 50, c = 11 ¶es a = 0:1. Hogy megoldjuk ezt a probl¶em¶at,
fejezzÄuk ki q2 ¶ert¶eket mint v2 fÄuggv¶enye a (28) ¶altal el}o¶³rtaknak megfelel}oen,
majd helyettes¶³tsÄuk ezt (27)-be, mivelhogy q1 = 1 + av1 = q2 ¡ av2 ¶es v1 =
(q2 ¡av2 ¡1)=a. Ily m¶odon (27)-nek egyetlen v¶altoz¶oja van, a v2, ¶es kifejezve
ennek ¶ert¶ek¶et melyre a (27) alatti kifejez¶esnek z¶erus ¶ert¶eke van (tov¶abb¶a,
hogy a fÄuggv¶eny el}ojelet is v¶altson), az elj¶ar¶as az optim¶alis megold¶as¶at adja
v2-nek. Felhaszn¶alva ezt az optim¶alis ¶ert¶eket, meghat¶arozhatjuk q2 ¶ert¶ek¶et, ¶es
¶³gy v¶egÄul v1 ¶ert¶ek¶et. Ez¶ert a 3. feladat megold¶asa v1 = 24:5, v2 = 24:4, mely
Äosszess¶eg¶eben 48:9. Visszaid¶ezzÄuk, hogy az 1. feladatban, a 10 hossz¶us¶ag¶u
folytonos feladatban az Äosszes megtermelt volumen 38:7 volt. A kÄulÄonbs¶eg
annak tudhat¶o be, hogy a folytonos esetben a szervezet lassabban tanul,
ugyanis a tanul¶asi r¶ata ,,csak" minden pillanatban ¶erv¶enyesÄul, a diszkr¶et
esetben pedig m¶ar a peri¶odus elej¶en ¶erv¶enyesÄul az eg¶esz peri¶odusra ¶erv¶enyes
termel¶ekenys¶egi tud¶as, melyet tulajdonk¶eppen a peri¶odus utols¶o pillanat¶aban
kapunk meg.
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P¶elda Inputok Termel¶esi Magyar¶azatok

# szintek
b c a v1 v2

2 10 11 0.1 0 0 Mint v2 fÄuggv¶enye, (27) bal oldala nem metszi a
v¶³zszintes tengelyt, vagyis az els}orend}u felt¶etel nem
teljesÄul. A kezdeti termel¶esi kÄolts¶eg t¶ul magas, a
tanul¶asi r¶ata t¶ul alacsony ahhoz, hogy a termel¶es
beinduljon.

3 50 11 0.1 24.5 24.4 A kapacit¶ast megnÄoveltÄuk 10-r}ol 50-re, ez teret en-
ged arra, hogy az ¶arral a termel¶esi kÄolts¶egek fÄol¶e
menjÄunk, ¶es lesz pozit¶³v kereslet. Pozit¶³v pro¯t-
szintÄunk ez¶ert biztosan lesz mindk¶et peri¶odusban.
A t¶abla ut¶ani magyar¶azatok elmondj¶ak, mik¶ent
kapjuk meg az optim¶alis megold¶ast.

4 463 1000 0.01 0 0 E p¶eld¶at az¶ert de¯ni¶altuk, hogy r¶avil¶ag¶³tsunk a kÄo-
vetkez}o term¶eszet¶ere. A termel¶esnek nincs ¶ertelme,
mivel az indul¶o termel¶esi kÄolts¶eg nagyon magas az
alacsony tanul¶asi r¶ata mellett, ¶es lehetetlen ezzel
a tanul¶asi r¶at¶aval nyeres¶eget el¶erni a tervid}oszak
alatt.

5 465 1000 0.01 218 164 A tanul¶as kÄovetkezm¶enyek¶ent a m¶asodik peri¶odus-
ban nyeres¶egess¶e v¶alik a termel¶es annyira, hogy
mindk¶et peri¶odusban pozit¶³v termel¶esi szint gene-
r¶al¶odik, annak ellen¶ere, hogy az els}o peri¶odusban a
termel¶es vesztes¶eges. De kÄozben tanulunk.

6 10 10 0.1 2.05 1.9 A p¶elda a kÄovetkez}o term¶eszet¶enek kivet¶³t¶es¶et szol-
g¶alja. Az utols¶o p¶elda, amikor a diszkontr¶ata z¶erus.

7 10 10 0.1 1.38 1.65 A diszkontr¶ata 100%-os, ¶es a termel¶esi dinamika
visszafordult.

2. t¶abl¶azat. Feladatok adatainak Äosszegz¶ese

Az 5. p¶elda inputjai: b = 465, c = 1000 ¶es a = 0:01, ahol a teljes kapacit¶as
csak alig kisebb, mint a 4. p¶eld¶aban. Ekkor az optim¶alis termel¶esi terv:
v1 = 218, v2 = 164. KÄovetkez¶esk¶eppen ¶araink a kÄovetkez}ok¶eppen alakulnak:
465 ¡ 218 = 247 ¶es 465 ¡ 164 = 301, sorrendben. A fajlagos termel¶esi
kÄolts¶eg az els}o peri¶odusban 1000=(1+0:01£ 218) = 314:5, vagyis vesztes¶eget
termelÄunk. Azonban a m¶asodik peri¶odusban a fajlagos termel¶esi kÄolts¶egÄunk:
1000=(1 + 0:01 £ 218 + 0:01 £ 164) = 207:5, mely el¶egs¶eges nyeres¶eget ad
ahhoz, hogy az eg¶esz tervhorizont alatt pro¯tunk pozit¶³v legyen.

¶Ujra hangs¶ulyozzuk, hogy a 7. p¶eld¶aban a dinamika nem csÄokken}o, hanem
nÄovekv}o.

4 KÄovetkeztet¶esek

A tanulm¶any mindv¶egig hangs¶ulyozza a termel¶esi folyamatok birtokl¶as¶anak
dupl¶azott el}ony¶et. Egyr¶eszt egy termel¶esi folyamat mindig laborat¶orium is
egy¶uttal, annak lehet}os¶eg¶et k¶³n¶alja, hogy megtanuljunk m¶eg hat¶ekonyabban
termelni. De sz¶amos ipar¶agban, amikor a termel¶esi folyamat elszakad mind a
folyamat, mind a term¶ek fejleszt¶esi folyamat¶at¶ol, kÄonnyen a versenyk¶epess¶eg
csÄokken¶es¶ehez vezethet, mert a termel¶esi folyamat maga az ¶uj¶³t¶asi folyamat
bÄolcs}oje. Amit csin¶alunk, azt ¶altal¶aban hamarabb meg¶ertjÄuk.
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Senki sem ¶ugy szÄuletik, hogy mindent tud, a tanul¶asi folyamat eleje bot-
ladoz¶asokkal terhelt, ¶es az igazi k¶erd¶es, hogy a folyamat k¶es}obb nyeres¶egess¶e
v¶alik-e, vagy sem. Az optim¶alis ir¶any¶³t¶asi folyamatokban szinte kiv¶etel n¶elkÄul
felteszik m¶ar az anal¶³zis elej¶en, hogy a termel¶es mindig pro¯t¶abilis, ¶³gy azon-
nal ¶erdemes termelni. Vagyis a termel¶esi volument kifejez}o v¶altoz¶oink pozit¶³v
¶ert¶eket vesznek fel, kÄovetkez¶esk¶eppen az els}orend}u optimalit¶asi felt¶eteleink
egyenl}os¶eg form¶aj¶aban teljesÄulnek. M¶ask¶ent megfogalmazva, azt t¶etelezik
fel, hogy l¶etezik v, melyre p(v) > c(q(0)), l¶asd p¶eld¶aul Chand ¶es szerz}ot¶arsai,
1996. Ez a felt¶etel azt is jelenti, hogy vesztes¶eg nem l¶ephet fel a tervid}oszak
elej¶en, mely nem tÄukrÄozi a gyakorlatot. Ezzel a felt¶etellel sok ¶erdekes gazdas¶a-
gi probl¶ema vizsg¶alat¶at z¶arjuk ki, hiszen lehetÄunk vesztes¶egesek az elej¶en, de
ha a tanul¶asi k¶epess¶egÄunk hat¶ekony, a termel¶es hamarosan nyeres¶egess¶e v¶a-
lik. Modelljeink ¶erdekes betekint¶est ny¶ujtanak ezen lehet}os¶egek vizsg¶alat¶aba,
¶es seg¶³ts¶eget ny¶ujtanak ahhoz, hogy egy v¶allalkoz¶ast mikor szabad ind¶³tani
m¶eg abban az esetben is, ha az elej¶en vesztes¶egesek vagyunk. Megmutat-
tuk, hogy a nÄovekv}o termel¶ekenys¶egi tud¶as nÄoveli a termel¶esi szintet. Adott
fajlagos termel¶esi kÄolts¶eg dinamik¶at ¶es line¶aris inverz keresleti fÄuggv¶enyeket
haszn¶alva megmutattuk, hogy amennyiben a tanul¶asi r¶ata (a), a piac poten-
ci¶alis m¶erete (b) ¶es az id}ohorizont (T ) megfelel}oen magas (abT¡2 > 0), annak
ellen¶ere, hogy kezdetben vesztes¶egesek vagyunk, a termel¶es m¶egis elindulhat,
¶es nyeres¶egess¶e v¶alik.

A termel¶es dinamik¶aja ¶erdekes vitat¶ema az irodalomban. Persze a mod-
ellek sz¶eles v¶alaszt¶ek¶aval ¶allunk szemben, ¶es nem egyszer}u az eredm¶enyek
Äosszehasonl¶³t¶asa, de a megfelel}o param¶eterek z¶erusra ¶all¶³t¶as¶aval sok modell
eredm¶enye az¶ert v¶egÄul is Äosszehasonl¶³that¶o. Meg¶allap¶³tottuk, hogy folytonos
esetre, amikor a diszkont r¶ata z¶erus ¶es a tanul¶asi r¶ata pozit¶³v, akkor a ter-
mel¶es dinamik¶aja konstans, azaz a javasolt termel¶esi szint v¶altozatlan lesz
az id}ohorizonton keresztÄul. Ezen esetre explicit megold¶ast is kÄozreadtunk,
hasonl¶oan a diszkr¶et esethez, amikor is k¶etperi¶odusos modellekre egy dina-
mikus programoz¶asi elj¶ar¶ast dolgoztunk ki, hogy megismerjÄuk az optim¶alis
megold¶ast. Diszkr¶et esetre a termel¶esi dinamika m¶ask¶ent viselkedik, azt kap-
tuk, hogy az csÄokken}o. Az eredm¶eny az¶ert is meglep}o, mert a peri¶odusok
hossz¶anak csÄokkent¶es¶evel a folytonos modell megkÄozel¶³thet}o lenne szinte tet-
sz}olegesen, a konkl¶uzi¶ok azonban diverg¶alnak. Az anal¶³zisb}ol az is kÄovetkezik,
hogy amikor a termel¶esi r¶ata konstans, az ¶arak is azok lesznek. Nem ¶ugy a
termel¶esi kÄolts¶eg: az csÄokkenni fog eg¶eszen a tervid}oszak v¶eg¶eig a nÄovekv}o
termel¶ekenys¶egi tud¶as miatt. Ez egy¶uttal a fajlagos pro¯t nÄoveked¶es¶et je-
lenti. Gener¶altunk olyan p¶eld¶akat, melyek vesztes¶eges termel¶essel indulnak,
de a termel¶ekenys¶egi tud¶as nÄoveked¶ese miatt a termel¶es nyeres¶egess¶e v¶alik.

Pozit¶³v diszkontr¶ata eset¶en a termel¶esi dinamika nÄovekv}o lesz a folytonos
modellben, ezek ut¶an arra a meglep}o eredm¶enyre jutottunk, hogy diszkr¶et
esetben z¶erus diszkontr¶ata mellett a termel¶esi dinamika csÄokken}o lesz. A
folytonoss¶ag miatt ez azt is jelenti, hogy l¶etezik olyan diszkr¶et modell, mely
pozit¶³v diszkont r¶ata eset¶ere is csÄokken}o dinamik¶at fog javasolni, s}ot p¶eld¶at
gener¶altunk arra, hogy megfelel}oen magas diszkontr¶at¶ara a termel¶es dina-
mik¶aja nÄovekv}o lesz a diszkr¶et modellben. A k¶etperi¶odusos diszkr¶et mo-
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dellre dinamikus programoz¶as elj¶ar¶ast dolgoztunk ki, melynek seg¶³ts¶eg¶evel
feladatok sokas¶ag¶anak megold¶asa v¶alik lehet}ov¶e. Viszonylag gazdag input
szerkezetekre adtunk megold¶asokat, mely feladatok j¶ol tÄukrÄozik a probl¶ema
¶erdekess¶eg¶et. Tov¶abbi ¶erdekess¶eg, hogy a csÄokken}o termel¶esi dinamika nÄovek-
v}o ¶arat jelent, mikÄozben a fajlagos termel¶esi kÄolts¶egek csÄokkennek. L¶atsz¶olag
ezen ÄosszefÄugg¶esek a fogyaszt¶ot s¶ujtj¶ak, azonban a diszkr¶et ¶es folytonos mo-
dellek Äosszevet¶ese mutatja, hogy a diszkr¶et modellekben a megtermelt Äosszes
volumen nagyobb, mint a folytonos modellben. A magasabb volumen alacso-
nyabb ¶arat jelent ugyanakkor, vagyis nincs arr¶ol sz¶o, hogy a termel¶ekenys¶egi
tud¶as nÄoveked¶es¶enek haszna kiz¶ar¶olag a termel}o zseb¶eben csap¶odna le.

Szinte valamennyi felvetett ¶es megoldott probl¶ema ugyanannyi nyitott
k¶erd¶est vet fel, melyek megv¶alaszol¶as¶ara rem¶elhet}oleg sokan v¶allalkoznak.
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PRODUCTION DYNAMICS AND ORGANIZATIONAL LEARNING

Evidences indicate that around 50% of productivity increase originates from or-
ganizational learning and learning by doing. In lack of production practices, o®-
shoring/outsourcing production capacities may decrease long-run competitiveness.
This paper develops models in which productivity increase directly depends on the
production volume of the past and we construct continuous and discrete time models
to analyze the dynamics of production volumes over time. We found that under zero
discount or learning rate the production volume is constant over time, otherwise,
it is increasing when we use continuous time approach. However, in discrete-time
versions, production levels may decrease over time. For the continuous-time, the
optimal control model can be solved explicitly and to illustrate the behavior of the
discrete-time models we present a backward dynamic procedure for the two-period
models.




