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FOGALMAK, MODSZEREK

ISMERKEDES A PONTATLAN VALOSZINUSEG
FOGALMAVALL

PINTER MIKLOS
BME, Budapesti Corvinus Egyetem

Cikkiinkben attekintjiik a pontatlan valészintliség (ambiguity) fogalmat. Egy
motivéls, jol ismert példatdl, az Ellsberg-paradoxontdl (Ellsberg, 1961) in-
dulunk, és két alapmodellt (Schmeidler, 1989 és Gilboa és Schmeidler, 1989)
ismertetiink. Egy rovid fejezetben az alkalmazéasok felé is kikacsintunk.

Kulesszavak: Dontéselmélet, Pontatlan valésziniiség, Ellsberg-paradoxon

1 Bevezeto

A magyarorszagi felsGoktatasbol fajéan hidnyzik a pontatlan valdszintiségek
(ambiguity) fogalmanak oktatdsa. Ezzel a cikkel az a célunk, hogy bemu-
tassuk a pontatlan valdsziniiség fogalmat, egyfajta ismertetot, bevezetot ad-
junk a téméban, és nem utolsé sorban felkeltsiik a hazai szakmai kézonség
érdeklodését a fogalom irdnt.

A pontatlan valésziniiség intenziven kutatott és fontos teriilete a dontés-
elméletnek, 1asd tobbek koézott a Schmeidler (1989), Gilboa és Schmeidler
(1989), Ghirardato és Marinacci (2002), Klibanoff et al. (2005), Gilboa (2006),
Marinacci és Montucchio (2006), Maccheroni et al. (2006), Gilboa (2009),
Ghirardato és Siniscalchi (2010), Cerreia-Vioglio et al. (2011), Lehrer (2012),
Gilboa és Marinacci (2016) munkdkat, ill. 14sd még Machina és Siniscalchi
(2014) alapos és kimerité dttekintését a teriiletnek.

A pontatlan valésziniliség tobb szempontbdl is fontos a dontéselméletben.
Egyrészt érdekes tisztan elméleti szempontbdl, mint a valészintiségeloszlas
egy altalanositdasa, mint nem-additiv valészinliség. Ebben az esetben mar az
is kérdés. hogy milyen halmazfiiggvény a nem-additiv valésziniiség. Abban
az esetben, ha rogzitjik a nem-additiv valdsziniség fogalmat, akkor még
mindig kérdés, hogy milyen integrélfogalommal pérositva alkalmazzuk (14sd
pl. Schmeidler (1989)). Ezek a kérdések nyitottak, nincs rdjuk széles koriien
elfogadott valasz.

Az alkalmazédsok szempontjdbdl a pontatlan valésziniiségek legalabb két
szempontbdl érdekesek. Egyrészt, mint a jatékelméletben alkalmazott kevert
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stratégiak altalanositasai segithetnek olyan jaték-kimeneteleket egyensilyi
(Nash 1950, 1951) kimenetté ,,emelni”, amik nem kevert Nash-egyensilyok.
Ilyen nem Nash-egyenstlyi szitudcidk vizsgdlatara lasd a Greenberg (2000),
Lehrer (2012), Riedel és Sass (2014) cikkeket. Masrészrél a pontatlan valészi-
niiség segithet jobban megérteni olyan piaci jelenségeket, mint az egyensulyi
arak véltozékonysdga, vagy a piaci bizonytalansag hatasai és stratégiai lehe-
tOségei.

Még egy fontos kérdést emlitiink, miel6tt belekezdiink a pontatlan valszi-
niiség fogalmanak bemutatasaba. Osszevetve a kockazattal foglalkozd alap-
modelleket, azok kozil is a von Neumann és Morgenstern (1944), Savage
(1954) és az Anscombe és Aumann (1963) modelleket, a kovetkezd két alap-
veté megkozelitést latjuk. Von Neumann és Morgenstern (1944) esetében a
kockdzat alapfogalma a modellnek, azaz a kockdzat objektiv. Savage (1954)
modelljében a kockazat a dontéshozé ,,preferencidiba van kédolva”, azaz a
kockdzat szubjektiv. Anscombe és Aumann (1963) egy vegyes modell, mind
az objektiv, mind a szubjektiv kockdzat megjelenik benne. Fontos latni azon-
ban, hogy akér objektiv, akdr szubjektiv a kockédzat, a fenti modellekben (és
més modellekben is) annak matematikai modellje a valdszintiségeloszlés és a
hagyomdanyos (absztrakt) integrél péros.

A korabbiakban mar utaltunk rd, hogy a pontatlan valészinliség model-
lezés szempontjabdl is jelentésen kiilonbozik a kockazattél. Egyrészt gya-
korlatilag minden modellben a pontatlan valészintiség szubjektiv. Egyetlen
kivételt ismeriink? Riedel és Sass (2014), de ott a szerzék felteszik, hogy
valamilyen szerkezet tud pontatlan valdsziniiséget generdlni, ugy, mint a
valdsziniiség esetén egy véletlenszam-generator (vagy pszeudo véletlenszdm-
generdtor). Mdsrészrél, még a szubjektiv pontatlan valésziniiség esetében
is a kiilonb6z6 modellek jellemezden kiilonbozé nem-additiv valdsziniiség- és
kiillonboz6 integralfogalmakkal operalnak.

A cikk felépitése a kovetkez6. A kovetkezd fejezetben bevezetjiik a pon-
tatlan valdszintiiség fogalmat. A 3. fejezetben a Schmeidler (1989) és a Gilboa
és Schmeidler (1989) modelleket tekintjiik at. A 4. fejezetben a pontat-
lan valdszinlség alkalmazas szempontjabdl érdekes tulajdonsdgaibdl adunk
izelitét. Az utolsé fejezetben Osszefoglaljuk cikkiink f6 iizeneteit.

2 Pontatlan valészintliség

Ebben a fejezetben bemutatjuk a pontatlan valésziniiség (ambiguity) fogal-
méat. A dontéselméletben és altaldban a koézgazdasiagtudomdnyban a nem
tokéletes informaltsignak, bizonytalansagnak tobb fajtaja ismert. Taldn a
legismertebb bizonytalansdg a kockazat, amikor nem ismert a vildg pontos
allapota, a vilagallapot, hanem csak egy, a vilagallapotokon definialt valdszi-
niiségeloszlas ismert. Tehéat ebben az esetben a dontéshozé azt ,,tudja” csak,
hogy az egyes vilagallapotok milyen valdszinliséggel kovetkeznek be. Példaul,

2A Choquet (1954), Nguyen (1978), Castaldo et al. (2004) altal vizsgélt véletlen halmaz
tekinthet6 Ggy, mint ami az objektiv pontatlan valdsziniiség alapja, alapfogalma.
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lehet piaci konszenzus abban, hogy 5%-os eséllyel lesz fizetésképtelen Torok-
orszdg 2021. december 1-én, és 95%-os valdsziniiséggel fizetOképes lesz az
adott napon.

Fontos latni, hogy még ha piaci konszenzusrdl beszéliink is, az adott
valészintiségeloszlas szubjektiv, a piaci konszenzus szubjektiv, nem objektiv
(Bayes-i megkozelités), ezért szerepel ,,tudja”, nem pedig tudja a fenti mon-
datban.

A pontatlan valésziniiség (az els6 hasonlé fogalom Knight (1921)-ben for-
dul el8) esetében — szemben a kockdzattal, ahol minden kimenetel valészinii-
sége ismert — vannak olyan események, amiknek nem ismert a valészintisége,
pontosabban az ismert csak, hogy az adott esemény ,,valészinilisége” egy inter-
vallumba esik. Ilyen esetek fordulnak el6 pl. szakért6i vélemények Osszesité-
sekor, nevezetesen, amikor a szakértok véleménye egy adott esemény valdszi-
niliségérél egy intervallumban szérédik (Dempster, 1967, 1968; Shafer, 1976).
A kovetkezOkben egy példan keresztiil mutatjuk be a pontatlan valésziniiség
fogalmét.

Ez a példa az tn. Ellsberg-paradoxon (Ellsberg, 1961). Egy urndban 30
piros és 60 fekete vagy sarga golyd van, tehat 90 golyé van egy urndban, a
golyokrdl azt tudjuk, hogy harom sziniiek lehetnek, piros, sarga vagy fekete,
illetve a piros golydk szama 30.

A déntéshozé véletlenszertien kivesz az urndbdl egy golydt, és két dontési
szitudciéban dént (1. tébldzat). A B akcid esetén, mivel a fekete golydk
szama nem ismert, a dontéshozé pontatlan valésziniiséggel szembesiil. Ha-
sonléan, a C akcié esetén, mivel a sarga golydk szdma nem ismert, és a
piros golydk szama ismert, igy nem ismert annak valdsziniisége sem, hogy a
dontéshozé piros vagy sarga golyot hiz.

A tipikus déntéshozé az elsd esetben az A akciét valasztja a B-vel szem-
ben, mig a masodik esetben a D akciot preferalja a C-vel szemben.

A akcid 100 $-t kap, ha piros goly6t hiz
B akcié 100 $-t kap, ha fekete golyét hiz
illetve
C akcié 100 $-t kap, ha piros vagy sarga golyét hiz
D akcié 100 $-t kap, ha fekete vagy sdrga goly6t hiz

1. tabldzat. Ellsberg-paradoxon

A | probléma” ezekkel a dontésekkel a kovetkez6. Legyen Pg, Pg és Py
annak a valdsziniisége, hogy a dontéshozé rendre piros, fekete vagy sarga
goly6t huz. Ekkor, ha a dontéshozé preferdlja az A akciét a B-vel szemben,
akkor a varhato hasznossag szerint

Pru(1008) + (1 — Pr)u(0$) > Pu(100$) + (1 — Pg)u(0$),

ahol u a dontéshozé (Bernoulli-féle) hasznosségi fiiggvénye.
Hasonldan, ha a dontéshoz6 a D akciét preferalja a C-vel szemben, akkor

(PR+Py)u(100$)+(1—PR—Py)u(0$) < (PB+Py)u(100$)+(1—PB—Py)u(0$)
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Tegytk fel, hogy a dontéshozd tébbre értékeli a 100$-t, mint a 0$-t. Ekkor

Pr(u(100$) — u(08)) > Pp(u(100$) — u(0$)),

azaz P> Py
(Pr + Py)(u(1008) —u(0$)) < (Pg + Py)(u(100$) — u(0$)),

Pr < Pg,

ami ellentmondas.

Vegyiik észre, hogy mindkét dontési helyzetben a tipikus dontéshozoé a
pontos valdsziniiséggel leirhatd akciot valasztja a pontatlan valdsziniiséggel
leithatoval szemben, azaz azt mondhatjuk, hogy a tipikus dontéshozé pon-
tatlan valészintiség keriilo.

Ugyanakkor a fenti ellentmondas azt mutatja, hogy a szokdsos additiv
valdsziniiségekkel és a megfelel§ varhat6 hasznosséggal nem irhaté le a (pon-
tatlan valdsziniiség keriils) déntéshozo viselkedése. Tehdt a varhaté hasznos-
ség alapmodellje (Savage, 1954) nem tudja a fenti paradoxont magyardzni.
Magyaran szélva az Ellsberg-paradoxon magyarazatahoz 1j megkozelitésre
van sziikség.

3 A pontatlan valésziniiség modellezése

A pontatlan valészintiségnek t6bb modellje ismert az irodalomban, ebbdl itt
kettét ismertetiink védzlatosan: Schmeidler (1989) és Gilboa és Schmeidler
(1989); tovébbi fontos modellek pl. Ghirardato és Marinacci (2002), Klibanoff
et al. (2005), Gilboa (2006), Marinacci és Montucchio (2006), Maccheroni et
al. (2006), Gilboa (2009), Ghirardato és Siniscalchi (2010), Cerreia-Vioglio
et al. (2011), Lehrer (2012), Gilboa és Marinacci (2016).

3.1 Schmeidler (1989) modellje

Schmeidler (1989) modelljében a pontatlan valészintiségek matematikai mo-
dellezésére az ugynevezett kapacitdsok haszndlatosak. A kapacitdsok olyan
monoton halmazfiggvények, amik az tires halmazhoz 0-t rendelnek. Nem
belemenve a matematikai részletekbe, a lényeges eltérés a szokasos varhato
hasznossdg-modellekhez (Savage, 1954) képest az, hogy itt az integralds nem
egy valdszinliség szerint, hanem egy kapacitds szerint torténik. Sokféle in-
tegrél ismert, a kovetkez6kben — Schmeidler (1989)-et kovetve — a Choquet-
integrélt fogjuk hasznélni (Choquet, 1954). A Choquet-integral definicidja a
kovetkezo:

1. Definicié. Legyen (Q,A) egy mérhetd tér, azaz A egy o-algebra Q-n.
Legyen tovdbba f : Q — IR eqy korlditos mérhetd figguény és v egy olyan
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monoton halmazfiggvény az A o-algebrdn, hogy v(0) = 0 és v(Q) = 1. Ekkor
az [ fugguény v szerinti Choquet-integrdlja a kévetkezd:

(C)/fdyé/_ V({w €Q: F(w) > s}) — v(Q)ds +
+/OOOV({wEQ:f(w)25})ds,

ahol a jobb oldalon az integrdl a Riemann-integrdl.

Tusztracioként lassuk az Ellsbeg-paradoxonra alkalmazva a fenti fogal-
mat. Az eléz6 fejezetben lattuk, hogy a kockézat fogalméval az Ellsberg-
paradoxon nem magyardzhaté. A kévetkezékben megmutatjuk, hogy Schmei-
dler modelljében mar feloldhaté az Ellsberg-paradoxon.

Legyen S = {sy, sp, 85} a vilagéllapotok halmaza, s; azt ,,jelenti”, hogy
fekete golyét hiz a dontéshozo, hasonléan értelmezhetd s, és s, is. Vegyiik
észre, hogy a huzas véletlenszeri, annak eredménye nem fligg a dontéshozdtol,
tehdt a javasolt értelmezés értelmes. Legyen tovabba A = P(S), azaz minden
lehetséges vilagallapot-kombinécié esemény ebben a konkrét modellben.

Az egyes akcidék minden vildgéllapothoz hozzarendelnek egy kimenetelt,
jelen esetben egy pénzbeli kifizetést. Jelolje X = {0,100} a kimenetelek
(pénzbeli kifizetések) halmazét. Minden egyes kimenetelnek van egy a don-
téshozd &ltali értéke, hasznossiga. Legyen u(z) = idx, tehdt a Bernoulli-féle
hasznosségi fliggvény egyszeriien csak az identitds fuggvény, azaz 100$ érjen
100-at a déntéshozonak.

Legyen tovabba v({s,}) = 3, v({sy,s:}) = 2, v({ss}) = v({ss}) =0 6s
v({sg,sp}) = v({sp, ss}) = 3, a dontéshozé nem-additiv valdszinfisége, azaz
a dontéshozd preferencidjat ,,reprezentald” nem-additiv valdszintiség. Ekkor
v a Choquet-integral fogalman keresztiil meghataroz egy funkcionalt.

Tovébb4, legyen 0. b

_ , has=s,,
= {07 Kimbon

a pirosra tesziink akcio,

_ [100, has=sy¢,
fi(s) = {o kiilénben

a feketére tesziink akcid,

_ 100, ha s € {SP,SS} ’
Jos(9) { 0 kiilénben

a pirosra vagy sargara teszunk akcid,

_ 100, haSE{Sf,Ss} )
f1s(s) { 0 kiilénben

a feketére vagy sargara tesziink akcié. Ekkor

(C’)/uOfpduzl—gO>0=(C)/u0ffd1/
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és
1 2
©) [uofudv =12 <Z2=(0) [uwospav,

tehat megkaptuk a paradoxon soran tipikusan megfigyelt valasztasokat.

Az Ellsberg-paradoxon lényegében a nem ismert valészintiségek sordn
tapasztalt dontésekrol szél. A megfigyelések szerint a déntéshozdk igyekeznek
az ilyen bizonytalansagokat keriilni, tehdt amint a paradoxon is mutatja, az
ismert valdsziniiségii eseményekhez kothetd akcidkat preferdljak az ismeretlen
valdszintiségliekkel szemben. Ez a viselkedés nagyon jél leirhaté a fenti mo-
dellel.

Fontos megjegyezni, hogy Schmeidler (1989) cikkének csupan egy ered-
ménye a fenti modell. SOt, a fenti modell csak egy mésik eredmény tiikrében
vélik igazan érdekessé, mégpedig akkor, amikor Schmeidler (1989) megmutat-
ja, hogy a fenti modell reprezentélja egy axiomakkal leirt preferenciaosztaly
elemeit. Konkrétan:

2. Tétel (Schmeidler (1989)).  Legyen (S,.A) mérhetd tér a vildgdllapotok
halmaza, (X, M) mérheté tér a kimenetelek halmaza, és A = {f : S —
A(X, M), korlatos mérhetd figgvény}, ahol A(X, M) az (X, M) mérhetd té-
ren értelmezett valdszindségi mértékek halmaza, és f mérhetdsége a A(X, M)-
en értelmezett gyenge* topoldgia Borel-halmazai tekintetében értendé. Ekkor
eqy % bindris reldcio A-n pontosan akkor teljesiti a kévetkezd axiomdkat

e Preferencia: teljes €s tranzitiv,

e Folytonossdg: tetszéleges, p, ', 1" € A(X, M)-re, hogy u > p' = p”’
létezik o, B € (0,1), hogy ap+ (1 —a)u” > 1/ > Bu+ (1 — B)u”,

o Nemdegenerdltsdg: létezik a,a’ € A, hogy a = d,
o Monotonitds: ha minden s € S vildgdllapotra a(s) x a'(s), akkora z o',

o Komonoton figgetlenség: tetszbleges a,a’,a’ € A alternativikra, me-
lyekre a > a' és a és a”’ komonoton — azaz tetszbleges s, s’ € S wildg-
dllapotokra igaz, hogy a(s) = a(s')-bdl kovetkezik a”(s) = a”(s') és
a(s") > a(s)-bdl kovetkezik o’ (s") = a’(s) -, teljesiil, hogy tetszdleges
a € (0,1]-re

aa+ (1 —a)d” » ad + (1 - a)d”,
ha egyértelmiien létezik egy mormalizdlt (v(S) = 1) kapacitds v az A o-
algebrdn, és létezik eqy Bernoulli-féle hasznossdgi figgvény v : X — IR,
hogy

ax b pontosan akkor, ha (C’)/uoadl/ > (C’)/uObdl/,

minden a,b € A-ra, ahol uwoa(s) = [uda(s), s € S.

A fenti tétel egy reprezentacids tétel, ami azt mondja, hogy ha egy pre-
ferencia rendelkezik a tételbeli tulajdonsidgokkal, akkor reprezentilhato egy
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normalizdlt kapacitds, Bernoulli-féle hasznossagi fiiggvény, Choquet-integ-
rélfogalom tridsszal, rdaddsul a normalizalt kapacitds (és a Choquet-integ-
rélfogalom) egyértelmii. Tovabb4 tetszéleges bindris reldcid, amit egy fenti
tulajdonsagu funkciondl generdl, teljesiti a felsorolt axiomakat.

Tehét Schmeidler (1989) megkdzelitésében az alapfogalmak az adott tulaj-
donsédgokkal rendelkezé preferencidk, illetve az objektiv kockézat (A(X, M)
elemei), azaz a ,,pontatlan valszinliség”-féle bizonytalansdg a preferencidkba
van kodolva, igy az nem objektiv, hanem szubjektiv.

3.2 A Gilboa és Schmeidler (1989)-féle modell

Gilboa és Schmeidler megkozelitése szerint a pontatlan valészintiség, amint a
magyar elnevezés mutatja is, tulajdonképpen azt jelenti, hogy a déntéshozo
nem egy valészintiségeloszlassal szembesiil (kockdzat), hanem valdsziniiség-
eloszldsok egy halmazdval; a Gilboa és Schmeidler (1989) modell esetében
valészintiségeloszlasok egy nemtires, konvex, korlatos és zart halmazaval.
Tehéat Gilboa és Schmeidler modelljében a déntéshozé a valdszintiségelosz-
lasok egy nemiires, konvex, kompakt halmazaval szembesiil.

Fontos megjegyezni, hogy a valdszinliségeloszlasok nemiires, konvex, kor-
latos és zart halmaza fogalom ekvivalens a TU-jatékok (atruhdzhaté hasznos-
ségu kooperativ jatékok) elméletében ismert egzakt TU-jatékok fogalmaval.
Pontosabban ismert (Peleg és Sudhélter, 2007), hogy egy egzakt jaték magja
nemiires, konvex, korlatos és zart részhalmaza a kifizetésvektorok halmaza-
nak, tovabba a kifizetésvektorok tetsz6leges nemiires, konvex, korlatos és zart
részhalmazihoz egyértelmiien 1étezik egy egzakt TU-jaték, aminek a magja
pontosan az adott halmaz. Tehat Gilboa és Schmeidler (1989) modelljében
a nem-additiv valdsziniiségek normalizalt, nem-negativ egzakt TU-jatékok.

Gilboa és Schmeidler modelljében a dontéshozé egyszeriien a varhatd
értékre vonatkozd maximin kritérium alapjan dont. Tehat a hasznossdg ma-
ximalizacié a kovetkezoben definidlt értékhez kotodik.

3. Definicié. Adottu : X — IR mérhetd Bernoulli-féle hasznossdgi fligguény,
C C A(S, A) nemiires, konvez, a gyenge* topolégidban kompakt részhalmaza
az (S, A) mérhetd téren értelmezett valdszindségi mértékek halmazdnak. Le-
gyen tovdbbd f egy akcid, azaz eqy S-b6l (X, M)-be képezd korldtos, mérhetd
leképezés. Ekkor f , hasznossdga”

min/uofdu.

pnec

Tekintsiik a bevezetében targyalt példat (Ellsberg-paradoxon) a Gilboa
és Schmeidler modell tiikrében.

Legyen (S,.A), a vildgdllapotok mérhetd tere, X a kimenetelek tere, u a
Bernoulli-féle hasznossagi fiiggvény, fp, fr, fps és ffs akcidk pontosan azok,
mint a Schmeidler (1989) modelljének illusztrdldsakor. Legyen tovabba a
lehetséges priorok halmaza

C={ners A uls) =3}
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Tehat C' nemiires, konvex, kompakt halmaz, melyet a kovetkezd v egzakt
TU-jaték karakterizal:
v(@)=0, v(S)=1,
W({sp}) = ({5 D) = vl{sps:h) = 5.
v({ss}) = v({ss}) =0,
W{sg s} = 3

azaz v magja a C halmaz (C' = {u € A(S, A) : n(A) > v(A), Ae A}).
Ekkor

)

1
min/uofpduzﬂ>0=min/uoffdu

pnecl 3 pecl
& 100 200
min [wo fyudp =20 < 52 = min e fr.d

tehat megkaptuk a paradoxon soran megfigyelt valasztasokat.

Léthatd, hogy Gilboa és Schmeidler (1989) és Schmeidler (1989) modell-
jei nagyon hasonlé eredményt adnak az Ellsberg-paradoxon esetén. Az is
lathat6, hogy a Schmeidler (1989) esetén tekintett kapacitds megegyezik a
Gilboa és Schmeidler (1989)-féle modellben a priorok C' halmazit karak-
terizal6 egzakt TU-jatékkal (ennek is készonhetd a szamszerlileg is azonos
eredmény a két modellben). A két modell azonban nem ugyanazokat a don-
téseket adja dltaldban, azaz a két modell — Schmeidler (1989) és Gilboa és
Schmeidler (1989) modelljei — kiilénbozdek.

Ugy tiinhet, hogy Gilboa és Schmeidler (1989) modelljében a pontatlan
valdsziniiség (ambiguity) objektiv, hiszen a priorok nemiires, konvex, kom-
pakt C' halmaza megadja a pontatlan valészintiséget. Ahhoz, hogy lassuk,
nem errdl van szé, tekintsiik Gilboa és Schmeidler (1989) f6 eredményét, a
reprezentacios tételiiket.

4. Tétel (Gilboa és Schmeidler (1989)). Legyen (S, A) mérhetd tér a vildg-
dllapotok halmaza, ahol S véges halmaz®, (X, M) mérhetd tér a kimenetelek
halmaza, és A = {f : S — A(X, M), mérhetd figguény}, ahol A(X, M)
az (X, M) mérhetd téren értelmezett valdszindségi mértékek halmaza, és f
mérhetdsége a A(X, M)-en értelmezett gyenge* topoldgia Borel-halmazai te-
kintetében értendd. Ekkor egy = bindris reldcio A-n pontosan akkor teljesiti
a kévetkezd axiomdkat

e Preferencia: teljes €s tranzitiv,

e Folytonossdg: tetszéleges, u, i, 1" € A(X, M)-re, hogy p = ' = p”’
létezik o, B € (0,1), hogy ap+ (1 —a)u” > 1/ > Bu+ (1= B)u”,

3Gilboa és Schmeidler tétele dltaldnosabb az itt kimondottnal. Az &ltaldnosabb forma
kimonddasdhoz tulsdgosan sok 4j fogalmat és eredményt kéne bemutatni, ezért eltekintiink
annak ismertetésétol.
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e Nemdegenerdltsdg: létezik a,a’ € A, hogy a > d,
o Monotonitds: ha minden s € S vildgdllapotra a(s) = a'(s), akkora % o',

e Bizonyossdg-figgetlenség: tetszbleges a,a’,a” € A alternativdkra, hogy
a = d, a”’ konstans - azaz tetszdleges s,s' € S wildgdllapotokra igaz,
hogy a"(s) = a”(s") — tovdbbd, tetszéleges o € (0, 1)-re igaz, hogy

!

aa+ (1 —a)d” » ad + (1 - a)d”,

e Bizonytalansdg-kerilés: tetszbleges a,a’ € A alternativdkra, hogy a %
a’, és tetszéleges o € [0, 1]-re igaz, hogy

aa+ (1—a)d z d,

ha egyértelmien létezik egy nemiires, konvezx, kompakt halmaz C C A(S, M),
és létezik eqy Bernoulli-féle hasznossdgi fiiggvény v : X — IR, hogy minden
a,b € A-ra

ax b pontosan akkor, ha min/u oadu > min/u obdy,
nec pnecC

aholwoa(s) = [uda(s), s € S.

A fenti tétel, hasonldéan a 2. tételhez, egy reprezentaciés tétel, ami azt
mondja, hogy ha egy preferencia rendelkezik a tételbeli tulajdonsdgokkal,
akkor reprezentalhaté egy a priorok nemiires, konvex, kompakt halmaza, Ber-
noulli-féle hasznosséagi fiiggvény, hagyomanyos integralfogalomra épité maxi-
min kritérium tridsszal, raadasul a priorok nemiires, konvex, kompakt halma-
za egyértelmii. Tovabba tetszoleges binaris relacid, amit egy fenti funkciondl
general, teljesiti a felsorolt axiomadkat.

Tehdt Gilboa és Schmeidler (1989) megkozelitésében is az alapfogalmak
az adott tulajdonsagokkal rendelkezo preferencidk, azaz a ,,pontatlan valdszi-
niiség”-féle bizonytalansag ebben az esetben is a preferencidkba van kédolva,
tehat a pontatlan valésziniiség ebben a modellben is szubjektiv.

4 A pontatlan valdsziniiség egy-két tovabbi
tulajdonsaga

Ebben a fejezetben vazlatosan és roviden, néhany egyszert példan keresztiil
bepillantunk a pontatlan val6szintiségek (lehetséges) alkalmazdsaiba.

A kovetkez6kben egy egyszerii példét (Dow és Werlang, 1992) mutatunk
a pontatlan valdszintiségek pénziigyekbeli hasznalatara.

Tegytk fel, hogy egy pénziigyi termék kifizetése a kovetkezo:

1, ha s = sy,

f(s):{S, ha s = s9,
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ahol S = {s1, s2} a vildgdllapotok halmaza. A déntéshoz6 nem-additiv vals-
szintisége (Schmeidler, 1989) v (az (S, P(S)) mérhetd téren) a kovetkezd:

vy =0, v(S)=1,
I/({Sl}) = 0,3,
v({s2}) =0,4.

Vegyiik észre, hogy v egy egzakt TU-jaték, és
C={neAlS,P)): u{s1}) 203 é pu({s2}) = 0,4}

a priorok nemiires, konvex és kompakt halmaza Gilboa és Schmeidler (1989)
modelljében.

Tegytik fel tovabba, hogy a dontéshozé hasznosséagi fiiggvénye az identitas
fiiggvény (1000 Ft 1000 Ft-ot ér a dontéshozénak). Ekkor a déntéshozé var-
haté hasznossaga az f pénziigyi termék vasarlasabol:

(C)/uofdl/z Lneiél/UOfduz 0,6f(s1)+0,4f(s2) =1,8,
tehat ez az az Osszeg, amennyiért vasarolna a dontéshozé az f pénziigyi ter-
mékb6l (mind Schmeidler (1989), mind Gilboa és Schmeidler (1989) modellje
szerint).

Most nézziik meg, hogy az f pénziigyi termék eladasa esetén — ahol az
arak a —1-szeresei az eredeti drnak — mi a varhaté hasznosséag.

(©) [ () dv=min [ (~f)dn=—(03f(s2) + 0.75(s2)) = -2,
tehat ez az az Osszeg, amennyiért eladna a déntéshozé az f pénziigyi ter-
mékbél (megint mind Schmeidler (1989), mind Gilboa és Schmeidler (1989)
modellje szerint).

Tehat a dontéshozo az f pénziigyi termék vasarlasat 1,8 hasznossidg no-
vekedéseként, mig eladdsat 2,4 hasznossag csokkenésként értékeli, tehdt (a
Bernoulli-féle hasznosségi fiiggvény az identitds), ha a piaci ar az [1,8,2.4]
intervallumban van, akkor a dontéshozé nem kereskedik az f pénziigyi ter-
mékkel, azaz nem veszi és nem is adja el.

Vegyiik észre, hogy a fenti példa a kovetkezo egyszerii matematikai tulaj-
donségra épit: a vizsgalt modellekbeli varhaté hasznossagok nem additivak,
azaz

(C)/uo(f) du+(C)/uo(—f) dv =
zmin/UO(f) du+lrféiél/uo(—f) dp=-0,6<0.

pec

A fenti modellben az drak rogzitettek, tehdt nem beszélhetiink egyenstly-
rél. Fontos tovabbd, hogy a fenti modell statikus, ami szintén problematikus.
Epstein és Wang (1994) feloldja Dow és Werlang (1992) modelljének emlitett
két gyengeségét, és megmutatja, hogy Lucas (1978) modelljének pontatlan
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valészintiséggel modositott valtozatdban az egyensilyi ar Dow és Werlang
(1992)-i értelemben nem egyértelmii.

Az egyensilyi 4r nem egyértelmiisége, pontosabban az, hogy az egyensulyi
ar egy zart intervallum, a pénziigyi folyamatok djfajta értelmezését teszi le-
hetové. Mintha az torténne, hogy az adott intervallumon beliili pontos arnak
nem lenne jelent6sége, nem lenne informacidtartalma. Tovabbi érdekes kérdés
lehet, hogy milyen esetekben mekkora az egyenstlyi ar intervalluma. A nem
pontos valészintiségek kiilondsen fontosak lehetnek a nagyon komplex, ne-
hezen atlathaté termékek, pl. némely szarmaztatott termék viselkedésének
megértésében.

A pontatlan valészintiségek segithetnek a kiilonb6z6 adatok, pl. GDP
becslés, hatdsainak megértésében is. A hatds illusztrélasara Cabantous (2007)
cikkére tériink ki réviden. Ebben a cikkben gyakorlé aktudriusokat (bizto-
sitdsmatematikusokat) kérdeztek meg egy kdresemény biztositdsdnak draza-
sérél (mennyiért ajénlandnak biztositast az adott kéreseményre). Pontosan
ismert a lehetséges kar nagysiga, de nem feltétleniil ismert a karesemény
valdszintisége. Harom esetet kiilonboztetiink meg:

e pontosan ismert a karesemény valdszintisége,

o két szakértd szubjektiven értékeli a karesemény valészintiségét, és egye-
zik az értékelésik,

o két szakérto szubjektiven értékeli a kdresemény valdszinliségét, és nem
egyezik az értékelésiik.

Minden esetben szamszeriien ugyanaz a valdszintiség adodik, tehat, pl.
5% az elsd esetben, mindkét szakérté 5%-ot mond a mésodik esetben, és az
egyik szakérté 4%-ot, a masik szakérté 6%-ot mond a harmadik esetben.

A felmérés eredményei szerint az ajdanlott biztositasi dij egyre magasabb
(az els6 esetben a legalacsonyabb és a harmadikban a legmagasabb), illetve
egyre novekszik a szama azoknak, akik egyaltalan nem ajanlananak biztosi-
tast (piaci kudarc).

Vildgosan latszik a fenti példa és pl. a GDP-vel kapcsolatos egyes spe-
kuléacidk kozotti analdgia. Ha egy orszagrdl, pontosabban annak névekedési
kilatasairol az un. szakértoi vélemények eltérnek, akkor az orszag varhatéan
nehezebben és rosszabb feltételek mellett tudja az allamkotvényeit értékesi-
teni. Torténik ez fiiggetleniil attdl, hogy a szakértdi atlag, vagy a ,,valos” ki-
14tas mi. A bizonytalansag kart okoz az érintett orszagnak, és bizonytalansag
generalasaval kart lehet okozni az adott orszagnak.

5 Osszefoglalas

Ebben a cikkben réviden bemutattuk a pontatlan valdszintség fogalmat, két
alapmodelljét (Schmeidler, 1989, Gilboa és Schmeidler, 1989) véazlatosan is-
mertettiik, és két alkalmazdas felé tett 1épést is targyaltunk. Célunk a hazai
kozonség figyelmének felhivasa a pontatlan valdsziniliség fogalméra és annak
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fontossagara. Reményeink szerint sikeriilt kedvet csinalni a hazai kollégaknak
a téma oktatasahoz és kutatasahoz.
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INTRODUCTION TO AMBIGUITY

This paper considers the notion of ambiguity. We start from the Ellsberg paradox,
we discuss two important models of the field (Schmeidler, 1989, Gilboa and Schmei-
dler, 1989). In a short section we consider applications of models of ambiguity too.





