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ATSOROLASI SZABALYOK OPTIMALIZALASA
BONUSZ-MALUSZ RENDSZEREKBEN!

AGOSTON KOLOS CSABA ~ GYETVAI MARTON
Budapesti Corvinus Egyetem

Bonusz-malusz rendszerek kockazatkezelési médszerek, amelyek leggyakoribb
elofordulasa a kotelez6 gépjarmi-felelGsségbiztositas esetén figyelhetd meg.
Bénusz-malusz rendszerek kalibracidja jellemzoen abban mertl ki, hogy egy
adott atsoroldsi szabalyt feltételezve optimalis dijakat hatdroznak meg. A
cikkben bemutatunk egy vegyes egészértékii LP modellt, amely soran a di-
jakat és az atsoroldsi szabdlyokat egyszerre tudjuk optimalizdlni. A modellel
ezeken tilmenden a BM kategéridk optimadlis szamat is meghatarozhatjuk.

1 Bevezetés

A bénusz-mélusz (BM) rendszerek kézismertek, nem csak a sziik aktudriusi
kérokben, hanem a teljes tarsadalomban is. A bénusz-malusz rendszer talan
az egyik legismertebb kockazatkezelési modszer, amelyben a biztositottakat
tobb kategéridba osztjak; a jobb kategoéridkban kisebb dijat kell fizetni, a
rosszabbakban pedig t6bbet. Ha valaki kért (vagy kdrokat) okoz, a kovetkezd
id6szakban rosszabb BM besorolast kap, tehat magasabb dijat fizet, és vica
versa: aki nem okoz kart, az jobb besorolast kap és kisebb dijat fizet. Azt,
hogy a biztositott egyén mennyivel jobb vagy rosszabb besorolast kap kar-
mentes esetben, illetve kart okozva, azt az in. atsorolési szabalyok hatarozzak
meg. A BM rendszer célja, hogy mindenki a kockazatanak megfelel6 dijat
fizesse, vagy ha ez nem lehetséges, akkor azt minél jobban megkozelitsiik.

A BM rendszereknek széles irodalma van mind kozgazdasdgi, mind ma-
tematikai teriileten (lasd példaul Cooper és Hayes (1987), Lemaire (1995),
Denuit et al. (2007)). Ezekben a munkdkban az atsoroldsi szabélyokat rend-
szerint rogzitettnek tekintik, és a BM kategoériak dijait szeretnék meghata-
rozni Ugy, hogy az idedlisnak tekintett allapotot minél jobban megkozelitsék.
Az atsorolasi szabalyok optimalizaldsara azonban kevesebb figyelem jut.

BM rendszerek hatékonységét rendszerint az in. rugalmassiggal (vagy az
angol kifejezés utdn elaszticitdssal) mérik. Az elaszticitds megmutatja, hogy
ha 1%-kal novekszik a kockdzat, akkor hany szdzalékkal valtozik a vérhatd
dijfizetés. Nyilvan jogos elvaras, hogy a magasabb kockazatu egyének maga-
sabb dijat fizessenek, de érdemes azt a szempontot is figyelembe venni, hogy
a biztositott alapvetoen kockazatkeriild, tehat adott esetben megelégedne
egy magasabb varhaté dijfizetéssel, feltéve, hogy a dij ingadozdsa érezhetGen
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kisebb. A rugalmassigi paraméter szamitasanal nem jelenik meg a fizetett
dij valtozékonysédga, csak a varhaté dijbevételre koncentral.

Ebben a cikkben a magyar BM rendszert elemezziik. Az elemzés sorén
nemcsak a BM kategéridk dijait vessziik figyelembe, hanem az atsorolasi sza-
balyokat is. Célunk olyan moédszertani keret meghatarozasa, ami a biztositott
kockézatkeriilését is figyelembe veszi, nem csak a varhaté dijbevételt. A cikk
sordan megadunk egy vegyes egészértékii programozési (angolul mixed integer
linear programming, MILP) feladatot, amivel mind a két kitiiz6tt célt meg
tudtuk valdsitani.

A felépitett modell érdekes mind az elmélet, mind a gyakorlati alkalmazas
oldalardél. Elméleti oldalrél tudjuk, hogy az antiszelekcid joléti veszteséget
okoz, ami csokkentheté BM rendszerek alkalmazédsaval. A csokkentés tényle-
ges mértékét gyakorlati problémak esetén lehet tanulmanyozni.

Gyakorlati alkalmazdas szempontjabdl elmondhatd, hogy a modell kézvet-
leniil alkalmazhato pl. casco biztositdsok esetén. A BM rendszer legismertebb
példaja a KGFB rendszer. Magyarorszagon az atsorolasi szabalyok kézponti-
lag vannak meghatarozva, a biztositok a dijképzés folyaman alkalmazkodnak
ezekhez a szabalyokhoz. Az dtsorolasi szabdlyok koézponti meghatarozédsa
nem teszi értelmetlenné a modellt: ha ,rosszak” (nem elég hatékonyak) a
kozpontilag meghatdrozott atsorolasi szabalyok, akkor ehhez a ,,rossz” rend-
szerhez fognak alkalmazkodni a biztositok.

A cikk felépitése: a mésodik fejezetben bemutatjuk a BM rendszer elem-
zésének elméleti keretét, majd a harmadik fejezetben ismertetjiik a magyar
KGFB rendszert és megadunk par kiilfoldi példat is. A negyedik fejezetben
definidlunk egy vegyes egészértékii linearis programozasi modellt az atsoro-
14si szabdlyok és a dijak egyiittes optimalizalasdra. Az 6todik a fejezetben
néhany numerikus példa eredményeit ismertetjik, és egy realisztikus modell
eredményeit is bemutatjuk. A hatodik fejezetben pedig Osszefoglaljuk az
eredményeinket.

2 Szakirodalmi attekintés

A BM rendszereknek széles irodalma van mind kozgazdasagi, mind mate-
matikai tertleten. Kozgazdasagi oldalrdl 1ényeges vizsgalddasi teriilet volt a
nem homogén kockazatok vizsgédlata. Biztosithatdsag szempontjabdl 1ényeges,
hogy ne egyedi kockazatokat tekintsiink, hanem tobb kockéazat egyiittesét. Ha
tobb kockazatot egyiitt kezeliink, dhatatlan, hogy kockazatkozosségben meg-
jelenjen valamiféle heterogenitas. Meg lehet prébéalni megfigyelheté valtozdk
(tulajdonos életkora, gyermekeinek széma vagy példaul a gépjarmii motorja-
nak hengertirtartalma) szerint csoportokra osztani a kockdzatkozosséget, ezt
hivja a szakirodalom kockédzati csoportokba soroldsnak (angolul risk classifi-
cation, 14sd pl. Crocker és Snow (1986), Crocker és Snow (2000)).

A kockézati csoportokba sorolas az egyik leginkdbb alkalmazott technika a
biztositasi teriileten, de a kockazati csoport heterogenitdsa nem sziintetheto
meg teljesen ezzel a mdédszerrel. Akarhdny véltozé szerint is hozunk létre
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csoportokat, azt tapasztaljuk, hogy egy adott csoporton belil még mindig
tobbféle kockazati biztositott keveredik, ezeket a biztositottakat a mérhetd
tulajdonsagaik alapjan vagy nem tudjuk megkiilénboztetni, vagy csak nagyon
nagy koltséggel. Ezt a jelenséget hivja a kozgazdasigi irodalom antiszelek-
ciénak. A jelenséget biztositdsi piacon els6ként Rothschild és Stiglitz (1976)
irta le és elemezte. A cikkben megallapitjak, hogy az antiszelekcid jelensége
jOléti veszteséget okoz a tarsadalomban, raadasul a piaci egyensily nem is
mindig 1étezik. Az antiszelekcid okozta j6léti veszteség bizonyos mdédszerekkel
mérsékelhetd. Cooper és Hayes (1987) tobbperiddusi szerzédéseket vizsgalt,
és megallapitja, hogy ha a dijszamitdasnél figyelembe vessziik az el6z6 évek
kartorténetét — vagyis akinek tobb vagy nagyobb kara volt, az a kovetkezo
évben magasabb dijat fizet — akkor az antiszelekcié okozta joléti veszteség
mérsékelheté. Nem nehéz ebben egy kezdetleges BM rendszert latnunk. De
fontos hangsilyozni, hogy az elméleti eredmény szerint nem minden biztosi-
tott esetén érdemes figyelembe venni a kartorténetet, és kiillonb6z6 kockazatu
biztositottakra kiilonb6zé dijakat (= kiillonb6z8 BM rendszert) érdemes al-
kalmazni. Nyilvan ez nehezen kivitelezhet6 a gyakorlatban. Az antiszelekcié-
bol adddé joléti veszteség csokkentésének masik lehetséges médja a kotelezo
biztositds eldirdsa. Erdekes médon a kitelezd gépjarmil-felelGsségbiztositas
(KGFB) esetén ez a két mdd (kotelezd biztositds és kartorténet figyelembe
vétele) egyszerre jelenik meg.

Az antiszelekcié kérdéskorét empirikusan is vizsgaltdk, amely soran el-
lentmondé eredmények sziilettek. Dahlby (1983) és Puelz és Snow (1994)
antiszelekcié megléte mellett érvel, mig Chiappori és Salanié (2000) ellene.

A BM rendszerek kapcsdan érdemes még szot ejteniink a moralis kockazat
jelenségérdl. Moralis kockazat modellje esetén a karbekovetkezési valdszi-
niliségek (vagy azok nagysdga) nem fliggetlenek a biztositott viselkedésétol,
tehat az erbfeszitésének mértékétdl fiigeg. Az erbfeszités mértékét a biztositd
nem tudja megfigyelni, csak a kéir nagysigabdl tud (jé vagy rossz) kovetkez-
tetéseket levonni (14sd pl. Shavell (1979)). BM rendszerek esetén a morélis
kockazat is kontrollalhatd, hiszen ha a biztositott kisebb eréfeszitést tesz a
kar elkertilésére, a kovetkez6 évben rosszabb BM osztalyba keriil és nagyobb
dijat kell fizetnie (bdr Vanderbroek (1993) amellett érvel, hogy az 6nrész
nagyobb hatékonysagi a moralis kockézat kezelésében, mint a BM rendszer;
a témdban 1ldsd még Holton (2001)). Moralis kockédzat meglétét empirikusan
is ki tudtdk mutatni t&bb orszdgban is: Lee és Kim (2016) a koreai BM rend-
szert elemezte, Dionne et al. (2013) a francidt, Vukina és Nesti¢ (2015) a
horvatot, Abbring et al. (2008) pedig a hollandot.

Moralis kockazat egy tipikus megjelenési forméaja az in. bénuszéhség, ami
azt jelenti, hogy ha valaki kis méretli kart okoz, akkor érdemes lehet a kér
kifizetését bevéllalnia, mert a romlé BM besorolason adott esetben tobbet
veszit, mint a kdr tényleges nagysdga (De Prill (1979), Sundt (1989)).

Az antiszelekci6 és mordlis kockdzat nagyon sokszor Osszefonédik (mint
pl. a BM rendszerben is egyszerre jelentkezik), nehéz 8ket szétvalasztani. Az
utébbi idoben az Un. ,,contract theory” tanulmanyozza ezeket a teriileteket
(lasd pl. Bolton és Dewatripont (2005)).
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A BM rendszerek matematikai targyaldsanak egyik elsé feltiinése Molnar
és Rockwell (1966). Ebben a munkdban mér feltlinik a BM rendszerek Mar-
kov-folyamattal val lefrdsanak lehetSsége. Loimaranta (1972) a BM rendszer
aszimptotikdjat vizsgalta. Loimaranta (1972) megad egy mddszert a BM
rendszerek hatékonysdgdnak vizsgdlatdra (szokds Loimaranta-hatékonysag-
nak is nevezni), ami tulajdonképpen egy rugalmasségi egyiitthat6. Optimélis
rendszer esetén a mutaté értéke 1, azaz ha 1%-kal novekszik a kockdzat, 1%-
kal névekszik a dij is.

Lemaire (1995) empirikusan vizsgélt szdmos eurdpai és nem eurépai BM
rendszert, és megallapitja, hogy ha BM kategoéridk dijainak valtozékonysagara
értelmes korlatokat szabunk meg, akkor a hatékonysagi mérték 1 alatt van.
Kiss D. (2016) szakdolgozataban a magyar BM rendszert elemezte, és hasonld
kovetkeztetésre jutott.

De Prill (1978) a Loimaranta-hatékonysdgot altaldnositotta. Loimaranta
(1972) bevezette a kozponti érték fogalmét is (angolul central value). A koz-
ponti érték a biztositott kockazatat leiré paraméter olyan értéke, amely esetén
a varhat6 karfizetés és a vérhaté dijfizetés megegyezik. Loimaranta (1972)
még egy fontos hozzdjaruldst tesz a BM rendszerek tanulményozdsiahoz. Az
altala bevezetett hasznossag mutaté nem teljesen kielégité, mert bar mate-
matikailag kénnyen megvaldsithatd, de csak azon az aron, hogy a BM katego-
ridk dijai nagymértékben kiilonboznek egymadstdl, amivel (szerinte) igazabol
a biztositas eredeti értelme veszik el.

A kozgazdasagi irodalom ezt gy fogalmazza meg, hogy egy kockéazatkerii-
16 dontéshozé (biztositott) nem csak a dijak varhaté értékét veszi szamitésba,
hanem azok ingadozéasat is. Egy kockazatkeriilo dontéshozé megelégszik egy
nagyobb varhato6 értéki dijjal is, ha annak az ingadozasa jelentésen kisebb.
Loimaranta (1972) ezért megad egy olyan dijvektort is, ami adott hatékony-
sag mellett a legkisebb variancidval rendelkezik.

A matematikai irodalomban nagy hangstlyt kap adott feltételezések mel-
letti optimédlis dijak meghatdrozésa (teljesség igénye nélkiil pl. Brouhns et
al. (2003), Denuit és Dhaene (2001), Lemaire (1995), Mert és Saykan (2005),
Najafabadi és Sakizadeh (2017)). Ko6z0s jellemz6jitk az ezekben a cikkekben
bemutatott modelleknek, hogy az atsorolasi szabalyokat adottnak tekintik,
és ezen feltételezés mellett a BM osztalyok dijai a dontési valtozdk. Szintén
ko6zos a modellekben, hogy a biztositottat nem hasznossagfiiggvénnyel repre-
zentéljdk. Ritka kivétel ebben a tekintetben Lemaire (1995), ahol el6fordul
olyan modell is, ahol a biztositottat exponencialis hasznossagfiiggvénnyel mo-
dellezi.

Modelliink masik forrasa a készpénz-optimalizaldsi modellek, ahol a Mar-
kov-ldnc szintén feltiinik (ldsd pl. Ghellinck és Eppen (1967) és Eppen és
Fama (1968)). Ezekben a modellekben a készpénz felvételeket és leaddsokat
szeretnék meghatarozni, ami a mi olvasatunkban az atsorolasi szabalyok opti-
malizédldsa. A BM rendszerekre felirt modell esetén 1ényeges kiilonbség, hogy
a szabalyok bizonyos korlatok kozott adottak, ezért egészértékii modellre kell
attérni.

Gyetvai és Agoston (2018) bemutat egy vegyes egészértékii modellt az
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atsorolasi szabaly optimalizalasara rogzitett dijvektor mellett. Jelen cikkben
a modellt kiegészitettiik gy, hogy ne csak az atsorolasi szabdlyt optimali-
zaljuk, hanem egyazon modell keretében a dijvektort is. Tovabbi kiegészités,
hogy a modellben lehetéség van a BM rendszer méretének véltoztatasara is,
bizonyos BM osztalyokat akar meg is sziintethetiink.

3 Bonusz-malusz rendszerek

3.1 Magyar KGFB rendszer

Magyarorszégon 1982-ben vezettek be (25/1982. (IV. 9.) PM rendelet) egy
vilagon egyedi értékelési rendszert a kotelez6 gépjarmiu-felel6sségbiztositasra,
ahol a biztositas dijat a benzin draba épitették bele. A géz- és gdzolajiizemili
jarmiuvek esetén pedig kiilon kellett a biztositasi dijat befizetni.

Az ilyen tipusi benzindras biztositas jobban kezelte az adéformaji biztosi-
tasndl azt a jelenséget, hogy aki gyakrabban vezeti a gépjarmiivét, az lényegé-
ben magasabb kockazatot jelent. Azonban nem tudta kezelni a moralis kocké-
zatot, illetve nem vette figyelembe a biztositottak gyakorlottsagat. Altaldban
a BM rendszerek esetében a kezdd belépok magasabb dijjal kezdenek, majd
fokozatosan csokken a dijuk, ahogy egyre gyakorlottabbak lesznek (amennyi-
ben kdrmentesen vezetnek). A benzindras rendszerben a magasabb gyakor-
lottsag nem jelentette a fizetendd dij csokkenését, aki tobbet hasznalta a
gépjarmiivét, az tobbet fizetett. Részben ezen problémak miatt cserélték le
1991-ben a benzindras rendszert a ma is hasznalt bénusz-maélusz rendszerre

(58/1991. (IV. 13.) Korm. rendelet).

Ebben a KGFB BM rendszerben 15 kategoria van, B, ..., B10 a bonusz
osztalyok, A0 a kezdbosztaly, és M1, ..., M4 jelolik a mélusz osztalyokat.
A legmagasabb diszkonti a B10, a legalacsonyabb pedig az M/. Kdrmentes
esetben a biztositottak egy osztalyt javitanak, illetve két osztalyt rontanak
a biztositottak minden egyes okozott kir esetén. Amennyiben 4 vagy anndl
tobb kart okoztak az idoszak alatt, akkor az Mj-es osztalyba keriilnek a
szerz6dok.

A kéarokozénak lehetésége van az okozott kart a biztositénak megtériteni,
ekkor a besoroldsdban az adott kart nem veszik figyelembe. Amennyiben a
szerz0d6 hamis adatot kozol a jobb besorolas érdekében, akkor a biztositott
az M/-es osztalyba keriil.

A bénusz-malusz besorolas személyhez kotott, tehat adasvétel esetén a
megszerzett osztaly nem keriil at az 4j tulajdonoshoz, viszont a régi tulajdo-
nos az 1j autora atvezetheti a BM besorolast. Ha a tulajdonos biztositot valt,
szintén meg6rzi a BM besorolast, kivéve abban az esetben, ha a szerzodés
dijnemfizetés miatt szlint meg. Ha egy biztositottnak tobb gépjarmiive van,
akkor parhuzamosan nem hasznalhatja ugyanazt az értékelést, a két gépjar-
miire kiilon besorolds vonatkozik.
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3.2 Egyéb eurdpai rendszerek

Lemaire (1995) konyvében szdmos eurépai BM rendszert hasonlitott Gssze.
Azéta szdmos orszagban a kdzponti hatésdg altal meghatéarozott rendszereket
eltorolték, a biztositok szabadon megvalaszthatjak az értékelési rendszerii-
ket. Ilyen orszagok példaul Belgium, Egyesilt Kiralysidg, Norvégia, Spanyol-
orszag, Svédorszag és Finnorszag.

T6bb esetben ezekben az orszagokban is a biztositok jelentés része meg-
maradt a korabban hasznalt értékelési rendszernél, legfeljebb azon csak alig
véltoztattak (pl. Finnorszdg, vagy Hollandia). Més orszadgokban a meglévé
BM rendszerek eltéro paraméterekkel rendelkeznek, azaz nem kompatibilisek
egymadssal (pl. Belgium esetében).

Néhany orszagban, Magyarorszaghoz hasonléan, a boénusz-mélusz rend-
szer paraméterei rogzitettek maradtak a kozponti hatésag altal, viszont eld-
fordul, hogy a rendszer néhany paraméterében valtoztathatnak csak a bizto-
siték (l4sd Németorszdg esetét).

Az 1. tabldzatban néhany olyan BM rendszer adatait adjuk meg, ahol az
adott orszagban a kozponti hatésag hatarozza meg a rendszer paramétereit,
vagy pedig olyan BM rendszereket haszndlnak a biztositok, amelyek nagyja-
bol megegyeznek.

Az elsé oszlopban az osztdlyok szama ldthatd, a masodikban a kezdd osz-
taly sorszama, abban az esetben, ha 0-val a legmagasabb diji osztélyt szé-
mozzuk. Az ezt kévetd oszlopokban pedig a kiillonb6z6é m karszamok esetén
az atsorolasi szabalyok lathatéak. Ebben az esetben pozitiv el6jel az osztaly-
javitast, mig negativ a rontést jelenti.

Orszag K b m0 ml
Ausztria 18 8 +1 -3
Finnorszag 17 4 +1 -3
Hollandia® 20/21 6 +1 -5/-4
Horvatorszag 12 8 +1 -3
Luxemburg 26 11 +1 -3
Magyarorszag 15 4 +1 -2
Németorszag? 39 1/3 +1

Olaszorszag 18 4 +1 -2
Sviéjc 18 9 +1 -4
Svédorszag® 7 0 +1 -2

1. tdbldzat. Atsorolasi szabdlyok eurépai BM rendszerekben. K: BM osztdlyok szdma,
b: kezd8 osztdly sorszdma, m0/m1: 0/1 kdrszadm esetén a besorolds valtozdsanak mértéke.
Forras: Sajat internetes gytijtés.

Megjegyzések:

1: Hollandidban szabadon valaszthaté a BM rendszer, viszont tobb biztosité hasonld
besorolasi szabalyt haszndl. Az osztilyok szama gyakran 20 vagy 21, a kir okozdsa esetén
a rontas néhol 5, mashol pedig 4.

2: Németorszagban két belépd osztaly van, az egyikbe az 1j jogositvannyal rendelkezék
keriilnek, egy alacsonyabb dijuba pedig azok a belépdk, akiknek legaldbb 3 éve van jo-
gositvanyuk. A kar esetén csokkentést a biztositék szabadon megvalaszthatjak.

3: A svéd rendszerben a legalacsonyabb dijui osztdlyba csak 6 kdrmentes év utdn lehet
keriilni.
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Ahogy a tébldzatban is lathatd, az eurdpai BM rendszerek szabdlyai
meglehetésen eltérdek lehetnek. Azonban minden esetben a kirmentesség
egy BM osztaly javulast eredményez, és kiar okozasa esetén a bilintetés pedig
legalabb 2 osztaly rontast jelent.

4 Egészértékii programozasi feladat

Ebben a fejezetben bemutatunk egy egészértékii programozasi feladatot, ami-
vel BM rendszerek esetén meg lehet hatdarozni az optimalis atsorolédsi sza-
balyt és dijvektort. Az egészértékii feladat sordn Heras et al. (2004) mo-
delljét altalanositjuk, elfogadva az elemzési keretiiket: a BM rendszerben
meglévo antiszelekciora koncentralunk, a moralis kockazatot figyelmen kiviil
hagyjuk. A modellben feltételezziik, hogy a kiilonb6zé csoportok esetén csak
a kdrok szdma (kdrbekovetkezési valdsziniiség) kiillonbozik, a karok nagysdga
nem. Tehat az atsorolasi szabdaly csak a karok szamatdl fligg, az okozott
kar nagysagatél nem. Kiilsé szemlélének furcsa lehet, hogy két kisebb kart
jobban biintet a rendszer, mint egy nagy kart, de ha azt feltételezziik, hogy a
kockazati csoportok esetén a karnagysag feltételes eloszlasa megegyezik, nem
érdemes a dijat ettdl fliggové tenni. Masrészrol a fellelheté BM rendszerek
donté tobbségére igaz, ahogy az atsorolasi szabaly az okozott karok szamatol
fiigg, és nem azok mértékétdl (ldsd 1. tablizat).

4.1 Alapfogalmak

A kockézatkozosségen beliil T kiilonbozé kockdzati csoport (tipus) van (i =
1,...,I). Az egyes tipusok esetén A valészinfiségi valtozé jeldli a kdresemé-
nyek szamat. A varhat6 kdrnagysdg az egyszeriiség kedvéért minden csoport-
ra és minden karszamra egységnyi, de tjabb paraméterek hozzaadasaval, mi-
nimalis atalakitassal kezelhetd lenne a modellen beliil a varhaté karnagysagok
heterogenitdsa is. A csoportok létezésérol és kiilonbozéségérdl tud a biztositd,
de nem tudja a kockazatkozosség tagjairdl, hogy melyik csoporthoz tartoznak.
Tarsadalmilag az lenne optimalis, ha minden tipus a kockdzatanak megfelel6
dijat fizetné, de ez altaldban nem lehetséges. A BM rendszerek alkalmazdsa
esetén a varhato dijfizetést kozelebb lehet hozni a tényleges kockazathoz.

A BM rendszerben K +1 kiilénb6z6 BM osztély taldlhatd; 0 jeldli a legma-
gasabb diju osztalyt, K pedig a legalacsonyabbat. A k-adik BM osztdlyban
adjm, (k =0,...,K). Az osztdlyok koézotti dtsorolds a kéresemények
szamatol fligg, minél tobb kara volt a biztositottnak, anndl rosszabb BM
osztalyba kertil a kdvetkezé évben. Az atsoroldsi szabdly esetén maximum
M kareseményt tekintiink, masképpen fogalmazva M index esetén a karok
szdma M vagy tobb. Az i-edik csoport esetén N, a valészinfisége annak, hogy
a biztositott m kért okoz (m = 0 esetén nincs okozott kdr). Természetesen
fennall a Z%:o Al = 1 Osszefiiggés. A N értékeket kiilsé paraméternek
tekintjiik; ezen paraméterck becsléséhez ldsd pl. Araté és Martinek (2014).
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A kérok varhaté szamat (dtlagos karszamot) A jeldli az i csoport esetén,
a csoport ardnyét a kockizatkozosségen beliil pedig 1°.

Adott egy atsorolasi szabaly, ezeket az dtsoroldsi szabalyokat a T™ bindris
métrixok adjdk meg. Amennyiben a matrix (k1,ks) celldjdban 1 érték szere-
pel, tehdt T , =1, akkor a jelenlegi id6szakban a k1 BM osztalyban 1év6
biztositottak m kar esetén a ko osztdlyba keriilnek a kovetkez6 periédusban.

Jelolje X} a BM rendszerben egy i tfpust biztosftott osztdlybesoroldsit a
t-edik id6pontban, amelyet értelmezhetiink tgy, mint egy diszkrét idészakok-
ban értelmezett sztochasztikus folyamat.

Egy X, diszkrét idészakokban értelmezett sztochasztikus folyamatot akkor
neveziink Markov-lancnak, ha minden ¢ idészakra igaz, hogy:

P(Xip1 =k | Xe =k, Xy1 =kq,..., X1 =k, Xo = ko) =
=P(Xep1 =k | X = ke).-

A BM rendszerben a kévetkezd idészak osztélybesorolasa az adott id6szak
karszamatdl és a jelenlegi besorolastol fiigg. Mivel feltessziik, hogy az atso-
roldsi szabaly és a kdrok eloszldsdt lefré valészintiségi valtozé (A?) idében
allando, ezért a kovetkezo id6szak besorolasi valészintiségének a meghataro-
zasdhoz elegendd, ha csak a jelenlegi id6szak besorolasat vessziik figyelembe,
a korabbi idoszakokét nem. Masképpen fogalmazva, a biztositott besoroldsa
a BM rendszerben Markov-lanc.

A vizsgdlt X folyamat esetén az dtmenetvalészintiségek matrixat (P?)
meghatdrozhatjuk a A? valdszinfiségi valtozé, valamint az dtsoroldsokat leird
T™ matrixok segitségével. A P’ matrix k; sordban és ky oszlopaban szerepld
értéke megadja azt a valészintiséget, hogy egy adott idészakban (évben) a ky
BM osztalyban 1évé 4 tipusu biztositott mekkora valdszintiséggel keril a ko
osztalyba a kovetkezd idészakban:

M
P(X{1 =k | X{=k) =D AT, (1)

m=0

Jelolje c'};,i azt a valészinfiséget, hogy X} folyamat értéke a t-edik ids-
szakban éppen k, tehdt P(X} = k) = ¢}, ;. Ezeket a valGszintiségeket a Cf
vektorokba rendezziik. Ekkor igaz lesz a

CiT =Gy (P (2)

osszefiiggés is (a (P?)! kifejezés esetén a zardjelen kiviili index hatvényozdst
jelol; a fels6 indexben taldlhaté T pedig a transzpondlés jele).

Amennyiben egy Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus, akkor a Cj
allapotvaldsziniiségek vektora konvergal egy tn. stacionarius allapothoz. A
staciondrius dllapot megkaphaté a P? métrix bal oldali 1 sajatértékéhez tar-
tozé (l-re normélt) sajatvektora segitségével. Irreducibilis és aperiodikus
Markov-lanc esetén egyetlen ilyen sajatvektor létezik, amely megkaphaté a

K
cp, =) PXi =k|X{=j)c; k=0,...K (3)
§=0
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¢ =1 (4)

] =

o~

=0

egyenletrendszer megolddsaként. A (3) egyenletet az (1) sszefiiggés haszna-
lataval a

K M
=Y > NTInc  k=0,...K (5)

7=0m=0

forméaban is irhatjuk.
Egy Markov-lancot akkor neveziink irreducibilisnek, ha minden k, j osz-
talyra és barmely ¢ idopontra létezik olyan s, amelyre

P(Xi, =k|X;=3)>0 (6)

TetszoOleges atsorolasi szabaly nem feltétleniil eredményez irreducibilis Mar-
kov-lancot, amelyet a 4.2 fejezetben vizsgdlunk részletesebben. A BM rend-
szerek esetén, ha a biztositott a legrosszabb osztdlyban van és legalabb egy
kér kovetkezik be, akkor (értelmes) dtsoroldsi szabdly esetén a biztositott
ugyanebben az osztalyban marad a kdvetkezd idészakban. A BM rendszer-
nek ez a tulajdonsiaga maga utan vonja, hogy irreducibilis Markov-lanc ape-
riodikus lesz.

A BM rendszerek esetén jellemzden a staciondrius valdszintiségek meg-
hatdrozdsaval torténik az optimalizdlds (ldsd példaul Heras et al. (2002),
Lemaire (1995)).

4.2 Atsorolasi szabalyok optimalizalasa

Els6 1épésként egyediil az atsorolasi szabalyok optimalizalasat adjuk meg,
ekkor m;, értékeket kiilsé paraméternek tekintjiik. Amikor az atsorolési sza-
balyok és dijak egyiittes optimalizdldsit végezziik, akkor egy kiinduld (de-
fault) értéket adunk meg, amelyet a modellben médositani lehet, tehdt ezt
az értéket csokkenthetjiik vagy novelhetjiik.

Az éatsorolasi szabdalyokat T}, binaris valtozdk segitségével frjuk le. A
T}, bindris véltozd 1 értéke azt jeloli, hogy a biztositott j osztalyt ,,1ép”,
ha m kéart okoz. A j értéke barmilyen egész szdm lehet, pozitiv esetben a
biztositott a BM rendszerben felfele 1ép, tehat javit a besoroldsdn. Amennyi-
ben j negativ, akkor ront a besoroldsan, tehat a rendszerben lefele 1ép a bizto-
sitott. A lehetséges lépések alsé és felsé korlatjat a J és J jeloli. Amennyiben
J = K, J = —K; akkor semmilyen megkotés nincs az atsoroldsnal.

Megtehetnénk, hogy a korabban bevezetett 7™ matrix minden eleméhez
bevezetiink egy bindris valtozét, de ekkor a binaris valtozok magas szama
nagymértékben novelné a modell futasi idejét. A Tj,, valtozok hasznalatdval
kevesebb bindris valtozot vezetiink be, mikézben tovabbra is nagy szabadséa-
gunk marad az optimalizaldsban.

A ¢} valtozé a tovabbiakban azt fogja jelolni, hogy a stacioner eloszlds
esetén az i kockdzati csoport tagja milyen valdszinliséggel lesz a k-adik BM
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osztalyban. A stacionaritdst kvadratikus feltételek segitségével lehet megadni,
ezek linearizdldsdhoz a d, im segédvéltozokra lesz sziikség.
A gi valtozdk szintén segédvdltozdk, a kockdzati csoportok esetén az
elméleti értéktol vett atlagos abszolut eltérés leirdsahoz lesz sziikség rajuk.
Els¢ 1épésként T, valtozdkra sziikséges korldtokat megadni, hogy valédi
atsorolasi szabalyokat irjanak le. Nyilvanvaléan minden BM osztélyhoz és
okozott karszamhoz egyértelmii atsoroldsi szabaly tartozik:

7
Zij =1, Vm. (7)

El6irjuk, hogy karmentes esetben javuljon a BM besorolas:

T
Zﬁozl- (8)

Kar esetén altaldban romlani szokott a karbesorolas, viszont elegendé csak a
legnagyobb lehetséges karra elGirni, hogy romoljon a besorolas:

-1
> Tim=1. 9)
=L

Fontos tovabba el6irni azt is, hogy magasabb karszam esetén a besorolas
rontasanak mértéke is novekedjen:

7
S Tom > Timpr Vi, m=0,...,M—1. (10)
t=j

A (7), (8), (9) és (10) korlatok biztositjak szdmunkra, hogy a T}, véltozdkkal
egy érvényes atsoroldsi szabalyt kapjunk.

Kovetkezd 1épésként meghatdrozzuk, hogy a Tj,, valtozék altal megha-
tarozott atsorolasi szabdlyhoz milyen stacionarius valdszinliségek tartoznak.
El6szor is minden tipus 1 valészintiséggel tartézkodik a BM osztalyok vala-
melyikében:

K .
=1 Vi. (11)
k=0

BM rendszerek esetén az 1j belépck valamelyik osztalyban kezdenek, és
azt, hogy a késObbiekben melyik BM osztalyban tartézkodnak, az atsorolasi
szabalyok hatarozzak meg. Egy adott BM osztaly valdszintisége az id6 elére-
haladtdval konvergél egy tin. stacioner eloszlashoz (l4sd példdul Loimaranta
(1972)). BM rendszerek vizsgalatakor a stacioner valdszintiségeket veszik
alapul (ahogy Heras et al. (2004) is), mi is ezt a megoldast kovetjitk. Egy
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valdszintiségeloszlast akkor neveziink stacionariusnak, ha atsorolds el6tt és
utan nem valtozik a BM osztalyokban tartézkodds valdszintisége:

min(j,k‘)

M
ch = > S N Tjmeh;  k=1,..,K-1, Vi. (12)
j=max(J,—(K—k)) m=0

Az Osszefiiggés a 0 és K osztélyokban eltéré, mivel ha példdul valaki a
masodik BM osztdlyban tartézkodik, és kar esetén pl. 3 osztalyt esik, akkor
a nem létezd -1-es BM osztalyba kellene keriilnie. Ez természetesen nem
lehetséges, ezért azok az atlépések, amelyek a 0-nal kisebb osztédlyba kertilést
eredményeznének, a legrosszabb (0) osztalyba keriilnek:

j=J m=0

0o M
Cé = Z Z )\an?j'mci_j Vi . (13)
=J

Hasonlé a helyzet a legjobb BM osztély esetén is:

M

T
Gk => > AnTimci_; Vi (14)

7=0 m=0

A (12), (13) és (14) egyenletek biztositjak a valdszinliségeloszlds sta-
cionaritdsat, de ezek kvadratikus korlatok (77, és cz dontési valtozok szorzata
szerepel benne). Szerencsére tjabb valtozdk bevezetésével ezek a korlatok li-
nearizalhatéak?. A

dl;cjm 2 thcl;c - (1 - jjj””) Vi’j’ k,m (15)
korldtok segitségével eldirjuk, hogy ha Tj,, véltozd értéke 1, azaz m kar
esetén j osztalyt valtozik a besorolds, akkor d};,jm valtozd értéke pozitiv,
egészen pontosan legaldbb A ci. Tehat a k BM osztalybdl az i tipust
biztositottak (legaldbb) i ci ardnya étkeriil a k + j osztalyba (a legalsd,
valamint a legfelsé osztdlyt ismét kiilon fogjuk kezelni). Ha Tj,, valtozd
értéke 0, akkor d}, jm Valtozo értéke lehet akdr 0 is. Nekiink ennél t6bb kell,
mivel ha T}, valtozo értéke 1, akkor d}, jm valtozo értékének pontosan N ch-
nek kell lennie, kiilonben pedig pontosan nullanak. Ezt meg tudjuk tenni
tjabb korlatok hozziaadasaval:

dl;cjm < Xincl;c Viaja kam (16)

illetve .
B < Ty iyjokym . (17)

2Legyen T binaris valtozé és ¢ pedig nemnegativ folytonos valtozé, és ¢ < M. Ekkor
T'c keresztszorzata helyettesithetS egy d valtozéval, MT > d > c— (1 —T)M ésc > d
korlatokkal. A mi esetiinkben ¢ < 1(= M). B&vebben lasd pl. Glover (1975), Adams és
Forrester (2007)
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Atsorolas utdn a cj, osztélyban az ,elemszam” (valészinliség) nem lesz
mas, mint a megfeleld dj;,, valtozé Osszege:

min(7,k)

M
ch = > Sdijim k=1, K-1¥i, (18)

j=max(J,—(K—k)) m=0

J

T
ZZZ%MmVi (19)

7j=0¢=0 m=0

és

ZZZWW Vi (20)

j=J =37 m=0

A (16) és (17) korldtok elhagyhatéak, ezek akkor is teljesiilni fognak, ha
nem {rjuk el kiilon Sket. Intuitive gy lehet beldtni, hogy a ¢} valtozdk
osszege (minden i-re) 1, tehdt a di . m Vvaltozok Gsszege legaldbb 1, viszont
1-nél nem lehet tObb, mlvel mindegyik d valtozot beszamitjuk valamelyik c
valtozdba, és igy a c valtozdk Osszege 1-nél nagyobb lenne. Formalisan ezt

az 1. allitasban latjuk be.
1. Allitas. A (7), (11), (15), (18), (19) és (20) korldtok esetén

di o )‘tnckﬁ ha jjj'rn = 17
kim = 0 egyébként.

Bizonyitds. Tekintstink egy atsorolasi szabalyt. Ekkor:

K M

—ki DD DY d,wzz<ZAm '>—§Oc';;.=1,

k=0m= O(J7m)|TJm,1 m=0

Tehat minden relaciénak egyenloség forméjaban kell teljesiilnie. Ez egyben
azt is jelenti, hogy ha T}, = 0 akkor az dsszes d . jm Valtoz6 is 0 lesz. a

4.2.1 Irreducibilitas

A (7), (8), (9), (10), (11), (15), (18), (19) és (20) korldtok egyiittese megad
minden atsorolési szabédlyhoz egy stacionarius valdszintségeloszlast, de nem
minden atsorolasi szabaly eredményez irreducibilis Markov-lancot.

A Markov-lanc akkor irreducibilis, ha barmely tetszéleges osztalybdl kiin-
dulva barmely osztalyba pozitiv valdsziniiséggel lehet jutni, véges idon beliil.
Tehat ebben az esetben minden osztaly elérhet6 a staciondrius eloszlasban.

Nézziunk egy példat egy olyan atsoroldsi szabalyra, ami nem irreducibilis
Markov-lancot eredményez. Az egyszeriiség kedvéért vegyiink egy 3 osztaly-
bol allé BM rendszert. Kar esetén két osztalyt romlik a besorolas, kdrmentes
esetben pedig kettét javul. Ekkor a staciondrius valdszintiségeloszlds esetén
a kozépso osztaly valdszinlisége 0 lesz, mivel barmely osztalybol indul a szer-
z0d6, ebbe az osztalyba nem keriilhet.
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A nem irreducibilis Markov-ldncot eredményezd atsoroldsi szabélyok ki-
zarasit a legegyszertibben tgy érhetjiik el, hogy a cj, staciondrius valészinii-
ségekre alsé korlatokat hatarozunk meg:

&>t Vik, (21)

ahol az als6 hatér sziikség esetén kiilonbozhet osztalyonként és tipusonként.

A (21) egyenlStlenség erdsebb korlét az irreducibilitasnél, masképp fogal-
mazva, a (21) korlat biztositja a Markov-ldnc irreducibilitdsat, viszont nem
minden irreducibilis Markov-ldnc fog eleget tenni a (21) korlatnak. A koz-
gazdasagi megfontolas mégis emellett a korlat mellett szolhat. Ha van pl.
egymilli6 {igyfél, akik koziil csak 1 tartézkodik (vdrhatéan) egy adott BM
osztalyban, akkor ugyan irreducibilis lesz a rendszer, de igazabdl ez a BM
osztaly nincs kihasznalva. Vagy engedjiilk meg, hogy senki ne legyen egy
adott BM osztélyban (=nem lesz irreducibilis a Markov-ldnc), vagy irjuk elé,
hogy a kockéazatkozosség ,,érzéklehetd” része legyen ebben a BM osztélyban,
példdul minden osztdlyban az 0ssz sokasdg legalabb 1%-a.

4.2.2 BM osztalyok megsziintetése

Ha viszonylag kicsik a karbekovetkezési valdszintliségek és engedékeny az
atsoroldsi szabaly, akkor az als6 BM osztalyokba nagyon kicsi valészintiséggel
keriilnek az tigyfelek. Kérdés, hogy érdemes-e ezeket az osztalyokat fenntar-
tani. Masik oldalrél, ha hasznaljuk a (21) korlatokat, akkor lehet, hogy na-
gyon extrém atsorolasi szabdlyt kapunk, mert csak igy tudunk eleget tenni
az irreducibilitas kovetelményének.

Ennek a probléménak a megoldésa lehet, ha megengedjiik, hogy a BM
osztalyok szama csOkkenjen. Ehhez minden osztalyhoz bevezetiink egy Vi
bindris véltozét. Amennyiben V;, = 1, akkor a k-adik osztdlyt bezarjuk,
tehat az iigyfelek ebbe az osztalyba nem kertilhetnek. Masképpen fogalmazva,
ennek az osztdlynak a staciondrius valészinfisége nulla (¢} = 0), tehdt ebbe az
osztélyba keriilés valészintiségének is O-nak kell lennie (d, im = 0, ami viszont
kovetkezik a (16) korldtbol).

Ahhoz, hogy az adott osztdly bezarédjon, a kdvetkezd korlatokat kell a
modellhez hozzdadni:

& <1-Vi  Vik. (22)

Ahhoz pedig, hogy legalabb 7 valdszintiséggel legyenek az i tipusu iigyfelek
a nyitott osztalyban, a (21) korlatokat a kévetkezéképpen kell médositani:

a>r—Vi  Vik. (23)

Az irreducibilitds megbrzése miatt a bezardsokat valamelyik széls6 osz-
talytdl kezdve, fokozatosan kell megvalésitani. A modell egyszeriibb leirdsa
miatt csak arra az esetre irjuk fel a korlatokat, amikor kizardlag a felsd
osztalytdl kezdve engedélyezett az osztdlyok bezardsa. A 4.3 fejezetben bemu-
tatunk egy modszert arra, hogyan tudjuk az atsorolasi szabalyokat és dijakat
egylittesen optimalizalni. Ebben az esetben, mivel a dijak is valtoztathatoak,
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teljesen mindegy, hogy felilrél zarunk be két osztalyt, vagy egyet-egyet feliil-
r6l, illetve alulrél. Amennyiben azonban a dijakat fixnek tekintjiik, akkor mar
mas eredményt kapunk, ha feliilrdl és alulrél zarunk be egy-egy osztélyt, és
nem feliilrdl (vagy alulrdl) kett6t. Bér a lefrasban egyediil azt az esetet irjuk
le, amikor csak a felilrél bezaras lehetséges, a modell konnyen atalakithato
arra az esetre is, amikor a bezaras mindkét oldalrdl megvalésithatd, vagy csak
alulrdl.

Tehét, amennyiben kizardlag a feliilrol bezéaras lehetséges, akkor sziiksé-
gesek a

Vie < Vi k=1,...K (24)
korlatok.

Ezen kiviil a széls6 osztalyok bezarasaval, az 1) szélso osztélyra vonatkozd
szabalyokat is meg kell hatarozni. Példaul, amennyiben a K osztaly bezarul,
akkor a K —1 osztdly lesz az 1j legfels6 osztély, amire a (19) korlat kell, hogy
teljestiljon. Mésképpen: amennyiben Vi = 1, akkor a

J min(j,k) M
=Y > digjm k=K-1Vi. (25)

j=0 (=0 m=0

korlétnak kell teljesiilnie, killonben pedig az eddig hasznalt (18) korldtnak.
Ekkor tehéat azokat a d’};.jm valtozokat, amelyekhez tartozd 1épésekkel nem
létez6 osztélyokba keriilnének a szerzodok, a szélsé osztily bezarasa esetén
az 1j széls6 osztaly korlatjaba kell atvinni:

T min(j,k) M
GAL=Vi +Ve=> > N di gy, k=1...K Vi (26)
j=0

(=0 m=0
T min(j,k) M
h—14+Vip <Y Sdigim k=1, K Vi (27)
j=0 ¢=0 m=0

Ezek az egyenlétlenségek tehat akkor teljesiilnek egyenloség formajaban, ha
Vk+1 =14¢és Vk =0.

A (18) osszefiiggés ,,k6zépsé” osztilyok esetén érvényes, de nem tudjuk
elére megmondani, hogy egy osztaly ,,sz€1s6” vagy ,,k6zépsé” lesz-e (a beza-
rasok miatt), ezért ezeket a korlatokat is valtoztatni kell:

min(j,k‘)

M
FERTIENEES SHEED 3T YN ST S e
j=max(J,—(K—k)) m=0

min(j,k‘)

M
GoVins S S kel (@)
j=max(J,—(K—k)) m=0

Misképpen tehédt akkor teljesiil egyenléség formdjdban a (18) korldt, ha
Vi+1 = 0, tehat az eggyel feljebb 1év6 osztaly nincs bezarva.
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4.2.3 Profitabilitasi korlat és a célfiiggvény meghatarozasa

Az atsorolasi szabdlyt gy kell meghatarozni, hogy a biztositétarsasagnak
ne eredményezzen varhatdan veszteséget. Tehat az Osszsokasag varhatd dija
legyen legalabb akkora, mint az Gsszes varhaté kér:

I K I
PIDBEI =D B (30)
k=0 i=1

i=1

ahol a 7, az osztalyok elSre rogzitett dijai és A’ az i-edik tipus véarhaté
karszama.

Héatramaradt a célfiiggvény meghatarozasa. Idealis esetben minden tipus,
minden esetben (minden BM osztdlyban) a kockdzatdanak megfeleld dijat
fizeti; tehat a dijnak minden tipus esetén az Osszes osztalyban pontosan -
nek kellene lennie.

Azonban mivel a BM rendszerben t6bb kockézati tipus van, akikre ugyan-
azok a 7, dijak vonatkoznak, ezért az idedlis dllapotot nem lehet elérni. Az
optimalizalas sordn a célunk, hogy ehhez az idedlis allapothoz minél kozelebb
keriiljink. Egyetlen kérdés maradt hatra, egy konkrét atsorolasi szabaly
esetén mennyire vagyunk messze az idedlis allapottél. Tobb megfontolas is
ismert.

Hasonlé BM modellek esetén, (ldsd pl. Heras et al. (2004)), sokszor azt
a célt tuzik ki, hogy a csoportok wvdrhato dijfizetése minél kozelebb legyen a
véarhaté karahoz. A csoportok varhaté kéra kiilsd paraméter A, a varhaté
dijfizetés pedig konnyen kalkulalhato: Z,{,{:O mrch. A kettd kozotti kiilonb-
ségre bevezethetd ¢ nemnegativ folytonos dontési valtozé. Ekkor:

K
Z ek + gt > N (31)
k=0

és
K
Zﬂkc'}; —gt <\ (32)
k=0

A célfiiggvény pedig a g dontési valtozdk silyozott Gsszege:
I
2.8 (33)
i=1

Amennyiben a stlyoknak a 3% = ¢* értékeket adjuk meg, akkor a csopor-
tokat a kockdzatkozosségen beliili aranyaval silyozzuk, de akar hasznalhatoak
masmilyen sulyok is, attol fliggen, hogy a csoportokat milyen ardnyban sze-
retnénk figyelembe venni.

A vegyes egészértékil programozési feladat: szeretnénk (33) kifejezést mi-
nimalizdlni a (7)—(11), (15), (18)—(20), valamint (30)—(32) feltételek mellett
(esetleg szerepeltetve (21) korldtokat is). Ha engedélyezett a BM osztélyok
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bezédrdsa, akkor (18) és (19) korldtokat kicseréljiik (26)—(29) korlatokra, va-
lamint hozzdadjuk a modellhez a (22)—(24) korldtokat.

A (33) kifejezés azonban nem veszi kell6képpen figyelembe a biztositottak
kockdzatkeriilését. Amennyiben a dijak véltoztatisat is engedélyezziik (14sd
4.3 fejezet), akkor kénnyen kaphatunk olyan optimélis megolddst, ahol a
célfiiggvény értéke 0, viszont a BM kategoéridk dijai kozott nagy eltérések
alakulnak ki, a legkisebb és legnagyobb osztalyok dija kozott akar 1 000 000-
szoros is lehet a kiilonbség. Ez nyilvan nem egy megfelel¢ dijvektor, ezért a
dijak kiilonbségére valamilyen korlatot szoktak meghatarozni: pl. nem lehet
nagyobb 20%-ndl a kiilénbség két szomszédos BM osztély dija kozott (14sd
pl. Heras et al. (2004)). Mi ezt a megolddst azonban ad-hoc-nak érezziik.
Egyszeriibb lenne a célfiiggvényben jobban figyelembe venni a biztositott
kockazatelutasitasat.

Masik megoldés, hogy nem a vdrhato dijfizetést nézziik, hanem az elméleti
értéktdl vett vérhatéd eltérésnégyzetet minimalizdljuk (ldsd pl. Loimaranta
(1972)). Linedris programozas esetén egyszeriibb, ha az eltérésnégyzet helyett
az abszolit eltérést tekintjilk (14sd pl. Heras et al. (2004)). Ehhez a g¢°
véltozokat osztalyok szerint is ,,szétbontottuk”. Tehdt a g jelenti az ¢ tipust
biztositottakra vonatkozo eltérést a k BM osztdly esetén, egészen pontosan
ennek valészintiséggel silyozott értékét:

ey + g > N Vi, k, (34)
Tech — g < el Vi, k. (35)
A célfiiggvény (33) kifejezése helyett tehdt a

I K
> B (36)
i=1 k=0
célfiiggvényre alakitottuk a modellt. A (36) esetén nem sziikséges kiilon elé-

irdsokat tenni a a BM osztalyok dijaira, iizletileg elfogadhaté dijakat fogunk
kapni.

4.3 Atsorolasi szabalyok és dijak egyiittes optimalizalasa

Amennyiben szeretnénk az atsoroldsi szabalyok mellett a dijakat is opti-
malizalni, akkor a 73 paraméterek helyett folytonos nemnegativ valtozdkat
kellene hasznalni. A modellben t6bbszor is szerepel a stacioner valdszintiségek
és a dijak szorzata (14sd példdul (30) korlat és (34), (35) korldtok), igy my
valtozok bevezetésével kvadratikus modellt kapnank.

Azonban, ha kiindulunk valamilyen dijvektorbdl, és a véltozas mértékét
kategorizaljuk, kikeriilhetjiik a kvadratikus kifejezések haszndlatat. A dijvek-
torokban a legkisebb valtozas mértékét jelolje €. Jeldlje Oi‘, bindris véltozd
azt, hogy a k BM kategéria esetén 2‘c értékkel (a 2¢ kifejezésben /¢ kitevo és
nem fels6 index) névekszik a dij, £ = 0,1,2,..., L. Mivel a BM kategéridk
dijai nem néhetnek barmilyen hataron tilra, az L paraméter értékét konnyen
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meg lehet hatdrozni a gyakorlati feladatok soran. Hasonlé moédon bevezet-
hetnénk O,;K bindris valtozokat, amik azt jelolik, hogy a BM kategoriak dijai
2fe értékkel csokkennek. Erre azonban nincs sziikség, jelolje inkdbb O, azt,
hogy a BM kategéria dija 20+1e értékkel csokken. fgy elérhetjik, hogy a
dij véltoztatdsa a —(281)e, (2FF! — 1)e értékek kozott tetszoleges legyen.
Ezen tilmenden eléirhatjuk (ha sziikséges), hogy a BM kategéridk dijai nem-
negativok legyenek, valamint azt, hogy magasabb BM osztaly esetén a dij ne
legyen nagyobb.

L
me — 2 eO, +) "2%e0; >0 vk (37)
£=0

L L
m—2"eO 4 2%e0 > w1 —2" 0+ Y 2°e0k (k=0,...K-1).
£=0 £=0
(38)

Az Of véltozék bevezetésével médositani kell a (30), (34) és (35) korlto-
kat. Ehhez tovdabbi valtozdk bevezetése sziikséges. Amennyiben Oi valtozé
értéke 1, akkor o folytonos déntési valtozé értéke legyen 2‘eci ; amennyiben
Oi valtozd értéke 0, akkor 0’,;"' valtozd is legyen 0. Ezeket a feltételeket telje-
siteni tudjuk a kovetkezd korlatokkal:

oli > 9ect —2le(1-0L) ik, (39)
ol < 2ct Ve, ik, (40)
és .
ot <2600 ek, (41)

és természetesen analég médon: 0,;"' > 2bHlget — 2LH(1 — Oy) és 0,;"' <
2LH1ect tovabba o' < 2LF1eO, . A bevezetett of’ véltozékkal fel tudjuk
irni a profitabilitasi korlatot:

I K L I
DU mnc — ot ) off] = WA (42)
=0 =1

i=1 k=0

A (34) és (35) korlatokat is meg kell valtoztatnunk hasonlé logika mentén:

L
el — 0y + Z oy + gi > Nk Vi, k, (43)
=0
L
TRCy — 0, + Zoﬁ’ — g1 < N¢, Vi, k. (44)
=0

A vegyes egészértékii modell: szeretnénk (36) kifejezést minimalizalni
(7)—(11), (15), (18)—(20), valamint (37)—(44) feltételek mellett (esetleg sze-
repeltetve (21) korldtokat is). Ha engedélyezett a BM osztélyok bezdrésa,
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akkor (18) és (19) korlatokat kicseréljiik (26)—(29) korldtokra, valamint hoz-
zévessziik a modellhez a (22)—(24) korlatokat.

Ekkor eljutottunk egy olyan vegyes egészértékli modellhez, amelyben sok
bindris valtozé van, és ezekhez sok ,,nagy M” korlat tartozik. Ezek a model-
lek numerikusan nem viselkednek j6l (lasd példdul Lodi (2010)). A bindris
valtozok szama csokkenthetd, amennyiben az O dontési valtozok helyett az
osztalyok dijainak valtoztatdsat nem egyenként, hanem valamilyen szabaly
szerint tObb osztalyt egyiitt véve engedélyezziik. Ilyen valtoztatds lehet pél-
d4dul, ha bevezetiink P’ bindris dontési valtozékat, ami ha felveszi az 1 értéket,
akkor minden BM osztédly dija 2‘c mértékkel novekedik. Ugyanigy bevezet-
hetd az ilyen jellegii csokkentés is, a P~ véltozd segitségével. Az ilyen jellegii
valtoztatas esetén L + 1 bindris véltozot adunk a modellhez.

Valamint bevezethetiink R’ tipust dontési véltozdkat is, ami a dijvektor
szélein tesz lehet6vé nagyobb véltoztatdsokat. Ehhez olyan H darab RY,
bindris valtozdkat vezetiink be, amelyek pozitiv értéke esetén a 0-adik osztaly
ésa H, H—1, ... 0-adik osztédly kozott noveljiik a dijakat, 2°e értékekkel.
Tehét masképpen a BM rendszer alsé osztdlyainak dijait fokozatosan emel-
hetjiik ezekkel a véltozokkal. Hasonléan bevezethetiink a fels6 osztalyokra is
ilyen R tipusu valtoztatasokat, illetve ugyanigy a dijakat is csOkkenthetjiik.

Bevezethetiink tovabba Q° déntési valtozokat is, amikkel a dijvektor ,,te-
kerését” tessziik lehetévé. Ekkor a dfjakat a Q° = 1 esetén (& —k)2%e értékkel
valtoztatjuk. Azaz ebben az esetben az alsébb osztalyokban a dijakat novel-
juk, a magasabbakban pedig cstkkentjiik. Ugyanigy a valtoztatas irdanyat is
megvialtoztatjuk, tehdt ekkor a dijakat (k — %)245 értékkel kell valtoztatni.
Igy tehét az alacsony kategéridkban a dij csokken, a magas BM osztdlyokban
pedig né.

A P, @ és R bindris valtozok egyiittes hasznélatdval elérhetjiik hogy
a dijvektor kelléen rugalmasan véltozhat, a modell mégis futtathatd redlis
idokeretben.

5 Numerikus eredmények

A numerikus szamitdsokat egy 64-bites Windows 10 operdciés rendszerrel
rendelkez6, 16 Gb-os, AMD FX6300-as processzoros asztali szamitégépen
végeztiik. Optimalizalasi szoftverként a Gurobi 8.0.0 verzidjat hasznéltuk,
amelyhez tartoz6 programunkat Python 3.6 nyelven {rtuk meg.

Az elsé néhany vizsgédlatunk soran feltettiik, hogy egy idészak alatt legfel-
jebb 1 kér kovetkezhet be (M = 1). A célfliggvényben a g valtozdk silyainak
a tipusok ardnyat hasznéltuk (Vi : 8° = ).

Els6 modelliinkben egy kevésbé kockizatosabb, A\! = 10%-o0s paraméterrel
és egy kockdzatosabb, A2 = 20%-os paraméterrel rendelkezd tipust vettiink
figyelembe, mind a kettét ugyanolyan arannyal (¢! = 9% = 50%).

A modell megoldésa esetén harom kiilonbozé dijvektort haszndltunk, ame-
lyek a 2. tdbldzatban lathatéak (%-ban megadva).
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 100 11 12 13 14
T4 18,5 18 17,5 17 16,5 16 155 15 14,5 14 13,5 13 12,56 12 11,5
g 21,3 20,2 19,3 18,3 17,4 16,6 158 15 14,3 13,6 12,9 12,3 11,7 11,1 10,6
mc 25,7 23,8 22 204 18,9 17,5 16,2 15 13,9 12,9 11,9 11,0 10,2 9,5 §,8

2. tdbldzat. Az A, B, C tipusu dijak

Az A tipusu dijvektor linearis, a B és C ezzel szemben nem linedris. A
we dijvektor esetén a legnagyobb az eltérés a legalacsonyabb-, illetve legma-
gasabb dij k6zott, mig a w4 esetén a legkisebb. Mindharom tipusu dijvektor
esetén a 7-edik osztaly dija egyezik meg az atlagos karvaldszintiséggel.

Az osztalyokban a szerz6ddk legaldabb 7 = 0,1%-dnak kell lennie, el6szor
a futtatasainkbdl a dijvaltoztatas lehetoségét kihagytuk.

Az A és B tipusu dijak esetén az optimélis szabély az (1,-7) lett, tehat
karmentes esetben egy osztalyt javitanak a biztositottak, kar esetén pedig 7
osztallyal romlik a besorolasuk. A wo dij esetén az atsorolasi szabély kevéshé
lett szigoru, kér okozdsa ekkor 5 osztdly rontdsat eredményezte. Az A, B
tipusu dijak esetében egyik osztdly sem zarddott be, azonban a 7o dijvek-
torndl az osztalyok optimdlis szama 13 lett, tehat a 13-as és 14-es osztaly
bezarult. A wo dijvektor esetén a bezards azért sziikséges, mivel a magasabb
osztalyokban 1évé dijak a masik két dijtipushoz képest sokkal alacsonyabbak,
ezért ekkor bezards nélkiil a (30) korldt sériilne, mig a w4, 7 dijak esetén ez
a korlat bezaras nélkil is teljestilhet.

—o— A dij
—— B dij
——C dij

Dijak (%-ban)
>

0O 2 4 6 8 10 12 14
BM osztalyok

1. dbra. A P, Q, R dijvaltoztatéassal kapott dijvektorok
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A tovébbiakban a dijvaltoztatast is lehetévé tettiik. Ehhez az L = 3, illet-
ve € = 0,1%-os értékeket hasznaltuk. Mindegyik dij esetén két tipusi modellt
futtattunk, az egyikben kizardlag O tipusu dijvaltoztatasokat engedtiink meg,
a masik esetén pedig P, Q, R tipusuakat. Az O tipusu dijvéltoztatdsokkal
1 6ra alatt nem talalt optimalis megoldast a program, egyik tipusi induld
dijvektorra sem, mig a P,Q, R tipusu dijvaltoztatasok esetén az optimalis
megoldést kevesebb, mint 12 perc alatt tudtuk meghatarozni. Az A dij esetén
680 masodperc, a B-nél 231, mig a C' esetén csupan 88 masodperc.

Ekkor az optimélis szabédly mind a hdrom esetben (1,-6) lett, az optimélis
dijvektorok pedig az I. dbrdn lathatéak. Az optimalis dij (nagyjabdl) azonos
mind a harom esetben, fiiggetlenil att6l, hogy mi volt a kiinduld dijvektor.

5.1 Realisztikus modell

A bevezetd példa utdn egy sokkal realisztikusabb modell eredményét is szeret-
nénk bemutatni. A kérdés, hogy milyen paraméterii (és hany) tipust érdemes
hasznalni. Rendelkezésiinkre alltak egy magyarorszagi biztosit6 KGFB ada-
tai a 2008 és 2009 évekre. Logisztikus regressziéval becstiltiik meg a karokozas
valészintliségét minden szerzédésre, a becsilt valdsziniiségek hisztogramja a
2. dbrdn lathato.

A hisztogram megalkotdsanal ismertek voltak a biztositottak paraméterei,
tehat igazabol nem antiszelekcids modellrdl van sz6. A hisztogram megalko-
tasanal nem az volt a célunk, hogy az antiszelekciét vizsgaljuk, hanem hogy
redalis valoszinliségeket tarsitsunk a tipusokhoz.

20000 -

15000 -

10000 -

Megfigyelés

5000~

. | | |
0.00 0.08 0.10 0.15
Valészinlség

2. dbra. Becsiilt kdrokozdasi valésziniiségek eloszlasa
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Tipus szdma Aranya az Osszsokasdgban (") Viérhat6 kdrszdm (\*)
1 11% 1,8%
2 44% 2,7%
3 26% 3,2%
4 11% 4,1%
5 7% 5,0%

3. tdbldzat. A létrehozott tipusok paraméterei

A 2. dbra alapjan 5 kockédzati csoportot hoztunk létre (a csoportok 1ét-
rehozasa nem egyértelmi, mas csoportositds is szamba johetett volna, de
a végeredmény érdemben nem véltozik). A létrehozott csoportok (tipusok)
fébb mutatoi a 3. tdbldzatban talalhatoak.

Az LP modellben az egy iddszak alatt bekovetkezhet6 legnagyobb kar-
szamnak kett6t hatdroztunk meg (M = 2), a kérszdm pedig Poisson-eloszldst
kévet (a kett6nél tobb kar valdszintiségét a kettd karszamhoz adtuk hozza,
de esetiinkben ez elenyész6 valdsziniiség).

A BM rendszer indulé dijainak minden osztélyban az atlagos karvaldszi-
niiséget hataroztuk meg, azaz m, = 3,08%. A dijvéltoztatdshoz a P,Q, R
tipusi dijvéltoztatdsokat hasznaltuk (¢ = 0,001) és hasonléan a korabbi
példahoz L = 3 paraméter értékkel szamoltunk; az R tipusu dijvaltoztatas
esetén az Ot szélsé osztalyt vettilk figyelembe, mind a két oldalon (H = 5).
Mivel az induld dijvektor ebben az esetben ,,vizszintes”, ezért a @ valtozok
esetén csak azt az iranyu ,tekerést” engedélyeztiik, amikor az alsébb oszta-
lyokban névekedhet, mig fels6 kategéridkban csckkenhet a dij. Hasonléan az
R tipusu valtoztatasok esetén a dijvektor alsé osztédlyai esetén csak novelést
engedélyeztik, mig a fels6 osztalyokban egyediil csak a dijak csokkentését.
Az osztalyok szamdt K + 1 = 20-ra allitottuk, a bezardashoz a 7 = 0,001
értéket hasznaltuk.

Ekkor az optimalis megoldas meghatarozasara kozel 14 érara volt sziikség.
Az optimalis megolddsban egyik osztaly sem zarult be, az atsoroldsi szabdly
szerint karmentes esetben a biztositottak 1 osztalyt 1épnek felfele, az els6 kar
esetén pedig 14-et lefele, két vagy tobb kar bekovetkezése mellett pedig egybdl
a legrosszabb, 0-adik osztalyba keriilnek. Ebben az esetben tobb osztalynak
is ugyanazt a dijat kaptuk az optimélis megoldasban. A 0-3 osztdly esetén a
dij 0,0325 lett, a 4-edik osztalyé 0,0315, mig az Osszes tGbbi kategéridban a
dij 0,0305 lett.

Tehét 1ényegében egy harom osztalyt tartalmazé BM rendszer lett az op-
timélis, amelyben legalabb 15 év karmentesség esetén az els6 kar okozasa utan
a dij nem novekszik. Amennyiben 14 iddszakkal kordbban tortént utoljara
kar, akkor ijabb kar okozasa esetén a dij kis mértékben névekszik, mig ha 14
évnél korabban tortént az el6zo kar, akkor egybol a legmagasabb dijat fizeti
a biztositott. A legkisebb dij elérését, barmely osztalybdl kiindulva legfeljebb
5 karmentes év utan érhetik el a szerzoddk.

Osszehasonlitésképpen, ennek az atsorolasi szabalynak a staciondrius va-
16szintiségeivel kiszdmoltuk a Heras et al. (2004) LP modelljének az optimélis
dijvektorat is. Az eredeti a modellen annyit véltoztatunk, hogy figyelem-
be vettiik a biztositott kockazatkeriilését, tehat a varhaté kar és varhato
kifizetés abszolut eltéréseit ebben az esetben is osztalyonként kilén vettiik
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figyelembe. Ezen kiviil a modellhez egy (30) tipusi korldtot is hozzdadtunk.
Tehat kovetkezo modellt oldottuk meg:

I K
min > > Y'g;
i=1k=0
s.t.
Tk + gy, 2)&0’2., Vi, k
.k — g, < N, Vi, k
Tht1 < g, k=0,....,. K -1

I K I
DY Y gme = YN
i=1 k=0 i=1

v.g}i-aﬂ-k' >0

A ¢ staciondrius valdszinfiségek most paraméterek (ellentétben az dlta-
lunk bemutatott modellel), és a 7, dijak pedig nemnegativ folytonos valtozdk.

Ekkor olyan dijvektort kaptunk, amely esetén a 19-es osztaly dija 0,296
lett, mig az Gsszes tobbi osztalyban pedig 0,032. Tehat ebben az esetben is a
MILP modellhez hasonld, 1épcsos jellegli dijvektort kaptunk, a MILP modell
esetében 3 kiilonbozo6 diju osztallyal, mig az LP esetén kettével.

A célfiiggvény értéke a MILP esetében 0,0058691-lett, mig az LP esetében
ennél nem sokkal kevesebb, 0,0057368. Ez a viszonylag alacsony eltérés ma-
gyardzhaté azzal, hogy mig a Heras et al. (2004) LP modelljében a dijak
valtoztatasa folytonosan lehetséges, addig a MILP modellben ezt csak a meg-
adott e értékek segitségével tehetjiik meg. Tehat megfeleléen alacsonyan ki-
valasztott € és elég sok P, Q, R tipusu binaris valtozo esetén a MILP modell
célfiiggvényértéke kozelebb kertilhet az LP modelléhez, de ez a valtoztatés a
modell futasidejének névekedését eredményezné.

Annak ellenére, hogy a kapott dtsorolasi szabdly szigorunak tiinik, a végsé
staciondarius valdszinliségek viszonylag hasonléak a kiilonboz6 tipusokra, a
konkrét értékek a 4. tdbldzatban taldlhatéak (a helytakarékossdg miatt nem
adtuk meg minden osztalyra a valdsziniiségeket, csak néhanyra, de ezek
alapjan is jol ldtszanak a tendencidk).

Bar a célfiiggvény meghatarozasanal az atlagos abszolut eltérést mini-
malizaltuk, hasznos informacié, ha megadjuk tipusonként a MILP modell
dijai esetén a varhato dijfizetést, ez szerepel az 5. tdbldzatban.

Tipus BM kategéria
0 1 5 12 18 19
M =18% 0,0033 0,0035 0,0175 0,0154 0,0139 0,7628
22 =2.7% 0,0074 0,0077 0,0256 0,0212 0,0180 0,6579
A% =3,2% 0,0102 0,0106 0,0298 0,0238 0,0196 0,6043
2 =4,1% 0,0162 0,0166 0,0368 0,0276 0,0216 0,5161
A% = 5,0% 0,0233 0,0234 0,0431 0,0303 0,0225 0,4385

4. tdbldzat. Staciondrius valészintiségek tipusok esetén
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A =1,8% A2 =2.7% A3 = 3,2% M =4,1% A% =5,0%
0,03053 0,03057 0,0306 0,03065 0,03071

5. tabldzat. Dijfizetés varhaté mértéke tipusonként

Az 5. tablazat adatai szerint a dijfizetés varhaté mértéke emelkedik ugyan
a kockazat novekedésével, de a névekedés mértéke elenyész6. Ha sziiksé-
ges, el tudnank érni, hogy a varhaté dijfizetés jobban igazodjon a tényleges
kockazathoz, de ezt csak azon az dron tudjuk megtenni, hogy jelentGsen meg-
novekszik a dij ingadozasa BM kategéridanként, amivel széls6 esetben a bizto-
sitas értelme (kockdzatcsokkentés) veszik el. Ha sziitkséges, a célfiiggvényben
két szempontot (varhaté dijfizetés hozzdigazitdsa a tényleges kockdzathoz,
illetve a dijfizetés ingadozdsianak kontrolldldsa) egyszerre is figyelembe ve-
hetjiik, ekkor a célfiiggvény a (33) és (36) kifejezések linedris kombindcidja
lesz.

A valds adatok elemzése kapcsdn a mésik fontos megjegyzésiink, hogy
az optimalis atsorolasi szabaly 1ényegesen szigoribb a magyar gyakorlatnal.
Az 1. tablazat adatai alapjdn kijelentheté, hogy a magyar rendszer viszony-
lag enyhén biinteti a kdrokozést. Erdemes lenne elgondolkodni a szabély
szigoritasan.

5.2 Nagy kockazati csoportok

Az 5.1 fejezetben bemutatott modell végeredménye abbdl a szempontbdl
negativ lett, hogy a BM rendszer nem igazan tudta szelektalni a tipusokat. A
negativ eredmény hatterében az &ll, hogy a karbekovetkezési valoszinliségek
kicsik. Par év kartapasztalata alapjan kell eldonteni, hogy a karokozas valé-
szintisége pl. 1,8% vagy 2,7%, ami nem t{inik igazdn redlis feladatnak, mivel
ezt csak nagy hibaval tudjuk megtenni. Ezért egy olyan modellt is megnéz-
tlink, ahol nagyobb karokozasi valészintiségek szerepelnek. Ebben az esetben
a végeredmény sokkal kedvezébb lett.

A tarsadalomban 6t azonos méretii csoport van, rendre 10%, 20%, 30%,
40%, valamint 50% karbekovetkezési valdszintiséggel. A tobbi paraméteren
nem valtoztattunk, ugyanaz maradt, mint az 5.1 fejezetben.

Ekkor atsoroldsi szabélynak az (1, -3, -8)-at kaptuk, a modell futdsideje
pedig 46 6ra volt. A dijvektorra pedig ismét 1épcsézetes eredmény sziiletett:
a 0 kategéria dija 0,46, az 1-4 osztalyoké 0,4, a 5-14 kategoridké 0,3, a
15-19 osztalyoké pedig 0,14. Fontos észrevétel, hogy a legjobb dij 0,14, mig
a legrosszabb 0,46, tehét a legjobb tipusnak (0,1-es paraméterrel) biztosan
magasabb dijat kell fizetnie, mint az altala okozott varhato kar. Ezzel szem-
ben a legrosszabb tipusnak (akik vérhaté kéra 0,5) pedig biztosan kevesebbet
kell fizetnie, mint a tényleges kockézata. Tehat a BM rendszerben biztosan
lesz keresztfinanszirozas.

A csoportok véarhaté dijfizetései a 6. tdbldzatban lathatéak, a MILP sor-
ban. Kiszamoltuk, hogy a kapott atsorolasi szabélyok esetén mi az optimalis
dijvektor, ezekkel szamolt varhaté dijfizetés szerepel a Heras-LP sorban.
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Al=0,1 A2 =0,2 A2 =03 A =04 N> =05
MILP 0,1535 0,2249 0,3319 0,3842 0,4059
Heras-LP 0,1373 0,2183 0,3350 0,3931 0,4163

6. tabldzat. Varhaté dijfizetések nagy karvaldszintiségi modell esetén

Lathato, hogy ebben az esetben a BM rendszer sokkal jobban szelektdlja
a tipusokat, nagyobb mértékben kiilonboznek a BM kategéridk dijai is, és
a varhaté dijfizetés is jobban igazodik a tényleges kockézathoz. A tipusok
kozott ugyan van keresztfinanszirozas, de az antiszelekcié kozgazdasagi iro-
dalménak ismeretében ezen nem is lepédiink meg.

6 (")sszefoglalés

A tanulményban egy olyan vegyes egészértékii linearis programozasi modellt
definidltunk, amelyben egy adott BM rendszerben egyszerre optimalizalhat-
juk az dtsorolasi szabalyokat, a dijakat és a BM osztédlyok szaméat. A modell-
ben a célfiiggvény eltér a szokasostol: jellemzben azt tiizik ki célul, hogy a
tipusok varhaté dijfizetése megegyezzen a tényleges kockazattal. Ez az elva-
ras konnytszerrel teljesithetd, de csak azon az aron, hogy a BM osztalyok
dijaban akar tobb nagysdgrendnyi kiilonbség mutatkozik. Mi az elméleti
értéktol vett atlagos abszolit eltérést minimalizéltuk, ami a biztositott koc-
kazatelutasitasat jobban figyelembe veszi.

A bemutatott elméleti keretet tobb feltételezés mellett numerikusan is
teszteltiik. A futdsi id6 jelent6s is lehet, de a BM rendszerek kalibracidja
jellemzoen évente torténik, ezért a futasi idok toleralhatdak.

A numerikus példa eredményeit értelmezve megéllapithatd, hogy relative
nagy karokozasi valészintiséggel rendelkez6 csoportokat a BM rendszer meg-
felel6en szelektdl. Kis karvalészintiségli csoportok esetén a kiilonbozé tipusok
vérhaté dijfizetése kozel azonos (cserébe a dijak ingadozasa kicsi). Az ered-
mények masik tanulsiga, hogy az optimalis atsoroldsi szabdly jellemzGen
szigoribb, mint a magyar gyakorlat (kdronként 2 BM kategéridt esik a biz-
tositott). A kérbekovetkezési valdsziniiségek jellemzdéen kicsik, a magyar
KGFB rendszerben a biztositottak tobbsége a boénusz 10 osztalyban van.
Ez azt is jelenti, hogy érezhetGen kiillonb6z6 kockazatu egyének ugyanazt a
varhato dijat fizetik, a rendszer nem eléggé hatékonyan szelektdl. Valamivel
jobb szelektalas elérhet6 lenne, ha erésebben biintetnénk a karokozast.

Koszonetnyilvanitas

A szerzok eziton szeretnék kifejezni hildjukat a két ismeretlen lektornak
értékes észrevételeikért, megjegyzéseikért. Szeretnénk tovabba megkoszonni
Kovacs Laszlonak is a hasznos tanacsait.
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OPTIMISATION OF TRANSITION RULES IN BONUS-MALUS
SYSTEMS

The Bonus-malus (BM) system is a risk management method in actuarial science,
the application of which is recommended when an insurance company assumes
there are some unobservable parameters, that affect the risk of each policyholder.
It means the policyholders can be categorized into risk-groups, however, the insur-
ance company is unable to perfectly classify each policyholder into the predefined
risk-groups through the observable parameters (such as age, sex, education, etc).
Therefore, there remains an error of this classification, that means there are some
underlying unobservable parameters, that affect the risks of the policyholders. Ac-
cording to the corresponding literature, this causes welfare loss in the insurance
market. Estimating these parameters is not a straightforward task with statistical
methods, however, with multi-period contracts, the insurer can make a more precise
estimation of the overall risk for each policyholder. The Bonus-malus system is a
classification scheme for multi-period contracts.

In a Bonus-malus system, there are a finite number of classes, where the poli-
cyholders are assigned in each period. Each class has a different premium, which
means the payment of the policyholders depends on the class they are assigned into.
At the start of the contract, each policyholder is assigned into the ’initial class’.
Subsequently, if the policyholder has a claim in the next period, he/she moves to
a worse class, so the payment of the policyholder will increase in the following pe-
riod. However, if he/she does not have a claim in the period, then he/she moves
to a better class, therefore his/her payment will be lower in the subsequent period.
The reclassification between the periods in the Bonus-malus system is set by the
so-called transition rules. The transition rules define how many classes should the
policyholders decrease in the following period if they cause claims. Additionally,
there should be a no-claim transition rule, which would increase the policyholder’s
class in the subsequent period. The most notable application of the BM systems
is in the field of automobile third-party liability insurances. Designing a BM sys-
tem requires choosing the transition rules between the classes and their number,
the scale of premiums and the initial class. If the insurance company would know
each policyholder’s true risks, then each risk-groups’ premium would be equal to
their expected claim. Hence, the purpose of the optimisation is to find the best
possible BM system, that approximate this ‘ideal situation’ as closely as possible.
Nevertheless, it is impossible to design a BM system, that eliminates the welfare
loss, thus we would like to minimize the difference from the ‘ideal situation’. To
minimize this difference, we can set ‘good’ premium scales and ‘good’ transition
rules. The first possibility is widely studied in actuarial literature, however, there
is less emphasis on the second one.

In this article, we introduced a MILP model for the optimization of the transition
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rules. In the literature of the Bonus-malus systems, using LP (or MILP) technic
is relatively uncommon. Only one known LP model exists for the optimisation of
the premiums, introduced by Heras et al.(2004). We adopted the assumptions that
were applied in that model. In this MILP model, for finding the optimal transition
rules, we assign binary variables to each possible transition rule. In this model, the
premiums are external parameters, however, the model can be modified into the
joint optimisation of transition rules and premiums. In this joint optimisation, we
set initial premiums as external parameters, that we can increase or decrease with
binary variables in the optimisation process. Furthermore, we introduce another
modification of the model, where we can jointly optimise the number of classes as
well. In the optimisation of the number of classes, we fix the initial number of
classes and assign to each class a binary variable. If this binary variable is equal to
one, then we close the class, which means that we reduce the number of classes by
one. In the model, we assume there are different risk-groups among the insurance
company’s policyholders. We know the number, the ratio and expected number of
claims of each risk-group.

In practice of the BM systems, transition rules are based only on the number of
claims, and the claim amount is ignored. The reason for this ignorance is that the
risk-groups can be distinguished more accurately by the number of claims than the
(conditional) claim amount. We operate with the same assumption in the MILP
model, therefore we only consider the number of claims. For the sake of simplicity,
we assume the claim amount is equal for each type of policyholders. Also, we
assume the expected claim amounts of the risk-groups do not change over time. In
most of the corresponding literature, the optimisation of the BM systems is based
on the Loimaranta-elasticity (Loimaranta(1972)). The elasticity shows that if the
risk increases by 1%, then how it will affect the expected payment. The elasticity
is a practical indicator for optimizing a system where the purpose is the higher-
risk policyholders should have a higher expected payment. Although the elasticity
does not reflect the risk aversion of the policyholders. That means in any BM
system, the variance of the premiums should not be excessively high. Hence in the
MILP model, we adopt an objective function, that considers the risk-aversion of
the policyholders.

An essential requirement is the financial balance of the BM system. In the long
run, it is inadequate to operate a BM system, that cause loss for the insurance
company. FEach model, that uses the Lomaintra-elasticity for the optimisation,
ensures some kind of financial balance. However, the objective function of our
model requires the usage of a profitability constraint in the BM system.

In this article, we present some numerical experiments of this MILP model
for some smaller sized scenarios. Furthermore, we used data from a Hungarian
insurance company, to construct a more realistic scenario. In this case-study, we
found a stricter optimal transition rule than the one currently applied in the BM
system of the Hungarian automobile third-party liability insurance. Moreover, we
examined a less realistic case as well. Overall the BM system works better if the
differences between the risk-groups’ claim-probabilities are higher.





