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A PENZUGYI ESZKOZOK ARAZASANAK ALAPTETELE,
LOKALISAN KORLATOS SZEMIMARTINGAL
ARFOLYAMOK ESETEN!

BADICS TAMAS - MEDVEGYEV PETER
Budapesti Corvinus Egyetem

A pénziigyi eszk6z0k drazasanak alaptétele — kissé pongyolan megfogalmazva
— agt Allitja, hogy egy értékpapirpiacon akkor nincs arbitrazs, ha létezik
egy az eredetivel ekvivalens valdszinliségi mérték, amelyre vonatkozdan az
értékpapirok arait leiré folyamat egy bizonyos értelemben ”martingdl”. Az
elsé ilyen jellegii allitast M. Harrison és S. R. Pliska bizonyitottak arra eset-
re, amikor a valésziniiségi mez6 végesen generalt. Azdta a tételnek szamos
altalanositasa sziiletett. Ezek koziil az egyik legismertebb a Dalang—Morton—
Willinger-tétel, ami mar teljesen altalanos valészintiségi mezobol indul ki, de
felteszi, hogy az idéparaméter diszkrét, és az idShorizont véges. Id6kozben a
tételnek szamos folytonos idéparaméterii folyamatokra vonatkozé valtozata
is sziiletett. Az alaptételt altalanos esetben, vagyis amikor valésziniiségi
mez0 teljesen altalanos, és az értékpapirok piaci arait leir6 folyamat lokalisan
korldtos szemimartingal, Delbaen és W. Schachermayer bizonyitottak be. A
Delbaen—Schachermayer-féle alaptétel a maga nemében egy igen altalanos &l-
litds. A tétel bizonyitdsa igen hosszadalmas, és a funkciondlanalizis valamint
a sztochasztikus folyamatok altalanos elméletének mély eredményeit hasznalja.
Utbbbi tudoméanyteriilet nagy részét P. A. Meyer és a francia strassbourgi
iskola matematikusai dolgoztdk ki a 60-as évek végétol kezdve. A teriilet
megértését tehat alaposan megneheziti, hogy a felhaszndlt matematikai ap-
paratus viszonylag friss, egy része pedig csak francia nyelven érhet6 el. Meg-
gy6zédésiink szerint az eredeti, 1994-es Delbaen és Schachermayer-féle bizo-
nyitas csak kevesek altal hozzaférhets. A tételnek tudomasunk szerint azéta
sem sziiletett tankonyvi feldolgozésa, annak ellenére, hogy maga az allitas
kozgazdasz korokben is széles korben ismerté valt, és az eredeti cikket szamos
szerzé idézi. Az itt bemutatott bizonyitas Delbaen és Schachermayer 1992 és
2006 kozotti frasain alapul.

1 Az alaptétel

A tovabbiakban S legyen egy rogzitett szemimartingal. Miként ismert, szemi-
martingalok szerint lehet integralni. Valamely H folyamat S szerinti szto-
chasztikus integraljat, amennyiben az létezik, H @ S moédon, az integrélfolya-
mat értékét a t idépontban (H e S), médon fogjuk jelolni. (H eS), alatt ér-
telemszertien a (H .5); végtelenben vett hatarértékét értjiik, feltéve, hogy az
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létezik. Emlékeztetiink, hogy a H e S sztochasztikus integral interpretalhato,
mint egy S arfolyammal rendelkezé eszkozbe vald olyan befektetés nettd
eredménye, amely befektetés nagysagat a H folyamat irja le. Miként ismert,
a sztochasztikus integralhatdsdag ,,minimal feltétele”, hogy az integrandus
elérejelezhetd legyen. Az aldbbiakban ezt minden tovéabbi emlités nélkiil au-
tomatikusan feltételezziik. A véges szamu id6pontbdl 4116 id6éhorizont és a
végtelen szamu idépontbdl allé idéhorizont kozdtti eltérés egyik oka?, hogy
végtelen szamu lehetséges idépont esetén altalaban lehet ,,duplazni”. Ez més-
képpen azt jelenti, hogy a végtelen sok id6pont miatt dltalaban lehet olyan
stratégiat valasztani, amely eredményeként biztos nyereményhez juthatunk?®.
Ezt a végtelen szamu megengedett idépontbdl szarmazo nyilvanvald arbitrazs
lehetOséget a lehetséges portfolidk alulrdl vald korlatossagaval zarhatjuk ki:

1.1 Definicié. Valamely S-integralhato H folyamatot u-megengedetinek
neveziink, ha minden t > 0-ra (H © S); > —u. Valamely H folyamatot
megengedettnek mondunk, ha létezik eqy w valos szam, amelyre a H folyamat
u-megengedett.

Hanggstlyozni kell hogy az alulrél valé korlatossagbol nem kovetkezik a feliilrol
val6 korlatossag, igy az alulrdl vald korlatossag feltételezésének fontos kovet-
kezménye, hogy a lehetséges portfélidk nem feltétlentil alkotnak linedris teret,
csak konvex kipot. Definidljuk a K, konvex kiipot a kovetkezOképpen®:

Ko = {(H ®S)o : A H megengedett folyamat, és a hatarérték 1étezik és véges} .

A kés6bbiek soran be fogjuk ldtni, hogy amennyiben az aldbb ismertetett
,,arbitrdzsmentesség” feltétele teljesiil, akkor a (H e S)s valtozé minden
megengedett stratégia esetén értelmes és véges®. Ezt tudva

Ko ={(H S)s : A H megengedett folyamat} .

Most, a targyalas kezdetén, azonban evvel a feltételezéssel még nem élhetiink.
A véges idGhorizton valé arbitrazs elméletbél ismert, hogy a lehetséges szar-
maztatott termékek halmazardl fel kell tenni, hogy az teljesiti a dijtalan
lomtalanitas megkotését. Ez igy van a folytonos idoparaméter esetében is.

2Az alaptétel véges szamu idépontbdl &ll6, illetve folytonos idShorizonton valé iga-
zoldsa nagyon kiilonb6z6. A folytonos idShorizontra valé igazolds, miként latni fogjuk, igen
hosszadalmas és igen ,,technikds”. A két id6horizont targyaldsa kozotti eltérés elsGsorban
abbdl adédik, hogy véges szamu idépontbdl allé idShorizonton a sztochasztikus integral
egy kozonséges véges Osszeg, folytonos idShorizonton azonban egy igen bonyolult, és nem
tulzottan konnyen kezelheté matematikai konstrukcid.

3A duplézési stratégia azt a kozismert eljarast jelenti, hogy fej vagy iras jatékot jatszva
veszteség esetén minden lépésben megdupldzzuk a feltett Gsszeget. Mivel egy valészintiiség-
gel el6bb vagy utébb nyeriink, a nyeremény netté Osszege egy valdsziniiséggel egy egység
lesz. A példa lényege, hogy bizonyos esetekben egy jatékot végtelenszer jatszva és korldtlan
er6forrasokra tdmaszkodva biztos nyereményhez lehet jutni. Mivel az alkalmazdsokban erre
valéjaban nincsen méd, ezt ki kell a modellbdl zarni.

4A nulla alsé index arra utal, hogy a Ko halmaz az L? térben van. Az L° tér a valé-
szinliségi valtozdk tere a sztochasztikus konvergencidval, mint metrikdval. Amennyiben
valamely halmaznak nincsen alsé indexe, akkor a halmaz &ltaldban az L°° térben van.

5V.5.: 3.1 allitas.
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Jeloljik Cp-al a Kp-beli elemekkel domindlhaté fiiggvények kipjat, azaz
legyen Cy = K — LS_. Folytonos id6paraméter esetén az ekvivalens mértéket
megadé Radon-Nikodym derivaltrél mar a legegyszeriibb esetben is® csak
annyi tudhaté, hogy eleme az L' térnek. Ez a folytonos és a véges szamossagi
idSparaméter kozotti eltérés egyik fontos eleme”. Mivel az ekvivalens mér-
tékcserét biztosité Radon—Nikodym derivaltat ismét szeparacioval akarjuk
meghatdrozni, és a szeparald hipersik normalisét az L' térben keressiik, ezért
a ,,primal teret”, vagyis a ,,lehetséges” szarmaztatott termékek halmazat le
kell sziikiteni az L térre: C' = CyNL>®. Jeloljiik C-sal a C kip L norméja
szerinti lezartjat. Ezekkel a jelolésekkel definialjuk az ,,arbitrazsmentesség”
fogalmat. A szakirodalomban az arbitrdzsmentesség fogalménak j6 néhany,
egymadssal nem ekvivalens alakja hasznalatos. Az aldbb megadott fogalmat
az angol szakirodalom a ,,no free lunch with vanishing risk” elnevezéssel illeti.
Ennek egy lehetséges magyar forditasa a kovetkezo: elhalvanyuld kockazat
nélkiil nincsen ingyen ebéd®. Természetesen az angol nyelvii irodalom ismeri
az arbitrdzsmentesség fogalmat is, ami alatt a Co N L} = {0} reldcié tel-
jesiilését szokas érteni. Ugyancsak ismert a nincsen ingyen ebéd megkdtés fo-
galma is, amely annyiban kiilonbozik az elhalvanyulé kockazat nélkiili ingyen
ebédtdl, hogy a fenti lezdrdst az L tér gyenge* topoldgidjdban és nem a
norma szerinti topolégiaban kell venni. Hangstulyozni kell, hogy a Delbaen—
Schachermayer elmélet lényege éppen az, hogy a jéval kisebb, norma szer-
inti lezartat veszik a szerzok. fgy a megkotés joval enyhébb, ugyanis egy
sziikebb halmaztél kovetelik meg, hogy csak a nulldban metszheti az L$°
térnegyedet®. Ugyanakkor az angol terminolégia némiképpen nehézkes, ezért
az alabbiakban egyszertien nincsen arbitrazs feltételt fogunk mondani, de
mindig az alabbi megkotésre fogunk gondolni:

1.2 Definicié (Arbitrazsmentesség). Azt mondjuk, hogy az S szemimar-
tingdl eleget tesz az arbitrdzsmentesséy feltételének!®, ha C N L = {0} .

A dolgozatban a kdvetkezd allitds igazoldsat fogjuk bemutatni:

SVagyis a klasszikus Black—Scholes modellben is.

7TUgyanis véges szamossagu lehetséges id8pont esetén a szepariciéval kapott derivalt
L>-be esett, igy ott a dudlis tér volt az L™, kovetkezésképpen a ,,primalis” tér volt az L1
tér. Most azonban a ,,dudlis” tér, vagyis az a tér, ahol a szeparal6 hipersikok ,,normalisai”
vannak, lesz az L' tér. Mivel az L! nem dudlisa az L™ térnek, ezért az aldbbiakban egy
sor technikai nehézség fog fellépni.

8Vagy esetleg elhalvinyulé kockszat nélkiil nincsen iizlet. Hogy miért halvényul el a
kockazat, az kés6bb ki fog dertilni. V.6.: 2.6 lemma.

9 Az alaptétel érdemi része a martingdlmérték létezését garantals irdny igazoldsa. Ennek
megfeleléen minél enyhébb feltételek kozott 1étezik a martingdlmérték, anndl erésebb a
tétel. A Kreps—Yan tételbdl egyszertien kovetkezik, hogy ha valamely lokélisan korlatos
szemimartingalra ,,nincsen ingyenebéd” akkor a szemimartingalhoz létezik ekvivalens loka-
lis martingdl mérték. A f6 nehézség, illetve ennek kovetkeztében az igazoldshoz sziikséges
matematikai bravir tehdt abban van, hogy egy igen enyhe kritérium teljesiilése esetén
akarjuk a lokdlis martingdlmérték 1étezését indokolni.

10Mivel térgyaldsunkban az 1.2 definiciétél eltérd arbitrdzsmentességi fogalmak nem
jatszanak szerepet, és a széban forgé fogalomra tudomasunk szerint magyar terminolégia
nem létezik, ezért az egyszerliség kedvéért haszndljuk az arbitrdzsmentesség fogalmat,
nyomatékosan és ismételten megjegyezve, hogy az angol ,;no arbitrage” kifejezés alatt
4ltaldban a Cp N L3_ = {0} feltételt szokds érteni.
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1.3 Tétel (Pénziigyi eszk6z0k arazdasdnak alaptétele). Legyen S egy
korldtos wvalds értéki, valamely P valdsziniségi mérték szerinti szemimar-
tingdl. Pontosan akkor létezik a P-vel ekvivalens Q wvaldsziniségi mérték,
amelyre nézve az S martingdl, ha az S eleget tesz az arbitrazsmentesség imént
megfogalmazott feltételének.

Az elégségesség bizonyitasa: Tegyiik fel, hogy az S folyamat a Q ekviva-
lens valészintiségi mérték szerint lokélis martingdl. Legyen H egy tetszoleges,
a P valosziniiségi mérték szerint megengedett integrandus. Ekkor a H e S
integral a Q szerint is létezik, és a két integral megkiilonboztethetetlen!!.
Erdemes hangsilyozni, hogy az integral a Q alatt is csak szemimartingal
értelemben létezik, bar az S a Q alatt lokalis martingdl. Természetesen
a H folyamat a Q szerint is megengedett. Az aldbb ismertetett Ansel-
Stricker tétel'? alapjan a H e S az alulrél valé korldtossag miatt szuper-
martingdl'®. Ezért tetszéleges t-re Eq (He S),) < Eq((HeS),) =0. A
nemnegativ szupermartingdlok'* konvergencia tétele miatt a (H o S)__ érték
létezik. Ugyancsak az alulrdl valo korlatossdg miatt alkalmazhaté a Fatou-
lemma, ami alapjan

Eq((HeS),)=Eq (H{n (Heo S)t) < liminf Eq ((H » $),) <0

Mivel ez minden megengedett H integrandusra igaz, ezért minden f € Cj
esetén Eq (f) < 0. Vagyis Co N LY = {0}. Meg kell még nézni, hogy mi
torténik a lezdrdssal. Legyen most g € C'N L. Ekkor létezik C-beli (g,)

sorozat, amelyre g, L% g. Az L konvergenciabdl kovetkezik a varhatd
értékek konvergencidja'®, igy Eq (9) < 0. Ebbél a g > 0 miatt majdnem
mindenhol értelemben g = 0, vagyis CN L = {0} a Q mérték esetén. Mivel
a két mérték szerinti nullhalmazok megegyeznek, ezért az arbitrazsmentesség
az eredeti P mérték szerint is teljesiil. a

A nehézség az éllitas megforditdsanak igazoldsban rejlik. A technikai prob-
lémékat a kovetkezo allitasban foglaljuk Gssze:
1.4 Tétel (ElSre hozott allitds). Ha az S egy korldatos szemimartingdl,

amely eleget tesz az arbitrdzsmentesség feltételének, akkor a C kip o(L*>°, L')-
zdrt része az L™ térnek.

A sziikségesség bizonyitasa: Tegyiik fel, hogy az S folyamat eleget tesz az
arbitrdzsmentesség feltételének. Ekkor még inkabb a CNLS = {0} is teljesiil,

HT4sd: Medvegyev [2007a]: Proposition 4.59. A két mérték ekvivalens, igy mind a két
mérték szerint megkiilonboztethetetlenek.

12v.6.: 2.11 tétel. Az Ansel-Stricker tétel azt allitja, hogy az alulrdl valé korlitossig
miatt a sztochasztikus integral lokdlis martingal. Erre azért kell hivatkozni, mert H o S
integral csak szemimartingdl értelemben létezik, igy nem lesz automatikusan lokdalis mar-
tingal.

13Medvegyev [2007a]: Proposition 1.141.

4 Emlékeztetiink, hogy egy H stratégia definicié szerint akkor megengedett, ha a szto-
chasztikus integral alulrdl korlatos.

15Ugyanis a mérték véges.
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és L>® C C. Tegyiik fel, hogy beldttuk!'® az elére hozott allitast. Ekkor a C
definici6ja miatt teljestilnek a mér emlitett és alabb pontosan idézett Kreps—
Yan tétel feltételei. fgy létezik egy a P-vel ekvivalens Q valésziniiségi mérték,
hogy minden f € C esetén Eq (f) < 0. Legyenek s < t tetsz6leges idépontok.
Mivel az S korldtos'?, ezért tetszdéleges o valés szémra és B € F, halmazra

axsXx ((s,t))eS =a(S;—Ss)xs € C,
vagyis Eq (a (S; — Ss) xp) < 0. Mivel ez minden a-ra teljesiil, ezért

Eq (St —Ss)xB) =0. (1)

Az S feltételezett korldtossdga miatt integralhaté. Ezért az (1) feltétel pon-
tosan azt jelenti, hogy az S folyamat a Q valdszinliségi mérték szerint mar-
tingal. |

A bemutatott gondolatmenetbél evidens, hogy a C kiip o(L>°, L) zért-
sdganak igazoldsa jelenti a f6 problémat. A dolgozat hatralevd részét ennek
igazolasdnak fogjuk szentelni. Az elézd &llitds egyszerli kovetkezménye a
kovetkezo:

1.5 Kovetkezmény. Legyen S egy lokdlisan korldtos, valds értéki szemi-
martingdl a P valosziniségi mérték szerint. Pontosan akkor létezik a P-vel
ekvivalens Q wvaldsziniségi mérték, amelyre nézve az S lokdlis martingdl, ha
az S eleget tesz az arbitrdzsmentesség fenti feltételének.

Bizonyitis. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy S (0) = 0. Tegytik fel,
hogy az S eleget tesz az arbitrazsmentesség feltételének. Mivel az S lokalisan
korlatos, léteznek a, > 1 valds szamok és 7, / oo megdllasi idék, hogy
[S™| < an. A x (T, Tk+1]) folyamatok adaptéltak és balrdl folytonosak, igy
elérejelezhetSek. Legyen 7o = 0. Az

Vi = X ((Th, Ti1]) S = ST+1 — S
kifejezés egy korlatos szemimartingdl, ugyanis kisebb, mint aj + a;4;. Ha

C ° 2_k
k, = —-—
ap + apyr

o ° s .z , . =
akkor az S = > ¢, Yy médon definidlt folyamat korlatos, ugyanis |S| < 2.
k=0
TetszOleges n-re az
n—1

§T" = Z kY
k=0

egy szemimartingdl, vagyis az S megdllitdsai mind szemimartingalok, igy az
S is egy szemimartingal. Megmutatjuk, hogy az S-hoz tartozé Cy kup része

16 Természetesen, miként 14tni fogjuk, éppen ez a bizonyitas érdemi része!
17Vegyiik észre, hogy a korlatossigra sziikség van, ugyanis a szepariciénsl a ,,primsl”
tér az L>°.
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az S-hez_tartozé Cy kipnak. Ehhez elegendé megmutatni, hogy az S-hoz
tartozé Ko része a Ko-nak. Legyen H megengedett az S-ra nézve, és tegyiik
fel, hogy a (H  5) létezik.

(HeoS)(m) = (H.E)@:(H.Ew)ooz(H.”ickyk> -
k=0 o

((i Ck'HX([TkaTk-‘rl))) OS> (Tn) -

k=0

Mivel ha egy folyamat minden lokalizaltja integralhaté, akkor a folyamat

o0

integralhat6, ezért kénnyen belathats, hogy a Z = 3 ce Hx ([Th; Ths1))
integralhaté az S-re nézve. Az egyenléségbdl az is kgve?tkezik, hogy a Z
megengedett az S-re nézve. Han — oo, akkor a jobb oldalon 4ll6 kifejezésnek
létezik hatdrértéke. Mivel a H o S alulrdl korldtos, ezért a Z o S is alulrdl
korlatos, igy a hatarérték eleme a Ky halmaznak, vagyis Ko C Ky. Mivel
a feltételek szerint az S eleget tesz az arbitrdzsmentesség feltételének, ezért
az S is eleget tesz az arbitrdzsmentesség feltételének. Az el6z6 tétel alapjan
létezik tehat a P-vel ekvivalens Q valdsziniiségi mérték, melyre nézve az S
martingal. Ekkor az

ST =¢eS™ |
és ezért az S™ is martingal, amibdl kévetkezik, hogy az
S — coS™
is martingdl. A gondolatmenetet megismételve kapjuk, hogy az S lokalis
martingal.

A forditott irdny bizonyitdsa a korlatos eset bizonyitdsaval azonos. a

2 Néhany elozetes eredmény

Az alaptétel igazoldsa szdmos mély matematikai eredményre épiil. Elészor
ezeket tekintjiik &t.

2.1 Szeparaciés tétel: a Kreps—Yan tétel

Miként jeleztiik, a tétel bizonyitdsa a szeparaciés tételre épiil. Kiindulds-
képpen vezessiink be néhany jelolést: Legyen 1 < p < o0 és 1 < g < o0,
ahol 1/p +1/q = 1, és legyen E = LP(Q, F,P) valamint F = LI(Q, F, P),
és tekintsiik (E, F')-en a szokédsos kanonikus bilinedris leképezést, valamint
jelolje By az {f € L’ | f > 0 m.m.} és E_ pedig az {f € L? | f <0 m.m.}
halmazt. Miként lattuk, az alaptétel bizonyitasa a kovetkezo, korabban mar
idézett, bizonyitas nélkiil kozolt allitdsra épiil:
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2.1 Tétel (Kreps—Yan). Legyen C C E egy o(E, F)-zart konvex kip, ami
tartalmazza E_-t, és tegyiik fel, hogy C N Ey = {0}. Ekkor létezik F-en egy
Q

az eredetivel ekvivalens Q valésziniségi mérték, amelyre Z—P e F, és amelyre
teljestil, hogy minden f € C esetén Eq (f) < 0.

A tétel bizonyitdsa megtaldlhat6 Delbaen és Schachermayer [2006] kényvében,
illetve egy specidlis esetének bizonyitdsa Medvegyev [2006] cikkében'®.

2.2 A kompaktsagi lemma

Miként lattuk, az alaptétel bizonyitasa lényegében egy kup alkalmas topold-
gidban valé zértsidgdnak igazoldsat jelenti. A konvex analizist ismer6 olvasé
szamara nem til meglepd, hogy ehhez kompaktsigi megfontolasokat fogunk
hasznélni. Igen gyakran fogunk hivatkozni a kovetkezo egyszerii észrevételre:

2.2 Lemma. Ha (f,) valdszintségi vdltozék'® egy alulrél korldtos sorozata,
akkor létezik g, € conv {fn, fni1,...} sorozat, hogy a (gn) sorozat majdnem
biztosan konvergal eqy g fiiggvényhez. A g fligguény felveheti a +oo értéket
18.

Bizonyitas. Az alulrél valé korldtossag miatt feltehetd, hogy minden n-
re f, > 0. Elegendé beldtni, hogy van olyan (g,), amely sztochasztikusan
konvergal egy g-hez. (A majdnem mindenhol valé konvergencidhoz elegendd
egy részsorozatra attérni.) Legyen

u(r) =1 —exp(—2) .
Az u szigorian konkdv és korlatos. Legyen

sp, =sup (E(u(g)) | g € conv (fo, fati,---)) »

és legyen g, € conv (fn, fnt1,...) olyan, hogy

1
E 'rL>'rL__-
(gn) = s — —

Az R, = [0, 0] halmaz a
d (z,y) = |arctan z — arctan y|

metrikdval nyilvdnvaléan teljes metrikus tér. Az (x,) pontosan akkor Cauchy-
sorozat az (Tﬁ, d) térben, ha minden o > 0 szdmhoz 1étezik ng, hogy minden
m,n > ng esetén vagy

|‘r’” - ‘r‘"b| S a vagy min (-r'ru-r'rn) 2 a_l .

18Frdemes hangstlyozni, hogy az &ltaldnos eset bizonyitésa szinte szé szerint azonos a
cikkben k6z0lt specidlis eset indoklasaval.

19Emlékeztetiink, hogy a valésziniiségi valtozék definicié szerint nem vehetik fel a vég-
telen értéket.



96 Badics Tamas — Medvegyev Péter

Az u tulajdonsigai alapjan tetszéleges a > 0 szamhoz taldlhaté olyan [,
hogy

T+y 1 1
u< 9 > > 2u(x)+ 2u(y)+ﬂa
valahdnyszor az (z,y) eleme a
V2 {(z,y)|lz—yl >a é& min(z,y) <a '}

halmaznak. (A min (z,y) < a~! feltétel miatt a V kompakt, és a folytonos
r+y 1 1
— = — = >
u< 5 > 2u(x) 2u(y)_0

fliggvény felveszi a minimumét. Mivel az u szigorian konkav, ezért ha x # v,
akkor a fenti egyenlGtlenség szigord, {gy a minimum is pozitiv. A § szdmnak
vehetjiik a minimum felét.) A sztochasztikus konvergencia igazoldsdhoz ele-
gend§ beldtni, hogy a (g,) Cauchy-sorozat a sztochasztikus konvergencidban,
vagyis elegendd belatni, hogy tetszbleges a > 0 esetén

Iim P (|gn - g'rrL| 2 «, min (.f,y) S a_l) =0.

n,m—oo

Tetszoleges « és hozza tartozo [ esetén

n + m 1 1
B <u (%)) > SE (u(gn) + 3B (u(gm)) +
+ 8P (|gn — gim| = @, min (z,y) <a™')

ugyanis trividlisan a ( definicigja miatt

g'”/ + g'r”/ 1 1
U <T> > §u(gn) + 5“ (gm) + Bxv (g"“g””) :

Definicié szerint, ha n < m, akkor
be <u <W>> S STL) S'rn S STL .

fgy a konstrukcié szerint
BP (|gn — gm| > , min (z,y) <a™ ') <

<B (22 )) - FBwle) - 3Bl <
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Az (s,,) alulrdl korlatos és csokkend, igy Cauchy-sorozat. fgy ha n,m — oo,
akkor, mivel g > 0,

P (|9n — gm| > @, min (2,y) <a™') = 0.

a

Természetesen a g felvehet végtelen értéket is! A kompaktsagi elv érdemi
része ennek a kizarasa:

2.3 Lemma. Ha az el6z6 lemmdban a conv ((f,)) korldtos az L° térben,
akkor a g majdnem mindenhol véges.

Bizonyitas. Ha conv ((f,,)) korldtos az L° térben, akkor minden ¢ > 0
esetén van olyan N, hogy P (|g.| > N) <e. Mivel g, = g, a Fatou-lemma
miatt

P(lgl=N) <e,

igy majdnem mindenhol g < oco. a

Miel6tt tovabb mennénk, a lemma tartalmanak jobb megvilagitasa céljabdl
érdemes megemliteni a kovetkez6 példat:

2.4 Példa. Hap > 1 és az (f,) C LP egy korldtos sorozat, akkor létezik

9n € conv (f'ru f'rH—la .. ) )

amely majdnem mindenhol konvergdl eqy g € LP fiigguényhez. Ha p > 1,
akkor a konvergencia az L' térben is teljestil.

Az L? korlatossagbdl a Csebisev-egyenlétlenség miatt kovetkezik az L° kor-
latossag, igy a g hatarérték létezik. Egyedil azt kell megmutatni, hogy a
hatdrérték is eleme az LP térnek. Tegyiik fel, hogy minden n-re ||f,|, < k.
Nyilvén a [lgn ||, <k is teljesiil. A Fatou-lemma miatt

E(|g") = B (lim|g]?) < liminf E(|g,|”) < k" .

Az &llitds masodik része kovetkezik abbdl, hogy ha p > 1, akkor a korldtos
sorozatok egyenletesen integralhatoak. |

Miként a kompaktsagi lemma haszndlata soran gondot jelenthet, hogy a
(g9n) bizonyos pontokban végtelenhez tarthat, ugyancsak gondot jelenthet az
is, hogy a ,,pozitiv”’ pontok hatarértéke esetleg nulla lesz. Ezt zarja ki a
kovetkezo észrevétel:

2.5 Lemma. Ha a lemmdban f, > 0, és létezik o > 0 és 6 > 0, hogy minden
n-re P (f, > a) > 6, akkor van olyan v, amely csak a 6 és az a szdmoktdl

fiigg, hogy
P(g>v)>0,

pontosabban
P(g>6(1-e)>0.
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Bizonyitias. P (f, > «) > § minden n-re, ezért az u monoton novekedd
volta és az f, > 0 miatt E (u(f,)) > éu(a). Mivel a g, az f, fliggvények
konvex kombinacidja, ezért az u konkavitasa miatt

E(u(gn)) =E (u (Z )\,L-fi>> > ZA,-E (w(fi)) > Zkiéu (o) = bu(a) .

A majoralt konvergencia tétel miatt E (u(g)) > du () =6 (1 —e™“). Mivel
ha x > 0, akkor u (z) < x, ezért ha az egyenl6tlenség nem teljesiil, akkor

E(u(g) <u (6 (1 - e_"‘)) <6 (1 - e_"‘)

lenne, ami lehetetlen. O

A kompaktsdgi megfontoldsok szamtalan alkalmazésa koziil példaként tekint-
stk a kovetkezot: Tegyiik fel, hogy mar belattuk, hogy az arbitrazsmentesség
teljestilése esetén a megengedett folyamatok integraljanak létezik a végtelen-
ben vett hatdrértéke??. A kovetkezd lemma valéjdban azt magyarazza, hogy
miért ,,halvanyul el” a kockézat.

2.6 Lemma. Egy S szemimartingdl pontosan akkor elégiti ki az arbitrdzs-
mentesség feltételét, ha minden Ko-beli (gr) sorozatra a limg_, o0 ||gk_ ||Oo =0
feltételbol kovetkezik, hogy

gkio

Bizonyitds. Legyen (gi) egy Ky-beli sorozat, amelyre limy_ ||gk_||oo =

0. Tegyiik fel, hogy az allitasunkkal ellentétben a gy, P, 0 nem teljestl.
Ekkor létezik 6 > 0 és 1 > a > 0, valamint egy (g, ) részsorozat, hogy
minden n-re P (g, > a) > 6. A dfjtalan lomtalanitds feltétele miatt az f, =
min {g,,, 1} fliggvények C-ben vannak, és P (f, > a) > 6. Mivel az (f,)
sorozat nyilvan alulrdl korldtos, ezért a kompaktsagi lemma alapjan létezik
egy (l,) sorozat, ahol l,, € conv{f,, fnt1,...}, amely majdnem biztosan
konvergél egy I fliggvényhez. A lim, . ||f,, |, = 0 feltétel miatt a sorozat
alsé korlatjénak valaszthaté tetszéleges 1/m konstans, igy

P<1>M—i>>0.

2 m

Mivel ez minden m-re igaz, ezért a P (I > 0) > 0 is igaz, valamint abbdl, hogy
az | minden m-re [—i oo] -beli értékeket vesz fel, kovetkezik, hogy I > 0.

Legyen 3 = P (I > 0). Ekkor Jegorov tétele miatt?' I, — I egy legaldbb l—g
valészintiségli Q' halmazon egyenletesen. A dijtalan lomtalanités feltétele
miatt a h, = min {l,, yq'} fiiggvények C-ben vannak, és h, — Iyq az L™
norméja szerint, vagyis lxq: € C. Ez pedig a P (Ixq > 0) > g > 0 miatt
ellentmondésban &ll az arbitrazsmentesség feltevésével. Megforditva, tegytik

20V.5.: 3.1 4llitds.
21Medvegyev [2002]: 3.3 Allitds.
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fel, hogy a feltétel teljesiil. Legyen f, = g, — I, € C és az L™ térben
fn— f>0.Ekkor a g, < (gn —1,)” — 0, igy gn — 0 sztochasztikusan. De
nyilvan f, = g, — I, < gn, tehat f = 0, igy az arbitrazsmentesség feltétele
teljestil. |

A lemma alapjan az arbitrazsmentesség kozgazdaségi interpretacidja tel-
jesen evidens. Az arbitrdzsmentesség feltétele pontosan azt jelenti, hogy ha
a kockézat egyenletesen nulldhoz tart??, akkor annak a valészintisége, hogy
tetszéleges € > 0 szamnél tobbet tudunk keresni, nulldhoz tart.

2.3 Az L° korlatos és zart részhalmazainak van maxi-
malis eleme

2.7 Lemma. Ha az alaptér mértéke véges, akkor L° minden korldtos és zdrt
részhalmaza tartalmaz mazximdlis elemet.

A lemma elemi kovetkezménye a kovetkezd lemméanak??:

2.8 Lemma. Legyen X eqy teljes metrikus tér, és legyen = eqy folytonos,
reflexiv €s tranzitiv parcidlis rendezés az X téren. Ha minden az < szerint
monoton névekedd (xy) sorozatra d (xy, xx+1) — 0, akkor az (X, <) rendezett
térben van maximdlis elem.

Az elsd lemma bizonyitasa. Az L° tér teljes metrikus tér, igy ha K zart,
akkor a K is teljes metrikus tér. Ha &, <mn, és &, — £ ésm,, — na K térben,
vagyis sztochasztikusan, akkor van olyan részsorozatuk, ahol a konvergencia
majdnem mindenhol teljesiil, igy nyilvan £ < 7, vagyis a rendezés folytonos.
Meg kell mutatni, hogy ha &, < &,41, akkor d (&,,,&,+1) — 0. Mivel a (&, (w))
sorozatok monoton noének, ezért alkalmas &-re a &, " ¢ kimenetelenként.
Mivel a feltételek szerint a mértéktér véges, ezért a majdnem mindenhol valé
konvergenciabél kovetkezik a sztochasztikus konvergencia, igy &, — & az L°
tér konvergencidjaban, feltéve ha & € L9, vagyis ha a ¢ majdnem mindenhol
véges. Tegyiik fel, hogy e = pu (£ = 00) > 0. A K feltételezett korldtossdga
miatt van olyan N, hogy minden n-re

N €
nl>—= ] <-=.

A Fatou-lemma miatt

e < plel =N =p(limle = N) =

22Ezért ,,halvanyodik” el a kockdzat.

23Az 4llitds a Zorn-lemma segitségével konnyen igazolhaté: Ha (fo) egy lanc, vagyis
egy linedrisan rendezett részhalmaz, akkor az (fo) halmaznak az alaptér végessége miatt
létezik 1ényeges szuprémuma. A lényeges szuprémum egy felsd korldt, amely a halmaz
korlatossdga miatt majdnem mindenhol véges, és a zartsidg miatt eleme a halmaznak. Igy
a Zorn-lemma miatt van maximalis elem. Az aldbbi gondolatmenet lényege, hogy nem kell
hivatkozni a Zorn-lemmara, amelyet éppen a lemma helyettesit.
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= /X{mzN} (tim e, ) dﬂﬁ/ lm X112 v/23 (1€n]) d <
X X

o o N €
hmlnf/ X{|z|>N/2} (|§rb|) dp = liminf p <|§rb| > 5) < 5
n X n

IN

ami lehetetlen. O

A masodik lemma bizonyitasa. Definialjuk a

@ (x)={y|y=a}
halmazértékii leképezést. A ® kovetkez6 tulajdonsigai trividlisan teljesiilnek:

1. ® (z) minden x-re zért, ugyanis a rendezés folytonos,

2. z € ®(x), ugyanis a rendezés reflexiv,

3. 9 € @ (x1) implikdlja a ® (z2) C @ (1) tartalmazést, ugyanis a ren-
dezés tranzitiv,

4. ha xp411 € @ (zy), akkor d (x, xp11) — 0.

A maximalis elem 1étezéséhez elég megmutatni, hogy van olyan T pont, hogy
® (T) = {T}. Nyilvdn a d metrika helyett vehetjik a d/ (1 + d) metrikat is,
igy feltehetd, hogy a d metrika korldtos. Valamely A halmaz esetén jelolje
6(A) az A dtmér6jét. A metrika feltételezett korldtossiga miatt 6§ (4) <
oo. A 2. miatt a ®(z) soha sem iires, igy egy tetszéleges x¢-bdl kiindulva
megkonstrudlhatjuk az

Tpy1 € P (k)
d($k+1>$k) > 6 (<I> (xk)) /2 _ 1/2k-—1

iterdciét. A 3. miatt @ (zpy1) C P(xk) és a 4. miatt 6 (P (x)) — 0.
Az X feltételezett teljessége miatt az (P (xy)) halmazok egyetlen T pontra
hiizédnak 6ssze. Nyilvan T € ® (x,,) és ezért

® (T) cn,® (-rn) = {T} )

amibol a lemma mar trivialis. O

2.4 Gyenge* topoldgia és a sztochasztikus konvergen-
cia

Az aldbbiakban tekintsiik a (L', L°°) duélis part a (£, 1) = E (¢) kanonikus
dualitdssal, és a tovabbiakban jeloljitkk Boo-nel az L™ tér zart egységgombjét.
El6szor emlékeztetiink a kovetkezd nevezetes tételre??:

2.9 Tétel (Krein-Smulian). Legyen E egy Banach-tér, és jeldljiik E'-vel
az E dudlisdt, valamint B’-vel a dudlis tér eqységgombjét. Ekkor eqy C C E'
konvex halmaz pontosan akkor o(E’, E)-zdrt, ha minden \ pozitiv szdmra a
AB' N C halmaz o(E', E)-zdrt.

24Dunford-Schwartz [1958], 429 oldal.
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A tétel egyszerii kovetkezménye, hogy egy E’-beli C' konvex kip pontosan
akkor o(E', E)-zért, ha a B'NC halmaz o(E', E)-zért. A o(L*°, L) gyenge*
zartsag egy nehezen ellenorizheto feltétel. Ezért rendkiviil fontos a kévetkezo:

2.10 Allitas. Az L™ (Q, F,P) tér C konvex kipja pontosan akkor o(L>, L')-
zdrt, ha a C' N By metszet zdrt a sztochasztikus konvergencidra nézve.

Bizonyitas. A Krein-Smulian-tétel kipokra kimondott fenti alakja alapjén
elég annyit bizonyitani, hogy C' N Bs, pontosan akkor o(L>, L!)-z4rt, ha a
C N By, zart a sztochasztikus konvergenciara nézve.

1. Léssuk be hogy ha a C' N Be, halmaz o(L>, L')-z4rt, akkor a C' N
By zart a sztochasztikus konvergencidra nézve. Tegyiik fel, hogy az (f,)
sorozat, ahol f,, € C'N By, sztochasztikusan konvergdl egy fo € L>°-hez. Az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy f, — fo m.m., amibdl a
dominans konvergencia tétel alapjan

Jim E(fng) = E(fog)
vagyis minden g € L' esetén

lim E((f, ~ fi)g) = 0.
Emlékeztetiink, hogy a o(L>,L') topolégia azonos az L' véges részhal-
mazainak S halmazabdl szarmazé dualitas altal meghatarozott L°° feletti
topolégiaval, melynek 0 koriili kérnyezetbazisat az

U(S,e)={xcL>®|VyeS:|E(zy)| <&}
alaki halmazok alkotjdk, ahol (S, ¢) befutja az S x IR, halmazt. Mivel

r}g& E((fn — fo)g) =0

minden g € L'-re, ezért ha S = {g} valamely g € L'-re, akkor tetszéleges e
esetén elég nagy n-re f, — fo € U(S,¢), és hasonl6képpen ugyanez minden
S = {9i};<) véges elemszamu halmaz esetén, vagyis az S minden elemére
is teljesiil. Mivel az U(S,¢) alaki halmazok a o(L®°, L') topolégia szerint a
0-nak kornyezetbazisat alkotjdk, ezzel belattuk, hogy f, — fo a o(L>, L)
topolégia szerint. Mivel a feltevés szerint a C'N By, halmaz o (L, L!)-zért,
ezért fo € C'N By, vagyis a C N By, zéart a sztochasztikus konvergenciara
nézve.

2. Most lassuk be, hogy ha a C konvex kiupra a C'N By, halmaz zart
a sztochasztikus konvergencidra nézve, akkor a C'N By, egytttal o(L>, L')-
zért. Legyen gy € L' eleme C N B, halmaz L'-beli lezartjanak az L'-
norma topolégia szerint. Ekkor 1étezik (g,,) sorozat C' N By -bol, melyre

gn — go a norma topoldgia szerint, amibdl g, LN go, €z viszont a szto-
chasztikus zartsadg miatt azt jelenti, hogy go € C N By, vagyis C N By
zért L'-ben a norma topoldgia szerint. Tekintsiik a (L', L°°) dudlis part
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az (£,m) = E(&n) kanonikus dualitdssal. Mivel az (L', ||-||,) lokdlisan kon-
vex Hausdorff-topologikus vektortér, és a C' N By, konvex, ezért a norma
zéartsagbdl kovetkezik a o(LY, L) zartsag?®. A lesziikitett topoldgia defini-
ciéja alapjan a C' N Bu, halmaz zart o(L', L°°) topolégia L°°-re vonatkozé
lesziikitésére nézve?S. Megjegyezziik, hogy a (L', L°°) topoldgia lesziikitése
az L>°-téren durvabb, mint o(L>, L'). Ennek igazoldsdhoz elegendd a kor-
nyezetbazisokat felirni és felhaszndlni, hogy ha 7 egy X téren valamely A
csaldd &ltal generalt legsziikebb topoldgia, akkor az A csalad lesziikitése egy
Y C X halmazra éppen a 7 Y-ra valod lesziikitését generalja. igy tehat, mivel
a C'N By, halmaz zért az L°°-ben az o (L', L*) lesziikitésére vonatkozélag, a
o(L>®, L) egy a (L', L*) leszikitésénél finomabb topoldgia, ezért a CN By
halmaz o (L%, L')-zart?". O

2.5 Mikor lesz egy sztochasztikus integral lokalis mar-
tingal

Miként mar jeleztiik, sztochasztikus integralon mindig szemimartingal érte-
lemben vett integralt értiink. Eppen ezért a lokalis martingalok szerint vett
sztochasztikus integralok nem lesznek automatikusan lokalis martingdlok.
Ezen segit a kovetkezo allitas:

2.11 Tétel (Ansel-Stricker). Legyen M egy lokdlis martingdl, és tegyiik
fel, hogy a H eldrejelezhets sztochasztikus folyamat szemimartingdl értelemben

integralhato az M szerint. Ha a H stratégia megengedett, vagyis egy u valos
szdmra, minden t > 0-ra (H e M), > —u, akkor a H @ M lokdlis martingdl*.

2.6 A sztochasztikus analizis néhany tovabbi tétele

Ebben az alpontban a kénnyebb kovethetéség érdekében néhany késébb fel-
hasznéldsra keriil§ tételt idéziink. Ezek megtaldlhatéak Medvegyev [2007a,

25Rudin [1973], Theorem 3.12, vagy figyelembe véve, hogy az L! tér lokalisan konvex
Hausdorff-tér, felhasznalhatjuk a Hahn-Banach-tételnek azt az — elébbinél altalanosabb
— kovetkezményét, hogy egy konvex halmaz dualitdssal kompatibilis topolégidk sze-
rinti lezdrtja ugyanaz a halmaz. Ld.: Kristéf Janos: Az analizis elemei IV (lelShely:
http://www.cs.elte.hu/ krja) 112. o.

26Ha valamely z € L™ elem nincsen benne a halmazban, akkor mivel egytttal z € L,
van olyan kérnyezete a o(L!, L>)-ben, amely nem metsz bele a halmazba. Nyilvin ennek
a kornyezetnek a leszlikitése az L°°-re sem metsz bele, vagyis a halmaz komplementere
nyilt.

2"Egy maésik gondolatmenet a kovetkezd: Ha a halmaz zért a sztochasztikus kon-
vergencidban, akkor zart az L2 (Q) térben is, ugyanis az L2-konvergens sorozatoknak
van majdnem mindenhol, igy a mérték végessége miatt sztochasztikusan is konvergens
részsorozata. Mivel a halmaz konvex, ezért a zart és a gyengén zart halmazok egybeesnek,
igy a halmaz o (L2, L?) zirt. De mivel a halmaz része az L™ zért egységgdmbjének, ezért
(L, L?) zart, ugyanis ha egy L°-b8l vett elem nem lenne benne az L? altal generalt
topoldgia szerinti lezartban, akkor a mérték végessége miatt az L2-ben sem lenne benne a
lezértban. De ismételten a mérték végessége miatt L2 C L1, igy a (L™, L) topolégidban
tobb a nyilt halmaz, mint a o(L%, L2?) topolégidban, igy tobb a zirt halmaz is, tehit a
halmaz o (L, L') zért.

28 A tétel kiilonféle alakjai megtaldlhaték: Emery [1979], valamint Ansel-Stricker [1994]-
ben, 1d. még: Medvegyev [2007b].
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2007b]-ben.

2.12 Tétel (Specidlis szemimartingélok sztochasztikus integraldsa).
Legyen X egy specidlis szemimartingal, amelynek kanonikus felbontdsa legyen
X =X0)+ M+ A. Ha a H folyamat X -integrdlhatd, akkor a H e X
szemimartingdl pontosan akkor specidlis szemimartingdl, ha o H lokdlis mar-
tingdl értelemben M -integralhato, és a H Lebesque—Stieltjes értelemben A-
integralhato.  Ebben az esetben a H o X kanonikus felbontdsa H @ X =
Heoe M+ Heo A.

2.13 Tétel (Korlatos valtozasi folyamat Hahn-felbontdsa). Legyen A
eqy véges valtozdsi eldrejelezhetd folyamat, amelyre Ag = 0. Ekkor léteznek
a diszjunkt és eldrejelezhetd By és B_ halmazok, amelyek unidja az IR x Q)
halmaz, és amelyekre teljesiil, hogy a xp, ® A és a —xp_ ® A folyamatok
novekviek, és*°

Var(A) = (xp, —xB_) *A.

2.7 A szemimartingal topoldgia és Mémin tétele

A szemimartingalok terének topoldgizalasa tavolrdl sem egyszerii feladat. En-
nek oka, hogy még a trajektéridk egyenletes konvergencidaja sem biztositja,
hogy szemimartingdlok hatarértéke szemimartingal maradjon. Példaként
érdemes a kovetkezore gondolni: egy determinisztikus folyamat pontosan
akkor szemimartingdl, ha korlatos valtozasu. Emlékeztetiink, hogy a min-
denhol folytonos, de sehol sem derivalhato fliggvény konstrukcidja soran egy
nem korlatos valtozdsu fiiggvényt korldtos valtozasu fiiggvények3? egyenlete-
sen konvergens hatarértékeként allitunk elé. A korlatos véltozasu fiiggvények
azonosithaték a mértékekkel®'. A véges mértékek korében a természetes
norma a teljes megvaltozas. Ha u egy véges mérték, akkor

|| = sup w(A;)| = sup /Kdu
[l (Ai)gl (4] o

IK|<1

ahol az els6 szuprémumot az alaphalmaz Osszes legfeljebb megszamlalhaté
elembdl all6 mérhetd particidjan kell venni. A mésodik egyenléség vilagos,
és természetesen a szuprémumot az egynél nem nagyobb abszolut értékkel
rendelkez6 mérhet6 fliggvények szerint kell venni. Ebbol kévetkezben az
IR, félegyenesen értelmezett véges megvaltozasu fiiggvények3? korében a
természetes topoldgiat a

n

/ Kdv
0

29Medvegyev [2007b]: Theorem 26 bizonyitdsinak 2. pontja.

30Linedris tortfiiggvények!

31Pontosabban csak egy konstans értéktél eltekintve azonosithaték a mértékekkel. Az
IR félegyenesen a nulla pontban nulla értéket felvevd korlatos valtozasu fliggvények azo-
nosithaték a véges mértékekkel. Ezért szlikséges a szemimartingal topolégia definiciéjaban
az S (0) K (0) szerepeltetése.

32Vagyis az olyan fiiggvények, amelyek megvéltozdsa minden kompakt intervallumon
véges.

)

=V (0)|+ sup [(KeV),|
K| <1

VI, 2 [V (0)] + sup
|K|<1
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félnormékkal érdemes definialni. Ha V' véges megvaltozasu trajektoridkkal
rendelkez6 folyamat, akkor a topoldgiat érdemes a trajektoriak altal definialt
mértékekhez rendelt félnormak &altal alkotott valdszinliségi valtozdok szto-
chasztikus konvergenciajaval definidlni. Emlékeztetiink, hogy valdsziniiségi
véltozdk egy (&,) sorozata pontosan akkor tart sztochasztikusan nulldhoz,
ha E (|¢,| A1) — 0. A szemimartingdl topoldgia a teljes megvéltozas altal
definidlt topolégiat altalanositja:

2.14 Definicié. A szemimartingdlok terén az

Islls => 27" Sup E([K(0)5(0) + (K e5),[AL)

n=1 Ki<1

kvdzinorma dltal generdlt topoldgidt szemimartingdl topologidnak nevezzik.

2.15 Tétel (A szemimartingdl topoldgia jellemzése). Szemimartingdlok
eqy (S"') sorozata pontosan akkor konvergdl a 0-hoz a szemimartingdl topoldgia

szerint, ha minden t-re S* (0) L 5(0) és (K e S%), P.0 a K-ban egyen-
letesen, ahol a K befutja az dsszes |K| < 1 elérejelezhetd folyamatot.

Az alaptétel igazolasa soran kiemelkedéen fontos szerepet fog jitszani a
kovetkezo tétel:

2.16 Tétel (Mémin). Ha S jeloli a szemimartingdlok halmazat, akkor egy
rogzitett szemimartingdl szerinti sztochasztikus integrdlként felirhato szemi-
martingdlok az (S, ||-||g) kvdzi-normdlt tér zdrt alterét alkotjdk.

3 Meémin tételére vald visszavezetés

Most térjlink ré az alaptétel bizonyitdasdra. A bizonyitas elsé 1épéseként az
alaptétel bizonyitasat visszavezetjik Mémin tételére.

3.1 A sztochasztikus integralok értékének kiterjesztése
a végtelenbe

El6szor lassuk be a kovetkezo, mar tobbszor hivatkozott allitast:

3.1 Allitas. Ha az S kielégiti az arbitrdzsmentesség feltételét, és ha a H egy
megengedett stratégia, akkor a (H e S)_ létezik és véges.

Bizonyitas. Természetesen az allitds nyilvanvalé lenne, ha mar tudnank
az alaptételt, ugyanis akkor a H e S egy alulrdl korlatos lokalis martingal
lenne a Q alatt, és igy egyuttal egy alulrdl korlatos szupermartingdl is lenne
a Q alatt, és a nem negativ szupermartingalok konvergencia tételébdl mar
kovetkezne az allitds. Ennek fényében nem til meglepd, hogy a bizonyitas
emlékeztet a nem negativ szupermartingalok konvergencidjanak igazolasara.
Vegytink tehat tetszoleges [ < v szdmokat. Megmutatjuk, hogy az olyan

33V.5.: Mémin [1980].
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kimenetelek halmaza, amelyre a H o S végtelen sokszor alulrél atmetszi a
[8,7] szakaszt, nulla valdsziniiségi. Definidljuk a og = 79 = 0 megalldsi
idokbdl kiindulva a

o, = inf{t>7,_1:(HeS), <p}

T, = inf{t>o0,:(HeS), >~}
megalldsi idéket. A szokdsos médon, ha az infimum mogotti halmaz iires,
akkor definidljuk az infimum értékét +oo-nek. A (o, 7,] intervallumokon a
H o S alulrdl dtmetszi a [, 7] szakaszt. Legyen

K = HX (Un (O"ruTn]) .

A x(Uy, (op, 7)) folyamat balrdl folytonos és adaptélt, tehét elérejelezhetd,
igy a K is elérejelezhetd. A H e S megengedett, igy alulrdl korlatos egy
u szammal. Vildgos, hogy ez a tulajdonsiaga a K e S-nek is megmarad.
Ugyanakkor nyilvanvaléan, ha valamely kimenetelre o, < 7, < oo, akkor
erre a kimenetelre

Hx((on,m]) ¢ S>y—-5>0,

kovetkezésképpen ha valamely kimenetelre 7, < oo minden n-re, vagyis ha
valamely kimenetelre végtelen sok dtmetszés van, akkor

lim (K eS)(r,)=0.

n—oo
Tegyiik fel, hogy ez egy pozitiv valésziniiségii C' halmazon teljesil. A C
komplementerén nem tudjuk, miként viselkedik a K e.5, igy be kell vezetniink
egy (t,) id6pontsorozatot és a 7, megalldsi id§ helyett a 7, A ¢, korldtos
megalldsi idoket kell tekinteni. Definidljuk a

o O 1
K" = K=x([0,7, Aty))
n

integrandusokat. Vildgos, hogy mindegyik K™ megengedett, (K™ o .S)_ ér-
telmes, ugyanis a 7, A t, < oo id6épont utdn az integralfolyamat mar nem
valtozik. Az is vildgos, hogy a K™ e S negativ része egyenletesen nulldhoz
tart. Az is vilagos, hogy ahol az dtmetszések szama végtelen, vagyis a C
halmazon, az integrélok névekedése a [0, ] szakaszon legaldbb v — 8. A C
halmazon a 7, minden n-re véges, igy ha t / oo, akkor

Cn{r >t} \0.
Viélasszuk a t,, szamokat ugy, hogy

P (C)
on+1 :

P(Cn{rm >t,}) <

Ha B = cn (mn {7—” < t'rb})a akkor

P(B) = P(C\B)=P(C)-P(CNB°=
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P (C) =P (CN(Up{m < tn}c)) =
— P(C)-P(U,CN{r > 1)) >

> P(C)—ZP(Cm{r,L>t,,L})2
P (C)
2 2rL+1 2T>0

Ha sziikséges, akkor a B halmazon a v — [ feletti felesleges novekményeket,
illetve a B¢ halmazon a nem negativ értékeket a dijmentes lomtalanitas
feltétele segitségével elhagyhatjuk. Ezért alkalmas [,, > 0 sorozat segitségével
az L*° térben

(K” L J SIL)OO - l'rL - (7 - ﬂ) XB

amely ellentmond a nincsen arbitrazs feltételnek. fgy az atmetszések szama
majdnem mindenhol véges. Ebbol kovetkezden egy nulla mértékii halmaztdl
eltekintve a hatarérték létezik. Mivel a H e S alulrél korlatos, a hatarérték
vagy véges, vagy +oo, de ez utébbit a mar bemutatott mdédon ki tudjuk
zarni®4. O

3.2 A lehetséges ,,kaszalasok” terének korlatossaga

El6szor vizsgaljuk meg a lehetséges , kaszalasok” terét, vagyis azt a halmazt,
amely elemei megengedett befektetések szerinti sztochasztikus integralként
allithatdk elé. Kezdjiik néhany viszonylag egyszerii lemmaval.

3.2 Lemma. Rogzitsink eqy u szamot. Ha az S szemimartingdl eleget tesz
az arbitrdzsmentesség feltételének, akkor a

{(H ¢ S)_, : H u-megengedett} (2)

korldtos az L-ban®3. Az arbitrdzsmentesség feltételének teljesiilésekor a (2)
halmaz L° térben vald lezdrtja is korldtos az L° térben.

Bizonyitas. Az alulrdl valé u-korlitossdg elemi kovetkezménye, hogy ha
(H,) egy u-megengedett sorozat és a, \, 0 tetszbleges, akkor az f,a, =
(Hpom, ©S), sorozat negativ része egyenletesen nulldhoz tart. Ebbdl kovet-
kezéen, miként 1attuk, az (f,au,) sztochasztikusan nulldhoz tart. Ha most az
(fn) nem lenne korlatos, akkor létezne olyan £ > 0, hogy egy részsorozatra

34Legyen T, az elsd olyan idépont, ahol a H e S dtmetszi az n értéket. Jellje C azon
kimenetelek halmazat, ahol végtelen sok 7, véges, vagyis ahol az integral végtelenhez tart.
Vildgos, hogy ™, /" oo, ugyanis a sztochasztikus integrdlok trajektéridi véges szakaszon
korlatosak. Definidljuk a K™ integrdlokat, majd ezt kovetSen ismételjiik meg a mar be-
mutatott gondolatmenetet.

35Emlékeztetiink, hogy az LY térben a korlatossig, vagyis a sztochasztikus konvergen-
cidban a korlatossag definiciéja a kovetkezs: Egy A halmaz akkor korlatos a sztochasztikus
konvergencidban, ha minden € > 0 szdmhoz van olyan N, hogy P (|f| > N) < ¢ minden
f € A esetén.



A pénziigyi eszkozok arazasanak alaptétele . . . 107

P (f,, > k) > €. De ez lehetetlen, mert az (f,, /k) sztochasztikusan nulldhoz
tart és ezért

P (fur > k) =P (fu,/k>1) <P (|fo, /R >1) <e.

Az allitas masodik fele egy dltalanos észrevétel: ha egy halmaz korlatos az L°
térben, akkor a lezdrtja is korlatos®®. Legyen ugyanis az (f,,) a lezardsbél vett
olyan sorozat, amelyre P (| f,| > n+ 1) > & > 0. Minden n-re legyen g,, olyan
fiiggvény, amely kozel van az f,-hez, vagyis amelyre P (| f, — gn| > 1) < &/4.
A (gy,) korldtossdga miatt van olyan N, hogy P (|g,| > N) < /4. Ekkor ha
n > N, akkor

P(|f'rb| > n+1) < P(|f'rb _gn| > 1) +P(|g'rb| > n) < 5/27

ami lehetetlen. O

3.3 Definicid. Tetszdleges X sztochasztikus folyamat esetén

X* =sup|X], .
>0

3.4 Lemma. Ha az S szemimartingdl eleget tesz az arbitrdzsmentesség fel-
tételének, akkor tetszdleges u esetén a

{(H ¢ S)* : H u-megengedett}
halmaz korldtos L°-ban. Specidlisan a (H @ S)* fiigguény minden megengedett
H folyamatra majdnem mindenhol véges.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy van olyan u, amelyre a halmaz nem korlatos.
Ekkor valamely € > O-ra létezne egy (H,,) u-megengedett sorozat, amelyre

P((H,eS)">n)>c¢.
Ekkor a
7, = inf {t : |H, & S| > n}

megalldsi id6kre P (7, < 00) > € és a {1, < oo} halmazon (H, e S),, > n.
Ekkor a K,, = H,x ([0,7,]) u-megengedett folyamatokra P((K,, e S),, >
n) > e > 0. Kovetkezésképpen a ((K, ®.S)_ ) halmaz nem korlatos a szto-
chasztikus konvergencidban, ami viszont ellentmond az el6z6 lemmanak. O

3.3 A C, Fatou-zartsiaga és a C gyenge* zartsiga
Térjiink r4 a C gyenge* zdrtsdgdnak igazoldsdra.

3.5 Definicié. Az L° tér egy D részhalmazdt Fatou-zartnak nevezzik, ha
minden (f,) alulrdl egyenletesen korldtos D-beli sorozat esetén, ha f, — f
magjdnem biztosan, akkor f € D.

36Ez 4ltaldban topologikus vektorterekben is igaz.
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Ha a D halmaz kup, akkor a D Fatou-zartsaga ekvivalens a kovetkezovel: Ha
(fn) egy olyan D-beli sorozat amelyre f,, > —1és f, — f majdnem biztosan,
akkor f € D.

3.6 Allitas. Ha o Cy Fatou-zdrt, akkor a C kip o(L>, LY)-zdrt.

Bizonyitas. Legyen (f,,) egy CNBy C Co-beli sorozat, amely sztochasztiku-
san tart valamely f € L° elemhez. Ekkor valamely (f,, ) részsorozatra felte-
het8, hogy f,, — fmajdnem biztosan. Mivel (f,,) C Buo, ezért a sorozat
elemei —1-nél nem kisebbek. A C feltételezett Fatou-zartsagabdl kovetkezik,
hogy f € Cy. Nyilvan az f € By is teljestl, vagyis a C'N By, halmaz zart
a sztochasztikus konvergencidra nézve, amibdl az allitds az el6z6 allitasunk
alapjan mar kovetkezik. |

Osszefoglalva, az alaptétel bizonyitasat a kovetkezo allitasra vezettik vissza:

3.7 Allités. Ha az S folyamat egy korldtos szemimartingdl, amely eleget tesz
az arbitrdzsmentesség feltételének, akkor a Cy kup Fatou-zdrt.

3.4 A maximalis elem és a Fatou-zartsag

Térjink rd a Cy kip Fatou-zartsdganak bizonyitdasara. Az egyszerliség ked-
véért (hy,) jeloljon egy olyan Cy-beli sorozatot, amelyre h, > —1 és amely-

re h, — h. A Fatou-zdrtsig definicidjanak értelmében nyilvan elegendd
beldtni, hogy h € Cy. A tovabbiakban rogzitsiik a h elemet és legyen

D= {f > h|3(K"): K" 1-megengedett és (K" o .5) == f} :
Ha K, (1) jeloli az 1-megengedett ,kaszdldsokat”, akkor
D=cl(Ky(1))n (h+LY) ,

ahol a lezdrés az L° térben, vagyis a sztochasztikus konvergencidban értendd.
3.8 Lemma. A D halmaz nem tres, és tartalmaz maximdlis elemet.

Bizonyitas. Mivel h,, € Cy, ezért minden n-re 1étezik egy g, € Ky melyre
gn > hy. Ekkor az 2.2 lemma miatt 1étezik a g/, € conv{gn, gn+1,In+2,-- .}
majdnem mindenhol konvergens sorozat, amelyre g/, — g. Konnyen lathato,
hogy a (hy,)-bél a megfelel§ silyokkal analég médon képzett (k) sorozat is
konvergens, és h], — h, valamint g/, > h/ . Kovetkezésképpen g > h, és ezért
g € D, vagyis a D halmaz nem iires. Vegyiik észre, hogy a D az L° térben
korl4tos, hiszen benne van a Ko (1) halmaz L%beli lezartjaban. A cl (Ko (1))
halmaz viszont a 3.2 lemma miatt az L° térben korldtos. A D halmaz nyilvan
L% ban zért, ezért a 2.7 lemma értelmében a D halmaz tartalmaz maximalis
elemet. a

A tovébbiakban jelolje fo a D halmaz egyik maximaélis elemét. A kovetkez6
lemm#bdl 1tni fogjuk, mi koze van az fy € cl (Kp) fliggvénynek az alaptételhez.
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3.9 Lemma. Ha fy € Ky akkor Cy kip Fatou-zdrt>".

Bizonyitias. Az 3.8 lemmat megel6zéen bevezetett jeloléseket alkalmazva,
a Cy Fatou-zartsagahoz elegendd belatni, hogy h € Cy, ami a Cy definicigja
szerint azzal ekvivalens, hogy 1étezik egy f € Ky, amelyre f > h. Ha f; € K,
akkor ez nyilvan teljesiil, hiszen minden f € D-re definici6 szerint f > h. O

Ebbol kévetkezoen tehat azt kell igazolni, hogy a D halmaz barmely f
maximalis eleme eléallithaté valamely 1-megengedett integrandus szerinti in-
tegralként.

3.5 A kozelit6 sorozatok egyenletes konvergenciaja

Az fo-rél csak azt tudjuk, hogy eleme a cl (Kj (1)) térnek, vagyis csak azt
tudjuk, hogy az f; 1-megengedett integrandusok altal definidlt , kaszalasok”
sztochasztikus konvergencidban vett hatérértékes. A probléma abbdl ered,
hogy nem tudjuk, hogy az integralként eléallithato valtozdk hatarértéke mikor
allithaté eld integralként. A helyzet hasonlit a kdvetkezore: Tegyiik fel, hogy
linedris funkciondlok valamely (g, ) sorozatara az a, = (gn, f) szdmsorozat
konvergens. Mit tudunk mondani a (g,) sorozat, vagy legaldbb valami-
lyen részsorozatanak konvergencidjara? ElGszor azt mutatjuk meg, hogy a
kozelit6 sorozathoz tartozo integralfolyamatok egy alkalmas részsorozatanak
trajektériai egyenletesen konvergensek.

3.10 Lemma. Ha (H™) olyan 1-megengedett kereskedési stratégiakbdl dllo

m.im.

sorozat, amelyre (H™ o S)_ == fo, akkor az
Fon = ((H" = H™) 0 S)" = sup|(H" 0 S), = (H" ¢ 5| (3)

valoszinidségi vdltozo sztochasztikusan tart a nulldhoz, valahdnyszor n,m —
00. Sziikség esetén részsorozatra dttérve feltehetd, hogy a (H™ e S) sorozat
trajektoridi majdnem minden kimenetelre az egyenletes konvergencia topold-
gigban Cauchy-sorozatot alkotnak.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a lemma nem teljesiil, vagyis létezik egy 1 >
a >0 és egy (ng, my) végtelenhez tarté sorozat, amelyre

P(sup|[(H" e S), — (H™* ¢ S),| > 2a) > 20
t

Ilyenkor
P(sup (H™ — H™)e5), >a) >«
¢
és a
P(sup (H™ — H")eS), >a) >«
¢

37k fgy a C kip o(L%°, L')-zart.
38Ugyanis, mivel csak azt tudjuk, hogy az LO korldtos és zdrt részhalmazaiban van
maximdlis elem, ezért a Ko (1) halmazt le kell zarni a sztochasztikus konvergencidban.
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egyenl6tlenség koziil az egyik végtelen sokszor fordul el6. Ezért, sziikség
esetén az (ny, my) helyett az (my,ny) sorozatra attérve mér feltehetd, hogy
minden k-ra

P(sup (H™ — H™)eS),>a)>a.
t

Legyen

7, =inf {¢t| (H™ — H™)eS), >a} .
Ekkor nyilvén teljesiil a P (1, < 0c0) > a. Definidljuk az elérejelezhetd L*
folyamatot a kovetkezoképpen:

LF 2 H" ([0, 7)) + H™ x (73, 00))

Lassuk be, hogy az LF folyamat 1-megengedett. Egyszerti szamolassal az L*
definici6jat felhasznalva
(LF o 8), = (H™x ([0,78]) » 8), + (H™x (i, )) o 8), =
= (" (0,7) 0 §), + (H™ @ 8), — (H"*x ([0,7]) » 5), =
— (H”k ° S)Zk + (H"Lk ° S)t _ ([_[m;C ° S)ZA —
— ((an _ H'mk) .S)ZA + (H"Lk ° S)t .
Ha valamely kimenetelre t < 73, akkor (L e S)t = (H" e S), > —1, mivel
a feltevés szerint H™* 1-megengedett. Ha viszont 7, < t, akkor a 7 defini-

ci6jabdl, valamint az integralfolyamat trajektéridinak jobbrol valé folytonos-
sagabdl kovetkezGen

("™ — H™) 0 S)[* = (H™ — H™) o §), >a >0,

T

igy mivel a H™* is 1-megengedett, az L* valéban 1-megengedett. Ebbdl
kovetkezoen az (L"' ° S)Oo értelmes. Legyen

b2 (LFeS) | = ((H™ — H™) 0 ST + (H™ 0 5),, .
Ekkor p. = v + ¢, ahol

o = (H™ o 8) X (1, = 00) + (H™ & S) _ x (T < 00) =
=((H™ —H™)eS) X (T =00) + (H™" ¢5) x (T <00) +
+ (H™" 05) X (T =00) =
=((H"™ —H™)eS) x(x=00)+(H" eS5) =
=(H™ —H")e8) " x (1, =00)+(H™ e8)__
és
U S pi— o = (H™ — H™) 0 )T x (7 < 0) |

A 2.2 kompaktsigi lemma alapjan, felhasznélva, hogy a 73, definicidja miatt
a 1, alulrél korlatos®?, a megfeleld konvex kombindcidkra dttérve feltehetd,

39A kifejezés minden kimenetelre vagy > o > 0, vagy > 0, igy a 0 egy alsé korlat.
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m.m.

hogy valamely vy véltozéra v, — 1g. A feltétel szerint majdnem minden-
hol
klim (H™ eS) = lim (H"™eS) =/fo.

oo k—00
A ¢y, valtozé definicidja miatt minden kimenetelre a ¢y, vagy a (H™* ¢ .5)
valtozé, vagy a (H™ ¢ .S)__, igy trividlisan limy, . ¢ "2 f,. Ugyanakkor
a {7, < oo} halmazon a 75, definiciGja és a sztochasztikus integral jobbrdl vald
folytonossdga miatt az emlitett {7 < oo} halmazon

Yp = (™ — H™) 0 )T = ((H" ~ H™) o 8) (m) > o

o0

A fenti P (7, < 00) > a egyenlétlenséghdl kovetkezik, hogy P (¢ > a) > a.
Ekkor a 2.5 kompaktsdgi lemma alapjan a konvex kombinacié 1y hatarértékére
P (g > 0) > 0. Tehdt a p; sorozat valamely konvex kombindciéibdl &ll6
sorozat az fo+1g valtozéhoz konvergal, ami ellentmond az fy maximalitasdnak.

Végiil térjlink ra a megfelel6 részsorozat kivélasztasdra. A lemma maér belatott
része alapjdn létezik olyan (ny) indexsorozat, hogy

P((H™ —H™")eS)" >27%) <27%,

valahdnyszor | > k. A Borel-Cantelli-lemma miatt majdnem minden kime-
netelre véges sok indextol eltekintve

(H™ —H™)eS)" < 27"
minden [ > k esetén, amibdl az allitds mar evidens. O

A lemma alapjan egy részsorozatra attérve majdnem minden kimenetelre a
(H™ e S) sorozat trajektéridi Cauchy-sorozatot alkotnak az egyenletes kon-
vergencia topolégidban. A jobbrél regularis fiiggvények teljessége?® miatt
érvényes a kovetkezo:

3.11 Lemma. Az ¢el6z6 lemma feltételei mellett létezik olyan X jobbrdl
requldris, adaptdlt folyamat, hogy

X = lim H" e S,
k—o0o
ahol a konvergencia trajektoridnként egyenletesen értendd, vagyis

sup (X — H"™ o 9),| ™0, (4)
t

Miel6tt az aldbbi hosszi szamolasokra ratériink, érdemes réviden véazolni a
hétralev6 szamoldsok céljat. Az egyenletes konvergencia miatt:
fo = lim (H" eS)_ = klim lim (H"* o 5)

k—o0 oo t—o0 t

lim lim (H™ e 8), = lim X, = Xo.

t—o0 k—oo

40Em]ékeztetiink, hogy jobbrél reguldris fiiggvényeken az olyan fiiggvények halmazat
értjiik, amelyek jobbrol folytonosak és rendelkeznek bal oldali hatarértékkel. Az egyenletes
konvergencia felcserélhetd a hatarértékkel, igy a jobbrdl reguldris fliggvények az egyenletes
konvergencia szerint vett topoldégidban zart halmazt alkotnak, igy teljes metrikus teret
alkotnak.
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Az X folyamatrdl azonban nem tudjuk, hogy szemimartingsl, ugyanis a
(H" 05), ™% )

konvergenciabdl belatott H™* ¢ S — X trajektorianként valé egyenletes kon-
vergencia tuil gyenge ahhoz, hogy garantalja, hogy az X szemimartingdl
legyen. Azt meg plane nem tudjuk, hogy az X az S szerint sztochasztikus
integral lenne. Tegyiik fel, hogy léteznek olyan

L™ € conv{H"* k> n} (6)

stratégidk, amelyekre a L* e S sztochasztikus integralok a szemimartingdl
topoldgia szerint konvergélnak. Nyilvédn az (5) miatt tovdbbra is

(L" o 8). ™2 £, ,

igy a mar belatottak miatt az L™ e S trajektéridi egyenletesen konvergalnak.
Mémin-tétele*! szerint az S szerinti sztochasztikus integralok halmaza zart a
szemimartingal topoldgiara nézve, kovetkezésképpen létezik egy elorejelezhetd
L folyamat, hogy
L*eS—LeS

a szemimartingal topolégia szerint. A (6) miatt az 6sszes L* stratégia 1-meg-
engedett, igy az L is 1-megengedett. De ekkor, felhasznalva, hogy a szemi-
martingal topoldgiaban valé konvergencidbdl kévetkezik a minden idépontban
valé sztochasztikus konvergencia,

(LeS), = Jim (Le8), = lim lim (L"eS), =

= llim tlim (L™ e S), :,hm (L" e S) . = fo,

ahol a két hatarérték az imént latott egyenletes konvergencia miatt cserélhetd
fel*2. Kovetkezésképpen fo € Ko, amibél a 3.9 lemma miatt a Cy kip Fatou-
zart, kovetkezésképpen a 3.7 allitast, igy az alaptételt is igazoltuk. Hatra
van azonban még a szemimartingdl topolégidban konvergens (L, ) sorozat
megkonstrualésal

4 A szemimartingal topoldégiaban konvergens
sorozat létezése

Most térjunk ra a bizonyitas legnehezebb részére, a szemimartingal topold-

giaban konvergens sorozat meghatarozasara.

4.1 Uj mértékre valé attérés

Tovébbra is fo jelolje a D halmaz maximélis elemét és (H™) legyen egy

olyan 1-megengedett sorozat, amelyre (H" o S)_ == f;. Miként lattuk?*®,

4IMedvegyev [2007b], Mémin [1980].

42()nmagéban a szemimartingal topoldgidban valé konvergencia nem garantdlja a tra-
jektdéridk teljes idGtengelyen valé egyenletes konvergenciajat.

43V.6.: 3.4 lemma.
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a (H™ e S)" halmaz korldtos az LY térben, igy egy nullmértékii halmaztdl
eltekintve
q = supsup|(H" e S),| =sup (H" e S)" < 0o .
n t n

Osszefoglalva, egy alkalmas részsorozatra attérve igaz a kovetkez644:

4.1 Lemma. A (H™ ¢ S) sorozat majdnem biztosan t-ben egyenletesen kon-
vergdl valamely X folyamathoz, és a

q = supsup|(H" e S),| = sup (H" e S)*
n t n

valtozo majdnem biztosan véges.

4.2 Lemma. Létezik olyan, P-vel ekvivalens R valdsziniségi mérték, hogy

lim _|Isup [(H" o 5), — (H™ ¢ 5),[[|z2r) =0

n,m—oo

A Radon—Nikodym derivdlt korldtos.

Bizonyitas. Legyen
dR o exp(—q)
dP  Ep [exp(—q)]’

ahol ¢ az el6z6 lemmédban definidlt valtozé. Az R valdszinliségi mérték,
ugyanis a kifejezés integrdlja éppen egy. Ekkor nyilvdn ¢ € L? (R), ezért a
sztochasztikus konvergencidra vonatkozé majoralt konvergencia tétel szerint
a fenti hatarérték létezik, és 0-val egyenld. |

A tovébbiakban a fent definidlt R valdszintiségi mértékkel fogunk dolgoz-
ni. Vegyiik észre, hogy ha egymds utan két mértékcserét hajtunk végre, akkor
a Radon—Nikodym derivaltak 6sszeszorzédnak. A P-r6l az R-re valé attérés
Radon—-Nikodym derivaltja korlatos. Mivel a mérték véges, egy integralha-
t6 fliggvényt tetszoleges korldtos, mérhet6 fiiggvénnyel szorozva integralhato
fliggvényt kapunk. Ha a mértékcserét két 1épésben hajtjuk végre, elGszor
attériink a P-rél az R-re, majd az R-r6l a Q-ra, akkor a dQ/dP pontosan
akkor integralhatd, ha integrélhaté a dQ/dR. Mivel a kockdzatmentes mér-
tékre vald attérés Radon—-Nikodym derivéltjanak integralhatosagét a korlatos
dR/dP nem érinti, ezért az egyszeriiség kedvéért az R-re valé hivatkozdst
elhagyjuk és az alapul vett mértéket tovabbra is P-vel fogjuk jeldlni. A sze-
mimartingalok halmaza nem médosul a mértékcsere sordn?®, és mivel S-rél
feltessziik, hogy korlatos, ezért az S specialis szemimartingal. Tekinthetjik
tehat az S = M + A kanonikus dekompoziciéjat, ahol M lokélis martingal,
A pedig elérejelezhetd, véges valtozdsu folyamat. Vegyiik észre, hogy a mér-
tékeserét kovetben az

sup |(H" o 5),| < q € I (Q)
t

44 A tovébbiakban az egyszeriibb indexelés kedvéért mindig evvel a részsorozattal fogunk
dolgozni.
45Medvegyev [2007a]: Corollary 4.58.
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miatt a H" e S egy specidlis szemimartingal*®. Ebbdl kovetkezden?” a H" ¢ S
kanonikus felbontasa

H'oeS=H"oeM+ H" o0 A,

ahol az els6 integral lokalis martingal, a masodik pedig egy korlatos valtozasa
folyamat. A (H™ e .S) szemimartingdl topolégidban valé konvergencidjahoz
elegendd belatni, hogy a (H™ ¢ M) és a (H™ e A) konvergensek a szemimar-
tingal topologiaban.

4.2 Néhany egyszeru becslés
El6szor egy 6nmagédban is érdekes becslést mutatunk be:

4.3 Lemma. Legyen S eqy szemimartingdl, amelynek ugrdsaira teljesil a
[[(AS)*||, < oo egyenldtienség, ahol 1 < p < co. Ekkor az S specidlis szemi-
martingdl, valamint az S = S (0) + M + A kanonikus felbontds esetén tel-
jestilnek a

I(aA)"]

p *
» < ﬁ ||(AS) |

p

lany |, < == [[(as)

< 2L jasy|,
egyenldtienségek.

Bizonyitas. A jelolés egyszertisitése céljabdl tegyiik fel, hogy S (0) = 0. Ha
o, =inf {t:|S ()| >n} ,
akkor az ugrasokra tett feltétel miatt

17| < [ST [+ ]AS (00)| <+ |AS (04)] <
< n+sup|AS| € LP(Q) C L' (Q).
>0

Igy sup, |57 | (t) € L' (Q), tehat a sup,«, |S (s)| lokdlisan integralhato, igy az
S egy specidlis szemimartingal?®. Definicié szerint a specidlis szemimartings-
lok kanonikus felbontdsdban az A elérejelezhetd, igy a AA is elérejelezhetd.
Kovetkezésképpen AA = P (AA). A (AS)" a feltétel szerint integralhatd,
kivetkezésképpen az L (t) = E ((AS)™ | F;) egyenletesen integralhaté mar-
tingal. Természetesen

AS (O =E(JAS(1)]| ) <E((AS)" | F) < L(t)

46V.6.: Medvegyev [2007a], Theorem 4.44, 257. oldal.
ATV.5.: 2.12 tétel.
48Medvegyev [2007a]: Theorem 4.44.
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igy P (|AS]) <PL =L_. Mivel ?» (AM) = 0, ezért
[AAl = |
P (AS) < P(AS]) < L-.

Ha co > p > 1, akkor a Doob-egyenlétlenség szerint

(A4, <

sup IL (1)

P
Ha p = oo, akkor minden t-re
AAW] < Lo (H)=E(AS) | F) <
< B(|(as) ] 1 7-) = [[(A9)l

igy
(a4,

sup 24| < @5

Ebbdl mind a két esetben

IN

sup |AM|
t

sup |AS|
t

+ ||sup |AA]
t

p p

p .
+ﬁ||(AS) |p

p

IN

las)y ],

)

ami éppen a kivant masodik egyenl6tlenség.

Gyakran hasznos a kovetkezd egyszeri észrevétel:

P(AA) =[P (AS — AM)[ = [P (AS) = P (AM)| =

p o p *
S— L (o), = P [(A8),

115

4.4 Lemma. Legyenek (gi); <<, nemnegatwv, az (Q,F,P) valosziniségi
mezdn értelmezett mérhetd fiigguények. Tegyik fel, hogy léteznek az (ar) <)<,
és & pozitiv szdmok, amelyekre teljesiil, hogy minden k-ra P (gp > ax) > 6.

Ekkor minden 0 < n <1 esetén

(ng>nézak> > Z) :

Bizonyitas. Legyen g = > k1 Gk, 6s jeldljik A-val az egyenlStlenségben

szerepld { g > 6n>")_; ax } halmazt. Nyilvin

E (gx(A9)) < ZakénP Zakén (1-P(A)) .
k=1
Masfelol

E (gx(A49)) = E (9:x(A%) > > E(gix(A)x{gr > ar})) >
k=1 =1

e
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v

Z“kP (AN {gr > ar}) > Zak ({gr > ar}) —P(A)) >

Z apd — ZakP (A)
k=1 k=1

A két egyenlétlenség egybevetésébodl kdvetkezik, hogy

Z%P (A) — ZakénP(A) > Zaké — Zakén ,
k=1 k=1 k=1 k=1

v

amibol N N
P(A) > b=t W0~ 2 ey W01,
T ket @k — Doy QRO
amibdl a Y, _; ap # 0, felhasznaldsdval kovetkezik a lemma. m|

A kovetkezd becslés az el6z6 becslés kozvetlen kvetkezménye:

4.5 Lemma. Legyenek (gi);<j<, nemnegatwv, az (Q,F,P) valosziniségi
mezén értelmezett mérhetd figguények. Tegyiik fel, hogy léteznek a és b
pozitiv szamok, melyekre teljesil, hogy minden k-ra P (g, > a) > b. Ekkor

Z >nab >Q
9k =5

4.3 Néhany szornyu becslés

4.6 Lemma. Ha H) jeloli azon 1-megengedett H integrandusokat, amelyekre
||(H oS , < A, akkor minden A > 0 esetén a

{(HQM)* | H € H,\}
halmaz korldtos L°-ban.

Bizonyitas. Rogzitett A > 0 esetén, a H halmaz definicidja szerint, minden
H € H, folyamatra ||(H 5" , < Ateljesil, ezért a H oS szemimartingal, a
specidlis szemimartingdlok karakterizacids tétele*® miatt specidlis szemimar-
tingal. Ekkor H e M sztochasztikus integral lokalis martingal szerinti integral
értelemben létezik, ezért definici6 szerint lokélis martingal®®, valamint H e S
kanonikus dekompozicidja H e M + H o A alaku®?.

Tegyiik fel, hogy a {(H e S)" | H € Hx} halmaz nem korlatos az L°-ban.
Létezik tehat egy a > 0 és egy Ha-beli (K™) sorozat, hogy minden n > 1
esetén P (K™ e M)* > n?) > 8a. Tudjuk, hogy

E(((K"e9))") <2,

49Medvegyev [2007a]: Theorem 4.44.
50Medvegyev [2007a]: Definition 4.38.
51Medvegyev [2007a]: Theorem 4.49.
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ezért a ((K "eS )*)2 valtozora alkalmazva a Markov-egyenlétlenséget:
P((K"e8) =n) =P (((K"e8))* = n?) < .

Legyen N olyan, hogy ha n > N, akkor max )‘—z, L1 < 2 s definidljuk a
gy Y 6

n n

<

T, megallasi idéket a kovetkezdképpen:
o = inf {t| [(K™ e M),| > n® vagy |(K"eS),| >n} .

Ekkor az L = #K "X[0,r,] integrandusra teljesiilnek a kovetkezOk:

1. L™e M lokalis martingdl, hiszen a bizonyités elején elmondottak szerint
K™ e M, és igy L™ ¢ M is lokalis martingdl.

2. Ha n > N, akkor

P((L"eM)" >n) > P((K"eM) >n®)—P((K"eS)" >n)>
2

> 804—)\—22704.

n

Ezt a kovetkezOképpen lathatjuk be. Azokra az w kimenetelekre, melyekre
(K" o M)* (w) > n®
és
(K" e8)" (w) <n,
nyilvédn (K™ e M)in > n3, vagyis (%K” o M) ; > n. Kovetkezésképpen
(L" e M)" >n.
Ezen kimenetelek halmazénak valdszintisége nyilvan nem kisebb, mint

P ((K” o M) > n?’) -P ((K” e S)" > n) .

3. L™ e S ugrdsai nem kisebbek, mint — (n+ 1) /n?. Valéban, a 7,
megalldsi id§ definiciéja miatt a (K™ e )™ folyamat felsé korlatja a [0,7,)
intervallumon n, és mivel 1-megengedett folyamatrdl van sz, az értéke [0, 7,,]-
on nem kisebb, mint —1, ezért (K™ e S)™ = K"x|o,,) ® S ugrdsai nem
kisebbek, mint —(n + 1).

4. ||(Lm e M)*||, < n+||A(L" e M)_ ||, <n+53. Az egyenlStlenség elsd
fele abbdl kivetkezik, hogy 7, definiciéja miatt a (K" e M)™ = K™x[o,1,,] ®
M folyamat értéke a [0,7,) intervallumon legfeljebb n3. Az egyenldtlenség
masodik részének igazoldsdhoz vegyiik figyelembe, hogy

(A(L"eS))" <2(L"eS)" ,
és mivel a K™ € 'H, miatt

A

[ es) ], < 2 )

5 <
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ezért az imént belatott 4.3 lemma alapjan

6

2_n2'

||A(L” .M)Tn||

A 4. pont alapjan L™ ¢ M € H2, igy egyenletesen integrdlhaté. Minden
n-re definidljuk a (7, ;) megalldsi id6kbél all6 sorozatot a kovetkez6képpen:

21}.

Legyen 7,0 = 0, valamint

Tn,i—1

Tn = inf { t]t>Thioa és ‘(L” o M), — (L" o M)

Ekkor minden n > N-re érvényes a kovetkezd becslés:

<1+ |[|[A(L"e M),

||(L”0M)TM — (L™ e M) ||2 <

Tn,i—1 ||

6
<1l+ — < l+a<?2.
n
Jeloljiik k,-el na/4 egészrészét. Lassuk be, hogy minden ¢ = 1,... k, és

tetszéleges n > N esetén P (7,; < 00) > 6a. Mivel (7,,),~, megalldsi idok
monoton novo sorozata, nyilvan elegendd az egyenlGtlenséget ¢ = k,,-re bi-
zonyitani. Legyen B = {7, 1, < 0o}, és becsiiljiik (L" @ M)* g kifejezés
L2?-norméjat.

||(L”0M X Be <

< ||Z L”X(mz — .M)*XBC .

9)

o
< Z||(LTLX(W,._1,%,.] ® M)*| 2
i=1

Ahogy megallapitottuk, L™ e M, és ezért az L™ o M is egyen-

X("n,i—b"n,i]

letesen integralhaté martingdl, ezért az L™ e M folyamat a [0, 00]

X
(Tn,i—1:7n,i]
intervallumon is martingdl®?, igy alkalmazhatjuk a Doob-egyenl6tlenséget?3:

Iz o M)’

» =2 (L

X("n,i—l*"n,i] X(rnyi_l,rnyi] .M)ooHQ ’

amib6l tehdt, felhaszndlva (9)-et, (8)-at, majd a k,, definici6jét:

kn
2 = 2ZH(L”X(W,¢—1 n,i) ¢ M)ooHQ < 4kn < no.

i=1

||(L" ° M)* XBe

Ebbdl a Markov-egyenlétlenség felhasznalasaval kapjuk, hogy
P ((L” o M)" xpe > n) < a?

vagyis
P(B°N{(L"eM) >n})<a’<a,

52Medvegyev [2007a]: Corollary 1.67.
53Medvegyev [2007a]: Corollary 1.53.
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amibol:

P(B)>P((L"eM)" >n)—P(B°N{(L"eM)" >n})>Ta—a=06a.
(10)
Tehat valéban
P (75, < 00) > 6 .

Vezessiik be az f,; = (L" ® M)y,  — (L" @ M)y . ésa By; = ={foi=a}
jeloléseket. Megmutatjuk, hogy P (B, ;) > a?. Mivel az L" e M folyamat
egyenletesen integralhaté martingdl, a megéllasi opcidkrdl szél6 tételbsl®
kovetkezik, hogy

E (fni) = (er ) —E(f.:) =0,
amibol
B(5) () - 2Wd) (1)
Ebbdl, a

{wll e, —@em), |21} {w]m, <o}

tartalmazds, a (10) becslés, valamint a Markov-egyenlétlenség felhasznalasdval
kapjuk, hogy E ( I L) > 3a.. Mivel B¢ ;. halmazon f, . kisebb a-ndl, ezért

fLL fLL

E(f”_’,t.xBnyi)zE(f,;i)—a>2a. (12)

A Cauchy—-Schwarz egyenlétlenség, majd a (8) becslés felhasznaldséval:

ol

< 2P (B,)? . (13)

E (f‘rb_,’iXBn,i) < an,z‘| 2 P (B'rb,'i)

Viégiil (12) és (13) sorok egybevetésével pedig kapjuk, hogy P (B,;) > o?.
Most térjink rd L™ e A vizsgélatara. Felhaszndlva (7) sort, minden i-re

kapjuk:
2\

7—n,i—1||2 - _2 :

(L7 8),  —(L"e5) -

Ebbdl a Markov-egyenlétlenség felhasznalasaval:

2) 22\ n?2
P<|(L .S)m,i_(L .sz 1|>_>§<_2> 4—)\2271 2.

n n
Vegyiik észre, hogy
_ , , 2\
{w | Jni =@ } \ S w| |(L” . S)TW —(L" e S)TM_1| > - C

C {u)|(L”oA)TM—(L”QA)TM_1 za—%} ,

n

54Medvegyev [2007a]: Theorem 1.86.
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ugyanis
(L" o A)Tw —(L" e A)TM_1 <a-— 2—;\
esetén az
fni < —a
és az
(L es),, ~(Lres), |<2

egylitt nem teljesiilhet.
A fenti tartalmazdsbdl és a P ( JniZ a) > a? becslésbdl kovetkezik, hogy
minden ¢ < k,, és n > N-re teljesiil, hogy

P<(L”0A)T —(L"eA)_ Za—%> >a?—n"?. (14)
n,t n,i—1 n

Az L™ e A nyilvan korlatos véltozasi, és a bizonyitas elején elmondottak sze-
rint megegyezik L™ o S folyamat kanonikus felbontasdnak korlatos valtozasi
részével, ezért elrejelezhett is. Alkalmazhatjuk tehat ré a 2.13 Hahn felbon-
tasi tételt. Legyen B és B” olyan el6rejelezheté halmazokbdl 4ll6 particidja
az IR, x Q halmaznak, amelyekre teljesiil, hogy L”XBJL_ e Aés —L"xpn o A
folyamatok pozitiv értékeket vesznek fel, és trajektérial névekvoek. Jeloljik
R"-el az L™y B2 O[O0,k ] folyamatot. Ekkor az R"™ e A folyamat kielégiti az
alabbi egyenlotlenséget:
(R”OA) ,—(R”OA)

Tn,i

- > (L" e A)

T, i—

—(L"e A)

Tn,i Tn,i—1

hiszen a bal oldal i < k,, esetén

(L"XBrA0 k] ®A) . — (L"XBrA0,m0 k] @ A)Tm._1 =

Tn,i

= (L”XBj_ . A)TW — (L”XBJL_ . A) =

Tn,i—1

(L"XB7 X[0,m: 1] ® A) =

Tn,i—1

= (L"XBy (X070 1] F X(ri1immi]) ©A4)

mn,i

— (L”XB_?_X(Tn,i—lanvi] [ ] A)

Tn,i

A jobb oldal pedig hasonl6 atalakitasokkal
(L"(xBy + XB" X(rniarai ®A),

ahol L™ XB" X (7, ,_1,rn.,] ® A = XB" ® (L”X(Tn,i—lﬂ'n,i] ° A) negativ értékeket
felvevd folyamat. Ezt (14) sorral egybevetve kapjuk, hogy i < k,,, ésn > N
esetén:

2\
P<(R”0A)T —(R"e A)_ ,12a——>>a2—n—2. (15)
mn,i mn,i— n
Mivel R™ o S ugrasai részét képezik L™ e S ugrasainak, ezért
_ , _ 1 2
(A(R"eS))” < (A(L"eS))” < ”2; <= (16)
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Lassuk be a

o), , < Zl\fm
egyenl6tlenséget. Nyilvan teljestilnek a kovetkezo egyenl6ségek:
(R™ e M), = (R M)™* (c0) =
= (L"XBy 0,704, ] ® M) " (00) =
= (L"XB7A(0.70.4,) * M) (90) = (XB7A(0,7, 1,1 @ (L @ M) (00) -

Figyelembe véve, hogy L™ ¢ M € H3, {gy®®

(X7 00,7 0 @ (L™ @ M) (00)|[5 = [IX B2 (0.7 1 @ (L7 @ M|

amib6l az Ité-izometria®® felhasznalasaval,

n 2 2
(X570, @ (L7 @ M) (0)|[5 = IXBr 0,010 1 [ 0 0ns =

o0 2 o

= ||X[077n,kn]||i”oJﬂ ||( OTn k] L’L d M)) (OO)HE =
=[|(L" e M)

Tn kn ||2 ’

a fentieket egybevetve tehat kapjuk, hogy
||(R”0M) 2<|| (L™ e M)

Tn, kn|| Tn,anQ :

Mivel L" @ M € H?, igy L™ @ M egyenletesen integralhatd, ezért a megélldsi
opciokrdl szolo tétel alapjan

E((L"eM), |F., . )= (L"eM)

Tn,i—1

amibol:
kn
> lfuslly =
i=1
kn
-3 E (E (Lo M): (LMo M)®  —2(L"eM)  (L"eM) | fw_l) _
i=1
kn
=S e (B (et o2, 15, L)) -
i=1
kn
=S E(@remy -~ wremy? )= H(L" M),
i=1

55Medvegyev [2007a]: Theorem 2.85.
56Medvegyev [2007a]: Theorem 2.88/5.
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amib6l (17) egyenlétlenség mér kovetkezik.
A korabbi (8) becslés és (17) alapjan, n > N esetén:

(R e M), |2 < 4k, . (18)

Tn,kn
Mivel L™ @ M € H?, ezért nyilvian R™ ¢ M € H?, vagyis R" ¢ M egyenletesen
integralhaté martingdl, ezért alkalmazhaté a Doob-egyenlétlenség®” az R” o
M™ .k = R™ @ M, [0,00]-en értelmezett martingdlra, vagyis

[supI(R™ o M),| [, < 4| (R" & M) ||, =
> (19)

= 4||(R" e M), |2 < 16k, .

Tn,knp

Bar az R" e S megengedettségérdl nem tudunk semmit, a fentiek segitségével
megmutatjuk, hogy a folyamat csak kis valészintiséggel vesz fel kis értékeket.
Mivel R™ o A folyamat névekvd, ezért nemnegativ, igy

R'eS=R'eM+R'eA>R"eM.
Ezt felhaszndlva, majd alkalmazva a Markov-egyenl6tlenséget, majd a (19)
sort:

P(inf (R" e §), < —k,n~ 1) <P (sup|(R" e M),| > k,n~ 1) <

t>0 t>0

- E((sup;so |[(R" OM)t|) ) - 16k, 164/n
o k%?’l_% k;?n_% kn -

Legyen
o, inf{t | (R"e8), < —k,n~% } .

Mivel 0,,(w) < 0o esetén (R" o S)Un(w) < —k,n"1, ezért
1
. n < 13
inf {(R" ¢.8) (w,t)} < —knn ™7,

amibdl a fenti egyenlétlenség alapjan

—_

6

P (0, < x0) <

Most definidljuk a kovetkezd integrandust: V,, = ﬁR”X[O,an]- Ekkor a (16)
becslés alapjan a V,, e S ugrasai nem kisebbek mint %, ezért a V,, e S nem
kisebb mint —n~% — %, vagyis

lim || (Ve S)_

n—oo

=0. (20)

57"Medvegyev [2007a]: Corollary 1.53, (1.18) sor
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Tehat V,, olyan megengedett integrandus, melynek egyenletes alsé korldtja
0-hoz tart. Az alabbiakban belatjuk, hogy (V;, @ S)_ pozitiv valészintiséggel
pozitiv.

Mivel a (15) becslés, és a 4.5 lemma alapjin

: 2 2 _ -2
P<(RTL.A)Tnk 2% <Oé——)\> (042_77,_2)> >%)

n
ezért
n 1 2\ 9 o a?—n2
P((V .A)Tnk 25 a—g (a -n ) >T—P(on<oo),
amibdl
1 2 2_n=2 16
P <(VTL.A)Tnk > § <Oé— %) (az _n—2)> > a 2” _ kﬁ .

Ekkor, mivel a V™ e A trajektoéridi novekvéek,

P <(V” oA), > % <a a 2_>\> (o _n_2)> _ ot - 16V |

n

, , _ 3 , 2_1 -2 1 . 2 .
tovabbé az % (a— %‘) (a2 -n 2) — %, és az “— — 16v/n < miatt

elég nagy n-re

P((Ved) > %) 21
Most prébaljuk meg a (V' eS) = (V" e A)  + (V" e M)_ felbontdsban
a masodik tagot, vagyis a (V" e M)_ véltozdt becsiilni. Belatjuk, hogy
(V™ e M)_ tart 0-hoz L?-ben. A V™ folyamat definicidja alapjan:

K 1 n
Ve M)ell; = = [(B"Xp00,1 @ M) ()], =
1 T
7 (0.0 @ (B 0 2)) (00) -
Tudjuk, hogy R™ e M € H?, ezért alkalmazhaté az Ito-izometria®®, amibdl

\/E </OOO xfo,gn]d[R”-MD <
\/E </O°°1d[Rn.M]> .

Ismét az Ito-izometria, valamint az R" = R"X|o 7, , 1 felhaszndldsdval,

\/E </0001d[Rn.M]> = ||(Le (R" o M)) (c0)|, =

= (R X070 11) # M) ()], = [ (" 0 M) (o), = (" 21

[(X[0,0,,) ® (R ® M)) (00) |,

IN

Tn,ky, ||2 :

58Medvegyev [2007a]: Theorem 2.88.
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A fentieket egybevetve a (18) segitségével

: 1 ,
||(V” ® M)OOHQ S k_nH(R” ® M)Tn,kn ||2 S

A Markov-egyenldtlenség alapjéan,

3 E " o M 2
P e > %) < B2 )
64

{viomen, > he

o? a?
C {w | (V" eS) > §}U{w [|(V" e M) | > ?}
tartalmazds, és a (21) egyenlStlenség miatt:

P((V"eS), > %) +P(|(VT e M) | >

~| 8],

3
e
5>
amibdl a fenti konvergencia miatt, elég nagy n-re:

ad a?
P((V"eS —)>—.
(V7o) > %)= 2
Ekkor tehét a g, = (V™ e S)__ olyan Ko-beli sorozat, melyre a (20) sor miatt

lim,, . [|9;, || o, = 0, de a fenti egyenlétlenség alapjan a gy, P, 0nem teljesiil,
ami ellentmond a 2.6 lemmanak. O

4.7 Lemma. Legyen 7' = inf {¢ | |(H" @ M),| > c} és legyen

(o)

K =H"x (75 00)) -

Ekkor minden € > 0-hoz létezik egy co > 0, hogy minden n esetén, tetszdleges
(A, ..oy An) konvex sulyokra és minden ¢ > ¢y szamra

P ((Z)\iKi‘M> >5> <e.
i=1

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az allitassal ellentétben 1étezik egy o > 0 szdm,
hogy minden ¢j esetén léteznek a (Aq,. .., A\, ) konvex silyok és a ¢ > ¢ szdm,

hogy
P ((ZAJ(ZOM) >a> > .
i=1

Mivel a 4.1 lemma alapjan a g = sup,, sup, |(H" e S),| valészintiségi valtozé
majdnem biztosan véges, ezért létezik olyan N € IV, hogy P (¢ > N) < .
Definialjuk a koévetkezd megallasi id6t:

T=inf{t|In>1:|(H"eS),|>N}.
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Ha valamely w-ra 7(w) < 0o, akkor létezik egy n € IN, melyre sup, [(H™ ¢ S),| >
N, ezért ¢ > N, tehét P (1 < 00) < 2. Legyen A\ = sup,, |[sup, [(H" ¢ S),|,-
Ekkor a A véges, hiszen minden n-re ||sup, [(H" o S),[[ly, < [lqll,, és a 4.2
lemma bizonyitdsaban lattuk, hogy |lg||, < co. Mivel minden n-re a H"
1-megengedett integrandus, és ||(H” ) S)*| < A, ezért a el6zd 4.6 lemma

2
alapjdn a {(H” . M)*}”>1 halmaz korldtos az L°-ban, vagyis

lim sup P (H"eM)" >c)=0.

Ebbél viszont a {77 < co} C {(H™ @ M)" > ¢} tartalmazés miatt

lim supP (7} < 00) =0, (22)

C—00 n

ezért tetszbleges 0 < 6 < ¢ esetén létezik a c; szdm, melyre minden ¢ > ¢;
és minden n € IN esetén P (7" < o0) < §%. Nyilvdn minden n-re

(K2 09)|

2 S ||2 (H" o S)" X{T?<°°}||2 J
valamint a Holder-egyen&tlenségb6l és (H™ e S)* < q felhasznalasdval:
n * n 1
||(H .S) X{Tgl<oo}||2 < HQH4P(TC < 00)4 :

Szintén a 4.2 lemma bizonyitédsa alapjan ||¢||, < oo is teljesiil, ezért a fentiek
alapjan létezik egy co szdm, hogy ¢ > ¢y esetén minden n-re

(K2 09", < 2[lgll, P (7" < 00)* <6 (23)

Rogzitsiink egy ¢ > max {cy, o} szdmot. Az indirekt feltevés szerint 1éteznek
a (A1, .., \n) konvex silyok, melyekre

P ((ZA,-KZ,-M) >a> >a,
=1

és legyen o =inf { ¢ | (21, MK} oM)t| >al.
Legyen K = (327 | MiKE) X[o,min{r,0})- Ekkor teljesiil a

{<i)‘iKZ.M> >a}g{(KOM)*2a}U{T<oo}

tartalmazas, hiszen ha w eleme a bal oldalnak, akkor erre a kimenetelre tel-
jesiil, hogy o < oo, ezért ha o < 7 akkor (K ¢ M)" > «, ha pedig o > T,
akkor a o < oo miatt 7 < oco. Ebbdl pedig kovetkezik a

P((KOM)*Za)>a—P(T<oo)>% (24)
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egyenldtlenség, masrészt a (K ¢ S)" < S°7_ \; (Kl S)" és (23) egyenlétlen-
ségbdl kovetkezik, hogy
(K 5)°]

, 0. (25)
Most vizsgaljuk meg hogy a K megengedett-e. A K és K¢ definicidja alapjan:

KeS :( )\iHi 7,00 min{7,o S) =
(K'e5), ; X(rt ool X[0.min{r.o}) ® 5 )

=Y M ((H X 0 9)™ ) =

t

(Hi oS — HiX[Oﬂ.g] N S)min{T,U})t

)min{t,T,U}
= Z )\i (HL ® S) min{¢,7,0} o (HL ® S) rrlirl{t,T,U,Tg}) :

Ha t < 7! akkor min {¢, 7,0} = min {t,T, o, TZ} ezért az utobbi kifejezés ezen
kimenetelekre nulla, masrészt ¢ > 7! esetén min {t,7,0, 7.} = min {r,0,7}}.
Tehat az utobbi kifejezés a

Z )\iX{t>TZ} ((HL ® S) min{¢,7,0} o (HL ® S) min{T,U,Tg})

i=1

alakba frhaté. Ha 7! < 7 vagy o < 7, akkor — mivel H® 1-megengedett — a
(K o .5),-re kapott kifejezés és 7 megéllasi id6 definicidja alapjan érvényes a

n

(K®8), 2> Aixgisri} (=1 = N)

i=1
egyenlétlenség. Ha 7 > 7 és o > 7, akkor ¢ > 7 esetén
min {¢, 7,0} = min {T, o, TZ} =7,
ezért az egyenlGtlenség ezen kimenetelekre is teljesiil. Azt kaptuk tehat, hogy
(KeS),>—-(N+1)F,,

ahol Fy = 7 XiX(ri,00], €8y novekvé adaptélt és balrdl folytonos, és gy
eldrejelezhetd folyamat. Mivel ¢ > ¢;, ezért ¢; valasztdsa miatt P (T < c0) <
82, ezért E(F,) < 62, amibél a Markov-egyenlétlenség felhaszndldséval
kapjuk, hogy P (F., > 6) < §, amibél kovetkezik, hogy a v = inf {t | F; > 6}
médon definidlt megalldsi id6re teljesiil, hogy P (v < 00) < 6 < . Legyen
K’ = Kx|o,). Erre (23) becslés miatt teljesiil, hogy

(& e 5)7], <6
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valamint (24) becslés és a
{(KeM) >a} C{(K'eM)" >a}uU{r <o}
tartalmazasbdl kapjuk, hogy

3a «
)>I—6>§

Az F} balrdl folytonossagabdl kovetkezik, hogy K’ e S > — (N + 1) 6, ezért

P ((K'eM)" >

LS = i Nlj_l) 5 egy l-megengedett folyamat. Ekkor fenti egyenlStlenségek alap-
jan egyrészt
* 1
LPeS) | <
H( N R
vagyis minden § < a/4 esetén (L‘5 ° M)* € HN1+1 , masrészt

P (1o ) 5

vagyis az {(L° e M )*}s<= halmaz nem korlétos L°-ban, ami ellentmond a 4.6
lemmanak. m|

4.8 Lemma. Az el6z6 lemmdaban haszndlt jeldléseket alkalmazva, minden
g > 0-hoz létezik egy co > 0, hogy minden ¢ > co szdmra tetszdleges |h| < 1
elérejelezhetd folyamatra és tetszdleges (A1, ..., An) konvex silyokra

P(((no KD ) > vE) <

Specidlisan, ha ¢ > cq, akkor

||Z>\‘KZ.M||S < 6\/5
i=1

Bizonyitas. Rogzitsiink egy € > 0 szamot, és ¢y legyen olyan, hogy tel-
jesiiljon rd, hogy minden n esetén, tetszéleges (A, ..., \,) konvex sulyokra
és minden ¢ > ¢y szamra

P((i)\iKioM)* >5) <e.
i=1

Az eléz6 lemma értelmében ilyen ¢ 1étezik. Az eléz6 lemma bizonyitdsdnak
(22) és (23) sorait figyelembe véve, a co-t valasszuk meg tigy, hogy minden
c > cg szamra a

< £

6

egyenl6tlenség is teljesiiljon. Tovabbd (A (K" e S))* < 2(K! e S)", ezért az
el6z6 lemma bizonyitdsdnak (23) sordt felhasznélva ||(A (K7 e 5))” , <20,

s (2 o 5)°,
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ekkor tehat alkalmazhaté a 4.3 lemma, miszerint a K" e S specidlis szemi-
martingal, és igy 2.12 tétel szerint, ha M az S kanonikus felbontasanak lokalis
martingal része, akkor K" oS kanonikus felbontdsanak lokalis martingal része
éppen K e M. Ekkor viszont a 4.3 lemma alapjan minden n-re tetszoleges
o megallasi idore és ¢ > cy-ra:

(A (K o M), I, <e.

Vegylink egy tetszoleges 1-nél nem nagyobb abszolut értékii elorejelezhetd
folyamatot, egy ¢ > ¢g szdmot és a (Mg, .. ., A, ) konvex stlyokat, és definidljuk

a
o= inf{t | ‘Z)\i (Kz oM)t‘ > 5}
i=1
megalldsi idot. Ekkor nyilvan

sup
t<o

(ZA,-K’;‘,) . ML <et+ Y N |A (Ko M) (o) |
=1 i=1
amit a fenti becsléssel egybevetve

(Z)\iKi)oM‘ H <92,
i1 t 12

ami azt jelenti, hogy a (37 ; MiKix(o,)) ® M lokélis martingdlra teljesiil,
hogy

H sup
t<o

n

(k) o30) | <2

1200 o1

Ebbél viszont a Burkholder-egyenlétlenséghdl®® kovetkezik, hogy

(S Mktrw) + ) () <.

ezért a H? martingélok karakterizacios tétele®® alapjan (371 NiK!x[0,0]) ®
M € HE, ezért (R 7 MiKixp,0]) ® M € H3. Az Ito-izometria alapjan

H (hiil&KiX[o,a]) ‘MHH2 = HhH(Z:‘:l M KixX(0,01)oM <
< E([(é NEixoe) « M] () = | (Z NEXoo) oM |, =
gl ) ) <2
1

>0 1\ V4

59Medvegyev [2007a], Theorem 4.68.
60Medvegyev [2007a], Proposition 2.84.
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Ebbdl pedig a Markov-egyenlétlenség alapjan
P(((hZALKZX[O,U]) OM) > \/E) < e,
i=1

mésrészt a o megalldsi id6 definicija miatt P (0 < 00) < ¢, ezért

P(((n Yo nt) o) > vF) <
P(((hi)‘iKZX[O,U]) oM)* > \/E) +P (0 < o0) < be.

Térjiink 14 a mdsodik allitdsra. Jeloljiik a { ((h 0, MKE) o M) > VE}
halmazt A-val. Feltehetd, hogy ¢ egynél kisebb, ezért minden fenti tulajdon-
sagu h-ra

B[ (1o (ko)

<E (xa+xa-vVe) =E(xa) + E (xacVe) < 5e + Ve,

/\1)§

amibdl
iz u {1+ (;zblxiKz.M))” A1) <ot vE<6e.

a

4.4 A szemimartingal topoldgiaban konvergens soroza-
tok meghatarozasa

Most mar ratérhetiink a szemimartingal topolégidaban konvergens sorozatok
meghatarozasara.

4.9 Lemma. Létezik olyan L™ € conv{H"',k > n} sorozat, amelyre az
(L™ @ M) konvergdl a szemimartingdl topoldgidban.
Bizonyitas. Az el6z6 lemma szerint minden n-hez 1étezik olyan ¢,, szam,

hogy tetszéleges (A1, ..., Am) konvex stlyokra

m

| 1
HZA,L-KZ .MH = (26)
= " S n

Emlékeztetiink, hogy K = H"y ((T” oo)) és

Cp?

Ten, = inf {t | |(H" @ M),| > cn} -

C.
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1. A 7} megdlldsi id8 definicidja miatt

(H ([0.75]) 0 M) < o +]A (o 1)

Mivel a H" S specidlis szemimartingdl, ezért a H™ o S kanonikus felbontdsa
H"eS=H"eM+H"o A.
Mivel a 4.1 lemma szerint sup,, (H" @ S)* = ¢ < oo, ezért
I(a (5" o 0)) |l < 3[I(A (H" 0 8))7,
amit dsszevetve a fenti egyenlétlenséggel, kapjuk, hogy
15X ([0,72,1) @ M|y < o +6lall -

<6||(H" o 5)"]

5 = 6||q||2 )

2. Legyen G = ®;c yH?Z, ahol & jeldli a (H?) Hilbert-terek kiilsd Hilbert-
Osszegét, amely maga is Hilbert-tér®. Tudjuk, hogy tetszdleges (X;) € G

sorozat norméja />, HXLH;Q Tekintsiik azt az (X*) C G sorozatot, amely-

nek n-edik koordinataja
1

xe__ Ly
2" (¢, +6 HQH )

X ([0,7]) e M
Az (X "')sorozat korlatos G-ben a G normaéaja szerint. Mivel egy Hilbert-
térben minden korldtos sorozatnak van gyengén konvergens részsorzata®?
ezért az altalanossag megszoritasa nélkil feltehetd, hogy az (X "') sorozat a G
szorzatban gyengén konvergdl valamely X-hez. Mazur tétele alapjan 1étezik%3
olyan Y* € conv {X ko Xkt } sorozat, amelyik a G szorzat normajaban
konvergens. Ezért az (Y"') koordinatai H>2-ben konvergalnak, vagyis minden
k esetén léteznek a A5, A\¥, .. )\’}Qk konvex sulyok, hogy az

Ny,
Y,f = ZA?H’“'HX ([O,Tfn]) o M
=0

sorozat minden n esetén konvergal H>2-ben.

3. Lassuk be, hogy ha LF = Zjv:RO )\ij""*‘j, akkor az (L* M) sorozat
Cauchy-sorozat a szemimartingal topolégia szerint. Legyen adott egy € > 0
és legyen 1/N < e. Ekkor tetszéleges k,! indexekre

o

|LF oM — LMo M|

‘ZA"H"*J oM — ZMHHJ .MH

< ||Yh - Y5+ HZMKHJ .MH + HZ)JKH—J .MHS

61Kristéf [1997]: 221. oldal.
62Tallos [1999]: 8.15 Tétel.
63Rudin [1991]: 3.13 Theorem.
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A ¢y definicidja és (26) miatt az utébbi két tag mindegyike kisebb, mint
€. Masrészt, felhaszndlva, hogy a sztochasztikus integralok a nullaban nulla
értéket vesznek fel,

VS =Yl =

= ir" sup E (|K(0) (Y —Y§) (0) + (Ko (YA —YR)), | A1) =

n=1 |K[<1

=S 0 qup B(|(K o (v - YA), [ A1) <

n=1 IK|<1
<32 sup B((K e (vE - ¥4) A1) -
n=1 |K|<1
= sup E((KO (Y]]\} — in/.))* A 1) <
|K|<1
sup E((Ko (Y]\I} — Y]{[))*) =
|K|<1
= sup [|K o (Y& = Y4) ||, < suwp [|(K o (V5= Y4)], =
|K|<1 |K|<1
= sup [|K e (Y3 —YY)[,e -
|K|<1

Ez utolsé kifejezés az [t6-izometriaval

|§(1|1£)1 \/E(/OOOKQd[Y]\]}' —Y]{;]) < \/E( [Y]\]} _Y]{f] (00)) = ||Y1]\} _Y1{7||H2 ?

vagyis
VR = Yills <2[Y8 = Yallye -

Az Y,f) minden n-re, igy N-re is konvergil a H2-ben, ezért elég nagy k-ra
és l-re az ||Y]’\‘, — Y]{[ Hs is kisebb, mint ¢. Ezzel a lemmat belattuk. O

4.10 Lemma. Az el6z6 lemmdban definidlt (Lk) sorozatra teljesil, hogy az
(L"' ° A) sorozat konvergens a szemimartingdl topoldgidban.

Bizonyitas. A szemimartingal topologiat jellemz6 2.15 tétel miatt elegendd
megmutatni, hogy minden t¢-re a sztochasztikus konvergenciaban

(Ko ((L"=L™)eA)—0
egyenletesen a |K| < 1 folyamatokon.

1. A

|Keo((LF—L™) eA)| < Var(Ke((LF—L")eA))=
|K| e Var((L¥ — L™)e A) < Var((L¥ —L™)e A)

A
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egyenl6tlenségek miatt elegend6 beldtni, hogy Var ((L"' — L"”) ° A) (00) =0
sztochasztikusan, amint k, m — oo. Tegytk fel, hogy ez nem teljesiil, vagyis
léteznek az (iy, ji) novekvo, egész értékii sorozatok és egy o > 0 szdm, hogy

P (Var((L*" — L") @ A) (00) > a) > .

A korldtos véltozasi folyamatok Hahn-felbontdsa alapjan létezik egy h*,
{+1, —1}-beli értékeket felvevé elérejelezhetd folyamat, amelyre

Var ((L'* — L’*) @ A) = h" e (L™ — Li*) e A) .
Definidljuk az R* integrandust a kovetkezéképpen:
RF Z Lk 4 % (14 1F) (L7 — L7F) = % (L + L7* + k5 (L% — LV)) .
A hF konstrukcidja miatt az

(RF —L*) e A= = ((h* = 1)(L" — L*)) o A

(RF —L7*) e A= =

N~ N =

(R +1)(L* — L7*)) o A
folyamatok névekvoek, és
Var((L™ — L7*) o A) (00) = ((R¥ — L'*) 8 A) (00)) + ((R* — L'*) 8 A) (c0)) .

Felteheto, hogy minden k-ra
P(((R* — L'*) o A) (c0) > g) > g :
ugyanis a relacionak vagy az i,-val, vagy a ji-val végtelen sokszor teljestilni
kell, igy, ha sziikséges, az iy, €és a ji indexeket felcseréljiik.
2. Lassuk be, hogy ((RF—L*)eM) " sztochasztikusan 0-hoz tart. Tegyiik
fel, hogy az &llitasunkkal ellentétben valamely §-ra végtelen sok k indexre

P(((RF —L*)e M) > B) > 3.

(28)

Legyen 3 .
o =inf{t| |((Rk—L“°)0M) (t)| >3} .

Az indirekt feltevés miatt P (0 < 00) > [, ezért 1étezik egy s szdm, hogy
P (0 < s) > /2. Ekkor, felhasznédlva a (27) els6 sorét, azt kapjuk, hogy egy
(/2-nél nagyobb valésziniliségli halmazon végtelen sok k-ra

5

IN

|(RF —L*) e M) (o As)| = |((RF — L*) e M)7 (s)| =

|5 (Cc((0, o) — 1)L — L)) 0 M) (s)]

Ez azonban ellentmondés, hiszen a

K 2 2x((0.0)(h 1)
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elérejelezhetd folyamatra |K| < 1, és el6z8 lemménk alapjan (L'* — L7%) e
M — 0 a szemimartingal topologiaban, ezért a 2.15 tétel alapjan a sztochasz-
tikus konvergenciaban

(K(L™ —L’*) e M) (s) — 0.
Nyilvédn hasonlé allitas teljesiil ((R* — Li*) e M)*-ra is.

3. Legyen (6x) egy pozitiv szdmokbdl all6 nulldhoz konvergdlé sorozat.
Az &ltaldnossdg megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy minden k-ra

P(((RF —L*) e M)" > 6, vagy (R* — L*) e M)" > &) <&, .  (29)

Legyen 7, = inf{t | (R* @ M); < max((L* & M), (L* @ M);) — &, }. A
{7 < 0o} halmazon létezik ¢, amelyre

(R* @ M), < max((L™* e M), (L’* @ M);) — 6 ,

vagyis vagy (R* e M), < (L'* @ M), — 6y, vagy (R* e M), < (L/* « M), — &
teljesiil. Azaz, vagy ((R¥ — Li*) e M), < —6y, vagy ((R* — L*) e M), < —6&,
amibdl vagy ((R* — Li*) @ M)* > 6, vagy ((RF — L/*) @ M)* > . Ebbdl
viszont a (29) sor miatt P (15, < 00) < &

4. Legyen RF = Ry ([0,7%]). Léssuk be, hogy az R* integrandus
(1 + 6% )-megengedett. ElSszor tegyiik fel, hogy t < 71,. Az (RF — Li*) @ A és
az (R¥ — L*) @ A folyamatok névekvéek és a 0-ban 0 értéket vesznek fel, igy
mindkét folyamat nem negativ, ezért

(R*eS), = (R'eS),=(R"eA), +(R"eM), >
> max{(L* e A),, (L @ A),} + (R" & M),.
A 7, definiciéja miatt
(R* o M), > max{ (L & M), (L’* ¢ M)} — &, .

Ezt a fenti egyenlStlenséggel Gsszevetve, kihasznalva, hogy az Li* és az LI*
1-megengedett:

(R*e S); > max{(L'*e A),, (L’* o A);} + max{(L'* e M),, (L’* e M)} — &, >
> max{(L" & S);, (L’* ¢ S);} — 6, > —1 — 6, .

Miésodszor tegyiik fel, hogy t = 7;,. Az R* konstrukciéja miatt a A(R* e 9)
vagy a A(L* e S), vagy a A(L'* e S) ugrassal egyezik meg. Az éltaldnossig
megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy (A(RF e S)),, = (A(L* e 5)),,. Elemi
szamoléassal

(R* o S)(11,) = (R*  S)(1h—) + A(R" @ S) (1) >
> max{(L™ ¢ S), (L’ ® §)}(ri—) — &k + (A(L™ ® §))(3,) >
> (L™ 0 S)(1,—) = 6), + (A(L™ 0 8))(7) =
= (L™ o 9) (1) — 6k > —1 — &y .
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Vagyis R valéban (1+ 61 )-megengedett, igy az R* /(1+ 6;) folyamat 1-meg-
engedett.

5. Becsiiljitk az (R*/(1+ 6;,) @ S)so valtozo (Li* e §)o-tél valé eltérését.
Ehhez tekintsiik a kovetkezo felbontast:

R* ; 1~ &

_L”C — k_LL;C _ Ltk —
(1+6k.s 'S)oo 5o, B ) S)oo = 75, (L # 5
N (((E’“—Lik).A) + ((RF = L'*) o M) )— O (Li* o S)

1+6k > > 1+6k o

Az utolsé tag nyilvdn nulldhoz tart. Figyelembe véve a P (7, < 00) < &
egyenlStlenséget és a (28) sort, az els6 tagra, elég nagy k-ra
P((R = L%)ed)>5) > 2.
2 4
Tovabb4 tudjuk, hogy az (R —Li*)e A nemnegativ értékii, amibél kovetkezik,

hogy _ .
hkminf((R’c —L*)eA)y>0. (30)

Ha ugyanis egy pozitiv v mértéki halmazon a hatarérték negativ lenne, akkor
elég nagy k-ra a P(1; < 00) < 8§, < v miatt ellentmonddst kapnank, hiszen
csak egy legfeljebb 6y, valdszinliségii halmazon teljesiilhet, hogy a hatarérték
negativ. Végezetiil becsiiljiik meg a masodik tagot. Trividlisan a {7 = oo}
halmazon R¥ = RF. Miként lattuk, az ((R* — Li*) @ M)* sztochasztikusan
tart 0-hoz, kovetkezésképpen a P (71, < 00) < 6 — 0 miatt

(RF — Li*)y e M)* 25 0.

Az dltaldnossag megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy ez a konvergencia majd-
nem mindenhol értelemben is teljestl, ezért

(RF — L) @ M)oo ™5 0. (31)
6. A 2.2 kompaktsigi lemma alapjén 1étezik a
vk € conv{ RF — Lix R+ _ [intr }

sorozat, hogy a (V* e.9),, ™2 g, és (30) valamint (31) miatt g > 0. Felhasz-
nalva (29) sort, elég nagy k-ra:

P(((R*~1%)e8)w > S =) = P((R* — L") e A) > T) -
—P(((E"' —L*) e M)y < —6k) > % — & > % .

(32)

Ismét (30) és (31) sorokbdl kovetkezik, hogy

liminf((RF — L'*) 8 S)s >0,

k—o0
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amibol B
limsup(((R* — L'*) # 8)5)” <0,

k—o0
vagyis

klin;o(((ék —L*)08)y)” =0.
Jegorov tétele miatt alkalmas C' € F halmazon xc(V*eS9), tart egyenletesen
xcg-hez a C halmazon, ahol P(Q\C) < . Ekkor a 2.2 kompaktsdgi lemmat
a XC((EI" — L*)eS),, sorozatra alkalmazva a V*-ban szerepl§ stilyok nyilvan
most is megfeleloek lesznek, és az egyenletes konvergencia miatt a lemmaban
a-értékét tetszblegesen kicsire valaszthatjuk, ezért (32) sort is figyelembe véve
kapjuk, hogy P(g > 0) > 0. Ekkor viszont, mivel (L* @ S), =25 fo, és mivel
az —i—-sorozattal valé szorzés nem valtoztatja meg a hatdrértéket, ezért a

146
fenti sulyok egytttal egy olyan

Ek- §k+1 }

Uk ¢ conv{—,—,...
146k 140k

1-megengedett integrandust adnak, melyre a

lim (U* e S)oe = g+ fo > fo

k—oo
is teljestil, és az egyenlétlenség egy pozitiv mértéki halmazon pozitiv, ami
ellentmond az fy maximalitasdnak. O
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THE FUNDAMENTAL THEOREM OF ASSET PRICING FOR
LOCALLY BOUNDED SEMIMARTINGALES

The Delbaen and Schachermayer’s theorem is one of the deepest results of mathe-
matical finance. In this article we tried to rethink and slightly simplify the original
proof of the theorem to make understandable for nonspecialists who are familiar
with general theory of stochastic processes. We give a detailed proof of the theorem
and we give new proofs for some of the used statements.



