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OLIGOP¶OLIUMOK KOOPER¶AL¶O C¶EGEKKEL1

FEUER G¶ABOR { SZIDAROVSZKY FERENC
G. Feuer Ges.m.b.H. { Arizonai Egyetem

R¶eszlegesen kooper¶al¶o csoporttal rendelkez}o oligopol modellt vizsg¶alunk, ami-
kor a versenyhivatal a piaci ¶ar nÄoveked¶ese alapj¶an kÄovetkeztet a kooper¶aci¶o
megl¶et¶ere. A v¶allalatok optim¶alis kooper¶aci¶os szintj¶et hat¶arozzuk meg, amely
maxim¶alis kooper¶aci¶ot biztos¶³t an¶elkÄul, hogy a versenyhivatal gyan¶ut fogna
¶es vizsg¶alatot ind¶³tana.

1 Bevezet¶es

Az oligopol modellek sz¶amos v¶altozata ismert az irodalomb¶ol. Cournot (1838)
munk¶aja nyom¶an sz¶amos kutat¶o vizsg¶alta ezeket a modelleket. Egy- ¶es
tÄobbterm¶ekes, alkalmazott tulajdon¶u oligopol modellek mellett piacmegoszt¶as
probl¶em¶akkal is foglalkoztak. Az egyens¶ulypont l¶etez¶es¶enek ¶es egy¶ertelm}us¶e-
g¶enek a kimutat¶asa mellett annak dinamikus vizsg¶alata lett a kutat¶asok f}o
t¶emakÄore. A kor¶abbi eredm¶enyek j¶o Äosszefoglal¶asa tal¶alhat¶o meg Okuguchi
(1976) kÄonyv¶eben. Ezeknek az eredm¶enyeknek tÄobbterm¶ekes ¶altal¶anos¶³t¶as¶at
t¶argyalja Okuguchi ¶es Szidarovszky (1999) kÄonyve, amely line¶aris dinamikus
kiterjeszt¶eseket is elemez. A leg¶ujabb kutat¶asok nemline¶aris modelleket vizs-
g¶alnak, Bischi, Chiarella, Kopel ¶es Szidarovszky (2010) kÄonyve ad Äosszefog-
lal¶ast az eddigi eredm¶enyekr}ol.

A legtÄobb eddigi vizsg¶alat egym¶assal verseng}o v¶allalatokat felt¶etelez. En-
nek az a legf}obb oka, hogy a legtÄobb orsz¶agban tÄorv¶eny tiltja a v¶allalatok
titkos egyÄutt-m}ukÄod¶es¶et. A versenyhivatal bizonyos mutat¶okat ellen}oriz rend-
szeresen, ¶es ezek ¶ert¶ekeib}ol von le kÄovetkeztet¶eseket. Amennyiben a v¶allalatok
¶ugy gondolj¶ak, hogy a hat¶os¶agok gyan¶ut fogn¶anak ¶es vizsg¶alatot kezdem¶e-
nyezn¶enek, akkor azonnal abbahagyj¶ak az egyÄuttm}ukÄod¶est, ¶es egym¶assal
verseng}o viselked¶est folytatnak.

Ebben a dolgozatunkban v¶allalatok viselked¶es¶et vizsg¶aljuk meg olyan fel-
t¶etelek mellett, hogy szeretn¶enek egyÄuttm}ukÄodni a nagyobb pro¯t ¶erdek¶eben,
de ugyanakkor szeretn¶ek elkerÄulni a hat¶os¶agi vizsg¶alatokat ¶es az esetleges
ezzel j¶ar¶o bÄuntet¶eseket. A matematikai egyszer}us¶eg ¶erdek¶eben szimmetrikus
¶es line¶aris oligopol rendszereket vizsg¶alunk.

2 A matematikai modell kooper¶aci¶o n¶elkÄul

TegyÄuk fel, hogy N v¶allalat azonos term¶eket termel vagy azonos szolg¶altat¶ast
k¶³n¶al egy homog¶en piacnak. JelÄolje xk a k-adik v¶allalat term¶ekkibocs¶at¶as¶at,
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¶³gy X =
PN

k=1 xk a teljes piaci k¶³n¶alat. TegyÄuk fel, hogy az ¶arfÄuggv¶eny
(inverz keresleti fÄuggv¶eny) line¶aris, p(X) = A ¡ BX, ¶es a c¶egek kÄozÄos kÄolt-
s¶egfÄuggv¶enye is line¶aris, Ck(xk) = c + dxk, ahol A > d. A k-adik v¶allalat
pro¯tja a kÄovetkez}o:

'k(x1; . . . ; xN) = xk(A ¡ BX) ¡ (c + dxk) : (1)

Ha bevezetjÄuk az Xk =
P

l 6=k xl jelÄol¶est a tÄobbi v¶allalat egyÄuttes kibocs¶at¶a-
s¶ara, akkor 'k ¶at¶³rhat¶o oly m¶odon, hogy az csak xk ¶es Xk fÄuggv¶enye:

'k(x1; . . . ; xN) = xk(A ¡ Bxk ¡ BXk) ¡ (c + dxk) : (2)

Minden v¶allalat c¶elja pro¯tj¶anak maximaliz¶al¶asa, ¶³gy adott Xk mellett az
optim¶alis kibocs¶at¶as mennyis¶eg¶et az

A ¡ 2Bxk ¡ BXk ¡ d = 0

egyenlet megold¶asa adja, amib}ol

xk = ¡1

2
Xk +

A ¡ d

2B
; vagy xk = ¡X +

A ¡ d

B
: (3)

Ezt a fÄuggv¶enyt a k-adik v¶allalat v¶alaszfÄuggv¶eny¶enek is szoktuk nevezni. Az
oligopol modell, mint N -szem¶elyes j¶at¶ek egyens¶ulypontja olyan kibocs¶at¶asi
vektor (x¤

1; . . . ; x
¤
N ), hogy minden j¶at¶ekos a v¶alaszfÄuggv¶eny¶enek megfelel}o

mennyis¶eget termeli, azaz k = 1; 2; . . . ; N eset¶en

x¤
k = ¡1

2

X

l 6=k

x¤
l +

A ¡ d

2B
: (4)

Itt felt¶eteleztÄuk, hogy az optimumhelyek mind pozit¶³vak. Ennek szÄuks¶eges
felt¶etele, hogy A > d legyen. KÄonnyen l¶athat¶o, hogy az egyÄutthat¶om¶atrix
invert¶alhat¶o, ¶³gy pontosan egy megold¶as l¶etezik, amely szimmetrikus kell
legyen. Teh¶at x¤

1 = . . . = x¤
N = x¤, ahol x¤ az

x¤ = ¡1

2
(N ¡ 1)x¤ +

A ¡ d

2B
(5)

egyenlet megold¶asa, ¶³gy

x¤ =
A ¡ d

(N + 1)B
: (6)

Az egyens¶ulypontban a piaci ¶ar az ¶arfÄuggv¶eny alapj¶an

P ¤
N = A ¡ BX = A ¡ BNx¤ = A ¡ N(A ¡ d)

N + 1
=

=
1

N + 1
(A + Nd) :

(7)
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3 Kooper¶al¶o v¶allalatok esete

TegyÄuk most fel, hogy az els}o M v¶allalat r¶eszlegesen kooper¶al, azaz mind-
egyike nemcsak a saj¶at pro¯tj¶at k¶³v¶anja maximaliz¶alni, hanem a csoport
tÄobbi tagj¶anak pro¯tj¶at is ¯gyelembe veszi. JelÄolje ± a kooper¶aci¶o szintj¶et,
ekkor a kooper¶al¶o k-adik (1 · k · M) v¶allalat ki¯zet}ofÄuggv¶enye

Ãk(x1; . . . ; xN ) = xk(A ¡ Bxk ¡ BXk) ¡ (c + dxk) +

+ ±
MX

l=1
l6=k

fxl(A ¡ Bxk ¡ BXk) ¡ (c + dxl)g : (8)

Kimutathat¶o, hogy amennyiben a v¶allalatok kÄozÄos ¶erdekelts¶eggel rendelkez-
nek (p¶eld¶aul m¶as v¶allalatok bizonyos h¶anyad¶anak tulajdonosai), akkor ez
a helyzet matematikailag a (8) egyenlettel ¶³rhat¶o le. Matsumoto, Merlone
¶es Szidarovszky (2010) tÄobb modellv¶altozatot t¶argyal, ¶es mindegyiket a (8)
ki¯zet}ofÄuggv¶enyre vezeti vissza. A ± > 0 konstans a kÄozÄos ¶erdekelts¶egek
m¶ert¶ek¶et}ol fÄugg.

A ki¯zet}ofÄuggv¶enyt maximaliz¶al¶o kibocs¶at¶as ism¶et egyszer}u deriv¶al¶assal
ad¶odik:

A ¡ 2Bxk ¡ BXk ¡ d ¡ ±B
MX

l=1
l6=k

xl = 0 ; (9)

amelyb}ol

xk = ¡1

2
Xk +

A ¡ d

2B
¡ ±

2

MX

l=1
l6=k

xl = ¡X +
A ¡ d

B
¡ ±

MX

l=1
l6=k

xl

(1 · k · M) :

(10)

A kooper¶al¶o csoportba nem tartoz¶o v¶allalatok eset¶en tov¶abb is a (3)
v¶alaszfÄuggv¶eny ¶erv¶enyes. Az ¶³gy ad¶od¶o (3) ¶es (10) egyenletek adj¶ak az
egyens¶ulypontot. KÄonnyen l¶athat¶o, hogy a megold¶as egy¶ertelm}u, ¶³gy szim-
metrikus kell legyen olyan szempontb¶ol, hogy a kooper¶al¶o ¶es a nemkooper¶al¶o
v¶allalatok szimmetrikusak,¶³gy azonos x¤ ¶es y¤ term¶ekmennyis¶eget termelnek.
Ez alapj¶an a (3) ¶es (10) egyenletek nagym¶ert¶ekben leegyszer}usÄodnek:

y¤ = ¡Mx¤ ¡ (N ¡ M)y¤ +
A ¡ d

B
(11)

x¤ = ¡Mx¤ ¡ (N ¡ M)y¤ +
A ¡ d

B
¡ ±(M ¡ 1)x¤ ; (12)

azaz

y¤(1 + N ¡ M) + x¤M =
A ¡ d

B
(13)

¶es

y¤(N ¡ M) + x¤(1 + M + ±(M ¡ 1)) =
A ¡ d

B
: (14)
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KÄonnyen l¶athat¶o, hogy a megold¶as

x¤ =
A ¡ d

B(N + 1 + ±(M ¡ 1)(N + 1 ¡ M))
; (15)

y¤ =
(A ¡ d)(1 + ±(M ¡ 1))

B(N + 1 + ±(M ¡ 1)(N + 1 ¡ M))
: (16)

Az egyÄuttes ipari kibocs¶at¶as pedig

Mx¤ + (N ¡ M)y¤ =
(A ¡ d)(N + ±(M ¡ 1)(N ¡ M))

B(N + 1 + ±(M ¡ 1)(N + 1 ¡ M))
: (17)

Az ¶arfÄuggv¶eny alapj¶an a piaci ¶ar a kÄovetkez}o:

P¤
R = A ¡ B(Mx¤ + (N ¡ M)y¤) =

=
A(1 + ±(M ¡ 1)) + d(N + ±(M ¡ 1)(N ¡ M))

N + 1 + ±(M ¡ 1)(N + 1 ¡ M)
:

(18)

A ± = 0 v¶alaszt¶assal ad¶odik a kooper¶aci¶o mentes piaci egyens¶ulyi ¶ar (7),
¶es a ± = 1 v¶alaszt¶assal a piaci ¶ar, ha a csoport tagjai teljes m¶ert¶ekben
kooper¶alnak:

P ¤
K =

A + d(N + 1 ¡ M)

N + 2 ¡ M
: (19)

Egyszer}u di®erenci¶al¶assal kimutathat¶o, hogy a (18) piaci ¶ar ±-nak nÄovekv}o
fÄuggv¶enye.

A kooper¶al¶o v¶allalatok pro¯tja is egyszer}uen ad¶odik, hiszen

'k = x¤(P¤
R ¡ d) ¡ c =

=
A ¡ d

B(N + 1 + ±(M ¡ 1)(N + 1 ¡ M))
£

£
·
A(1 + ±(M ¡ 1)) + d(N + ±(M ¡ 1)(N ¡ M)

N + 1 + ±(M ¡ 1)(N + 1 ¡ M)
¡ d

¸
¡ c =

=
(A ¡ d)2(1 + ±(M ¡ 1))

B(N + 1 + ±(M ¡ 1)(N + 1 ¡ M))2
¡ c ;

amely rendelkezik a kÄovetkez}o tulajdons¶agokkal:

a) 'k > 0, ha az ¶alland¶o kÄolts¶eg c el¶eg kicsi;

b) A kooper¶al¶o v¶allalatok pro¯tja akkor ¶es csak akkor nagyobb a kooper¶aci¶o
n¶elkÄul ad¶od¶o pro¯tn¶al, ha

M >
N + 1

2
¶es ± < ±1 =

(N + 1)(2M ¡ N ¡ 1)

(M ¡ 1)(N + 1 ¡ M)2
:

c) Ha M · N + 1

2
, akkor a 'k pro¯t ±-nak csÄokken}o fÄuggv¶enye, ¶³gy pro¯-

t¶al¶o kooper¶aci¶o csak el¶eg nagysz¶am¶u kooper¶al¶o v¶allalat eset¶en lehets¶eges.
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d) TegyÄuk fel ezut¶an, hogy M >
N + 1

2
. Ha

± < ±2 =
2M ¡ N ¡ 1

(M ¡ 1)(N + 1 ¡ M)
;

akkor a 'k pro¯t ±-nak nÄovekv}o fÄuggv¶enye, ± = ±2 eset¶en maximumot
vesz fel, ¶es ± > ±2 eset¶en csÄokken}o. VegyÄuk ¶eszre, hogy

±1 = ±2
N + 1

N + 1 ¡ M
> ±2 :

4 Optim¶alis kooperaci¶o m¶ert¶eke

TegyÄuk fel, hogy a versenyhivatal sejti, hogy a csoport tagjai esetleg tÄorv¶eny-
telen koal¶³ci¶oba l¶epnek. Ha semmilyen egyÄuttm}ukÄod¶es sincs kÄozÄottÄuk, akkor
a piaci ¶ar P¤

N kell legyen, teljes kooper¶aci¶o eset¶en pedig P¤
K . Minthogy P¤

K >
P ¤

N , a hat¶os¶ag v¶alaszt egy p kÄuszÄob¶ert¶eket P¤
N ¶es P ¤

K kÄozÄott, ¶es amennyiben
a piaci ¶ar a p ¶ert¶ek fÄol¶e megy, azonnal vizsg¶alatot kezd a csoport tagjai ellen.
Azt is feltesszÄuk, hogy ¯gyelmeztet¶esk¶ent a p kÄuszÄob¶ert¶eket a v¶allalatokkal
tudatja is.

A vizsg¶alat akkor kerÄulhet}o el, ha P ¤
R · p, azaz

A(1 + ±(M ¡ 1)) + d(N + ±(M ¡ 1)(N ¡ M))

N + 1 + ±(M ¡ 1)(N + 1 ¡ M)
· p ; (20)

amely ±-ra megoldva a kÄovetkez}o felt¶etelt adja:

± · ±3 =
p(N + 1) ¡ (A + dN)

(M ¡ 1)(A + d(N ¡ M) ¡ p(N + 1 ¡ M))
: (21)

Mint l¶attuk az el}oz}oekben, tÄobb mint (N+1)=2 v¶allalat kooper¶aci¶oja szÄuks¶eges
ahhoz, hogy a kooper¶aci¶o pro¯t¶al¶o lehessen, ¶es ekkor a

±¤ = minf±2; ±3g

¶ert¶ek adja az optim¶alis kooper¶aci¶os szintet. Ez az ¶eszrev¶etel azonnal ad¶odik
abb¶ol a t¶enyb}ol, hogy a 'k fÄuggv¶eny ± < ±2 eset¶en nÄovekszik, ± > ±2 eset¶en
pedig csÄokken, valamint ± nem lehet ±3-n¶al nagyobb a vizsg¶alat ¶es esetleges
bÄuntet¶es elkerÄul¶ese c¶elj¶ab¶ol.

5 KÄovetkeztet¶esek ¶es a tov¶abbi kutat¶asi lehe-
t}os¶egek

N -v¶allalatos oligopol modellt vizsg¶altunk. Meghat¶aroztuk az egyens¶ulypontot
kooper¶aci¶o felt¶etelez¶ese n¶elkÄul, ¶es ¶ugy is, ha a v¶allalatok egy csoportja r¶esz-
legesen kooper¶al. Kimutattuk, hogy a piaci ¶ar az egyÄuttm}ukÄod¶esi szint
nÄovekv}o fÄuggv¶enye. ¶Igy a hat¶os¶agok tudom¶ast szerezhetnek a egyÄuttm}ukÄod¶es
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megl¶et¶er}ol, ha a piaci ¶ar egy adott kÄuszÄobsz¶amot meghalad. Ennek megfele-
l}oen a v¶allalatoknak lehet}os¶egÄuk van arra, hogy a lehet}o legmagasabb egyÄutt-
m}ukÄod¶esi szintet meghat¶arozz¶ak, amely m¶eg nem mutat egyÄuttm}ukÄod¶est a
hat¶os¶agok fel¶e.

Vizsg¶alatunkban szimmetrikus esetet v¶alasztottunk a matematikai egy-
szer}us¶eg kedv¶e¶ert. A nemszimmetrikus, nemline¶aris ¶ar ¶es kÄolts¶egfÄuggv¶enyek
eset¶et ¶erdemes lenne megvizsg¶alni, hogy l¶assuk, hogy hasonl¶o megold¶ashoz
jutunk-e az ¶altal¶anos esetben is. A modell dinamikus kiterjeszt¶ese is igen
¶erdekes lenne, mert k¶et egyens¶ulyi kibocs¶at¶as van, ¶es a v¶allalatok az ¶ar
fÄuggv¶eny¶eben v¶alasztanak kooper¶aci¶ot vagy versenyt jellemz}o strat¶egi¶akat.
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OLIGOPOLY MODELS WITH COOPERATING FIRMS

Oligopoly models are examined with partially cooperating ¯rms, when the author-
ities may notice this illegal cooperation by monitoring the increasing market price.
The maximal level of cooperation among the ¯rms is determined under which their
cooperation remains unobserved.


