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FOGALMAK, MODSZEREK

FELTETELES KOVETELESEK ARAZASA —~ KOPULA
MODSZEREK ALKALMAZASA TELJES PIACOKON!

VARGA JOZSEF
PTE Kozgazdasagtudomdnyi Kar

Bevezetés

Ennek a rovid ismertetonek elsédleges célja, hogy szélesebb olvasékozonség
szamara segitsen konnyebben érthetové tenni azokat a mddszereket, mo-
delleket, amelyek a pénzpiacokon mutatkozé olyan tények kezelésére kindlnak
legalabb részleges megoldast, mint az eszkézhozamok normalistél eltérd elosz-
lasa, a vastag eloszlasszélek vagy altalanosabban fogalmazva a hagyomanyos
modellekben feltételezett egytittes valdszinliség-eloszlasok és a piacokon észlelt
adatok eloszlasanak jelentOs eltérése a pénziigyi piacok kiszamithatatlan vi-
selkedése, a volatilitdas nagymértékii megnovekedése kovetkeztében. Ezek az
utébbi idében észlelt fejlemények a pénziigyi matematika olyan standard esz-
kozeit érvénytelenitették, mint példaul a Black-Scholes-modell, amelyet eltéro
jellemzoéket mutaté piacokon feltételes kovetelések drazasara alkalmaznak, és
amely zart alakban megadott megolddsokat kinal szigorian Gauss-eloszlas
feltételezésével, majdnem minden drazasi probléméara. A maésik célja a dolgo-
zatnak ramutatni arra, hogy még ezekben az itt bemutatédsra keriil6 egyszert
esetekben, a teljes piaci kornyezet feltételezése és a legegyszeriibb kétvaltozos
digitalis opcidk esetében is mennyi komoly probléma&aval kell szembenéznie
a matematikai szempontbdl tokéletesen kidolgozott elméleti modellek alkal-
mazoinak. Ezek alapjan talan elképzelheté a modellezési problémaknak a
sulyossaga, valamint az igy nyert kovetkeztetések kétségbe vonhatd megfele-
16sége az ltaldnosabb (ketténél t&bb dimenzid, nem teljes piaci kornyezet és
nem csak egyszerii digitdlis opcid) esetekre nézve.?
A t6bbvéltozos feltételes koveteléseket matematikai fogalmakkal

g(f(S:(T), T;i=1,2,...,n))
alakban felirhaté kifizetésként jellemezhetjiik, ahol g(-) egyvaltozds kifizet6-
fiiggvény a szdrmaztatott ligylet azonositasara szolgal, f(-) n-valtozds fiigg-
vény, amely azt irja le, hogy az n-szamu alaptermék hogyan hatarozza meg

1Beérkezett: 2009. 4prilis 10. E-mail: varga@ktk.pte.hu.

2Az eszkOzdrazds elméleti Osszefiiggéseibe, matematikai alapjaiba nyujt betekintést
Medvegyev Péter: A pénziigyi eszkozok arazdsinak alaptétele diszkrét idejii modellekben
c. dolgozata. (Ld. irodalomjegyzék)
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a végs6 pénzfolyamot, S; az i-edik alaptermék arfolyamat, T' pedig a szerzo-
dés lejarati idejét jeloli. Példaul szivarvany vételi opcid esetében a kifizeto
fliggvény

9(f) = max(f - K,0) ,

ahol K a lehivdsi drfolyam, mig f(-) az n szdmu eszkéz minimumat hatarozza
meg;:

f(Si(T), T;i=1,2,...,n) =min(S;(T);i =1,2,...,n) .

Masik példaként emlitheté a tobbuvdltozds digitdlis opcio. Ebben az eset-
ben a g(-) fiiggvény egyszeriien egy multiplikativ allandd, az f(-) pedig azt
jelzi, hogy minden alaptermék arfolyama magasabb vagy megegyezé-e a meg-
felel6 K;, 7 =1,2,...,n lehivasi arfolyamnal:

FSi(T),T5i=1,2,...,n) = I(s,(T)>K1)n--N(Sn(T)>Kn)

ahol I indikétorfiiggvényt jelol.

Olyan arazasi modelleket mutatunk be, amelyek érvényesek a standard
Black-Scholes modell feltételeit meghaladé nagyon altalanos valdszinliség-
eloszlas feltételezések mellett. Ezek a modellek képesek szétvalasztani a
valtozok fiiggbdségi struktiurajat és a marginalis eloszldsokat. Az elemzésekben
nagyon fontos szerepet jatszo fliggdség modellezése faradsagos munka. Ennek
elsGsorban az az oka, hogy a kétvéltozds fiiggoségi mértékek dltalanositasai
nem egyértelmiiek. Az alkalmazott eszkdz a kopula fiiggvény>, amely egyre
népszeribb a pénziigyi piacok elemz6i korében, a vele foglalkozd publikacidk
szama exponencialisan névekszik mind az elmélet, mind pedig az alkalmazdsok
teriiletén. Az egyik ilyen tobbvéltozds kiterjesztés példaul a Kendall 7-ra
vonatkozo, amelyet Barbe, Ghoudi, Genest és Rémillard (1996) javasolt:

2d 2d o}
Td:mE(V)—lzm/ tdK(t)—l,

— 00

a becslé fliggvénye pedig

Tdn = 2 Ly Vi 1= 2 - dK, 1
Tdn—mg; im— =gy tdK,(t) -1,

— 00

ahol

n

d
Vin = Y [[1@im <wim) 68V =C{F(X1),...,Fa(Xa)} €1[0,1].
m=1j=1

K, (t) és K(t) rendre a V;,, és V,, eloszlasfiiggvényei. A formula szerint 74 a
kopula véarhaté értékének affin transzforméltja. A Spearman p tobbvéltozds
kopulén alapulé kiterjesztését Wolff (1980) publikélta:

3A kopula médszerek matematikai alapjairdl magyar nyelven Varga J., pénziigyi alkal-
mazdsairdl pedig Benedek, G., Kébor, A., Pataki A., illetve Varga J., Lukéacs P. dolgo-
zataibol tdjékozédhat az Olvasé.
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Schmid és Schmidt (2006a) és Schmid és Schmidt (2006b) vizsgaltdk a mérték
tulajdonsagait és részletesen elemezték a
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becsléfiiggvényét. A kétviltozés Spearman p egy véltozata Kendall (1970)

nevéhez flizédik:
1
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ahol C),; az m és [ valtozok kétvaltozos kopuldjat jeloli.

A sziikre szabott terjedelmi korlat miatt most csak a teljes piac feltétele-
zése mellett vizsgaljuk néhany nagyon egyszeri szarmaztatott termék arazasi
problémajat kopula fiiggvények alkalmazasaval.

Opcidarazas teljes piac feltételezésével

Tekintsiik az Sy és Sy alaptermékekre kifrt szarmaztatott termékeket. Az
informécié struktirdt a szokdsos médon az {Q,F;, P} valdsziniiségi mezd
reprezentédlja, amelyet az Si(t), S2(t), t € [0,T] sztochasztikus folyamatok
generdlnak, F; pedig a filtraciét jeloli. A tovédbbiakban feltessziik, hogy S (t)
és Sy (t) folytonos valészintiségi véaltozok nem-negativ tdmasszal. Vegyiink az
egyszertség kedvéért kétvaltozos eurdpai derivativat, amelynek a kifizetése
teljes dltaldnossdgban G(S(t), S2(t)) : R3S — R alakban frhaté fiiggvény.*

A feladatunk olyan g(Si(t), S2(t)) drazé fiiggvény meghatdrozasa, amely
kizarja a piacon az arbitrazs lehetoségét. Tudjuk, hogy teljes piac esetében
ez a termék, és barmely mas termék is pontosan replikalhaté (szintetikusan
eldéllithatd), és az dra egyértelmiien meghatdrozott. Ez az egyértelmiien
meghatédrozott ar a szintén egyértelmilen meghatdrozott Q(S1(t), S2(t) | F)
kockazat-semleges valészintiség-eloszlashoz tartozik, amelynek siriségfiigg-
vényét jelolje q(S1, S | Fi), amely a gazdasdg drazasi kernelét képviseli. A
kétvaltozds bizonytalan kovetelés ara ekkor a kovetkezoképpen irhato integral
alakban:

9(S1 (1), Sa(t). ) =
— B(t.T) / h / T G(S1(1), Sa(t), TYa(S1(T), S2(T) | F) dSy (T)dSu(T) |

4A szérmaztatott termékekrél jél tdjékozédhat az Olvasé Széz Janos: Kotvények és
opciék arazdsa, illetve M. Baxter és A. Rennie: Pénziigyi kalkulus c. konyvébél.
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ahol B(t,T) a kockdzatmentes diszkont tényezét jeloli. Elemzéstinkben a
tovabbiakban feltessziik, hogy a kockdzatmentes kamatlab fiiggetlen az alap-
terméktdl vagy nem sztochasztikus. Az altaldnosabb esetre vonatkozo kiter-
jesztés egyenesen adodik, ha a mértéket forward kockazat-semleges mértékre
cseréljik.

Jelolje S; és S, feltételes margindlis eloszldsait rendre Q1(S7 | Fy), illetve
Q2(S2 | Fr), a slirtiségfiiggvények pedig legyenek q1(S1 | Ft) és q2(S2 | Ft).
A feltételes margindlis stirtiségfliiggvények szintén szdrmaztathatdk az drazdsi
kernelbdl a kovetkezok szerint:

w1 7) = | T U(S1(T), Su(T) | ) dSa(T) |
w(s | 7)= | T U(Su(T), Su(T) | F)dS:(T)

Az egyviéltozos bizonytalan kovetelések arat a megfelelé margindlis kockézat-
semleges eloszlas melletti diszkontalt varhaté értékként nyerjiilk. Ha tehat
G(51(T),S2(T),T) = G(S1(T),T) ugy, hogy a feltételes kévetelést az S
termékre irtak ki, akkor

4(S:(0).t) = B(.T) / TS, (1), 1) / T 4(Si(T), Su(T) | F,) dSy(T)dSs(T) =

— B(t,T) / G(S,(T), T)qu (8(T) | F,) dSy(T) .

Arazasi kernel kopula alkalmazasaval

Teljes piaci kérnyezetben az drazési Osszefiiggés a kétvaltozos feltételes ko-
vetelésekre konnyen felirhaté kopula fliggvények és a marginalis eloszlasok
kifejezéseként. Ehhez csupan a Sklar-tétel feltételes eloszlasokra vonatkozd
kiterjesztésére van sziikség.

A Sklar-tétel feltételes eloszldsokra

Bérmely Q(S1,S52 | F;) egyiittes feltételes eloszlds esetében létezik olyan
C(u,v) kopula fiiggvény, amellyel fennall

Q(S1, 82 | Ft) = C(Q1(S1 | F), Q2(S2 | Fr)) s

és megforditva, ha adott két feltételes eloszlas, Q1(S1 | Fr) és Q2(S2 | Fr)
és a C(u,v) kopula fliggvény, akkor a C(Q1(S1 | Fi),Q2(S2 | Fi)) egyiittes
feltételes eloszlastiiggvény (Patton (2001)). Megjegyezziik, hogy a fenti 6ssze-
fliggés csak akkor all fenn, ha az F; feltételi informécié megegyezik a mar-
gindlisokra és az egyiittes eloszldsra. Az igy el6allé kopula a kockdzat sem-
leges valdszintiség eloszlas fiiggdségi struktirajanak felel meg, ezért kockdzat-
semleges kopuldnak nevezzik.

Kopula fiiggvények alkalmazasa az egylittes eloszlas modellezésére lehe-
tové teszi szamunkra, hogy elkiilonitsiik a marginalis drazasi kernelek és
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az alaptermék fuggoségi strukturajat. KEz azért nagyon fontos, mert igy
ellenérizni tudjuk az egyvaltozds és a tobbvaltozds bizonytalan kovetelések
konzisztenciajat, kilonos tekintettel az arbitrazsmentesség kovetelményére.

A kétvaltozés arazédsi probléméara Osszpontositva feltessziik, hogy rep-
likalhatunk és arazhatunk két egyszert digitalis opcidt ugyanarra a T" lejarati
idOpontra az Sy és So alaptermékekre kifrva rendre K és Ky lehivasi arfolya-
mokkal. Ekkor a feladatunk az, hogy ezeket a termékeket olyan kétvaltozos
digitalis opcié replikdlasara hasznaljuk fel, amely 1 egységnyit fizet, ha S; >
Ky és Sy > K, egyébként pedig nem fizet semmit. ElGszor osszuk fel az
eseményteret reprezentdld pozitiv kvadranst négy tartomanyra a kovetkezd-
képpen:

Allapot H L
H (812 K1)N(S2 > K2) (S12> K1) N(S2 < Ka)
L (S1 <K1)N(S2 > K2) (S1<K1)N(S2 < K2)

1. tabldzat. A pozitiv kvadrans felosztdsa a lehivasi arfolyamok alapjian

Egyszerii példaként a kétvaltozds digitalis opcidt valasztjuk. A digitalis
opcidk rogzitett Osszeget fizetnek, ha valamely esemény bekovetkezik. Az
egyszertség kedvéért, de az altalanossag korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy
ez a rogzitett Osszeg 1 egységnyi pénzzel egyenld. A kérdéses esemény pedig
a vételi digitdlis opcidé esetében az, hogy az alaptermék arfolyama maga-
sabb valamely lehivési arfolyamndl. Az eladdsi opcid esetében pedig ez az
esemény akkor kovetkezik be, ha az alaptermék arfolyama alacsonyabb egy
lehivasi arfolyamnal. Teljes piacon tehat az egyvaltozos digitdlis opcidk,
vagyis az egyetlen eszkozre kiirt opcidk drai megegyeznek a kockazat-semleges
valdszintiség-eloszlasok diszkontalt értékeivel. A 2. tabldzat Gsszegzi ezeknek
a kiilonb6z6 eszkozoknek a kifizetéseit, és mutatja, hogy milyen arfolyamot
figyeltiink meg a piacon.

Arfolyam HH HL LH LL

Digitélis opci6él DC, 1 1 0 0
Digitélis opci62 DC> 1 0 1 0
Kockézatmentes eszkoz B(t,T) 1 1 1 1
Kétvaltozds digit. opcid X 1 0 0 0

2. tabldzat. Kétvaltozds digitdlis vételi opcid kifizetései
Az Sy és Sy eszkozokre kiirt vételi opcidk drfolyamai
DCi(K1) = B(t,T)Q, (K1 | ) és DCy(Ka) = B(t,T)Qx(Ks | F1) ,

ahol Q;(u) = 1 — Q;(u), i = 1,2, a K; és K, pedig a lehivési (kotési)
arfolyamokat jeloli. A megfelel6 eladési digitalis opciék arazdsa a DP; =
B — DC}, i = 1,2 osszefiiggéssel torténik.

Tekintstik most annak a kétvaltozos digitalis opciénak az esetét, amely
1 egységnyi pénzt fizet, ha mind az S;, mind az S, arfolyama magasabb
rendre a K7 és K lehivasi arfolyamoknadl. Jelolje Dy ezt a digitalis opciot,
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amelyet olyan kopula fliggvény segitségével irhatunk fel, amelynek valtozoi
az egyvaltozos digitalis opcidk forward értékei:
DCy DOy
Dun(K1, Ks) = Bt,T)Cpp [ ——m, —2_ ) |
o (K2, Ka) = BT ot (5037 B0 25 )

ahol Cp (u,v) az tn. tovdbbélési kopula. Miutén a kopula fiiggvényt megva-
lasztottuk, a tobbi digitalis opcié ugyanazokkal a lehivasi arfolyamokkal ar-
bitrazs alkalmazasaval meghatarozhaté. Példaul a Dy, digitalis opcid, amely
1 egységnyi pénzt fizet, ha S; > K; és So < Ks, a kovetkezd Osszefiiggéssel
hatarozhaté meg;:

Dy (K1, K2) = DCy — Dyu(Ky, Ks) =

DC, DCs
B’ B '

= DC; — B(t,T)CHH <

A kopulédkkal foglalkozé szakkdnyvekben megtaldlhaté annak bizonyitédsa,
hogy ha Crp(u,v) kopula fiiggvény, akkor Cyr(u,1 —v) = u — Cypg(u,v)
szintén kopula fiiggvény, amely annak valdszintiségét mutatja, hogy az elso
(egyenletes eloszldsi) marginélis nagyobb értéket vesz fel u-nél, a mésodik
pedig alacsonyabbat v-nél.?

A Dy, digitalis opcié arfolyama a kovetkezéképpen adhatd meg:

DCy(K;) DC\ (K1) DCy(K>)\]

B(t,T) HH< B(t,T) ' B(t,T) >] B
DCy(Ky) DPy(K>)

B(t,T) = B(t,T) > ’

Dy (Ky, K2) = B(t,T) [

= B(e.7)Co

ahol felhasznaltuk a DP, = B(t,T) — DCy Osszefiiggést. Ugyanilyen meg-
fontolassal nyerhetjiik a
Dpu(Ki, Ko) = DCy(Ks) — Dyu (K1, Ka) =

DPy (K1) DCy(Ks)
B ' B >

= 5(0.7)Con

reldcidt, ahol felhaszndltuk, hogy a Cry(l — u,v) = v — Cypu(u,v) kopula
annak egytittes valdszinliségét adja meg, hogy az els6 marginalis u-nal ala-
csonyabb értékii, a masodik marginalis értéke pedig magasabb v-nél. Végiil
a kétvdltozds digitdlis eladdsi opcid, amely akkor fizet 1 egységnyit, ha (S7 <
K1) N (S < Ky) kovetkezik be, az aldbbiak szerint jellemezhetd:

Dpr(Ki,Ks) = B(t,T) — Dur(K1,K3) — Dpa (K1, Ks) — Dyu(Ky, Ky) =
= B(t,T) — DCl(Kl) — DCQ(KQ) + DHH(Kl,KQ) .

Felhasznélva itt is, hogy Cprr(1 —u,1 —v) =1 —u — v + Cyp(u,v) szintén
kopula fliggvény, a kovetkezét kapjuk:

5Az érdeklédd Olvasé megtaldlhatja pl. a kovetkezd helyen: Cherubini, U., Luciano, E.
és Vecchiato W. (2004). Copula Methods in Finance, John Wiley & Sons, New York.
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Dpp(Ky,Ky) =
DCl(Kl) DCQ(KQ) DCl(Kl) DCQ(KQ)
B, T)  B(,T) +CHH< B, T) ' B(,T) >] -
DPy(K,) DPy(K>)
B(t,T) " B(t,T) >

=B(t,T) |1 -

= Bl

A kétvaltozos digitédlis opcidkra levezetett Gsszefiiggések azt bizonyitjak, hogy
ugyanugy, mint az egyvaltozds esetben, azok a digitdlis opcidk, amelyek
1 egységnyit fizetnek egy bizonyos esemény bekovetkezésekor, kapcsolatban
allnak azokkal, amelyek a komplementer esemény bekovetkezésekor fizetnek,
és ez arbitrazsmentességi Osszefiiggést teremt a kopulak kozott. Ezek az
Osszefiiggések bizonyos alkalmazasokban kiilonosen hasznosak lehetnek.

Ez az eredmény ez iddig azt allitja, hogy az a kovetelmény, amely sze-
rint a kétvdltozds drazdsi kernel kopula figguény legyen sziikséges, de mem
elégséges feltétel. Ezenkiviil figyelembe kell venni, hogy a Cyy, Cyr, Cry
és Cr1, kopuldk alakja dltalaban kiilénb6z6. Az, hogy ez csak altaldban igaz,
konnyen bizonyithaté a Crp(u,v) = uv szorzat (méasképpen fiiggetlenségi)
kopula egyszert elemzésével.

Ha a kétvéltozds arazasi kernelt kopula fliggvény reprezentalja, akkor ez
lehetévé teszi szamunkra az alaptermékek fiiggoségi struktirajanak speci-
fikalasat és a kétvaltozos feltételes kovetelés arfolyaméra gyakorolt hatasanak
kalibralasat. A legegyszeriibb esetben, a kétvéltozds digitalis opcié esetében
a kovetkezét kapjuk:

DC(K,) DCy(K>)
B(t,T) ' B(t,T)

B(t,T)C~ < > < Dyu(Ki,Ks) <

< Bt T)C <DC1(K1) DCQ(K2)> )

B(t.T) ’ B(,T)

C~ és CT rendre a tokéletes negativ, illetve tokéletes pozitiv fiiggdséghez tar-
tozé Fréchet-Hoffding korlatokat (minimum és maximum kopuldkat) jeloli.6
Ezekkel a korlatokkal

max(DCl(Kl) + DCQ(KQ) - B(t,T), 0) S DHH(Kla KQ) S
S mln(DCl(Kl),DCQ(KQ)) .

Ez az Osszefiiggés azt mutatja, hogy a kétvaltozds vételi digitalis opcié a ma-
ximalis értékét a tokéletes pozitiv fiiggdség esetében éri el, amely maximum
ebben az esetben megegyezik az egyvaltozos digitalis opcid arfolyamok koziil
a kisebbikkel. Visszatérve az arbitrazzsal kapcsolatos érveléshez, belathatjuk,
hogy ha egy ilyen opcié maximum, vagyis Dyy = min(DCy, DCs) , akkor
a Dy digitdlis opcié arfolyama, vagyis annak az opcionak az arfolyama,

6A minimum (C~) és maximum (C%) kopula definiciéja: C~(u,v) = max(u+v—1,0),
C*(u,v) = min(u,v).
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amely akkor fizet, ha (51 > Kp) N (S2 < K3) kovetkezik be, minimélis:
Dy = max(DCy + DP, — 1,0). Ugyanilyen egyszerii valasz adhaté an-
nak a kétvaltozds eladési digitalis opcidnak az esetére, amelyik akkor fizet 1
egységnyit, ha (51 < K1) N (S2 < K3) kévetkezik be.

Becslési modszerek

A kopula alapt tobbvéltozds eloszlasok becslése a 6 kopula paraméterek és
az F;, 1 = 1,...,n marginalis eloszldsfliggvények becslését jelenti. A kopula
paraméterek becsléfiiggvényeinek tulajdonsagai, valamint mindsége erGsen
fligg a margindlis eloszlasfiiggvények becslofiiggvényeitél. A marginalisok
specifikdlasa lehet paraméteres és nem-paraméteres. Ha csak a fiiggdségi
struktira megismerésében vagyunk érdekeltek, akkor a 6 becslése fiiggetlen
lehet a margindlisok paraméteres modelljeitdl. A gyakorlati alkalmazdsokban
azonban a teljes eloszlds modellt kell ismerniink, ezért elényben részesitik
a margindlisok paraméteres modelljeit. (Részletesebben megtaldlhaté: Joe
(1997)). A kétvaltozés esetben az egydimenzids 6 paraméter becslésének
standard médszere a Kendall-T-statisztikan alapul. (Genest és Rivest (1993).)
A momentumok mddszerével kiegészitett T becsléfiiggvényével torténik a
paraméterek becslése. Genest és szerzétarsai (1995) azonban megmutattak,
hogy a maximum-likelihood mdédszer 1ényegesen hatékonyabb és dltalanosabb
becslofiiggvényekhez vezet. Igen fontos elénye a maximum-likelihood méd-
szernek, hogy egyidejiileg végrehajthaté a marginélisok és a kopula fiiggvény
paramétereinek becslése. A nem paraméteresen becsiilt margindlisokra Gen-
est és szerzétdrsai (1995) bizonyitottdk az ML becslofiiggvények konzisz-
tencidjat és aszimptotikus normalitdsat, valamint meghataroztak az aszimp-
totikus eloszlasok momentumait.

Alternativ megoldédsként kétlépcsos eljaras alkalmazhatd. Az elsé 1épces6-
ben a marginalisok paramétereit, a masodikban pedig a kopula paramétereket
becstiljitk. (Ld. Joe (1997), Joe (2005). A nem paraméteresen becsiilt margi-
nalisok esetét Chen, Fan és Patton (2004) valamint Chen, Fan és Tsyrennikov
(2006) vizsgalta.

Illeszkedési prébak

Az illeszkedési probédkkal azt ellenérizziik, hogy a tekintett kopula megegyezik-
e valamely cél kopula fliggvénnyel, vagy hogy tartozik-e valamely kopula
csaldadhoz. FEz a feladat Osszetett vagy egyszeri null-hipotézisként fogal-
mazhaté meg:

Hy: CeCy v.s. H110¢CQ,
HQ:CZCQ V.S. H1:C7ECO,

ahol Cj valamely ismert paraméteres kopula csalad, Cy ismert cél kopula és C'
a vizsgalt valéddi kopula. A préba éltalanossagban megegyezik a tébbvaltozos
eloszldsokra alkalmazott illeszkedés josdga (GOF) tipusu prébékkal. Mivel
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azonban a marginalisok becsiilt fliggvények, a proba eljarasok nem alkalmaz-
hatdk kozvetleniil.

A szakirodalomban kiilonféle probdkat talalunk kopula illeszkedés vizsgd-
latra. A standard y2-préba egyszerti dltaldnositasaként adoptalt y2-prébét
javasol Fermanian (2005), amely kozvetleniil a C' és Cy kozotti tavolsdgon
alapul. Genest és Rivest (1993) a kétvaltozds esetre a Z = Cy(X,Y') pszeudo
valtozo empirikus és valdodi eloszldsaira alapozza a prébat, mértékként Lo
normat alkalmazva. Ezt a megkozelitési modszert terjesztik ki a tobbvaltozds
esetre és mas tavolsag mértékekre tobbek kozott Barbe és szerzbtérsai (1996),
Wang és Wells (2000), Quessy és Rémillard (2006). Wang és Wells (2000)

swzlmuw—KWWm,se@n

alaki Cramer-von-Mises statisztikat javasol, ahol K, (w) és K (w) empirikus,
illetve elméleti K eloszlasokat jelolnek. Ehhez a statisztikdhoz azonban pon-
tos p-értékeket nem lehetséges explicit médon kiszamitani.

Egy alternativ megkozelités a valdsziniiségi integral transzformécion ala-
pul, amelyet Rosenblatt (1952) vezetett be, majd késébb Breyman, Dias
és Embrechts (2003), valamint Chen és szerz6tdrsai (2004) alkalmaztdk. A
transzformacié alapja az

Y1 = Fi(Xy),
}/j = CO {FJ(XJ) | FI(XI))-- -)Fj—l(Xj—l)} ] = 2,.. ,n,

valtozok konstrudlasa, ahol a feltételes kopula

bt Co(ul,...,Uj,l,...,l)

6’&1...6Uj_1

9i—1 :
Fur..0u; 1 Co(ul, sy Uj—1, 1, ey 1)

CQ(UJ‘ | ULy - - ,uj_l) =

A Hy hipotézis szerint az Y;, i = 1,...,m valtozdk fiiggetlenek és egyen-
letes eloszldstiak a [0, 1] intervallumon. Mivel az Y; valtozdk kozvetlentil nem
megfigyelhetdk, kiszamitjuk az Y;; pszeudo valtozokat a kovetkezdképpen:
Vi, = Fi(Xy,),

}A/jiZC{Fj(in|Fl(XU),...,Fj_l(Xj_Li)}, j=2,...,7’l, 221,,7’7’),

Chen és szerz6téarsai (2004) két probat is javasolnak az }A/JL pszeudo val-
tozdkra alapozva. Itt csak azt a probat emlitjiik, amely a

W=y e (1)

valtozot alkalmazza. Megmutathatd, hogy a Hy hipotézis mellett teljesiil
W ~ x%2. Az Y; véltozéhoz hasonléan W sem megfigyelhets, ezért az un.

pszeudo véltozdjat szamitjuk ki a W; = D [@7H(Y5:)]? Osszefiiggéssel.
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Breymann et al. (2003) azt feltételezik, hogy a marginélisok és a kopula
paraméterek becslése nem befolydsolja szignifikdnsan a W; eloszldsat és x2
probat alkalmaznak kozvetleniil a pszeudo megfigyelésekre. A fentieken kiviil
a szakirodalomban még szamos mas médszer leirdsa megtalalhaté.

Az utébbi évtizedekben a pénziigyben harom teriileten kévetkezett be
jelentés véltozés. Az els6 az eszkoz hozamok normélistél eltérd eloszlédsa,
amely az eszkoz arazés teriiletén a feltételes kovetelések értékelése standard
megkozelitésének, a Black-Scholes modellnek az érvényét kérddjelezte meg.
A maésodik a nem teljes piacok kérdése, amely olyan 4j dimenziét nyitott
az eszkoz arazas teriiletén, mint a megfelel drazasi kernel megvélasztdsa
mind az eszkOz drazds, mind pedig a kockdzat menedzsment teriiletén. A
harmadik teriilet a hitel kockazat, amely oriési fejlodésen ment keresztil az
eszkoz arazasban mind a termékeket, mind pedig az alkalmazott mddszereket
illetéen. A legfébb tényezd, amely a kopula mddszereknek a pénziigy szaméra
torténo felfedezését el6idézte, a pénzpiaci termékek hozamratija sztochasz-
tikus dinamikdjanak standard feltételezése volt. Az 1987-es Gsszeomldsig
ezeknek a hozamoknak az eloszldsara a normalis eloszlas volt az altalanosan
elfogadott. Ezen a feltételezésen, mint alappilléren nyugszik jérészt a mo-
dern pénziigy elmélet. Ez az eloszlés feltételezés a kockazatmenedzsmentben
a kockazat mérés standard parametrikus megkozelitéséhez vezetett, amelyet
1994-t61 J. P. Morgan a Risk Metrics égisze alatt terjesztett el, és maig al-
kalmazzak sok pénzintézetben.

A kopula mdédszerek, amelyek lehet6vé teszik a tébbdimenziés eloszldsok
fliggoségi struktirdjanak és a marginalis eloszlasoknak a szétvalasztasat, le-
hetové teszik a pénziigyi piacokon megfigyelt adatokhoz jol illeszked6 model-
lek vélasztasat és becslését, legalabb részleges megoldast kinalva az emlitett
problémakra. Szandékaim szerint ez a révid tanulmény azt is tizeni, hogy a
kopula mddszer alkalmazasa még az egyszerl esetekben is kell6 koriiltekintést
igényel. Ellenkez6 esetben az a helyzet allhat el6, mint a normalis eloszlassal
kapcsolatban, hogy tudniillik nem csupan a leggyakrabban alkalmazott, ha-
nem a leggyakrabban tévesen alkalmazott eszkoz lesz.
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PRICING OF CONTINGENT CLAIMS ON COMPLETE MARKETS

The modelling of multivariate distributions is one of the most critical issues in finan-
cial applications. The distributions are usually restricted to the class of multivariate
elliptical distributions limiting the analysis to a narrow class of distributions and re-
quires the estimation of a large number of parameters. Further problems arise from
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the fact that extreme values occur simultaneously exhibiting strong negative move-
ments on financial markets and the observed non-symmetric dependency structure
cannot be modelled by elliptical distribution. The assumption of Gaussian distri-
bution is therefore rarely consistent with the empirical evidence and possibly leads
to incorrect inference from financial and economic models. The copula-based ap-
proach proposed in this article has several important advantages. It allows a simple
construction of distributions with less parameters than imposed by elliptical mod-
els, significantly widens the class of candidate distributions, and the copula-based
models reflect the real-world relationships on financial markets better. It is also
shown that even in the very simple bivariate digital options cases and on complete
markets, it is not a simple task to use the method appropriately.



