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FOGALMAK, M ¶ODSZEREK
FELT¶ETELES KÄOVETEL¶ESEK ¶ARAZ¶ASA { KOPULA
M¶ODSZEREK ALKALMAZ¶ASA TELJES PIACOKON1

VARGA J¶OZSEF
PTE KÄozgazdas¶agtudom¶anyi Kar

Bevezet¶es

Ennek a rÄovid ismertet}onek els}odleges c¶elja, hogy sz¶elesebb olvas¶okÄozÄons¶eg
sz¶am¶ara seg¶³tsen kÄonnyebben ¶erthet}ov¶e tenni azokat a m¶odszereket, mo-
delleket, amelyek a p¶enzpiacokon mutatkoz¶o olyan t¶enyek kezel¶es¶ere k¶³n¶alnak
legal¶abb r¶eszleges megold¶ast, mint az eszkÄozhozamok norm¶alist¶ol elt¶er}o elosz-
l¶asa, a vastag eloszl¶assz¶elek vagy ¶altal¶anosabban fogalmazva a hagyom¶anyos
modellekben felt¶etelezett egyÄuttes val¶osz¶³n}us¶eg-eloszl¶asok ¶es a piacokon ¶eszlelt
adatok eloszl¶as¶anak jelent}os elt¶er¶ese a p¶enzÄugyi piacok kisz¶am¶³thatatlan vi-
selked¶ese, a volatilit¶as nagym¶ert¶ek}u megnÄoveked¶ese kÄovetkezt¶eben. Ezek az
ut¶obbi id}oben ¶eszlelt fejlem¶enyek a p¶enzÄugyi matematika olyan standard esz-
kÄozeit ¶erv¶enytelen¶³tett¶ek, mint p¶eld¶aul a Black-Scholes-modell, amelyet elt¶er}o
jellemz}oket mutat¶o piacokon felt¶eteles kÄovetel¶esek ¶araz¶as¶ara alkalmaznak, ¶es
amely z¶art alakban megadott megold¶asokat k¶³n¶al szigor¶uan Gauss-eloszl¶as
felt¶etelez¶es¶evel, majdnem minden ¶araz¶asi probl¶em¶ara. A m¶asik c¶elja a dolgo-
zatnak r¶amutatni arra, hogy m¶eg ezekben az itt bemutat¶asra kerÄul}o egyszer}u
esetekben, a teljes piaci kÄornyezet felt¶etelez¶ese ¶es a legegyszer}ubb k¶etv¶altoz¶os
digit¶alis opci¶ok eset¶eben is mennyi komoly probl¶em¶aval kell szemben¶eznie
a matematikai szempontb¶ol tÄok¶eletesen kidolgozott elm¶eleti modellek alkal-
maz¶oinak. Ezek alapj¶an tal¶an elk¶epzelhet}o a modellez¶esi probl¶em¶aknak a
s¶ulyoss¶aga, valamint az ¶³gy nyert kÄovetkeztet¶esek k¶ets¶egbe vonhat¶o megfele-
l}os¶ege az ¶altal¶anosabb (kett}on¶el tÄobb dimenzi¶o, nem teljes piaci kÄornyezet ¶es
nem csak egyszer}u digit¶alis opci¶o) esetekre n¶ezve.2

A tÄobbv¶altoz¶os felt¶eteles kÄovetel¶eseket matematikai fogalmakkal

g(f(Si(T ); T ; i = 1; 2; . . . ; n))

alakban fel¶³rhat¶o ki¯zet¶esk¶ent jellemezhetjÄuk, ahol g(¢) egyv¶altoz¶os ki¯zet}o-
fÄuggv¶eny a sz¶armaztatott Äugylet azonos¶³t¶as¶ara szolg¶al, f(¢) n-v¶altoz¶os fÄugg-
v¶eny, amely azt ¶³rja le, hogy az n-sz¶am¶u alapterm¶ek hogyan hat¶arozza meg

1Be¶erkezett: 2009. ¶aprilis 10. E-mail: varga@ktk.pte.hu.
2Az eszkÄoz¶araz¶as elm¶eleti ÄosszefÄugg¶eseibe, matematikai alapjaiba ny¶ujt betekint¶est

Medvegyev P¶eter: A p¶enzÄugyi eszkÄozÄok ¶araz¶as¶anak alapt¶etele diszkr¶et idej}u modellekben
c. dolgozata. (Ld. irodalomjegyz¶ek)
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a v¶egs}o p¶enzfolyamot, Si az i-edik alapterm¶ek ¶arfolyam¶at, T pedig a szerz}o-
d¶es lej¶arati idej¶et jelÄoli. P¶eld¶aul sziv¶arv¶any v¶eteli opci¶o eset¶eben a ki¯zet}o
fÄuggv¶eny

g(f) = max(f ¡ K; 0) ;

ahol K a leh¶³v¶asi ¶arfolyam, m¶³g f(¢) az n sz¶am¶u eszkÄoz minimum¶at hat¶arozza
meg:

f(Si(T ); T ; i = 1; 2; . . . ; n) = min(Si(T ); i = 1; 2; . . . ; n) :

M¶asik p¶eldak¶ent eml¶³thet}o a tÄobbv¶altoz¶os digit¶alis opci¶o. Ebben az eset-
ben a g(¢) fÄuggv¶eny egyszer}uen egy multiplikat¶³v ¶alland¶o, az f(¢) pedig azt
jelzi, hogy minden alapterm¶ek ¶arfolyama magasabb vagy megegyez}o-e a meg-
felel}o Ki, i = 1; 2; . . . ; n leh¶³v¶asi ¶arfolyamn¶al:

f(Si(T ); T ; i = 1; 2; . . . ; n) = I(S1(T )¸K1)\¢¢¢\(Sn(T )¸Kn)

ahol I indik¶atorfÄuggv¶enyt jelÄol.
Olyan ¶araz¶asi modelleket mutatunk be, amelyek ¶erv¶enyesek a standard

Black-Scholes modell felt¶eteleit meghalad¶o nagyon ¶altal¶anos val¶osz¶³n}us¶eg-
eloszl¶as felt¶etelez¶esek mellett. Ezek a modellek k¶epesek sz¶etv¶alasztani a
v¶altoz¶ok fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶aj¶at ¶es a margin¶alis eloszl¶asokat. Az elemz¶esekben
nagyon fontos szerepet j¶atsz¶o fÄugg}os¶eg modellez¶ese f¶arads¶agos munka. Ennek
els}osorban az az oka, hogy a k¶etv¶altoz¶os fÄugg}os¶egi m¶ert¶ekek ¶altal¶anos¶³t¶asai
nem egy¶ertelm}uek. Az alkalmazott eszkÄoz a kopula fÄuggv¶eny3, amely egyre
n¶epszer}ubb a p¶enzÄugyi piacok elemz}oi kÄor¶eben, a vele foglalkoz¶o publik¶aci¶ok
sz¶ama exponenci¶alisan nÄovekszik mind az elm¶elet, mind pedig az alkalmaz¶asok
terÄulet¶en. Az egyik ilyen tÄobbv¶altoz¶os kiterjeszt¶es p¶eld¶aul a Kendall ¿-ra
vonatkoz¶o, amelyet Barbe, Ghoudi, Genest ¶es R¶emillard (1996) javasolt:

¿d =
2d

2d¡1 ¡ 1
E(V ) ¡ 1 =

2d

2d¡1 ¡ 1

Z 1

¡1
t dK(t) ¡ 1 ;

a becsl}o fÄuggv¶enye pedig

¿̂dn =
2d

2d¡1 ¡ 1

1

n

nX

i=1

Vin ¡ 1 =
2d

2d¡1 ¡ 1

Z 1

¡1
t dKn(t) ¡ 1 ;

ahol

Vin =
nX

m=1

dY

j=1

1(xjm · xim) ¶es V = C
©
F1(X1); . . . ; Fd(Xd)

ª 2 [0; 1] :

Kn(t) ¶es K(t) rendre a Vin ¶es Vn eloszl¶asfÄuggv¶enyei. A formula szerint ¿d a
kopula v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek a±n transzform¶altja. A Spearman ½ tÄobbv¶altoz¶os
kopul¶an alapul¶o kiterjeszt¶es¶et Wol® (1980) publik¶alta:

3A kopula m¶odszerek matematikai alapjair¶ol magyar nyelven Varga J., p¶enzÄugyi alkal-
maz¶asair¶ol pedig Benedek, G., K¶obor, ¶A., Pataki A., illetve Varga J., Luk¶acs P. dolgo-
zataib¶ol t¶aj¶ekoz¶odhat az Olvas¶o.
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)
:

Schmid ¶es Schmidt (2006a) ¶es Schmid ¶es Schmidt (2006b) vizsg¶alt¶ak a m¶ert¶ek
tulajdons¶agait ¶es r¶eszletesen elemezt¶ek a

½̂dn =
d + 1

2d ¡ d ¡ 1

8
<
:
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n
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j=1

³
1 ¡ F̂ (xij)

´
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9
=
;

becsl}ofÄuggv¶eny¶et. A k¶etv¶altoz¶os Spearman ½ egy v¶altozata Kendall (1970)
nev¶ehez f}uz}odik:

½r = 22
X

m<l

µ
d

2

¶¡1 Z Z

[0;1]d
Cml(u; v) dudv ¡ 1 ;

ahol Cml az m ¶es l v¶altoz¶ok k¶etv¶altoz¶os kopul¶aj¶at jelÄoli.
A sz}ukre szabott terjedelmi korl¶at miatt most csak a teljes piac felt¶etele-

z¶ese mellett vizsg¶aljuk n¶eh¶any nagyon egyszer}u sz¶armaztatott term¶ek ¶araz¶asi
probl¶em¶aj¶at kopula fÄuggv¶enyek alkalmaz¶as¶aval.

Opci¶o¶araz¶as teljes piac felt¶etelez¶es¶evel

TekintsÄuk az S1 ¶es S2 alapterm¶ekekre ki¶³rt sz¶armaztatott term¶ekeket. Az
inform¶aci¶o strukt¶ur¶at a szok¶asos m¶odon az f­;Ft; Pg val¶osz¶³n}us¶egi mez}o
reprezent¶alja, amelyet az S1(t), S2(t), t 2 [0; T ] sztochasztikus folyamatok
gener¶alnak, Ft pedig a ¯ltr¶aci¶ot jelÄoli. A tov¶abbiakban feltesszÄuk, hogy S1(t)
¶es S2(t) folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok nem-negat¶³v t¶amasszal. VegyÄunk az
egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert k¶etv¶altoz¶os eur¶opai derivat¶³v¶at, amelynek a ki¯zet¶ese
teljes ¶altal¶anoss¶agban G(S1(t); S2(t)) : R3

+ ! R alakban ¶³rhat¶o fÄuggv¶eny.4

A feladatunk olyan g(S1(t); S2(t)) ¶araz¶o fÄuggv¶eny meghat¶aroz¶asa, amely
kiz¶arja a piacon az arbitr¶azs lehet}os¶eg¶et. Tudjuk, hogy teljes piac eset¶eben
ez a term¶ek, ¶es b¶armely m¶as term¶ek is pontosan replik¶alhat¶o (szintetikusan
el}o¶all¶³that¶o), ¶es az ¶ara egy¶ertelm}uen meghat¶arozott. Ez az egy¶ertelm}uen
meghat¶arozott ¶ar a szint¶en egy¶ertelm}uen meghat¶arozott Q(S1(t); S2(t) j Ft)
kock¶azat-semleges val¶osz¶³n}us¶eg-eloszl¶ashoz tartozik, amelynek s}ur}us¶egfÄugg-
v¶eny¶et jelÄolje q(S1; S2 j Ft), amely a gazdas¶ag ¶araz¶asi kernel¶et k¶epviseli. A
k¶etv¶altoz¶os bizonytalan kÄovetel¶es ¶ara ekkor a kÄovetkez}ok¶eppen¶³rhat¶o integr¶al
alakban:

g(S1(t); S2(t); t) =

= B(t; T )

Z 1

0

Z 1

0

G(S1(t); S2(t); T )q(S1(T ); S2(T ) j Ft) dS1(T )dS2(T ) ;

4A sz¶armaztatott term¶ekekr}ol j¶ol t¶aj¶ekoz¶odhat az Olvas¶o Sz¶az J¶anos: KÄotv¶enyek ¶es
opci¶ok ¶araz¶asa, illetve M. Baxter ¶es A. Rennie: P¶enzÄugyi kalkulus c. kÄonyv¶eb}ol.

� 
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ahol B(t; T ) a kock¶azatmentes diszkont t¶enyez}ot jelÄoli. Elemz¶esÄunkben a
tov¶abbiakban feltesszÄuk, hogy a kock¶azatmentes kamatl¶ab fÄuggetlen az alap-
term¶ekt}ol vagy nem sztochasztikus. Az ¶altal¶anosabb esetre vonatkoz¶o kiter-
jeszt¶es egyenesen ad¶odik, ha a m¶ert¶eket forward kock¶azat-semleges m¶ert¶ekre
cser¶eljÄuk.

JelÄolje S1 ¶es S2 felt¶eteles margin¶alis eloszl¶asait rendre Q1(S1 j Ft), illetve
Q2(S2 j Ft), a s}ur}us¶egfÄuggv¶enyek pedig legyenek q1(S1 j Ft) ¶es q2(S2 j Ft).
A felt¶eteles margin¶alis s}ur}us¶egfÄuggv¶enyek szint¶en sz¶armaztathat¶ok az ¶araz¶asi
kernelb}ol a kÄovetkez}ok szerint:

q1(S1 j Ft) =

Z 1

0

q(S1(T ); S2(T ) j Ft) dS2(T ) ;

q2(S2 j Ft) =

Z 1

0

q(S1(T ); S2(T ) j Ft) dS1(T ) :

Az egyv¶altoz¶os bizonytalan kÄovetel¶esek ¶ar¶at a megfelel}o margin¶alis kock¶azat-
semleges eloszl¶as melletti diszkont¶alt v¶arhat¶o ¶ert¶ekk¶ent nyerjÄuk. Ha teh¶at
G(S1(T ); S2(T ); T ) = G(S1(T ); T ) ¶ugy, hogy a felt¶eteles kÄovetel¶est az S1

term¶ekre ¶³rt¶ak ki, akkor

g(S1(t); t) = B(t; T )

Z 1

0

G(S1(T ); T )

Z 1

0

q(S1(T ); S2(T ) j Ft) dS1(T )dS2(T ) =

= B(t; T )

Z 1

0

G(S1(T ); T )q1(S1(T ) j Ft) dS1(T ) :

¶Araz¶asi kernel kopula alkalmaz¶as¶aval

Teljes piaci kÄornyezetben az ¶araz¶asi ÄosszefÄugg¶es a k¶etv¶altoz¶os felt¶eteles kÄo-
vetel¶esekre kÄonnyen fel¶³rhat¶o kopula fÄuggv¶enyek ¶es a margin¶alis eloszl¶asok
kifejez¶esek¶ent. Ehhez csup¶an a Sklar-t¶etel felt¶eteles eloszl¶asokra vonatkoz¶o
kiterjeszt¶es¶ere van szÄuks¶eg.

A Sklar-t¶etel felt¶eteles eloszl¶asokra

B¶armely Q(S1; S2 j Ft) egyÄuttes felt¶eteles eloszl¶as eset¶eben l¶etezik olyan
C(u; v) kopula fÄuggv¶eny, amellyel fenn¶all

Q(S1; S2 j Ft) = C(Q1(S1 j Ft);Q2(S2 j Ft)) ;

¶es megford¶³tva, ha adott k¶et felt¶eteles eloszl¶as, Q1(S1 j Ft) ¶es Q2(S2 j Ft)
¶es a C(u; v) kopula fÄuggv¶eny, akkor a C(Q1(S1 j Ft);Q2(S2 j Ft)) egyÄuttes
felt¶eteles eloszl¶asfÄuggv¶eny (Patton (2001)). MegjegyezzÄuk, hogy a fenti Äossze-
fÄugg¶es csak akkor ¶all fenn, ha az Ft felt¶eteli inform¶aci¶o megegyezik a mar-
gin¶alisokra ¶es az egyÄuttes eloszl¶asra. Az ¶³gy el}o¶all¶o kopula a kock¶azat sem-
leges val¶osz¶³n}us¶eg eloszl¶as fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶aj¶anak felel meg, ez¶ert kock¶azat-
semleges kopul¶anak nevezzÄuk.

Kopula fÄuggv¶enyek alkalmaz¶asa az egyÄuttes eloszl¶as modellez¶es¶ere lehe-
t}ov¶e teszi sz¶amunkra, hogy elkÄulÄon¶³tsÄuk a margin¶alis ¶araz¶asi kernelek ¶es
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az alapterm¶ek fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶aj¶at. Ez az¶ert nagyon fontos, mert ¶³gy
ellen}orizni tudjuk az egyv¶altoz¶os ¶es a tÄobbv¶altoz¶os bizonytalan kÄovetel¶esek
konzisztenci¶aj¶at, kÄulÄonÄos tekintettel az arbitr¶azsmentess¶eg kÄovetelm¶eny¶ere.

A k¶etv¶altoz¶os ¶araz¶asi probl¶em¶ara Äosszpontos¶³tva feltesszÄuk, hogy rep-
lik¶alhatunk ¶es ¶arazhatunk k¶et egyszer}u digit¶alis opci¶ot ugyanarra a T lej¶arati
id}opontra az S1 ¶es S2 alapterm¶ekekre ki¶³rva rendre K1 ¶es K2 leh¶³v¶asi ¶arfolya-
mokkal. Ekkor a feladatunk az, hogy ezeket a term¶ekeket olyan k¶etv¶altoz¶os
digit¶alis opci¶o replik¶al¶as¶ara haszn¶aljuk fel, amely 1 egys¶egnyit ¯zet, ha S1 ¸
K1 ¶es S2 ¸ K2, egy¶ebk¶ent pedig nem ¯zet semmit. El}oszÄor osszuk fel az
esem¶enyteret reprezent¶al¶o pozit¶³v kvadr¶anst n¶egy tartom¶anyra a kÄovetkez}o-
k¶eppen:

¶Allapot H L

H (S1 ¸ K1) \ (S2 ¸ K2) (S1 ¸ K1) \ (S2 < K2)

L (S1 < K1) \ (S2 ¸ K2) (S1 < K1) \ (S2 < K2)

1. t¶abl¶azat. A pozit¶³v kvadr¶ans feloszt¶asa a leh¶³v¶asi ¶arfolyamok alapj¶an

Egyszer}u p¶eldak¶ent a k¶etv¶altoz¶os digit¶alis opci¶ot v¶alasztjuk. A digit¶alis
opci¶ok rÄogz¶³tett Äosszeget ¯zetnek, ha valamely esem¶eny bekÄovetkezik. Az
egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert, de az ¶altal¶anoss¶ag korl¶atoz¶asa n¶elkÄul feltehetjÄuk, hogy
ez a rÄogz¶³tett Äosszeg 1 egys¶egnyi p¶enzzel egyenl}o. A k¶erd¶eses esem¶eny pedig
a v¶eteli digit¶alis opci¶o eset¶eben az, hogy az alapterm¶ek ¶arfolyama maga-
sabb valamely leh¶³v¶asi ¶arfolyamn¶al. Az elad¶asi opci¶o eset¶eben pedig ez az
esem¶eny akkor kÄovetkezik be, ha az alapterm¶ek ¶arfolyama alacsonyabb egy
leh¶³v¶asi ¶arfolyamn¶al. Teljes piacon teh¶at az egyv¶altoz¶os digit¶alis opci¶ok,
vagyis az egyetlen eszkÄozre ki¶³rt opci¶ok ¶arai megegyeznek a kock¶azat-semleges
val¶osz¶³n}us¶eg-eloszl¶asok diszkont¶alt ¶ert¶ekeivel. A 2. t¶abl¶azat Äosszegzi ezeknek
a kÄulÄonbÄoz}o eszkÄozÄoknek a ki¯zet¶eseit, ¶es mutatja, hogy milyen ¶arfolyamot
¯gyeltÄunk meg a piacon.

¶Arfolyam HH HL LH LL
Digit¶alis opci¶o1 DC1 1 1 0 0
Digit¶alis opci¶o2 DC2 1 0 1 0
Kock¶azatmentes eszkÄoz B(t; T ) 1 1 1 1
K¶etv¶altoz¶os digit. opci¶o X 1 0 0 0

2. t¶abl¶azat. K¶etv¶altoz¶os digit¶alis v¶eteli opci¶o ki¯zet¶esei

Az S1 ¶es S2 eszkÄozÄokre ki¶³rt v¶eteli opci¶ok ¶arfolyamai

DC1(K1) = B(t; T )Q1(K1 j Ft) ¶es DC2(K2) = B(t; T )Q2(K2 j Ft) ;

ahol Qi(u) ´ 1 ¡ Qi(u), i = 1; 2, a K1 ¶es K2 pedig a leh¶³v¶asi (kÄot¶esi)
¶arfolyamokat jelÄoli. A megfelel}o elad¶asi digit¶alis opci¶ok ¶araz¶asa a DPi =
B ¡ DCi, i = 1; 2 ÄosszefÄugg¶essel tÄort¶enik.

TekintsÄuk most annak a k¶etv¶altoz¶os digit¶alis opci¶onak az eset¶et, amely
1 egys¶egnyi p¶enzt ¯zet, ha mind az S1, mind az S2 ¶arfolyama magasabb
rendre a K1 ¶es K2 leh¶³v¶asi ¶arfolyamokn¶al. JelÄolje DHH ezt a digit¶alis opci¶ot,
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amelyet olyan kopula fÄuggv¶eny seg¶³ts¶eg¶evel ¶³rhatunk fel, amelynek v¶altoz¶oi
az egyv¶altoz¶os digit¶alis opci¶ok forward ¶ert¶ekei:

DHH(K1;K2) = B(t; T )CHH

µ
DC1

B(t; T )
;

DC2

B(t; T )

¶
;

ahol CHH(u; v) az ¶un. tov¶abb¶el¶esi kopula. Miut¶an a kopula fÄuggv¶enyt megv¶a-
lasztottuk, a tÄobbi digit¶alis opci¶o ugyanazokkal a leh¶³v¶asi ¶arfolyamokkal ar-
bitr¶azs alkalmaz¶as¶aval meghat¶arozhat¶o. P¶eld¶aul a DHL digit¶alis opci¶o, amely
1 egys¶egnyi p¶enzt ¯zet, ha S1 > K1 ¶es S2 · K2, a kÄovetkez}o ÄosszefÄugg¶essel
hat¶arozhat¶o meg:

DHL(K1; K2) = DC1 ¡ DHH(K1; K2) =

= DC1 ¡ B(t; T )CHH

µ
DC1

B
;
DC2

B

¶
:

A kopul¶akkal foglalkoz¶o szakkÄonyvekben megtal¶alhat¶o annak bizony¶³t¶asa,
hogy ha CHH(u; v) kopula fÄuggv¶eny, akkor CHL(u; 1 ¡ v) = u ¡ CHH(u; v)
szint¶en kopula fÄuggv¶eny, amely annak val¶osz¶³n}us¶eg¶et mutatja, hogy az els}o
(egyenletes eloszl¶as¶u) margin¶alis nagyobb ¶ert¶eket vesz fel u-n¶al, a m¶asodik
pedig alacsonyabbat v-n¶el.5

A DHL digit¶alis opci¶o ¶arfolyama a kÄovetkez}ok¶eppen adhat¶o meg:

DHL(K1; K2) = B(t; T )

·
DC1(K1)

B(t; T )
¡ CHH

µ
DC1(K1)

B(t; T )
;
DC2(K2)

B(t; T )

¶¸
=

= B(t; T )CHL

µ
DC1(K1)

B(t; T )
;
DP2(K2)

B(t; T )

¶
;

ahol felhaszn¶altuk a DP2 = B(t; T ) ¡ DC2 ÄosszefÄugg¶est. Ugyanilyen meg-
fontol¶assal nyerhetjÄuk a

DLH(K1; K2) = DC2(K2) ¡ DHH(K1; K2) =

= B(t; T )CLH

µ
DP1(K1)

B
;
DC2(K2)

B

¶
;

rel¶aci¶ot, ahol felhaszn¶altuk, hogy a CLH(1 ¡ u; v) = v ¡ CHH(u; v) kopula
annak egyÄuttes val¶osz¶³n}us¶eg¶et adja meg, hogy az els}o margin¶alis u-n¶al ala-
csonyabb ¶ert¶ek}u, a m¶asodik margin¶alis ¶ert¶eke pedig magasabb v-n¶el. V¶egÄul
a k¶etv¶altoz¶os digit¶alis elad¶asi opci¶o, amely akkor ¯zet 1 egys¶egnyit, ha (S1 <
K1) \ (S2 < K2) kÄovetkezik be, az al¶abbiak szerint jellemezhet}o:

DLL(K1; K2) = B(t; T ) ¡ DHL(K1;K2) ¡ DLH(K1;K2) ¡ DHH(K1; K2) =

= B(t; T ) ¡ DC1(K1) ¡ DC2(K2) + DHH(K1;K2) :

Felhaszn¶alva itt is, hogy CLL(1 ¡ u; 1 ¡ v) = 1 ¡ u ¡ v + CHH(u; v) szint¶en
kopula fÄuggv¶eny, a kÄovetkez}ot kapjuk:

5Az ¶erdekl}od}o Olvas¶o megtal¶alhatja pl. a kÄovetkez}o helyen: Cherubini, U., Luciano, E.
¶es Vecchiato W. (2004). Copula Methods in Finance, John Wiley & Sons, New York.
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DLL(K1; K2) =

= B(t; T )

·
1 ¡ DC1(K1)

B(t; T )
¡ DC2(K2)

B(t; T )
+ CHH

µ
DC1(K1)

B(t; T )
;
DC2(K2)

B(t; T )

¶¸
=

= B(t; T )CLL

µ
DP1(K1)

B(t; T )
;
DP2(K2)

B(t; T )

¶
:

A k¶etv¶altoz¶os digit¶alis opci¶okra levezetett ÄosszefÄugg¶esek azt bizony¶³tj¶ak, hogy
ugyan¶ugy, mint az egyv¶altoz¶os esetben, azok a digit¶alis opci¶ok, amelyek
1 egys¶egnyit ¯zetnek egy bizonyos esem¶eny bekÄovetkez¶esekor, kapcsolatban
¶allnak azokkal, amelyek a komplementer esem¶eny bekÄovetkez¶esekor ¯zetnek,
¶es ez arbitr¶azsmentess¶egi ÄosszefÄugg¶est teremt a kopul¶ak kÄozÄott. Ezek az
ÄosszefÄugg¶esek bizonyos alkalmaz¶asokban kÄulÄonÄosen hasznosak lehetnek.

Ez az eredm¶eny ez id¶aig azt ¶all¶³tja, hogy az a kÄovetelm¶eny, amely sze-
rint a k¶etv¶altoz¶os ¶araz¶asi kernel kopula fÄuggv¶eny legyen szÄuks¶eges, de nem
el¶egs¶eges felt¶etel. Ezenk¶³vÄul ¯gyelembe kell venni, hogy a CHH , CHL, CLH

¶es CLL kopul¶ak alakja ¶altal¶aban kÄulÄonbÄoz}o. Az, hogy ez csak ¶altal¶aban igaz,
kÄonnyen bizony¶³that¶o a CHH(u; v) = uv szorzat (m¶ask¶eppen fÄuggetlens¶egi)
kopula egyszer}u elemz¶es¶evel.

Ha a k¶etv¶altoz¶os ¶araz¶asi kernelt kopula fÄuggv¶eny reprezent¶alja, akkor ez
lehet}ov¶e teszi sz¶amunkra az alapterm¶ekek fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶aj¶anak speci-
¯k¶al¶as¶at ¶es a k¶etv¶altoz¶os felt¶eteles kÄovetel¶es ¶arfolyam¶ara gyakorolt hat¶as¶anak
kalibr¶al¶as¶at. A legegyszer}ubb esetben, a k¶etv¶altoz¶os digit¶alis opci¶o eset¶eben
a kÄovetkez}ot kapjuk:

B(t; T )C¡
µ

DC1(K1)

B(t; T )
;
DC2(K2)

B(t; T )

¶
· DHH(K1;K2) ·

· B(t; T )C+

µ
DC1(K1)

B(t; T )
;
DC2(K2)

B(t; T )

¶
;

C¡ ¶es C+ rendre a tÄok¶eletes negat¶³v, illetve tÄok¶eletes pozit¶³v fÄugg}os¶eghez tar-
toz¶o Fr¶echet-HÄo®ding korl¶atokat (minimum ¶es maximum kopul¶akat) jelÄoli.6

Ezekkel a korl¶atokkal

max(DC1(K1) + DC2(K2) ¡ B(t; T ); 0) · DHH(K1; K2) ·
· min(DC1(K1);DC2(K2)) :

Ez az ÄosszefÄugg¶es azt mutatja, hogy a k¶etv¶altoz¶os v¶eteli digit¶alis opci¶o a ma-
xim¶alis ¶ert¶ek¶et a tÄok¶eletes pozit¶³v fÄugg}os¶eg eset¶eben ¶eri el, amely maximum
ebben az esetben megegyezik az egyv¶altoz¶os digit¶alis opci¶o ¶arfolyamok kÄozÄul
a kisebbikkel. Visszat¶erve az arbitr¶azzsal kapcsolatos ¶ervel¶eshez, bel¶athatjuk,
hogy ha egy ilyen opci¶o maximum, vagyis DHH = min(DC1;DC2) , akkor
a DHL digit¶alis opci¶o ¶arfolyama, vagyis annak az opci¶onak az ¶arfolyama,

6A minimum (C¡) ¶es maximum (C+) kopula de¯n¶³ci¶oja: C¡(u; v) = max(u+v¡1; 0),
C+(u; v) = min(u; v).



178 Varga J¶ozsef

amely akkor ¯zet, ha (S1 ¸ K1) \ (S2 < K2) kÄovetkezik be, minim¶alis:
DHL = max(DC1 + DP2 ¡ 1; 0). Ugyanilyen egyszer}u v¶alasz adhat¶o an-
nak a k¶etv¶altoz¶os elad¶asi digit¶alis opci¶onak az eset¶ere, amelyik akkor ¯zet 1
egys¶egnyit, ha (S1 < K1) \ (S2 < K2) kÄovetkezik be.

Becsl¶esi m¶odszerek

A kopula alap¶u tÄobbv¶altoz¶os eloszl¶asok becsl¶ese a µ kopula param¶eterek ¶es
az Fi, i = 1; . . . ; n margin¶alis eloszl¶asfÄuggv¶enyek becsl¶es¶et jelenti. A kopula
param¶eterek becsl}ofÄuggv¶enyeinek tulajdons¶agai, valamint min}os¶ege er}osen
fÄugg a margin¶alis eloszl¶asfÄuggv¶enyek becsl}ofÄuggv¶enyeit}ol. A margin¶alisok
speci¯k¶al¶asa lehet param¶eteres ¶es nem-param¶eteres. Ha csak a fÄugg}os¶egi
strukt¶ura megismer¶es¶eben vagyunk ¶erdekeltek, akkor a µ becsl¶ese fÄuggetlen
lehet a margin¶alisok param¶eteres modelljeit}ol. A gyakorlati alkalmaz¶asokban
azonban a teljes eloszl¶as modellt kell ismernÄunk, ez¶ert el}onyben r¶eszes¶³tik
a margin¶alisok param¶eteres modelljeit. (R¶eszletesebben megtal¶alhat¶o: Joe
(1997)). A k¶etv¶altoz¶os esetben az egydimenzi¶os µ param¶eter becsl¶es¶enek
standard m¶odszere a Kendall-¿ -statisztik¶an alapul. (Genest ¶es Rivest (1993).)
A momentumok m¶odszer¶evel kieg¶esz¶³tett ¿ becsl}ofÄuggv¶eny¶evel tÄort¶enik a
param¶eterek becsl¶ese. Genest ¶es szerz}ot¶arsai (1995) azonban megmutatt¶ak,
hogy a maximum-likelihood m¶odszer l¶enyegesen hat¶ekonyabb ¶es ¶altal¶anosabb
becsl}ofÄuggv¶enyekhez vezet. Igen fontos el}onye a maximum-likelihood m¶od-
szernek, hogy egyidej}uleg v¶egrehajthat¶o a margin¶alisok ¶es a kopula fÄuggv¶eny
param¶etereinek becsl¶ese. A nem param¶eteresen becsÄult margin¶alisokra Gen-
est ¶es szerz}ot¶arsai (1995) bizony¶³tott¶ak az ML becsl}ofÄuggv¶enyek konzisz-
tenci¶aj¶at ¶es aszimptotikus normalit¶as¶at, valamint meghat¶arozt¶ak az aszimp-
totikus eloszl¶asok momentumait.

Alternat¶³v megold¶ask¶ent k¶etl¶epcs}os elj¶ar¶as alkalmazhat¶o. Az els}o l¶epcs}o-
ben a margin¶alisok param¶etereit, a m¶asodikban pedig a kopula param¶etereket
becsÄuljÄuk. (Ld. Joe (1997), Joe (2005). A nem param¶eteresen becsÄult margi-
n¶alisok eset¶et Chen, Fan ¶es Patton (2004) valamint Chen, Fan ¶es Tsyrennikov
(2006) vizsg¶alta.

Illeszked¶esi pr¶ob¶ak

Az illeszked¶esi pr¶ob¶akkal azt ellen}orizzÄuk, hogy a tekintett kopula megegyezik-
e valamely c¶el kopula fÄuggv¶ennyel, vagy hogy tartozik-e valamely kopula
csal¶adhoz. Ez a feladat Äosszetett vagy egyszer}u null-hipot¶ezisk¶ent fogal-
mazhat¶o meg:

H0 : C 2 C0 v.s. H1 : C =2 C0 ;

H0 : C = C0 v.s. H1 : C 6= C0 ;

ahol C0 valamely ismert param¶eteres kopula csal¶ad, C0 ismert c¶el kopula ¶es C
a vizsg¶alt val¶odi kopula. A pr¶oba ¶altal¶anoss¶agban megegyezik a tÄobbv¶altoz¶os
eloszl¶asokra alkalmazott illeszked¶es j¶os¶aga (GOF) t¶³pus¶u pr¶ob¶akkal. Mivel
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azonban a margin¶alisok becsÄult fÄuggv¶enyek, a pr¶oba elj¶ar¶asok nem alkalmaz-
hat¶ok kÄozvetlenÄul.

A szakirodalomban kÄulÄonf¶ele pr¶ob¶akat tal¶alunk kopula illeszked¶es vizsg¶a-
latra. A standard Â2-pr¶oba egyszer}u ¶altal¶anos¶³t¶asak¶ent adopt¶alt Â2-pr¶ob¶at
javasol Fermanian (2005), amely kÄozvetlenÄul a C ¶es C0 kÄozÄotti t¶avols¶agon
alapul. Genest ¶es Rivest (1993) a k¶etv¶altoz¶os esetre a Z = C0(X; Y ) pszeudo
v¶altoz¶o empirikus ¶es val¶odi eloszl¶asaira alapozza a pr¶ob¶at, m¶ert¶ekk¶ent L2

norm¶at alkalmazva. Ezt a megkÄozel¶³t¶esi m¶odszert terjesztik ki a tÄobbv¶altoz¶os
esetre ¶es m¶as t¶avols¶ag m¶ert¶ekekre tÄobbek kÄozÄott Barbe ¶es szerz}ot¶arsai (1996),
Wang ¶es Wells (2000), Quessy ¶es R¶emillard (2006). Wang ¶es Wells (2000)

Sn» =

Z 1

»

[Kn(w) ¡ K(w)]2 dw ; » 2 (0; 1)

alak¶u Cramer-von-Mises statisztik¶at javasol, ahol Kn(w) ¶es K(w) empirikus,
illetve elm¶eleti K eloszl¶asokat jelÄolnek. Ehhez a statisztik¶ahoz azonban pon-
tos p-¶ert¶ekeket nem lehets¶eges explicit m¶odon kisz¶am¶³tani.

Egy alternat¶³v megkÄozel¶³t¶es a val¶osz¶³n}us¶egi integr¶al transzform¶aci¶on ala-
pul, amelyet Rosenblatt (1952) vezetett be, majd k¶es}obb Breyman, Dias
¶es Embrechts (2003), valamint Chen ¶es szerz}ot¶arsai (2004) alkalmazt¶ak. A
transzform¶aci¶o alapja az

Y1 = F1(X1) ;

Yj = C0 fFj(Xj) j F1(X1); . . . ; Fj¡1(Xj¡1)g j = 2; . . . ; n ;

v¶altoz¶ok konstru¶al¶asa, ahol a felt¶eteles kopula

C0(uj j u1; . . . ; uj¡1) =

@j¡1

@u1...@uj¡1
C0(u1; . . . ; uj; 1; . . . ; 1)

@j¡1

@u1...@uj¡1
C0(u1; . . . ; uj¡1; 1; . . . ; 1)

:

A H0 hipot¶ezis szerint az Yi, i = 1; . . . ; m v¶altoz¶ok fÄuggetlenek ¶es egyen-
letes eloszl¶as¶uak a [0; 1] intervallumon. Mivel az Yi v¶altoz¶ok kÄozvetlenÄul nem
meg¯gyelhet}ok, kisz¶am¶³tjuk az Ŷji pszeudo v¶altoz¶okat a kÄovetkez}ok¶eppen:

Ŷ1i = F̂1(X1i) ;

Ŷji = CfFj(Xji j F1(X1i); . . . ; Fj¡1(Xj¡1;i)g ; j = 2; . . . ; n; i = 1; . . . ;m :

Chen ¶es szerz}ot¶arsai (2004) k¶et pr¶ob¶at is javasolnak az Ŷji pszeudo v¶al-
toz¶okra alapozva. Itt csak azt a pr¶ob¶at eml¶³tjÄuk, amely a

W =
nX

j=1

[©¡1(Yj)]
2

v¶altoz¶ot alkalmazza. Megmutathat¶o, hogy a H0 hipot¶ezis mellett teljesÄul
W » Â2

n. Az Yj v¶altoz¶ohoz hasonl¶oan W sem meg¯gyelhet}o, ez¶ert az ¶un.

pszeudo v¶altoz¶oj¶at sz¶am¶³tjuk ki a Ŵi =
Pn

j=1[©
¡1(Yji)]2 ÄosszefÄugg¶essel.
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Breymann et al. (2003) azt felt¶etelezik, hogy a margin¶alisok ¶es a kopula
param¶eterek becsl¶ese nem befoly¶asolja szigni¯k¶ansan a Wi eloszl¶as¶at ¶es Â2

pr¶ob¶at alkalmaznak kÄozvetlenÄul a pszeudo meg¯gyel¶esekre. A fentieken k¶³vÄul
a szakirodalomban m¶eg sz¶amos m¶as m¶odszer le¶³r¶asa megtal¶alhat¶o.

Az ut¶obbi ¶evtizedekben a p¶enzÄugyben h¶arom terÄuleten kÄovetkezett be
jelent}os v¶altoz¶as. Az els}o az eszkÄoz hozamok norm¶alist¶ol elt¶er}o eloszl¶asa,
amely az eszkÄoz ¶araz¶as terÄulet¶en a felt¶eteles kÄovetel¶esek ¶ert¶ekel¶ese standard
megkÄozel¶³t¶es¶enek, a Black-Scholes modellnek az ¶erv¶eny¶et k¶erd}ojelezte meg.
A m¶asodik a nem teljes piacok k¶erd¶ese, amely olyan ¶uj dimenzi¶ot nyitott
az eszkÄoz ¶araz¶as terÄulet¶en, mint a megfelel}o ¶araz¶asi kernel megv¶alaszt¶asa
mind az eszkÄoz ¶araz¶as, mind pedig a kock¶azat menedzsment terÄulet¶en. A
harmadik terÄulet a hitel kock¶azat, amely ¶ori¶asi fejl}od¶esen ment keresztÄul az
eszkÄoz ¶araz¶asban mind a term¶ekeket, mind pedig az alkalmazott m¶odszereket
illet}oen. A legf}obb t¶enyez}o, amely a kopula m¶odszereknek a p¶enzÄugy sz¶am¶ara
tÄort¶en}o felfedez¶es¶et el}oid¶ezte, a p¶enzpiaci term¶ekek hozamr¶at¶aja sztochasz-
tikus dinamik¶aj¶anak standard felt¶etelez¶ese volt. Az 1987-es Äosszeoml¶asig
ezeknek a hozamoknak az eloszl¶as¶ara a norm¶alis eloszl¶as volt az ¶altal¶anosan
elfogadott. Ezen a felt¶etelez¶esen, mint alappill¶eren nyugszik j¶or¶eszt a mo-
dern p¶enzÄugy elm¶elet. Ez az eloszl¶as felt¶etelez¶es a kock¶azatmenedzsmentben
a kock¶azat m¶er¶es standard parametrikus megkÄozel¶³t¶es¶ehez vezetett, amelyet
1994-t}ol J. P. Morgan a Risk Metrics ¶egisze alatt terjesztett el, ¶es m¶aig al-
kalmazz¶ak sok p¶enzint¶ezetben.

A kopula m¶odszerek, amelyek lehet}ov¶e teszik a tÄobbdimenzi¶os eloszl¶asok
fÄugg}os¶egi strukt¶ur¶aj¶anak ¶es a margin¶alis eloszl¶asoknak a sz¶etv¶alaszt¶as¶at, le-
het}ov¶e teszik a p¶enzÄugyi piacokon meg¯gyelt adatokhoz j¶ol illeszked}o model-
lek v¶alaszt¶as¶at ¶es becsl¶es¶et, legal¶abb r¶eszleges megold¶ast k¶³n¶alva az eml¶³tett
probl¶em¶akra. Sz¶and¶ekaim szerint ez a rÄovid tanulm¶any azt is Äuzeni, hogy a
kopula m¶odszer alkalmaz¶asa m¶eg az egyszer}u esetekben is kell}o kÄorÄultekint¶est
ig¶enyel. Ellenkez}o esetben az a helyzet ¶allhat el}o, mint a norm¶alis eloszl¶assal
kapcsolatban, hogy tudniillik nem csup¶an a leggyakrabban alkalmazott, ha-
nem a leggyakrabban t¶evesen alkalmazott eszkÄoz lesz.
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PRICING OF CONTINGENT CLAIMS ON COMPLETE MARKETS

The modelling of multivariate distributions is one of the most critical issues in ¯nan-
cial applications. The distributions are usually restricted to the class of multivariate
elliptical distributions limiting the analysis to a narrow class of distributions and re-
quires the estimation of a large number of parameters. Further problems arise from
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the fact that extreme values occur simultaneously exhibiting strong negative move-
ments on ¯nancial markets and the observed non-symmetric dependency structure
cannot be modelled by elliptical distribution. The assumption of Gaussian distri-
bution is therefore rarely consistent with the empirical evidence and possibly leads
to incorrect inference from ¯nancial and economic models. The copula-based ap-
proach proposed in this article has several important advantages. It allows a simple
construction of distributions with less parameters than imposed by elliptical mod-
els, signi¯cantly widens the class of candidate distributions, and the copula-based
models re°ect the real-world relationships on ¯nancial markets better. It is also
shown that even in the very simple bivariate digital options cases and on complete
markets, it is not a simple task to use the method appropriately.


