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ZALAI ERNO!

Az id6 nem lassul. Rendiiletlen mddszerességgel szedi aldozatait. 2010. de-
cember 3-an, nyolcvanhetedik életévében, elhunyt a 20. évsziazad maésodik
felének egyik legkivalobb, sokak szerint a legnagyobb magyar kozgazdasza,
Brédy Andrés. Kegyes volt vele sors, mert elég hosszi és érdekes id6t
ajandékozott neki. A tobbgenerdcios értelmiségi-polgari csaladbdl szdrmazd,
sokiranyu tehetséggel megaldott tudds kozgazdasz a zenében, az irodalom-
ban, a matematikdaban és a technika vildgdban egyarant otthon volt. A hires
magyar Nobel-dijasokat ado, a 19-20. szazadforduld koriili évtizedekben vi-
ragz6 szellemi korszak egy ritka, késéi képviselGje volt. ,,Sajatos életpély(4j)a
... az egyéni tehetség, a csaladi hattér és a kelet-eurdpai 1ét kiilonos 6tvoze-
tébdl jott 1étre” (Bekker [1999]).

Vérbeli, sziiletett kutatdalkat volt, akit a kiapadhatatlan kivancsisag haj-
tott. A tények izgatjdk, amelyek szamos kollégajat inkdbb zavarjak, akik szi-
vesen ignoraljak a zavaré tényeket. Brédy Andras médszeresen haladt elére a
tényektol az elméleteken at a modellekhez, s vissza a gyakorlati alkalmazéasu-
kig, eredményeinek illusztraldsaig. Ha kell, maga tervezi meg és allitja el6 a
szilkséges statisztikai adatokat, dltaldban maga viszi szamitogépre a modell-
jét, s ha kell, programot is maga készit hozza. Fiatal kora 6ta foglalkoztatja
a mérés problematikaja, az eredmények megbizhatésiga. Nem hisz a tul
részletes modellekben. Olyanokat keres, amelyek atfogdak és konnyen &at-
tekinthetoek, a gazdasag Osszefiiggéseinek és mozgastorvényeinek a lényegét
ragadjak meg, és megbizhatosaguk mar igazolédott.

Sokoldalu, Osszetett személyiség, amit legtaldlébban egy zambiai kollégdja,
egy dél-afrikai szociolégus, Simon professzor fogalmazott meg: urifiabol,
liberalisbdl, kommunistdbdl és anarchistabdl kevert személy”. | Kaszton-
és tarsadalmonkiviiliségére” (281. 0.)® igen ad, igyekszik nem elkotelezni
magat valami vagy valakik mellett, nem hagyja beskatulyazni magat sziik
rekeszekbe. Igyekszik meg6rizni autonémidjat és nyitottsagat, ami egyaltalan
nem konnyti, s6t egyre nehezebb rangatdézva dtalakulé vildgunkban. Akar
élete mottdjaul is szolgdlhattak az amerikai kolté didknak ajanlott, gyakran
idézett sorai:

,,Ahhoz, hogy énmagad legyél —egy olyan vildgban, amely éjjel-nappal
arra torekszik minden er6vel, hogy olyanna tegyen téged, mint akarki mas—

1Ez ton is szeretném megkoszonni Bessenyei Istvannak és Szabé Katalinnak a nyers-
véltozathoz flizott értékes észrevételeiket.

2 Az idézetek, ha nincs rajuk més utalds, Kovics Janos Métyés [1994]: Beszélgetés Brddy
Andrdssal ciml hosszu és tartalmas interjujabdl szarmaznak. Lényegesebb idézeteknél
jelzem az oldalszamot is.
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a legnehezebb csatat kell megvivnod amit csak lehet emberileg, és sosem
szabad abbahagynod a harcot.” (E. E. Cummings, A Poet’s Advice, 1958)

,,Nem akarom elkotelezni magam, de nem is akarok nemet mondani.”
(308. 0.) Kint is van és bent is van. Réaddsul gyakran keriilt el8térbe
anarchikus, meg nem alkuvé és masokat sérté énje, mint maga is elismeri,
nem volt idegen téle az ,.elitizmus és folényesség”, ,,gunyos, cinikus és hi-
hetetleniil pimasz”? tudott lenni. ,,Jdnos gyerekem is ilyen. Nem kapunk
kitiintetést, nincs az az eset, hogy plecsnit kapjunk.” (uo.). Ezzel maga
ellen hangolja még a Kozgazdasigtudomanyi Intézeti vezetdit és idOsebb,
befolyasos kollegait is. Emiatt nem lett akadémikus belGle, barmennyire
is megérdemelte volna kiemelkedd szakmai teljesitményével. De a testiileti
tagok 1989-ben egyhangulag az MTA Koézgazdasdgtudoméanyi Bizottsdganak
elnokévé valasztjak, és ezt a megbizasat 1993-ban megujitjak. Mintegy kar-
pétlasként az MTA 1997-ben Széchenyi-dijjal tiinteti ki, a Budapesti Ko6z-
gazdasagtudomanyi Egyetem pedig 1999-ben diszdoktorava avatja.

Konnyt, de egyuttal nehéz is roviden Osszefoglalni életutjat, mivel a
mar idézett 1994-es hosszu és tartalmas interjija magéért beszél. Melegen
ajanlom mindenkinek az interju el-, illetve djra elolvasasat. Az aldbbiakban, a
magam emlékei mellett, erételjesen tamaszkodom a sajat visszaemlékezéseire,
megprobdlom kiszlirni a gazdag részletekbdl a szamomra legfontosabbakat,
és felvazolni gazdag életpélydjanak trendvonalat.

Az indulas és a botladozasok kora

Edesap ja a Hungaria Konyvkiado vezérigazgatdja, maga is mar fiatalon bedol-
gozik a csalddi vallalkozdsba. Osztrédk szdrmazasu édesanyja (akit6l anya-
nyelveként megtanul németiil) ugyanott tipografus volt ,,miivészi fokon”.
Volt tehat kiktol elsajatitania a szépirast és esztétikat, ami minden munkéjara
jellemzo volt. Velesziiletett nonkonformizmusa mar fiatalon megmutatkozik.
Kozépiskolai tanulményait a piaristaknal kezdi, az evangélikusoknal foly-
tatja, s végil, 1943-ban a Trefort utcai Gyakorlé Gimnaziumban fejezi be
gimnéziumi tanulmanyait.

Kozépiskolasként a matematika, a technika és az irodalom érdekelte (,,vajt
fiillel és éles itéloképességgel”, ami kés6bb megmutatkozik a szakirodalom te-
rénis). ,,...elég kordn felismertem a korldtaimat. ... Valahogy természetesen
mértem fel a mezoényt, hogy hol lehet, hol nem lehet érvényesiilni, mi és
hogyan érdekel.” (278. 0.) Mérnoknek jelentkezik, oda nem keriil be, de Fejér
Lipét rendkiviili hallgatoként felveszi a matematika-fizika szakra, amib6l két
évet el is végez. Ekozben sajat kiadéjukban és mas nyomdédkban is dolgozik,
tanulja a konyvkiadé szakmat. A munkaszolgalatot 6 sem keriili el, de sok
maés sorstarsaval szemben szerencsésen megussza. A hdbord utén révid ideg
Szegeden dolgozik, és az ottani egyetemen Riesznél folytatja matematikai
tanulmanyait is.

Végil is nem szerzi meg a matematikusi diploméat, mert kézben csaladot

3Ha az idéz&jel utdn a pontos hivatkozés nincs is megadva, az idézetek akkor is Brédy
emlitett 1994-es interjijabol szarmaznak.
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alapit. Visszatér Budapestre, ahol belép a kommunista parba. Partmegbiza-
tasai kozott a propaganda eldadédsok tartdsa domindl. Ez is arra inditja, hogy
jobban megismerje a marxizmust, egyebek mellett elolvassa ,,A téké”-t (amin
,,remekiil elszérakozott”), s elkezdi érdekelni a kozgazdasdgtan. Egyidejileg
édesapjatol atveszi a Hungaria Konyvkiadoé vezetését is. A kiadé dllamositdsa
utan, ami ellen akkor természetesen nem tiltakozhat, el6szor még megtartjik
vezérigazgatoként, de rovidesen kineveznek 6lé egy megbizhatobb partkadert,
s csak helyettes lehet. Kozben 1948 6szén felvételt nyer a Kozgazdasagtudo-
méanyi Egyetem esti tagozatdra. A kiadéndl nem sokdig birja az er6s6dé
ideolégiai és adminisztrativ kontrolt. 1948 végén benyujtja lemondasat és
elmegy esztergalyosnak a MAVAG-ba (,,elmentem esztergdlni, mert tudtam,
hogy akkor békén hagynak...”, 30. o.).

Mégis megfagy koriilotte a levegs. Utolag felfedezik , kvazi-tékés” szar-
mazdsat (azért hasznélja a ,kvazit”, mert részvényeiket mér jéval kordbban
eladtak svéjci rokonoknak), kizdrjdk a partbdl. Ezt a meghurcoltatést is sze-
rencsésen atvészeli, s munka mellett befejezi egyetemi tanulményait. Ekkor
mar a tudomany felé orientaldodik, nem ,mintha kiilonosen tehetségesnek
tartottam volna magamat, hanem mert az adott kortilmények kozott a tu-
domény volt a legszabadabb hely a vildgon” (297. o0.). 1953-ban révid ideig
a Kohoé- és Gépipari Tervezdirodan Janossy Ferenc mellett kozgazdész lesz,
akivel itt kezdddik el hosszu és kolesonosen gylimoles6z6 munkakapcsolata.
Itt késziti el a Didsgydri Kohdszati Miivek sakktébla tabldzatokon (termék-
mérlegeken) nyugvéd onkoltségi terveit. Elemzésével kimutatja, hogy a ter-
vezett beruhdzéas novelni fogja a termékek onkoltségét, ezért azutan révid
idon beliil innen is eltavolitjak. 1953 és 1955 kozott a Csepel Cségyar vezetod
statisztikusaként dolgozik. Az itt szerzett tapasztalatai alapjan jelennek
meg az els6, a kohdszati termékek mindségével foglalkozo tanulmanyai a
Kozgazdasagi Szemlében.

A felallas: irany a matematikai kozgazdasagtan

1955 végén kapcsolatai révén sikeriil bekertilnie az akkor alakulé Kozgazdasag-
tudomdnyi Intézetbe. Az itt irt egyik elsé tanulméanya, az ugyancsak az éles
szemmel megfigyelt gyakorlati tapasztalatai alapjan, a hovégi hajrardl szol,
és e témahoz még tobbszor visszatér. Matematika irdnti érdeklédésénél és
képzettségénél fogva természetes volt ugyanakkor, hogy kozgazdasagi tanul-
manyainak kezdetétdl fogva kereste azt a témat, amelyben hasznosithatja
matematikai készségeit és ismereteit. A Sztdlin haldlat kévetd ideoldgiai
olvadés rehabilitalta ugyan a matematikai tervezési modszereket, de nem a
tovabbra is burzsoa apologetikdnak mindsitett matematikai kozgazdasagtant.
Brédy Andras tisztaban van vele, hogy veszélyes teriiletre evez, ezért min-
denekel6tt alaposan bedolgozza magat ,,A t6ké”-be, és hosszi évek soran
(mér az egyetemen elkezdte, de csak 1959-re jelenik meg) részletes indexet
készit hozza: ,,... tudtam, hogy ez a nyelv, és ebbe nekem bele kell seggelni
magamat, és jobbnak kell lennem” mésoknal. (294. o.)

Mar az intézetbe keriilése elott foglalkoztatta a marxi munkaérték meg-
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hatarozasa mint matematikai probléma, kiilonosen érdekelte a munkaértékek
végtelen soros megkozelitésének kérdése. Ugyanezt az iterativ mddszert al-
kalmaztdk a hivatalos arrendezések tervezési gyakorlataban is. Fiatalkori jo
baratjaval, Rényi Alfréddal 1956-ban publikédljak k6zos tanulményukat ,, Az
drrendezés problémdja’-rél, amelyben az adott nyereségratat tartalmazo arak
meghatarozasara szolgald korkoros kiigazitas modszerét, az iterativ megoldas
konvergencidjanak feltételeit elemezték. Ezzel mintegy jra felfedezték a
sajatérték és a sajatérték-tételek, a nyugati kozgazdasagi irodalmakban mar
ismert, fontossagat a nyereségrata meghatarozasaban. Brody maga is felis-
merte, hogy a vizsgalt armodelljiikk hasonlit a Leontief-féle naturélis input-
output modellhez, nem mas, mint annak duélisa.

Hidnyzé matematikai kozgazdasagtani ismereteit ekkor kezdi gyors titem-
ben pétolni (az egyetemrdl ugyanis eltavolitottdk azt a kevés matematikus
kozgazdaszt, akiktdl hallgatdként tanulhatta volna). Mindenekel6tt az akko-
riban mar Magyarorszagon is terjedében 1évé Leontief input-output modell-
jével kezd el mddszeresen foglalkozni, amelyrol elészor 1957-ben kozol egy
ismertetd tanulmanyt a Kozgazdasagi Szemlében. Még ugyancsak 1957-ben
elkésziti kandidatusi disszertacidja tervezetét, s évente kozol tanulmanyt eb-
bol a témabdl. Szakértoként részt vesz az els6 magyar AKM ésszeallitasédnak
Csepinszky Andor éltal irdnyitott munkalataiban is. Az AKM-18] s2616 kan-
didétusi értekézését 1961-ben védi meg, a disszertdcion alapulé Az dgazati
kapcsolatok modellje c. konyve pedig még késébb, csak 1964-ben jelenik meg.

Ebben a miivében még az ismertetés és a mddszer tervezésre torténd adap-
talasa domindl, és van benne némi ideolégiai felhang is, amiért késobb egy
kicsit szégyenkezik: , még javaban szidtam Leontiefet, hogy nem vallja be az
igazi gyokereit ... hogy Sztrumilintél és Popovtdl plagizal” (311. o.), hiszen
a korai szovjet tarsadalmi termék sakktabla mérlegét fejlesztette tovabb. A
disszertacio és a konyv igazi tudomaényos 1j eredménye, , legmatematikaibb
része” a hibabecsléssel foglalkozo fliggelék. Megmutatja, hogy az input-
output modellekkel végzett elemzések hibahatara joval kisebb, mint az alap-
adatoké, ezért nagy biztonsaggal lehet beldliik kovetkeztetni a kiegyensilyo-
zott dgazati szerkezetre és araranyokra, tovabba a gazdasidg novekedési po-
tencidljara. Ez a felismerés dontének bizonyul kés6bbi palyafutasaban, ezért
bizik meg az input-output kézgazdasagtanban és ragaszkodik az input-output
modellekkel végzett gazdasagpolitikai elemzésekhez.

A palya felivel: az értéktermelés és t6keakkumuldcié id6szaka

Az 1960-as évtized a legnagyobb hatdsi és sajat maga &ltal is legjobban
megirtnak tartott konyve el6készitése jegyében telik. A marxi értékelmélet és
djratermelési elmélet matematikai modelljének megfogalmazasaval foglalkozd
kutatasainak két fontos el6hirnoke az 1962-es budapesti nemzetkozi input-
output konferencidn a termelési arak és a profitrata egyértelmii meghataro-
zottsagardl, illetve egy 1965-Gs, ugyancsak egy budapesti konferencian el6-
adott, a bévitett Ujratermelés modelljérél szélé dolgozata, amelyek megje-
lennek angolul is.
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1964-ben egy évet kutat Ford 0Osztondijjal a Harvardon, ahol Leontief
mellett dolgozik. De legalabb ekkora jelent6ségti ottani taldlkozasa Domarral,
akivel kés6bb is folyamatosan tartja a kapcsolatot a névekedés téméjaban. Itt
talalkozik el6szor jol miikodd szamitogéppel, amelyen szamos elemzést végez
a legfrissebb amerikai AKM segitségével, és az amerikai gazdasdg egyensilyi
aranyairol és ciklusairdl kozol tanulmanyokat. Itt kezd el foglalkozni a no-
vekedés és a ciklusok kérdéseivel is, ami hosszi idére meghatérozza tudomé-
nyos érdeklodését. Utban hazafelé fél évet tolt Cambridge-ben, az Applied
Economics intézetben, ahol megismerkedhet a Stone altal irdnyitott Growth
Projecttel. E hosszu kiilfoldi tanulmanyuton szerzett gazdag tapasztalatai
dontéen meghatarozzak jovébeli kutatasi elképzeléseit. Azt szeretné megta-
lalni ,,hogyan és mitél mozog, leng a gazdasig, megfogalmazni a kozgazdasagi
energidk mibenlétét”.

Kiulfoldi utjan szerzett ismertsége, meghivasai és elismerései természetesen
megemelik hazai presztizsét is, és névelik munkakedvét. Hazatérve nagyjabol
készen &ll a hosszu tava terve: ,,elészor ki kell fejteni a statikat, azutan a
dinamikat, de még technikai véaltozas figyelembe vétele nélkiil, végiil {6l kell
tarni a technikai véltozasok tendencidjat. Harom konyv lebegett el6ttem,
ami az életmunkdm lesz. S ha mér hiarom konyv, akkor mindegyik hérom
fejezetre és minden fejezet harom részre tagolddik, széval a szonata formaval
jatszottam.” (315. 0.) Nagyszabdsu elméleti és statisztikai munkdba és adat-
gytjtésbe kezd, hogy a hosszu tavia gazdasagi ndvekedés elemzését, amelyet
a Harvardon szinte jatszva elvégzett az amerikai gazdasig adataival (és a
Harvard szdmitgépein), megismételhesse itthon magyar adatokkal. Ennek
eredményeként 1at napvilagot 1967-ben a termelés tékeigényességérél Racz
Jeno kozremiikodésével elkésziilt terjedelmes és kiemelked6 tanulmanyuk, il-
letve a ,,Gazdasagi novekedésiink titeme 1924-t61 1965-ig” cimii cikke.

J6 id6ben, és részben j6 helyen is kezd foglalkozni a marxi témaval! Az
1960-as évtizedben a marxi kozgazdasigtan egyik reneszanszat éli, az ér-
deklodés homlokterébe keriil a marxi érték- és tjratermelési modellek elem-
zése ,,a modern kozgazdasigtan fényében” (Morishima). Elég ennek kap-
csan példaként csak Seton [1957], Morishima [1958], Johansen [1963], Okishio
[1963], Morishima [1973, 1978] munkdira utalni. Ezek sorozatdba robban
be az évtized végén, 1969-ben a részben mar kozreadott kutatasait miivészi
egységbe rendezd, Erték és ujratermelés cimi kényve magyarul és angolul
(Proportion, prices and planning, 1970). A kényv alcimében visszafogottan
és pontosabban jelzi tartalmat: Kisérlet a marxi értékelmélet és ujratermelési
elmélet matematikai modelljének megfogalmazdsdra. A mil nagy hazai, és
talan még nagyobb nemzetkozi visszhangot valt ki. Kisérlete minden vitan
feliil a legautentikusabb és leghozzaértébb matematikai djrafogalmazasa lett
a marxi gondolatoknak és konstrukcidknak. A ra jellemzé fanyar humorral
és Onkritikaval maga is ugy tartja késébb szamon, mint ,,az egyetlen mivem,

ami viszonylag rendben is van” .

4Modelljének komolyabb, de kénnyen kijavithaté hibdja a munkaerének a tébbi druval
teljesen szimmetrikus kezelése. Ez egyrészt alatdmasztani latszik a marxi értékelmélettel
szemben gyakran felhozott korkordsség vadjat, mdasrészt —Marxszal ellentétben— a
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A konyvben természetesen sokkal tobbrél van szdé, mint csak a marxi
érték- és ujratermelési elméletrél. Ebben fejti ki maéig is érvényes és szellemes
moédon a matematikai dualitdas kozgazdasagi lényegét, ami felfogdsdban nem
més, mint az druk naturdlis jellemzdinek (hasznélati érték) és értékelési rend-
szerének (csereérték) kolesonds meghatdrozottsaga. Konyvébe ugyancsak
beépiti az alland6 raforditasi-kibocsatasi egytitthatékon és a dualitds elvén
alapulé harom jellegzetes kozgazdasagi modell —nevezetesen Neumann és
Leontief modelljének, illetve az optimélis eréforras-allokéacié linearis progra-
mozason alapulé makrogazdasigi modelljének— szoros matematikai és koz-
gazdasagtani rokonsagarol irt tanulmanyat.

Konyve olyannyira sikeres lett, hogy a nemzetkozi szakma —Brédy bana-
tara— végérvényesen a munkaérték-elmélet és az input-output szakértojeként,
Oscar Lange e téren végzett munkassdganak folytatdjaként konyvelte el —
panaszkodott 1994-es interjijaban. (Langéra val6ban erésen tamaszkodott a
t6kematrix elméleti megalapozdsidban.) Az 1970-es évek teoretikus hajlami
fiatal kozgazdaszai is elsGsorban ezen a konyvon keresztiil ismerkedtek meg
a matematikai kozgazdasagtannal, s6t, alapvetOen ezen keresztiil ismerték
meg Marx kozgazdasdgtani mondanivalgjanak maradandé lényegét, amely
a politikai gazdasdgtan sekélyes oktatdsaban elsikkadt. Szines egyénisége,
paratlan szellemessége és eleganciaja folvillanyozta és inspiralta a matemati-
kai koézgazdasiagtan irant érdeklodé fiatal kozgazdaszokat.

Szervesen beépill a nemzetkozi vérkeringésbe, aktivan részt vesz nem-
zetkozi input-output konferencidk szervezésében, azok eloadasainak a szer-
kesztésében és publikdlasaban. 1987-ben kozremiikodik a Nemzetkozi Input-
Output Téarsasag és a tarsasag tudomanyos folydiratanak, az Economic Sys-
tems Research megalapitdsdban (1989), amelynek 1994-ig f6szerkesztéje, majd
a szerkesztObizottsag tagja volt. Itthon pedig babaskodik a magyar matema-
tikai-kozgazdasagi folydirat, a Szigma 1970-beli megalapitasanal, amelyben
a {6 érdem kozvetlen munkatarsaé, Martos Bélaé. 1987-ben felkérik a The
New Palgrave kozgazdaséagi enciklopédia ,,prices and quantities” szécikkének
megirasara.

Ciklus, ingadozas és elbizonytalanodas

Az 1960-as évek mechanizmusreform munkalatai nem ragadjdk meg fantézis-
jat: a ,,reformerek sem csabitottak”. A reform munkélatokat olyan ,,homo-
kozénak” tartotta, amelyben ,lehetett valamit fecsegni arrél, hogy hogyan
csinaljuk a dolgokat, de a mit kérdéséhez, tehat a gazdasagpolitikdhoz nem
lehetett hozzdszdlni, és éppen abban voltak a hibak”. (322. 0.) A reform
el6készitésének az idOszakat ezért inkabb arra hasznalja fel, hogy elkezdjen
,,komolyan és nyiltan foglalkozni matematikai-kozgazdasagtani kutatdsokkal”
(306. 0.), amit persze akkor még mindig nem nevezhetett a nevén, a nagy-
doktorijat is ezért korlatozta szigorian Marx kozgazdasagtanéra.

munkaerd tdjratermelését is értékképzO, profitot eredményezd folyamatként abrazolja.
Mentségére sz6l, hogy ebbe a csapddba sokan belestek elStte és utdna is. (B&vebben
errdl 1lasd Zalai [1997].)
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A szémszeriisitett modelljeibdl nyert tapasztalatai megnévelik énbizalmét,
és 1969-ben irasban is nekimegy a noévekedést erdltetd gazdasagpolitikanak.
Ezek éles ellenkezést, feljelentéseket és vizsgalatokat valtanak ki, csunyan
Osszekiilonbozik intézete vezetOivel, a KSH és a Tervhivatal vezet6 munka-
tarsaival, akik Osszefognak ellene. E hajsza és a kozben bedllt ,,maganéleti
bonyodalom” elé]l menekiilne, az oktatésba vagy kiilfoldre. Orok szivfgjdalma
maradt, hogy ekkor, ereje teljében, hazai és kiilfoldi sikerei csicsan, nem kap
tanszéket a Kozgazdasdgtudomanyi Egyetemen (kordbban a Miiegyetemen
oktatott operdciGkutatast, de nem az volt a megfelel§ kozeg a szdméra).
,,Hogy az ember a sajat orszigaban ... a sajat ismeretanyagaval, a sajat
ifjisagaval ne érintkezzék, azt én Bereinek, Szabé Kalmannak és Berend
T. Ivénnak nehezen bocsdthatom meg” (328. o.).

Maradt tehat a kiilfold, Afrikdba menekiil, ahol ,,végre tanithat is, ...
lényegében mindent”. 1969 és 1972 kozott tanszékvezetést, majd 1974 és 1977
kozott tagozatvezetést vallal a Lusakai Egyetemen, Zambidban. Mell6zése
miatt érzett fijdalmat az id6 mulasa, és az sem tudta vele feledtetni, hogy
évek multan rendszeresen tartott eléaddsokat a Kozgazdasagtudomanyi Egye-
tem szakkollégiumaiban, kiilénb6z6 tanszékek rendszeresen meghivtak eloadni
kurzusaikban. S6t, az 1990-es években (meghivdsomra) teljes féléves sajit
targyat is oktathatott a gazdasdgelméleti szakirdnyon (amit6l két év utdn
csalédottan visszalép, mert kedvét szegi a lanyha hallgatéi érdeklodés és
visszacsatolds).

Az 1970-es évek ilyen kissé rendezetlen koriilményei kozott késziti el a
kordabban megtervezett masodik konyv anyagat, ami Ciklus €s szabdlyozds:
Kisérlet a klasszikus piac- és cikluselmélet matematikai modelljének a megfo-
galmazdsdra cimen fog megjelenni 1980-ban. Ennek a téménak a kidolgozéasa
joval nehezebbnek bizonyult, mint a statikdé és a staciondrius novekedésé.
Nem is lesz elég az erre szant egy évtized, s6t egész hatralevo élete sem ennek
kielégit6 megoldasara. Nem véletlentil. 1994-es interjajaban igy beszél errol:
,,Mi az a folyamat, ami elvisz az egyensilyhoz?” — kérdezte t6le minduntalan
Rényi, valahanyszor leiiltek egymassal ,,a gazdasigi egyensily problémait
megfogalmazni. ... ez egy ilyen furcsa szakma, itt semmi nem visz el az
egyensulyhoz, sem a piac, sem a tervezés. Nem tudom megadni a folyamatot,
ha van, akkor sem konvergens. Az a csoda, hogy a gazdasdg még miikodik.
Azt kéne megmagyardzni, miért marad meg az egyensily kozelében, miért
nem repiil el a francba.” (307. 0.) Bér megjegyzem, egyensiily helyett inkdbb
a ,,kiilénos attraktorra” (vonzasi kézpontra) gondolhatott, amirdl par mon-
dattal kés6bb beszél.

A problémét tehat nem sikeriil megnyugtatéan megoldania. Ennek ellenére
nagyobbnak tartja az utébbi kényvében megfogalmazott otleteit (kiilondsen
annak kimutatdsat, hogy a lathatatlan kéz &altal szabélyozott piac ciklust
generdl, ugyanigy, mint a ldthaté kéz, a tervezés), mint az el6z6 kényvében
talalhatokat. ,,Egyelére” gondolja és mondja késébb, és ez a kérdés nem
hagyja nyugodni, élete utolsé percéig ez foglalkoztatja. Pedig érzi, hogy ,,a
gazdasag nyilvanvaléan nem stabil, és nem megy az egyensily felé. ... Nem
lehet ... olyan elméletet sem alkotni, ami biztositana akar a piac, akar a



8 Zalai Erné

tervezés révén, hogy ez a (feltételezett — ZE) egyensiily létrejojjon. ... a piac
elméleti reforméldsa mégis csdbos dolog a szdmomra.” (317. o.)

De ugyanakkor egyre kevésbé hisz abban, hogy ,a kozgazdasigtan a
vezet6 tudoménya ennek a kornak. Ez bizony csak segédtudomany.” (323. o.)
Nem tartja kora vezetd nemzetkozi és hazai kozgazdaszait ,,all-round 6ko-
nomusoknak”, inkabb csak magabiztos, 6njelolt tanacsaddknak. Egyre na-
gyobb tisztelettel fordul a klasszikus kozgazdaszok felé, akiknek a ,kora is
klasszikus volt, ... a valésdg akkor még valoban megfelelt az elméleteknek.
... mostandban valahogy ... egydltaldban nem 6hajt megfelelni. Zavarodott
korban vagyunk. Kidlté ellentmondésokkal, abszurditasokkal tele korban”
(uo.) — szogezi le.

Az id6 lelassul, de a munka nem &ll le

Minden kidbrandultsaga ellenére azért irja tovabb cikkeit és konyveit, s jarja
a vildgot (,,Természetes kozegem volt a munka” (285. 0.). A tervezett har-
madik kétete, az 1983-ban megjelent Lassuld idd: A gazdasdgi bajok magya-
razatdhoz, eredetileg angolul sziiletett meg. A sajat megitélése szerint is ez
lett ,,legrosszabbul megcsinalt” konyve, de ennek ellenére ez lett a legnép-
szeriibb miive. Ezt a konyvet részben ,,az OMFB-nek és a Tervhivatalnak
j6 pénzért” 1979-ben készitett tanulmanyok, részben az Indidban 1982-ben
végzett kutatdsai és elcaddsai alapjan ,,odakentem és méar inkdbb a publi-
cisztika hatdran mozgott” (328. 0.). (Delhibe Chakravarty professzor hivta
meg, de eldtte volt egy Leontief altal kezdeményezett USA-beli kiruccanésa
is.) ,,Amit eredetileg vartam, hogy egy kicsit t6bbet tudok irni a technikai
fejlédés elméletérdl, az nem jott be.” (340. 0.) Ami fontosabb volt benne, az
a Kondratieff-ciklusra alapozott elérejelzése annak, hogy a vilag mély valsag
felé tart. Hasonl6 kovetkeztetésre jutott késébb a leghosszabb, mintegy két-
széz éves ciklusok vizsgalata sordn ,,Ardny, titem és forma” 2003-ban meg-
jelent cikkében is. A sok kétséget tamaszté ciklusmodellel valé foglalkozédst
a kés6bbiekben is ,kellemes oregkori elfoglaltsagnak” taldlta.

A ciklusmodellek mellett elkezdett foglalkozni a termodinamika gazdasagi
alkalmazéasainak lehetOségeivel, a gazdasagi és fizikai mérés elméletével, il-
letve a hamiltoni formak elméletével. Erre Neumann Janos nevezetes sejtése
sarkallta, aki ugy vélte, hogy a novekedési modelljébdl szarmaztatott profit-
fliggvénye formai szempontbdl analég a termodinamika potencidlfiiggvényei-
vel, sot ,feltehetd, hogy a hasonlésag fenndll teljes fenomenologiai altala-
nossagdban” (Neumann [1965], 161. o.). Ugyancsak elkezd foglalkozni kur-
rens pénzelméleti témakkal, kiilonGsen azt vizsgilja, hogyan lehetne mérni a
pénz forgalmi sebességet, a novekedési ciklusok és a pénz kapcsolatat. De
ugyanakkor vissza-visszatér korabbi témaihoz is, Leontief zart dinamikus
modelljéhez, az ekvivalens arrendszerekhez, az input-output moédszer hiba-
tlrésének vizsgalatahoz, mivel igy itéli meg, hogy az arak és a mennyiségek
allandé ingadozésai bizonytalan kiindulé adatokat szolgaltatnak, és ezért kor-
rigalandok.

Részben az elméleti szakfolydiratok, mindenekel6tt a hazai publikaciéinak
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(a Szigma mellett) elsésorban helyet adé Kozgazdasigi Szemle példanysza-
manak és olvasottsaganak drasztikus visszaesése, részben a rendszervaltas
visszassagai inditjak arra, hogy ,,prébélkozzék a szabad Ujsagirassal”’. Va-
logatott publicisztikai irdsai 1994-ben Komporszdg ezredforduldja, 1996-ban
Falraborso cimen jelennek meg. Késébb ezt a passzidjat feladja, mert nem
vérbeli publicista, ezeket a karcolatait ugyanolyan miigonddal és lassan késziti
el, mint tudomanyos dolgozatait. De lehet, hogy az is hozzijarult vissza-
vonuldsahoz, hogy ezek a kozéleti irasai nem mindig voltak 6sszhangban azzal
az erOsen ,kaszton- és tarsadalmonkiviili” személyiség képével, amilyennek
magat latni és lattatni szerette volna.

Elete utolsé napjaig, még haldlos betegen is dolgozott. Makacs kitartassal
prébalta megoldani a megoldhatatlant: megtaldlni, szabatosan és egyszeri
forméaban leirni a gazdasag gravitaciés torvényét, azt a mechanizmust, ami
egy piacgazdasagot ,,egyensily” kozelében tart és egyidejileg ,.fejlédésre”
sarkall, éspedig nagyobb ingadozdsok nélkiil. A félig csonkdn maradt utolsd
angol nyelvii kézirata (Growth or development?) az ebben az irdnyban foly-
tatott tapogatdzasainak mementoja. Eletmfive azonban nem maradt csonka,
igy is maradandét alkotott. Nyugodjék békében!
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PAUL ANTHONY SAMUELSON
(1915-2009)

VINCZE JANOS

Paul Anthony Samuelson a XX. szdzad egyik legnagyobb és egyik legnagyobb
hatasu kozgazdasza volt. Haldla el6tt és azutan is sokat és sokan méltattak,
tudomanyos, oktatéi, kozirdi tevékenységérdl barki megtudhat szinte min-
dent, és egyéniségérol is olvashatunk béségesen. Mint , nagy klasszikust”
vélhetOleg kevesen olvassak kozvetleniil —valdszintileg ma mar a hires tan-
konyvet sem ismerik annyian, mint régen— hiszen azt gondoljuk, hogy ami
fontos volt munkassdgaban azt azéta is hasznalja az irodalom, beépiilt a tan-
konyvekbe. En azok kozé tartozom, akik sok eredeti Samuelson-t olvastak,
és elmondhatom, hogy ezek nemcsak élményt jelentettek szamomra, hanem
maradandé hatast is tettek ram. Egy ilyen kései nekrolég egyetlen esetben
lehet valamennyire is értelmes: ha taldlunk valami olyat, ami talan elsikkadt
a megemlékezésekbol és méltatasokbol, s6t ami ,,nem épiilt be”. Mivel a
folydirat, ahol ez az irds megjelenik ,,matematikai kozgazdasagtani”, igyek-
szem a matematika és a kozgazdasigtan kapcsolatara koncentralni.

Els6 taldlkozéas: a ,,Samuelson”

Els6 évfolyamos kozgazdasz hallgatoként kezdtem el tanulmanyozni a vastag
tankonyvet, és, ha jol emlékszem, tobbé-kevésbé végig is olvastam. Nagyon
mas volt, mint a mi kényveink, amibdl tanulnunk kellett. En mindenesetre
rendkiviili médon élveztem. A | Kozgazdasagtan” bevezetd tankonyv, amely
nem hasznal fels6bb szintli matematikat, egy szinte trividlis dolgot szeretnék
kiemelni bel6le, ami azonban érzésem szerint elsikkadt az utébbi évtizedekben
a kozgazdasdgtan modernizalt oktatdsa soran is.

Samuelson évédé természet volt —legaldbbis irasaiban— és megjegyezte,
hogy a kozgazdaszok, és altaldban az emberek, unos-untalan hasznaljdk a
kereslet-kinalat fogalompért, mint valami vardzskifejezést. De tudjuk-e min-
dig pontosan, hogy mirdl beszéliink, amikor azt mondjuk, hogy a kereslet
n6? Itt egy viladgos, grafikus bevezetés kovetkezett a keresleti fiiggvény fo-
galmarol, és arrdl, hogy meg kell kiilonboztessiik a gorbén valé elmozdulést, a
gbrbék eltolédasatol. A mindmadig érvényes tanulsidg szdmomra a kdvetkezd.
A kozgazdasdgtan sziikségképpen hasznél olyan koznapi kifejezéseket, ame-
lyeket ,nagyjabdl” értunk, de preciz definicié hijan nem biztos, hogy nem
értjiikk-e félre egymdst. A matematika legelemibb funkcidja az, hogy az
alapfogalmak tisztdzasaban és kozO0s megértésében segit, e nélkiil a kom-
munikacié gyakran kudarcot vall. Idonként felsébb éves hallgatoktol meg
szoktam kérdezni néhany altaluk is gyakran haszndlt alapfogalom jelentését,
és ritkdn kapok kifogastalan valaszt. Miért kell torédniink az alapfogal-
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makkal? FElég, ha gazdasigi szaklapokat olvasunk, vagy gazdasagpolitikai
beszélgetéseket hallgatunk. A vitdk gyakran latszélagosak, gy tiinik, a
vitazoé feleknek csak egy kozos szotarra lenne sziikségiik.

Masodik talalkozas: ,,Foundations”

A Foundations of Economic Analysis az egyik utolsé klasszikus kozgazdasig-
tudomanyi kényv. Kiilonb6z6 idépontokban, nem sorrendben, de majdnem
az egész konyvet olvastam, illetve haszniltam kézikonyvként is. A konyv
alapgondolatat az szolgaltatta, hogy a szerzo rajott arra, hogy egyméastol
latszolag tavol esé teriileteken lényegében ugyanazokat az allitasokat vezette
le (,,... I was simply proving the same theorems a wasteful number of times”
P. A. Samuelson: Foundations of Economic Analysis, Atheneum, New York,
1970, 3. oldal). Azaz léteznek olyan absztrakt struktirak, amelyek ,,felfedése”
gyuimoéles6z6 lehet, hiszen az absztrakcié eredményeként olyan helyeken is
alkalmazhatéva véalhatnak bizonyos gondolatok, ahol erre eddig nem gon-
doltunk. (A példék nemcsak a kozgazdasigtanon beliilr8l szérmaznak, t6bb
fizika és kozgazdasagtan kozti atvitel is megfogalmazddik, talan a leghiresebb
a Le Chatelier-Samuelson elv.) Ez mar a matematika, a matematikai gon-
dolkodas egyértelmii diadala, ahol a felhasznalt matematika is felsé szinti.

Az altalam ismert kiadds el6szava kimondottan a matematika szerepével
is foglalkozik a kozgazdasagtanban. Samuelson egyik nagy alkalmazéja a
,,motté-mobdszernek”, vagyis mondanivaldjat gyakran egy idézettel, mottd
forméajdban vezeti be, és teszi vildgossa. A motté itt J. Willard Gibbs-t6l, a
kivalé amerikai fizikustdl szarmaszik, és egy nagyon egyszertinek tiné allitas:
Mathematics is a language. A mottok egyik funkcidja az, hogy gondolkodéasra
késztetnek, ami sokkal fontosabb bizonyos esetekben, mint az explicit megfo-
galmazdsa néhany tézisnek. Mit is jelent a fenti aforizma? Nem akarok senkit
megfosztani a gondolkodds 6rométol, de néhany olyan megjegyzést szeretnék
tenni, amivel azt hiszem Samuelson is egyetértene.

A nyelvhaszndlat az ember egyik legfontosabb attribituma, az emberiség
biztosan nem érte volna el azokat az ,,eredményeket”, amiket elért, nyelv-
hasznalat nélkiil. Ugyanakkor a nyelv nem az egyetlen lehetséges mddja a
kommunikaciénak, és a gondolkodds és a nyelv azonositasa filozéfiai nézetnek
is extrém. Masfel6l, mint minden nagy ,,taldlmany”, a nyelv sem csak jéra
hasznalhatd, egymas félrevezetése, ragalmazasa is lehet a nyelvhasznélat célja.
Mi kovetkezik ezekbdl a matematika, mint nyelv, és a kozgazdasagtan kap-
csolatara? Szamomra els6sorban az, hogy a matematika hasznélata oridsi
fejlédést tesz lehetové, olyan eredményekre juthatunk el segitségével a kozgaz-
dasdgtanban, ahova matematikai modellek nélkiil nagyon nehéz, vagy inkabb
lehetetlen lenne eljutnunk. Samuelson munkassaga ezt fényesen bizonyitja.
A matematika hasznélatat altaldban ellenzék vagy anti-intellektualizmusbdl,
vagy a technokracia elutasitdsanak ideoldgiai elvébdl, vagy egyszertien csak
tudatlansagbdl teszik ezt, ahogy a primitiv emberek is hajlamosak lenézni
az idegeneket, akiket nem értenek. Ugyanakkor a nyelv (a matematika)
hasznalata lehet inadekvat, folosleges, és néha alkalmas 6nmagunk és masok
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félrevezetésére is. Mint lejjebb a harmadik talalkozas leirdasanal lathaté lesz,
Samuelson szamara a kozgazdasdgtan empirikus tudomany volt, amelynek
végs6 soron konkrét tarsadalmi jelenségekrdl kell mondania valamit, és az
absztrakt, matematikai modellek hasznossaga, vagy josaga csak ennek a vég-
célnak a fliggvényében értelmezheté. Bar egy futballistanak jo atlétikus a-
dottsagokkal is rendelkeznie kell, és ezeket fejlesztheti is, a futballista nem
futé vagy magasugré. Hasonléképpen a kozgazdasz csak alkalmazza a ma-
tematikat, és maga nem matematikus. Persze nem &artalmas, ha egy fut-
ballista 10 méasodperc alatt futja a 100 métert, vagy ha egy kozgazddsz
kivalé matematikus, és egyébként is van csapaton belili munkamegosztas
a vilagon. Mellékesen megjegyzem, hogy Samuelson-nal egyik legmeglep6bb
talalkozasom az volt, amikor egy matrixelmélet konyvben taldlkoztam vele, a
karakterisztikus polinomokkal kapcsolatos cikke 1942-ben jelent meg az An-
nals of Mathematical Statistics-ban, és még ma is idézik.

A konyv elészavdnak van egy masik szdmomra emlékezetes gondolata is.
Samuelson mindig is elismerte, hogy a kozgazdasigtan ,,puha” tudomany,
tette ezt avval egyiitt, hogy a matematika kozgazdasigtani alkalmazasanak
egyik legnagyobb hatasu uttordje volt. Viszont gy gondolta, hogy a koz-
gazdasagtannak az a képessége, hogy természeténél fogva tébb matematika
,,pefogaddsara” alkalmas, mint mas tarsadalomtudomanyok, a ,,két kulturat”
Osszekoto kapocs szerepkort biztosithat neki. Szamomra, aki annak idején
C.P. Snow lelkes olvasdja voltam, ez sokat jelentett, ugy éreztem, hogy mégis
csak van valami transzcendentélisabb értelme a kozgazdasz foglalkozasnak.

Harmadik talalkozas: ,,Samuelson borotvaja”

Lehet, hogy ma mar kevesen tudjak, de az 50-es és 60-as években a kozgaz-
dasdgtan metodoldgiajarél nemcsak metodoldgus specialistak, hanem koz-
gazdaszok is vitatkoztak. Friedman 1953-as pozitiv kozgazdasigtant hirdeto
munkaja vihart kavart, és Friedman egyik legnagyobb kritikusa Samuelson
volt (lasd példdul American Economic Review Vol. 53, No. 2, Papers and Pro-
ceedings of the Seventy-Fifth Annual Meeting of the American Economic As-
sociation, 331-336. o.). Samuelson Friedman gondolatai koziil elsésorban az
altala F-csavarnak nevezettet birdlta. Az F-csavar jelentése az, hogy ha van
egy elméletiink, és abbdl levezetiink bizonyos olyan empirikusan tesztelheto
kovetkezményeket, amelyek tlirhetéen egyeznek a megfigyelésekkel, akkor
nem kell térédnink azzal, hogy az elmélet , feltevései” igazak, vagyis azok
maguk Osszhangban vannak-e megfigyelésekkel. Samuelson ezt az allitast
logikailag abszurdnak tartotta, és ezt igyekezett formélisan is bizonyitani.
Ez a bizonyitasa egy szép alkalmazasa a matematikai érvelésnek, persze lehet
ellene gy védekezni, hogy Samuelson nem helyesen ,,;modellezte” a kritizalt
érvelést.

Masfel6l az F-csavar elfogadasanak pszicholégai gyokereit abban vélte
felfedezni, hogy a kozgazdédszok szeretik a szép, egyszerti, és ltaldnos (nice,
simple, unified) elméleteket, és ezért ragaszkodnak példdul a kompetitiv pi-
acok elméletéhez, a mar akkor is 1étez6 monopolisztikus verseny elmélettel
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szemben. Az egyszeriiség, altaldnossdg stb. tipikusan matematikai krité-
riumok, amelyek azdta is veliink maradtak, habar méara a monopolisztikus
verseny elmélete is felruhazodott ezekkel a tulajdonsagokkal. Viszont Samuel-
son ramutatott arra is, hogy az absztrakt és leegyszertisitett (,,valésdgidegen”)
modellek nem haszontalanok. Nemcsak a kozgazdasigtan, hanem , kemé-
nyebb” tudomanyok is hasznalnak ilyeneket. Hasznossaguk az Osszefiiggések
felfedezésének segitése, a megértés felé vezetd Gt megkonnyitése. Hasonlata
szerint az allvanyzat fontos az épitkezésben, de az épiiletnek magédban is meg
kell tudnia allnia. Empirikusan ,,hamis” absztrakt modellek érvényes elmé-
letként valo elfogadasa olyan, mintha az allvanyt Gsszekevernénk az épiilettel.

Ervelése soran megalkotta a Samuelson borotvaja elvet. Alljon itt az
elv az eredeti megfogalmazdsban: All economic regularities that have no
common-sense core that you can explain to your wife will soon fail. Az elv
ma —sajnos— nem ismert és nem népszeri. Ennek egyik oka lehet a megfo-
galmazds, ami nem korrekt politikailag. (Samuelson valdsziniileg akkor még
nem ismerte ezt a fogalmat.) Fogalmazzuk &t az elvet az aldbbi mdédon:
minden kozgazdasagi szabalyszeriiség, amely maradandé érvényt, tartalmaz
annyi jézan megfontolast, hogy egy altalanos miveltséggel és intelligencidval
rendelkez6 egyén, aki szellemi erdfeszitésekre is hajlandd, megértheti. fgy
a megfogalmazas persze sokkal unalmasabb, de legalabb nem kifogasolhato
ideoldgiailag. Az allitds mindenképpen kevésbé | iités”, mint az F-csavar. Az
utébbi konnyen atiiltetheté volt gyakorlati viselkedési szabdllya: épits egy
olyan egyszeri modellt, amelynek van valami koze a valésdghoz (ne t6réd;
avval, hogy bizonyos részeiben ellentmond akar a hétkéznapi tapasztalatok-
nak is), vezesd le néhdny empirikus kovetkezményét, majd épits ré valami-
lyen statisztikai modellt, amelyben, ha tigyesen valasztod meg az alternativ
hipotézist (azaz az ellenfelet), akkor a tesztelés eredményeként az elméletedet
elfogadhaténak nyilvanithatod. (Nem kell, hogy mindenki magara vegye ezt
a lefrdst, ami karikatira kivént lenni.)

Ezzel szemben Samuelson borotvaja kétféleképpen is hasznalhato lenne.
Egyfelol empirikus allitasként: talalhatunk vajon olyan maradandé kozgazda-
sagi szabalyszeriiséget, amely nem tesz eleget a ,,jozan ész” kovetelménynek?
Masfeldl pedig iranyithatna a kutatast, a kutatasi pénzek odaitélését, a fo-
ly6iratok miikodését stb. Manapsag tobb 1j és régebbi stitetii elméletkritikus
tudja be az absztrakt, am irrealisztikus modelleknek magat a valsagot, vagy
a valsaggal szembeni tehetetlenséget. Nem szeretnék ezekhez csatlakozni,
mert ez egyszeril tradiciondlis blinbakkeresés. A probléma kevésbé dramai,
de lehet, hogy rosszabb. Ugy gondolom, hogy a Friedman-féle metodologia
gybzelme Samuelson-nal szemben az eréforrasok hosszabb tavon hibéas elosz-
tasdhoz (misallocation) vezetett, és még vezet ma is. Tul sokan folytatnak
reménytelen ,,validaciés” gyakorlatokat egyszerii, és nyilvanvaléan empiriku-
san hamis modellekkel, amelyek bizonyos jol megvalasztott aspektusokban
,,Sikeresek”, azaz megprébaljak fenntartani a latszatot, hogy az allvanyzat
maga az épitmény. Hangstilyozom még egyszer, amit Samuelson mondott: az
egyszerli modell (az dllvanyzat) nem haszontalan, csak nem kell Gsszekeverni
azzal, aminek a felépitésében segit.
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Tehat van harom tanulsdgom Samuelson életmiivébdl lesziirve: 1. a mate-
matika tiszta fogalmakhoz, és ezdltal kevesebb értelmetlen vitahoz vezet, 2. a
matematika, ha ott és ugy alkalmazzuk, ahogyan kell, akkor hatalmas segitoje
a kozgazdasagtannak, 3. de a kozgazdasagtan nem matematika, nem mate-
matikai kritériumoknak kell donteniiik a kozgazdasagi elméletek kozott. A
matematikai jellegli kritériumok hasznalata alapvetéen ,,védekezd” jellegii, le-
galabbis a kozgazdasagtan egyes teriiletein, specidlisan a makrookonémiaban.
Ugyanis, ha torédnénk az elméletek ,,feltevéseinek” igazsagaval, akkor sokkal
nehezebb lenne ,érvényes” elméletet megfogalmazni, és be kellene latnunk
azt, hogy elméletek gyartasa helyett a tények gytjtésének kevésbé elegans
munkaja is komoly feladat. Samuelson képességei és vélhetdleg izlése alapjan
igazi elméleti kozgazdasz volt, csak talan szkeptikusabb, és jézanabb, mint
sok kollégdja.

Hadd tegyek hozza az eddigiekhez még valamit: Samuelson az egyik
legszérakoztatobb szerzd, akit valaha olvastam, és nemcsak a kozgazdéaszok
kozott. Ha valaki értékeli a humort, akkor is eléveheti, ha nem ért egyet a
filozéfiajaval.
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LOKALIS ENERGIAMODSZER KICSI RENDBEN
GERJESZTETT LIENARD-EGYENLETEKRE!

KANNAI ZOLTAN
Budapesti Corvinus Egyetem

Az 2"+ f(x) -2’ +g(x) = 0 alaki Liénard-tipusu differencidlegyenlet kézponti
szerepet jatszik az tizleti ciklusok Kaldor-Kalecki-féle [3,4] és Goodwin-féle [2]
modelljeiben, sét egy a munkanélkiiliség és vallalkozas-Gsztonzések ciklikus
véltozdsait lefré Wjabb modellben [1] is. De ugyanez a nemlinedris egyen-
lettipus a gerjesztett ingdk és elektromos rezgékorok elméletét is feldleli [5].
Az ezzel kapcsolatos irodalom nagyrészt a hatdrciklusok létezését vizsgdlja
(pl. [B]), pedig az alapvetd stabilitasi kérdések jéval attekinthetébb mdédon
kezelhetOk, s a kapott eredmények kozvetve a hatarciklusok 1étezésének felté-
teleit is sokkal jobban be tudjak hatarolni. Jelen dolgozatban az egyvaltozos
analizis hatékony nyelvezetével olyan egyszertien megfogalmazhaté eredmé-
nyekhez jutunk, amelyek képesek kitagitani az tizleti és mas kozgazdasagi cik-
lusok modelljeinek kereteit, illetve pl. az [1]-beli modellhez jabb szemléltetd
specialis eseteket is nyeriink.

Kulcsszavak: Liénard-egyenlet, pendulum, stabilitas, Ljapunov-fiiggvény.

1 Bevezetés: Stabil és instabil pendulum

Az aldbbiakban vizsgaland6 Liénard-egyenletek relevancidja nem korlatozo-
dik hatarciklusok vizsgalatara, hanem ezek az egyenletek hatékonyan alkal-
mazhatok olyan egyensilyi vizsgalatok soran is, amelyeket hagyoméanyosan
linedris modellekkel szoktak leirni, &m az elsérendi kozelités jogossidga tavol-
rél sem tisztdzott. Erre mdr a legegyszer(ibb matematikai pendulum (inga)
is j6 példa, hiszen a ré vonatkozd irodalom egy részében nem is érintik ezt
a kérdést. Bonyolultabb rendszerek esetén pedig akiar még hamis képet is
adhat a linedris kozelités. Kés6bb még arra is latunk példat (15. Példa),
hogy az
o2t 2 =0

egyenlet origébeli linedris kozelitése instabil, jollehet az eredeti egyenlet null-
allapota aszimptotikusan is stabil.

Osszetett tarsadalmi és gazdasdgi jelenségeket tapasztalva gyakran éliink
,,az inga kileng” és ;,az inga tullendil” frazisokkal, attél a gondolattdl vezé-
relve, hogy ugyanannak a torvényszertiségnek a bonyolultabb arcat az egy-
szeriibbel vilagitsuk meg. Valdjaban azonban nagyon hamar tillépiink a tor-
vényszertiségek megéllapitdsan, s nem gondolunk arra, hogy mindenekel6tt

1Beérkezett: 2010. 4prilis 23. E-mail: szidar@sie.arizona.edu.
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olyan egyszert dologgal is tisztaba kellene jonntiink, mint a matematikai pen-
dulum.
Fizikai tanulmanyokbdl ismert, hogy a matematikai pendulum mozgasat
az
2’ 4+ sinx =0

méasodrendii differencidlegyenlet irja le. Mivel az egyenlet kozvetlen megol-
désa viszonylag nehéz, ezért kis kilengések esetére sinx ~ x azonositassal at
szoktak térni az

2 +x=0

egyenletre, amit mar konnyi megoldani, s6t a megoldasabdl kapott lengésido
nagy pontossaggal esik egybe a pendulum kisérleti értékeivel. Viszont nagyon
sok olyan masodrendii egyenlettel is talalkozunk, amelyeket nem hogy nem
tudunk megoldani, de még egy leegyszeriisitett egyenlet soran sem tudjuk ki-
sérletileg leellenorizni, hogy az egyszerisitett egyenlet megolddsai mennyire
pontosan kozelitik az eredeti egyenlet megolddsait. (Egy atomerémii ter-
vezésekor példaul tilsagosan késo lenne kisérletileg verifikalni, hogy az eredeti
rendszer nem kévette a linearizalt rendszer stabilitdsat.)

KézenfekvG hat a kérdés: egy masodrendli egyenlet soran jogos-e a line-
arizalas, a fenti tipusu elsérendi kozelités? Mésképpen: az eredeti egyenlet
(rendszerre 4tirt alakja) nulléllapotdnak stabilitdsa leolvashaté-e a linearizélt
rendszer nulléllapotdnak stabilitdsabdl? (Ha tudniillik a vélasz nemleges,
akkor az eredendéen nemlinedris folyamat linedris kozelitése — abszurdum.)

A valasz kettds: egyrészt latni fogjuk (3 .Tétel), hogy egy az dllapot elsd
derivaltjatdl kozvetlendl nem figgd

2 +g(x)=0

alaki egyenlet (amilyen a matematikai pendulum is) sosem lehet gy in-
stabil, hogy a linearizalt rendszere stabil lenne. (¢’(0) = 0 esetén viszont
el6fordulhat, hogy a linearizalt rendszer instabil, mig az eredeti rendszer sta-
bil.) Maésrészt egy az elsé derivalttdl is fliggd egyenlet esetében mar eléfor-
dulhat, hogy a linearizalt rendszer ugyan stabil, de az eredeti egyenlet insta-
bil. S6t olyan instabil nulldllapotd méasodrendii egyenlet is 1étezik, amely-
nek a linearizéldsa azonos a matematikai penduluméval. A kés6ébbiek soran
még olyan masodrend differencidlegyenletre is mutatunk példat, amelynek
nullallapota aszimptotikusan stabil, jollehet az elsorendii kozelités instabil.
Ez mind arra mutat, hogy a pendulum esetében is az elsérendii kozelitéssel
val6 helyettesités — minden tovabbi indoklas nélkiil — jogtalan.

1. Példa. Vizsgdljuk meg az

mdsodrendi egyenletet. Vegytik ennek az x = 0, 2’ = 0 dllapota korili linedris
kozelitését, és jellemezziik a linearizdcio stabilitdsdt! Jellemezziik az eredeti
egyenlet x = 0, ' = 0 dllapotdnak stabilitdsdt is!
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Megoldas. Rendszerre atirva

= y
y/ — —r + 3132y )
ennek egyediili egyensilya az origd. A jobb oldal derivaltja [—1-86;-;, gi_g},

)

tehat az egyenletiinkbdl adodé linearizalt rendszer azonos a matematikai pen-
duluméval, ami stabil (persze nem vonzd). A Ljapunov-féle direkt mddszerrel
megmutatjuk, hogy ennek ellenére egyenletiink nulldllapota instabil. A

ami a [8] helyen

V(z,y) = —2® —y* + 2’y —ay’
egyenlSség Ljapunov-fiiggvényt definidl a [8] pontban. Ekkor
V'(z,y) = [-2x 4 32y — y°, -2y + 2® — 3ay?]

és
1 | 246y 3x2 — 3y?
Vv (.13, y) - |: 3.132 _ 3y2 —9_ ny ’

tehat
” -2 0
V (070) - |: 0 _2 :| )

ami negativ definit matrix, tehat V-nek az origéban szigord lokalis maxi-
muma van. Ez V(0,0) = 0 miatt azt jelenti, hogy V negativ definit Ljapunov-
fliggvény az origoban. Ugyanakkor V-nek a fenti rendszer szerinti derivéltja

OfV(z,y) = —2wy+32°y® —y* + 2zy — z* + 327y — 62°y° + 32°y — 92%y® =
—y4 —zt+ 3m5y — 9ac‘°’y3 .

'r~cos<x]
resin o

Gondoljuk meg, hogy ez negativ definit az origéban. Legyen [z] = [
(r >0), ezzel
3

4 4 4 4 . :
0fV(z,y) = —rsin”a—r"cos o+ 3r° cos® asina — 97° cos® asin® a =

—r? . (sin* o + cos? a — 3r% cos® asin a + 9r? cos® asin® @) .
Mivel sin® o + cos* a > %, igy a zardjelben levo rész legaldbb % — 1272, ami
r< 21% esetén pozitiv. Azaz 0 < y/22 + 92 < 2_\1/6 esetén 07V (x,y) negativ.
Tehat 0,V tényleg negativ definit az origéban.

Mivel V is, 0,V is negativ definit az origéban, ezért a megfelelé Ljapunov-
tétel miatt a fenti rendszer, kovetkezésképp masodrendii egyenletiink null-
allapota is instabil, jollehet a pendulum elsérendi kozelitésének megfeleld

szokasos logikaval itt is ugyanahhoz a stabilan rezg6 rendszerhez jutnank.
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2. Megjegyzés. A V(z,y) := 2% + y? + 23y — x> Ljapunov-fiiggvény
segitségével a fentiekhez hasonloan igazolhato, hogy az

2 +32% 2 +x=0
mdsodrendi egyenlet x = 0, 2’ = 0 dllapota aszimptotikusan stabil.
3. Tétel. Legyen G : IR — IR a 0 egy kornyezetében értelmezett folytonosan
derivdlhatd fiiggvény, tovabbd G(0) = G'(0) = 0. Ekkor az
2+ G(x) =0
masodrendi egyenletnek az origé soha nem lehet vonzd egyensilya, tovdbbd

e ha G-nek 0-ban szigori lokdlis minimuma van (specidlisan ha G' a 0-
ban (—,+)-eldjelet vdlt), akkor az origd stabil;

e ha G’ a 0-ban (4, —)-elbjelet vdlt akkor az origd instabil.

Kovetkezésképp, ha G kétszer folytonosan derivdlhaté és G (0) # 0, akkor az
egyenlet stabilitdsa ekvivalens a megfeleld

/

@ =y

Yy o= —G0)
linearizdlt rendszer stabilitdsdval.
Bizonyitas. Az egyenletet irjuk &t rendszerré:

/ — y
y = O
és tekintsiik ehhez a )
V(z,y) = G(@) + 5v°

Ljapunov-fliggvényt. Ennek a jobb oldal szerinti derivaltja

G'(z)-y+y- (=G'(x)) =0

(tehdt V' a rendszernek egy tn. elsd integrdlja). Ez azt jelenti, hogy az
egyenletnek a 0 egy alkalmas kornyezetében halado tetszéleges © megoldasara

G(x(t)) + %(x'(t))2 = konstans ,

igy 2'(0) # 0, £(0) = 0 esetén z(¢) és z'(t) nem tarthat egyidejiileg 0-hoz.
Ezért a rendszer (és igy az egyenlet) nullédllapota nem lehet vonzo.

Tekintstik most az 1. esetet, azaz amikor G-nek 0-ban szigord lokdlis mi-
nimuma van. Ekkor V nyilvan pozitiv definit az origéban, igy a jobb oldal
szerinti derivalt nulla volta miatt a rendszer (és igy az egyenlet) nulldllapota
stabil.
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Végil tekintsiik a 2. esetet. Ekkor
W(z,y) :==—zy
az origéban indefinit Ljapunov-fiiggvény, amelynek a rendszer szerinti de-
rivaltja
— 4z G(x),
ami az origéban negativ definit, hiszen x - G’(z)-nek 0-ban szigori lokélis
maximuma van. [gy Ljapunov megfelel instabilitasi tétele miatt a rendszer

(és igy az egyenlet) nulldllapota instabil. O

4. Kovetkezmény. A matematikai pendulumra vonatkozé x" + sinx = 0
egyenlet nulldllapota stabil, de nem vonzo.

5. Példa.A fenti tétel alapjin az

2 +22=0
egyenlet nulldllapota stabil (nem vonzd); az

x// _ xS =0
egyenlet nulldllapota pedig instabil. Megjegyezziik, hogy mindkét eqyenlet rend-
szerre vald dtirdsdnak origobeli linedris kozelitése [8 é], ami instabil.

A fenti tételbdl az is kovetkezik, hogy ha G-nek 0-ban szigoru lokalis mi-

nimuma van, akkor az 2" + G’'(x) = 0 egyenlet 2(0) = 2’(0) = 0 megolddsa
egyértelmii. Ez azért érdekes, mert ha G’ csak folytonos, akkor az egyen-

letre nem alkalmazhaté a Picard-Lindelof-féle egzisztenciatétel, amelybol az
egyértelmiiség szokasosan tudhato.

6. Kovetkezmény. Legyen G : IR — IR a 0 egy kornyezetében értelmezett
folytonosan derivalhatd figgvény, tovabbd G(0) = G'(0) = 0. Ha G-nek 0-ban
szigory lokdlis minimuma van, akkor az
?'+Gx) = 0
z(0) = 2/(0)=0
Cauchy-feladat megolddsa a pozitiv félegyenesen egyértelmii.

7. Példa. Ha G-re nem tessziik fol a fenti kévetkezményben szereplé mini-
malitdsi feltételt, mdr nem csak a stabilitds, de a szobanforgo Cauchy-feladat
egyértelmiisége is sérilhet. Példdul az

4
xll_g'\:s/E — 0

z(0) = 2/(0)=0
feladatnak tetszdleges a < 0 < 3 esetén megolddsa az

%@(t—a)?’ hat <«
z(t) =<0 haa<t<pg

2Bt F)3 haf<t
fliggvény.
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2 Liénard-egyenletek stabilitasa

Legyenek F,G : IR — IR a 0 egy kornyezetében értelmezett folytonosan
derivalhaté fliggvények, tovdbba F(0) = G(0) =0. A

(1) 2+ F(x) -2 +G(x) =0

masodrendu differencidlegyenletet Liénard-tipusi egyenletnek nevezzik.
Példaul az el6z6 szakaszban targyalt 2" +32% -2’ +x = 0 és 2" +G'(z) =0
egyenlet is Liénard-tipusi (tehét a matematikai pendulum egyenlete is az).
Ezekkel Liénard-egyenlet z = 2’ = 0 egyenstlydnak instabilitdsara, aszimp-
totikus stabilitasara, s6t vonzas nélkiili stabilitdsara is van mar példank. So6t
F =0 esetén az egyensiily soha nem lehet vonzé.
Az (1) egyenlet az y := 2’ + F o x definiciéval ekvivalens a

¥ = y—F(x
©) (o 2 v

rendszerrel, amelyet Liénard-féle rendszernek mondunk. (1) az y := 2’

definiciéval ekvivalens a

r = y
) v 2 o

rendszerrel is. F'(0) = 0 miatt az origé pontosan akkor egyensilyi helye akar
(2)-nek, akar (3)-nak, ha G’(0) = 0. Ekkor az origét a (1) egyenlet egyensilyi
helyének vagy nulldllapotdnak is mondjuk.

2.1 Egy elemi elégséges feltétel

8. Allitas. Tegyiik fol, hogy G'(0) = 0. Ha

1. 0-ban G-nek szigori lokdlis minimuma van, F - G'-nek pedig lokdlis
minimuma, akkor (1)-nek az origd stabil egyensilya;

2. F'(0) > 0, tovdbbd 0-ban G’ mnegativrdl pozitivra eljelet vdlt, akkor
(1)-nek az origd aszimptotikusan stabil egyensilya;

3. G kétszer is folytonosan derivdlhatd, tovabbd G"(0) < 0 vagy F'(0) < 0,
akkor (1)-nek az origd instabil egyensilya.

Bizonyitis. Az origd egyensilya (1)-nek. Az 1. esetben (2)-hoz

Viz,y) = Gla) + 507

az origéban pozitiv definit Ljapunov-fiiggvény. Ennek (2) szerinti derivaltja

OV (w,y) =G (x) -y - G(x)- Flx) +y- (-G (z)) = —F(z) - G'(x) <0,
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tehdt 0()V az origéban negativ szemidefinit, {gy Ljapunov megfelel§ sta-
bilitasi tétele miatt az origd stabil.
2. esetén (3)-hoz

W(z,y) == 4G(2) +y* + (y + F(x))?
pozitiv definit Ljapunov-fiiggvény az origéban, amelynek gradiense
W'(z,y) =[4G"(z) +2(y + F(2)) - F'(x) , 4y +2F(2) ] ,
tovabbd (3) szerinti derivaltja
AW (x,y) = —2G"(x) - F(x) = 2F'(z) -y ,

ami F'(0) > 0 és G’ szébanforgd elSjelvaltdsa miatt negativ definit. Igy
Ljapunov megfelel6 tétele miatt az origd aszimptotikusan stabil.
3. esetén (2) jobboldaldnak Jacobi-métrixa az origéban

| i o]

amelynek sajétérték-egyenlete A2 + F’(0) - A + G”(0) = 0, tehat a (komplex)
sajatértékek

—F'(0) + \/(F7(0))* — 4G"(0)

5 .
Mivel G"(0) < 0 vagy F'(0) < 0, ezért legaldbb az egyik sajatérték pozitiv
valds részii. Igy Ljapunov megfelel6 linearis kozelitési tétele miatt az origd
instabil. |

Al =

9. Kovetkezmény. Ha

e vagy G'(0) = 0 és 0-ban G-nek szigori lokalis minimuma van, F-G'-nek
pedig lokdlis minimuma;

e vagy G kétszer is folytonosan derivdlhato,
akkor az
2+ F(x) -2 +G(x) = 0
z(0) = 2/(0)=0
Cauchy-feladat megolddsa a pozitiv félegyenesen egyértelmii.

Bizonyitas. Az elsé esetben az origd stabil, tehdt egyértelmii megoldésa is
(2)-nek a [8] kezdeti feltétel mellett. A mésodik esetben (2) jobb oldala foly-
tonosan derivalhatd, igy a Picard-Lindelof-féle egzisztenciatétel értelmében
ugyanez az egyértelmiiség igaz. Innen a Cauchy-feladat egyértelmiisége mar
trivialis. O
10. Példa. (van der Pol-oszcilldtor) Vizsgdaljuk meg adott i € IR mellett az

2 (2 —1)- 2 +x=0



26 Kannai Zoltan

in. van der Pol-eqyenlet x =0, ' = 0 egyensily: dllapotdnak stabilitdsdt!

Megoldés. Jelen esetben F(x) = - (% —x)és G(z) = %, igy F'(0) = —p
és G"(0)=1

1. eset: p < 0 esetén F'(0) > 0 és G’ negativrdl pozitivra el§jelet valt,
tehat a nulldllapot a fenti allitas alapjan aszimptotikusan stabil.

2. eset: pu > 0 esetén F'(0) < 0, tehat a nulldllapot a fenti allitas alapjan
instabil.

3. eset: u = 0 esetén az egyenlet harmonikus rezgé mozgasba megy &at
(linedris), aminek a nulldllapota kdzismerten stabil, de nem vonzé.

2.2 Egy élesebb elegendo feltétel

Az alébbi éllitdsban az w-hatdrhalmazok invariancidjat is hasznaljuk.

11. Allit4s. Legyen F folytonosan derivdlhato, G pedig kétszer folytonosan
derivdlhaté. Ha 0-ban mind G-nek, mind pedig F - G'-nek szigori lokdlis
minimuma van, akkor (1)-nek az origd aszimptotikusan stabil egyensilya. Ha
ezenfelil 0-ban F - G'-nek szigori globdlis minimuma is van, akkor az origd
globdlisan is vonzo.

Bizonyitas. Az elézé allitasban az origéban pozitiv definit

Viz.y) = G(x) + 5307

Ljapunov-fiiggvénnyel mér igazoltuk, hogy a (2) rendszernek az origé stabil
egyensilya. Mar csak azt kell igazolnunk, hogy (2)-nek az origé egy alkalmas
kornyezetébol indulé megoldasai a +oo-ben tartanak az origéhoz. Legyen
g0 > 0 olyan szdm, hogy 0 < |z| < gg esetén 0 < F(z)- G'(x). A mér igazolt
stabilitds miatt van olyan §; > 0 szdm, hogy barmely z%(0) + y?(0) < &2
tulajdonsigi [ﬂ megoldésra minden ¢ > 0 mellett 2%(¢)+y2(¢) < 3. Namost
olyan §; > 0 szdm is létezik, hogy barmely x%(0) + 52(0) < 67 tulajdonsigi

[ﬂ megoldédsra minden ¢ > 0 mellett 22 (¢)+y2(t) < 63. Egy ilyen megoldésra

%Wﬂﬁwm=3@WM&Mm=—ﬂﬂmiﬂﬂmSO,

tehat V(x(+),y(-)) monoton fogyd. Ekkor
a:i=, ligl Vi(x(t),y(t) >0

valasztdssal minden [S] € () esetén hataratmenettel azonnal adédik, hogy

V(¢,n) = a (ahol Q az [z] megoldds w-hatdrhalmaza). Mivel ez invaridns

Tl

halmaza a (2) rendszernek, ezért egy ilyen [S] pontbdl induld [y1

] megoldésra

minden ¢ > 0 mellett [Zg” € Q miatt

Vi{(t), 5 (1) = a,
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tehdt V(x1(t),y1(t)) konstans. Ezért minden ¢ > 0-ra

d
0= —V(@1(t):41(1)) = Oy V(@1(8), 11(1)) = —F (21(1)) - &' (21(2)) -
Ugyanakkor §; vélasztdsa miatt hatdrdtmenettel £2 + n? < 62, {gy minden
t > 0-ra x3(t) +y3(t) < &3, ezért eg valasztdsa miatt F(x1(t)) G’ (z1(t)) =0
alapjan z1(t) = 0. Innen persze y1(t) = 24 (t) = 0 is fenndll minden ¢ > 0
mellett. Teh&t [Z] a (2) rendszer nulldllapota, specidlisan [S] = [8]. Ezzel
éppen azt mutattuk meg, hogy

- {[2])-

Innen pedig [z] korldtos volta miatt azonnal adddik, hogy [ﬂ a +oo-ben
tart az origéhoz. Ezzel igazoltuk a (2) rendszer nullallapotédnak vonzé voltét
is.

Haétra van még a globélis vonzasra vonatkozo allitds igazolasa. Ez viszont
a mar bizonyitottakbol ey = §y = §; = 400 mellett kovetkezik. O

12. Kovetkezmény. Legyen F folytonosan derivdlhato, G pedig kétszer
folytonosan derivdlhaté. Ha 0-ban mind G-nek, mind pedig F'-G'-nek szigori
lokdlis minimuma van, akkor (1)-nek az origé alkalmas kérnyezetén belil nem
alakulhat ki sem ciklusa, sem hatdrciklusa. Ha ezenfeliil 0-ban F - G'-nek
szigortd globdlis minimuma is van, akkor (1)-nek nem létezhet semmilyen cik-
lusa, sem hatdrciklusa.

13. Megjegyzés. Egy kordbbi megjeqyzésben szerepld " +3z2 -2’ +x =0
egyenlet nulldllapotanak aszimptotikus stabilitdsa a fenti dllitdsbol is kovet-
kezik. (De a szintén tdrgyalt ¥ — 3z* - 2’ + x = 0 egyenlet nulldllapotinak
instabilitdsa a lequtdbbi két dllitds eqyikébdl sem kovetkezik.)

14. Példa. Vizsgdljuk meg tetszoleges n € IN mellett az
xll+x27L'xl+x:0

Liénard-egyenlet nulldllapotdinak stabilitdsat!

Megoldés. Jelen esetben F(x) = 2”1_~_1x2"b+1 és G(x) = $2”. Tehdt G-nek

és F(z)-G'(z) = 2”1_~_1x2”+2-nek is 0-ban szigoru lokélis minimuma van, igy
a fenti allitds értelmében az egyenlet nullallapota aszimptotikusan stabil.

A kovetkezé példa azt mutatja, hogy mér Liénard-egyenletek korében is
vannak olyanok, amelyek nullallapota annak ellenére aszimptotikusan stabil,
hogy az origébeli linearis kozelités instabil.

15. Példa. Hatdrozzuk meg az

2

242t 42 =0
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Liénard-egyenlet nulldllapotdnak stabilitdsdt! Prébalkozzunk elészor lineari-
zdldssal!

Megoldéds. Az egyenlet (3) alakja

= Yy
y/ — _ny_xS

A jobb oldal origébeli Jacobi-matrixa

01

0 0|’
amelyhez instabil linedris rendszer tartozik. Ugyanakkor most F(x) = $2° és
G(z) = 12*, igy F(2)-G'(x) = 325, tehdt mind G-nek, mind pedig F'-G'-nek

0-ban szigoru lokalis minimuma van, ezért a fenti &llitds miatt az egyenlet
nullallapota aszimptotikusan stabil.

3 Kvazipendulumok

A fenti két allitds tavolrdl sem fedi le az Gsszes Liénard-egyenlet stabilitasi
vizsgdlatat; nemcsak a mar emlitett z” — 322 - 2’ + 2 = 0 egyenletre nem
alkalmazhaték, de az 2" +z -2 +x = 0 vagy 2" + (2 — 32°) - 2/ +
x = 0 Liénard-egyenletekre sem. Az aldbbiakban ezekhez némileg hasonld
Liénard-egyenleteket vizsgalunk. Ezekkel fizikai relevancidjukon tul {6 célunk,
hogy izelit6t adjunk a legtrividlisabb eseteknél egy fokkal mar osszetettebb
Ljapunov-fliggvények keresésének —bizonyos értelemben— nagyon is termé-
szetes logikajabol. Elobb azonban két technikai megallapitast tesziink.

16. Megjegyzés. Legyen p pozitiv egész, k, j pedig olyan nemnegativ egészek,
amelyekre k + j > 2p. Ekkor

xhyd
11m s
z24y2—0 (.172 + yz)p

Bizonyitas. |z|,|y| < /a2 4 y? alapjan trividlis.

17. Megjegyzés. Legyen v : IR — IR a 0 egy kornyezetében értelmezett
n-edrendben kicsi fugguény, azaz

lim r(@) =

z—0 ™ -

(n € IN). Ekkor tetszéleges kétvaltozds, konstans tag nélkili valds p polinom-
raQ
@) play)
- =0.

224420 (xz + yz)%
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. {tas. < ) ) y . r(x _ — 0.
Bizonyitas |z] < /22 +y? alapjdn }EHOW 0. Ugyanakkor a
k4 j > 1 tulajdonsdgi k, j > 0 egészekre x2 + 3% # 0 esetén
- ko oid k+7
O I O 1 R o
TV Va2 T Vi iy

ami a hidnyos egységgémbon korlatos. Emiatt persze

p(z,y)

/.172 + yQ
Ta 4 . L . Ao . . r(x _ .,
is korlatos a hidnyos egységgémbon. Innen }1_{% Torgs” 0 alapjan azonnal
adodik az allitas. a

18. Példa. Keressiink Ljapunov-fligguényt az

(4)

!

¥ = y-— Az?> - Ba?®
y = —x

rendszer stabilitisdnak vizsgdlatihoz (A, B € IR, B # 0 adott szamok)!

Megoldas. A Ljapunov-fiiggvényt tobb lépésben taldljuk meg. Els6 koze-
litésben a legegyszeriibb Ljapunov-fiiggvény (az egyediil nulladrendben kicsi
y < —x tagok kiejtésére) a normanégyzet:

Vo(z,y) = 2% +y°.
Ennek (4) szerinti derivéltja
22 - (y — Ax? — Ba®) — 2yx = —2A2% — 2Bzt |

ami mar csak méasodrendben kicsi tagokat tartalmaz, persze ez még nem
j6 nekiink. Viszont Vy-hoz vehetiink jabb tagokat tgy, hogy (4) szerinti
derivéltjaik kiejtsék a legalacsonyabbfoki z:3-6s tagot. (Itt két lehet6ség kozt
kell vélasztanunk; tigyeljiink ra, hogy ne az eredeti tagokbdl ,,faragjunk le”.)
A

—24z%y

4j taggal ez teljesiil is. Persze ehhez még tjabb tagot kell hozzavenniink,
hiszen ezzel a (4) szerinti derivdltba bejott az tjabb harmadfokd —4Axy?
tag. Ennek eliminalasara viszont megfelel a —%Ay?’ tag, ami a (4) szerinti
derivalaskor mar nem hoz be tjabb | kellemetlen” tagot. Legyen hét

4
Vi(@,y) i=Vo(z,y) = 242%y — 2 Ay®

ennek (4) szerinti derivéltja tehat

4A%23y — 2Bxt + 4ABxy
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ami mar csak harmadrendben kicsi tagokat tartalmaz. Viszont ez sem pozitiv,
sem negativ definit (amelyre alkalmazhaté volna valamelyik Ljapunov-tétel).
Vi-hez tehét vesziink még jabb tagokat: egyet, ami a (4) szerinti derivélds
sordn kiejti a —2Bx? tag felét, —Bz’-t (azért nem az egészet, mert az-
zal derivéldskor semmiképpen nem jutnénk definit Ljapunov-fiiggvényhez);
és egy masikat, amelyik kiejti a 44223y tagot. Erre megfelel 2A222%y? —
Ba3y. Viszont a (4) szerinti derivdlaskor ezek az djabb negyedfokt 4 A%zy3 —
3Bx?y? részt hozza be, ami vegyes tagokbdl all. Ezeket tijabb tagokkal fogjuk
elimindlni, nevezetesen A%2y* — Bxy> hozzdadisaval, amely a derivaldskor —
a negyedrendben kicsi és az eliminalé tagokon kiviil— mdr csak a —Bz* 1j
tagot hozza be. Tehat legyen

Va(z,y) = Vi(z,y) +24%%y* — Bay + A%y* — Bay® =
4
= 2% +y? - 24x%y — §Ay3 +2A%2%% — By + A%y* — Bay?® .

Mivel az els6 két tag kivételével V5 legalabb harmadfoku tagokbdl all, igy a
16. Megjegyzés értelmében

v 2, 2
im 2(2,y) = lim u—|-0=1.
22+4y2—0 x2 4+ y2 22492 —0 2 4+ y2

Ezért az origd egy alkalmas hidanyos kornyezetében V5 pozitiv, tehat Vo pozitiv
definit. Tovabba

2x — 4Axy + 4A%2y? — 3Bx%y — By?

/ _
Va(w,y) = 2y — 2Ax? — 4Ay? + 4 A2y — Bx® + 4A2%y3 — 3Bxy?

Igy Va-nek (4) szerinti derivaltja
OayVa(,y) = 22y — 4Azy® + 4A%xy® — 3B2y* — By'—
—2Ax3 4 4A%23y — 4A323y* + 3ABxty + ABx?yP—
—2Bx* + 4ABxty — 4A?Bxty? + 3B%x5y + B3y —
—2xy + 2Ax3 4+ 4Axy? — 4A%23y + Bat — 4A%xy3 + 3B2%y? =
= —By' — Bx? — 4A32%y* + 3ABx'y + ABx?y3+
+4ABxty — 4A?Bay? + 3B%2%y + B%a3y® .

Tehat
8(4)‘/2(‘1:73/) = —B(.I}4 + y4) + R(J?,y) ’

ahol az R(z,y) kétvéltozés polinom 6tdd- és hatodfoki tagokbdl 4ll. Igy a
16. Megjegyzés alapjan

R(z,y)
a2+y2—0 (22 +y2)?
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Eszerint van olyan § > 0 szdm, hogy 0 < 22 + y? < 62 esetén
B
Ry < D 12,

ez esetben z* +y* > 3 (22 +¢?)? miatt 94y Va(z,y) = —B(z* +y*) + R(z,y)
eldjele megegyezik —B(x? + y*) eléjelével. Nevezetesen, a 0 < 22 + y? < §2
hidnyos gémbben

e B > 0 esetén Oy Va(z,y) negativ, tehdt ekkor d4)Va negativ definit
Ljapunov-fliggvény;

e B < 0 esetén O4)Va(x,y) pozitiv, tehdt ekkor Oy V2 pozitiv definit
Ljapunov-fliggvény.

Ez V, pozitiv definit volta miatt azt jelenti, hogy
e B > 0esetén a (4) rendszernek az origd aszimptotikusan stabil egyensilya;
e B < 0 esetén pedig (4)-nek az origé instabil egyensilya.

Mostantol legyen F' : IR — IR a 0-ban haromszor derivalhaté fiiggvény és
F(0)=0.

19. Definicié. Az
(5) '+ F'(z) -2’ +2=0
Liénard-tipusi differencidlegyenletet kvazipendulumnak nevezzik. (Ennek
linedris kozelitése ugyanaz, mint a pendulumé.)
Az (5) egyenlet az y := 2’ + F o x definiciéval ekvivalens a

©) {v 2 v 1@

y —ZT

rendszerrel. Ennek az origd az egyetlen egyensilyi pontja, tovabba adott
kezdeti feltételhez tartozo megoldasa egyértelmi.

20. Tétel.

e Havagy F'(0) > 0, vagy F'(0) =0 és F"'(0) > 0, akkor (5) nulldllapota
aszimptotikusan stabil.

e Havagy F'(0) < 0, vagy F'(0) =0 és F"'(0) < 0, akkor (5) nulldllapota
instabil.

Bizonyitas. A jobb oldal derivéltja [_li’fw) é} , ami az origdéban

93]
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Innen azonnal F’(0) > 0 esetén a nulldllapot aszimptotikusan stabil, F(0) <
0 esetén pedig instabil.

Hétra van még az F'(0) = 0 eset. Mivel F(0) is 0, igy a L’H6pital-
szabaly alapjan kozismerten van olyan r : Drp — IR a 0-ban harmadrendben
kicsi fliggvény, hogy minden x € Dp-re

F(x) = Ax® + B2® +r(x) ,
ahol A = 3F"(0) és B = £ F"(0) # 0. Ezzel (6) a

{ x’ y — Az? — Ba® —r(x)

(7)

!

y = —

alakot olti. Mivel a jobboldal csak az elsé komponensben egy harmadrendben
kicsi tagban tér el a mar targyalt (4) rendszertél, ezért kézenfekvd az ahhoz
megfelelének bizonyult

4
V(z,y) =2 +y* — 242%y — gAy?’ +2A%2%y% — By + A%y* — Bry?
pozitiv definit Ljapunov-fiiggvényt tekinteni. V-nek a legutobbi példaban
mér kiszdmolt (4) szerinti derivéltja
8(4)V($,y) = —B(.I}4 + y4) + R(.I}, y) 5

ahol
. R(z,y)
a2+y2—0 (22 +y2)?
Ugyanakkor nyilvanval6, hogy

G(G)V(x,y) - 8(4)V(.13,y) = 81V(13,y) ' 7‘(.13) y

s mivel 01V (z,y) konstans tagot nem tartalmazé kétviltozés polinom, to-
vabba r az origéban harmadrendben kicsi, ezért a 17. Megjegyzésbol

alv(‘ray) 7‘(13) _
o 21 .22
e2ty2—0 (22 +y?)

=0.

Eszerint van olyan kétvaltozés q fiiggvény, amelyre

8(6)‘/(‘1;7 y) = —B(.I}4 + y4) + Q(‘ra y)
és
q(z,y)
a2+y2—0 (22 +y2)?
Eszerint van olyan § > 0 szdm, hogy 0 < 22 + y? < 62 esetén

B|

|
<
la(z, )l < =

3(@? +y?)? miatt 9)V(x,y) = —B(a* + y*) + g¢(x,y)
B(x* + y*) el8jelével. Nevezetesen, a 0 < 22 + y* < 62

(132 4 y2)2

ez esetben z* + y* >
eléjele megegyezik —
hidnyos gémbben
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e F"'(0) = 6B > 0 esetén J(g)V (z,y) negativ, tehdt ekkor Ji)V negativ
definit Ljapunov-fiiggvény;

e F"'(0) = 6B < 0 esetén J(g)V (v, y) pozitiv, tehat ekkor 9V pozitiv
definit Ljapunov-fiiggvény.

Ez V pozitiv definit volta miatt azt jelenti, hogy

e F(0) > 0 esetén a (6) rendszer (és igy az (5) egyenlet) nulléllapota
aszimptotikusan stabil;

e F'(0) < 0 esetén a (6) rendszer (és igy az (5) egyenlet) nulléllapota
instabil.
O

21. Kovetkezmény. A fenti tétel értelmében a matematikai pendulumbdl
egy az origoban hdromszor deriwdlhato F fligguény gerjesztésével szarmaztatott

2+ Fl(x)- 2’ +x=0

kvdzipendulum nulldllapota F'"(0) # 0 esetén vagy instabil, vagy aszimp-
totikusan stabil. Tehdt az egyensuly egy alkalmas kornyezetén belil soha
nem alakulhat ki sem ciklus, sem hatdrciklus. Ha ezenfelil az x — x - F(x)
figgvénynek 0-ban globdlis szigord minimuma van, akkor a 12. Kdévetkezmény
miatt sehol nem alakulhat ki sem ciklus, sem hatdrciklus.

22. Példa. A fenti tétel alapjin az 2" + (2z — 322) - 2’ + = 0 egyenlet
(F(x) = 22 —2®) nulldllapota instabil. Hasonléan adédik, hogy az x" + (2x +
3z2) -2’ +x = 0 egyenlet nulldllapota aszimptotikusan stabil. A kordbban
mdr tdrgyalt "' — 3z - &' +x = 0 egyenlet nulldllapotdnak instabilitdsa is
kovetkezik a fenti tételbdl; szintigy, mint az " + 322 -2’ +x = 0 egyenlet
nulldllapotdnak aszimptotikus stabilitdsa.

23. Példa. Az
2 +x-2+x=0

kvdzipendulumra nem alkalmazhatd sem a 20. Tétel, sem a 8. vagy a 11.
Allitds. A stabilitdst a

V(z,y):=2+(x* -2y —2)-eV

Ljapunov-fiigguénnyel vizsgdljuk. (Az aldbbi megjegyzésben vildagitjuk meg,
hogyan taldltunk rd erre a fuggvényre.) V gradiense

V'(z,y) = [2zeY, 2y — 2%)e™Y] ,
valamint Hesse-mdtriza

2e7Y —2xe™Y

” _
Vi (x,y) = —2xe Y (.rz —2y+2)e YV |7’
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tehdt
1 120

ami pozitiv definit, tehdt V pozitiv definit Ljapunov-figguény az origoban.
Ugyanakkor V-nek a

it
(%) {n -3

|
|
8

rendszer szerinti derivdltja

)V (z,y) =2we™ - (y — %) —(2y—a*)e V2 =0,
tehdat V elsé integrdlja (8)-nak. Innen azonnal kévetkezik, hogy az " + x -
'+ x = 0 egyenlet nulldllapota stabil. Ugyanakkor ebbdl az is kovetkezik,
hogy az egyenlet tetszéleges x megolddsdra

——~ +2/(t)) = konstans ,

tehdt pl. az origéhoz kelléen kozelrdl induld, x(0) = 0, 2'(0) # 0 kezdets
feltételdi megolddsra x(t) és a'(t) soha nem tarthat egyidejileg az origdhoz.
Tehdt az egyenlet nulldllapota nem vonzo.

24. Megjegyzés. A fenti példabeli Ljapunov-fiigguényt a 18. Példa logikdja-
val taldltuk meg. Legeldszor vettik az y < —x tagok kiejtésére legegyszeribb

Vo(z,y) =2 + 3

3

Ljapunov-fiiggvényt. Ennek (1) szerinti derivdltja —x°, amit kiejthetink a

1j taggal. Ennek hozzdvételével az (1) szerinti derivdlt —2xy?+x3y-ra médosul.
Ezek elimindldsdra behozhatjuk az

25 159

33/ + 2$ Y
tagokat. Ha ezt az eljdrdst folytatjuk, hamar rdjovink, hogy a mddosult de-
rivdlt soha nem tinik el, és definit sem lesz soha. Viszont az eljdards foly-
tatdasdval egyre kisebb rendii maradékokat kapunk, rdaddsul az egyre tujabb
tagokban szabdlyossdgot figyelhetink meg. Minden [épésben kétféle tag jon

be: eqy ,,x%-tel szorzott” és eqy ,,tiszta y-0s”. Ezek rendre a kovetkez6k (az
eredeti 2 + y?-et is hozzdjuk szdmitva):

Wty w22 - w2y . w2yt - w2yb L
2 6 24 120
2 vttty
2 JEE—— 3 — e c— — e — “ .
et T AT
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Mivel az egyre ujabb maradékok az origo koril 0-hoz tartanak, ezért végtelen
dsszegzéssel a maradék vdrhatdlag teljesen el fog tlinni (tehdt elsd integralt ka-
punk). Az elsd sor dsszegzése trividlisan x2-e~Y. A mdsodik soré nehezebbnek
tinik, de az dltaldnos tag konnyi:

(D 2k —-2)
k! '
o0 e
ezek sora az eqységkdr belsejében konvergens és a > (_—IW@’“ 0sszeq
k=2

tagonként derivdlhatd. A tagonkénti derivdlt (erre a jobb oldal szerinti de-
rivaldshoz egyébként is szikségiink van) egyszeridsités utdn

o0 _o\k
221/—( y) =2y-e,
k!
k=0
amibél integrdldssal zdrt alakban kapjuk meg az eredeti sorosszeget. Tehdt

k=2 )
fgy jutottunk a
Viz,y) =22 eV +2—-2y+2)-e¥=2+(@2*-2y—2)-eY
Ljapunov-fiigguényhez, amely leellendrizve tényleg elsé integrdlnak bizonyult.

25. Példa. A Liénard-egyenletek fontos specidlis esetét jelentik a Lotka-

Volterra-tipust
{ = z-(a—M\y)
y = y-(hr-p)

differencidlegyenlet-rendszerek abban az értelemben, hogy az u =Inx — In -)\@
. 7, e e 7. 2
fliggvény trividlisan az

W +B(1—e")-u —aBf(l—e")=0

Liénard-egyenletet elégiti ki (amelynek a 0 egyensilyi helye éppen az eredeti
rendszer pozitiv egyensilydnak felel meg). Erre a fenti eredményeink nem
alkalmazhatok, ami dsszhangban dll azzal az elemi modon is kiszdmithato
ténnyel, hogy a Lotka- Volterra-féle rendszer nem egyensuly: pozitiv megolddsasi
eleve ciklikusak; viszont a fenti dllitdsok a ciklusok és hatdrciklusok vonatko-
zdsdban csak azok esetleges kizdrdsdra haszndlhatok. fgy a fenti eredmények
alkalmazdsa csak bonyolultabb modellek esetén johet szoba. Megemlitjik, hogy

az tuzleti ciklusok modellezésében a Lotka- Volterra-féle specidlis eset a Good-
win-féle modellnek felel meg [2].

26. Példa. A 2008-as [1] dolgozatban Faria, Cuestas és Gil-Alana az

" +g'(e)-e+ fle)=0
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Liénard-egyenletet vizsgdltdk, ahol e a vdllalkozdsok 1dotdl fiiggé mennyisége.
Erre Liénard 1928-as eredményét direktben alkalmazva jutottak a hatdrciklus
létezéséhez. Ezen kivil az €’ + €' + e = a linedris esetet vizsgdltdk, amelynek
megolddsai természetesen kilengésekkel, de exponencidlis gyorsasdggal tar-
tanak az egyensulyhoz. Mindehhez még a kévetkezd specidlis illetve elfajult
esetet tudjuk megemliteni:

1. ha ¢"'(0) # 0 és f(e) = e, akkor az egyensuly alkalmas kornyezetén
belil a 21. Kovetkezmény alapjdn nem alakulhat ki hatdrciklus.

2. ha g(e) = 3€2 és f(e) = e, akkor a 23. Példa miatt az egyensily egy al-
kalmas kornyezetén belul a munkanélkiiliség és a vdllalkozdsok alakuldsa
eleve ciklikus.

4 (")sszefoglalés

Jelen dolgozat megirasat az motivalta, hogy viszonylag sok olyan dinamikai
probléma létezik, amelyek stabilitdsat ugyan nem lehet a linearizalas széles
korben ismert moédszerével jellemezni, de a nemlinedris rendszerekre vonat-
kozé teljes apparatusra sincs hozzajuk sziikség, hanem az egyvaltozos analizis
hagyomanyosan oktatott tételein alapulo feltételekkel kezelheték. Ezek kozé
tartoznak az elektromos rezgékorok és tizleti ciklusok modellezésében is ha-
tékonyan szerepeltetett Liénard-féle masodrendii differencidlegyenletek. Mi
els6sorban nem hatéarciklusokra, hanem az egyensuily klasszikus értelemben
vett stabilitdsara és vonzasara vontakozé eredményeket igazoltunk, abbdl ki-
indulva, hogy ehhez a széles teriiletet felolelo egyenlettipushoz képest tul
sziik vizsgalati teriilet az, amely csak hatarciklusokat vizsgél, az egyensiilyhoz
valé tartdst pedig nem (kiilénos tekintettel arra, hogy még a gerjesztett in-
gk is ugyanezzel az egyenlettipussal modellezheték). Az tizleti ciklusokkal
fogalkoz6 dolgozatok (pl. [3,4,2,1] rendszerint nagyon mechanikusan hivat-
kozzék Liénard —valéban fajstulyos— [5] dolgozatat, az egyenlettipus elemibb
tulajdonsagainak vizsgalata nélkiil, marpedig az egyszeribb vizsgalatok el-
mulasztasa mindig magaban hordozza annak veszélyét, hogy a modell speku-
lativva valik. A 8. és a 11. Allitds, valamint a 20. Tétel bizonyitasaval ezt a
hidnyt szerettiik volna valamennyire betolteni, reményeink szerint kozelebb
hozva az alkalmazodkat e differencialegyenletek belso, mégis elemi tulajdon-
sdgainak vizsgalatdhoz. A klasszikus vizsgédlatokkal egyiitt ugyanakkor a ha-
tarciklusok kizdrdsara is adtunk feltételeket (12. és 21. Kovetkezmény).
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LOCAL ENERGY METHOD FOR LITTLE ORDER FORCED
LIENARD EQUATIONS

The Liénard type differential equation of the form " + f(z) - 2’ + g(z) = 0 has
a central role in business cycle models by Kéldor [3], Kalecki [4] and Goodwin [2],
moreover in a new model describing the cyclical behavior of unemployment and
entrepreneurship [1]. The same type of nonlinear equation explains the features of
forced pendulums and electric circuits [5]. The related literature discusses mainly
the existence of limit cycles, although the fundamental stability questions of this
topic can be managed much more easily. The achieved results also outline the
conditions for the existence of limit cycles. In this work, by the effective language
of real valued analysis, we obtain easy-formulated results which may broaden the
frames of economic and business cycle models, moreover we may gain new illustra-
tive particular cases for e.g., [1].
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BIZTOSITASI ES PENZUGYI KOCKAZAT EGYUTTES
HATASA A BIZTOSITOK SZOLVENCIA-SZAMITASANAL!

SZULE BORBALA
Budapesti Corvinus Egyetem

A Szolvencia II néven emlitett 1j irdanyelv elfogaddsa az Eurépai Uniéban
4j helyzetet teremt a biztositok tékesziikséglet-szamitasandl. A tanulmany
a biztositok miikodését modellezve azt elemzi, hogyan hatnak a biztositok
allomanyanak egyes jellemzo6i a tékesziikséglet értékére egy olyan elméleti
modellben, amelyben a tOkesziikséglet-értékek a Szolvencia II szabalyok alap-
jan szamolhaték. A modellben biztositési illetve pénziigyi kockazati ,,modul”
figyelembevételére keriil sor kiilon-kiilon szamolassal, illetve a két kockazat-
fajta k6z6s modellben vald egytittes figyelembevételével (a Szolvencia II ered-
ményekkel valé Gsszehasonlitdshoz). Az elméleti eredmények alapjén meg-
allapithaté, hogy a tékesziikségletre vonatkozdan szamolhaté értékek eltér-
hetnek e két esetben. Az eredmények alapjdn lehetdség van az eltérések
héatterében all6 tényezok tanulmanyozasara is.

1 Bevezetés

Eurépaban a biztositok tevékenységére vonatkozdan 2009-ben fogadtak el
a réviden Szolvencia II (Solvency II) elnevezésii irdnyelvet?, amely tobb
mas téméan kivil a biztositok szolvencidjaval kapcsolatos szamitasokkal is
foglalkozik. A Szolvencia Il szabélyok szerint a biztositéknak legaldbb annyi
sajat t6két kell tartaniuk, hogy az (a vallalkozds folytatdsanak elvét figyelem-
bevéve) egy éves idétartamot tekintve fedezze a nem vért veszteségeket (ez az
érték a biztosit6 alap sajat t6kéje esetében 99,5%-0s meghizhatdsdgi szinten
szdmitott kockdztatott értéknek (Value-at-Risk, VaR) felel meg?:

,,It shall correspond to the Value-at-Risk of the basic own funds of
an insurance or reinsurance undertaking subject to a confidence
level of 99,5% over a one-year period.”

A szolvencia t6kekovetelmény (Solvency Capital Requirement) szdmitdsa
sordn a nem-életbiztositasi (non-life underwriting risk), életbiztositdsi (life
underwriting risk), egészségbiztositdsi (health underwriting risk), piaci (mar-
ket risk), miikodési (operational risk) és a hitelkockdzatot (credit risk)? kell

1Beérkezett: 2010. augusztus 9. E-mail: borbala.szule@uni-corvinus.hu.

2Directive 2009/138 /EC of the European Parliament and of the Council of 25 November
2009 on the taking-up and pursuit of the business of Insurance and Reinsurance (Solvency
IT)

3Directive 2009/138/EC, Article 101

4Directive 2009/138/EC, Article 101
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figyelembe venni dgy, hogy a miikodési kockazaton kiviil a tobbi kockazat
esetében szamolt tokesziikségleteket egy megfeleld képlet alapjan 0sszegzik
(Basic Solvency Capital Requirement) majd ehhez hozzdadjdk a miikodési
kockazatra vonatkozéan szamitott tékesziikséglet-értéket illetve még tovabbi
korrekcidk elvégzésére keriil sor. A miikodési kockdzaton kiviili kockazatok
alapjan szamitott tOkesziikséglet (Basic Solvency Capital Requirement) kép-
lete az irdnyelv alapjan®:

\/Z COI‘I',L'J‘ X SCRL X SCRJ y (1)

2%}

ahol az SCR értékek a kiilonb6z6 kockazati modulok esetében szamitott
tokesziikségleteket jelolik®, a Corr értékek pedig egy meghatdrozott korre-
laciés matrix elemeit jelentik, ha példaul a kockazati modulok koziil az élet-
biztositasi kockazatos és a piaci kockazatos kockazati modult tekintjik, a
megfeleld korreldcids érték a Szolvencia IT alapjan 0,25 (e korreldciés métrixot
a Figgelék mutatja). Az irdnyelv szovegében szerepld korreldcids értékek
kalibralasa a biztositék tokesziikségletének meghatarozasa szempontjabol fon-
tos kérdés és e témaval kapcsolatban is szdmos elemzés késziilt.” A biztositdk
egyébként az iranyelv alapjan a tokesziikséglet kiszamitasara részben vagy
teljesen belsé modellt is hasznalhatnak majd.®

A képletbdl is ldthat o6 tehdt, hogy a Szolvencia IT szabalyok alkalmazasakor
a kiilonboz6 kockazatoknal kiilon-kiilon szamitott tékekovetelményeknek a
kockazatok kozotti korrelaciokon alapuld Osszesitésérol van széd. E szamolési
megkozelités eredménye eltérhet attél, mint ha az 6sszesitett tOkesziikségletet
a kockazat-fajtdk kozos modelljében lehetne szdamolni. A gyakorlatban ter-
mészetesen a kiilonboz6 kockazat-fajtak Osszetettsége kovetkeztében nagyon
bonyolult feladatot jelentene egy ilyesfajta k6zos modell felépitése (és az alkal-
mazandé paraméterek szamitdsa), de elméleti modell keretében dsszevethet8k
a tokesziikségletre vonatkozé kétféle szdmolasi mddszer eredményei. Jelen
tanulméany {6 célja ezen eredmények Gsszehasonlitdsa. A kovetkezékben egy
olyan elméleti modell keretein beliil tanulmanyozzuk a kiilon szamitott t6-
kesziikségleteket korrelaciok alapjan aggregdld Szolvencia IT megkozelités és
a kockazatokat kozos modellben elemz6 megkozelités eredményeinek kiilonb-
ségeit, ami a biztositok leginkabb lényegesnek tekinthetd jellemzoGivel ren-
delkezik. A bemutatott elméleti modellben alkalmazott feltevések lehet6vé
teszik a kétféle megkozelitésnél a tokesziikségletek és a paraméterek kozott
fliggvénykapcsolat felirasat is, igy jelen modellben értékelheté a biztositok
allomanyét jellemzé néhany fontos tulajdonség (példaul az dlloménynagysag)
tokesziikséglet-értékre gyakorolt hatasa is.

5Directive 2009/138/EC, Annex IV

6 A kockdzati modulok: nem-életbiztositasi (non-life underwriting), életbiztositasi (life
underwriting), egészségbiztositdsi (health underwriting), piaci (market), cs6d (counter-
party default), a Directive 2009/138/EC, Annex IV szerint.

7CRO Forum[2009]

8Directive 2009/138/EC, Article 112
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2 A biztosité kockazati modellje

A Szolvencia II szabélyok szerint a tékesziikséglet-szamitasban fontos szerepe
van a kiilénb6z6 kockazatok kozotti korreldcidknak. A matematika egyik is-
mert eredménye, hogy a linedris korreldcids egyiitthatd értéke (t6bbdimenzids)
normalis eloszlas esetében alkalmas a fliggetlenség megéllapitasara is: ameny-
nyiben példdul két (egyiittesen kétdimenzids normélis eloszldssal rendelkezé)
valbszintiségi valtozo esetében a korrelacids egytitthatéd értéke nulla, akkor a
két valdszintiségi valtozo fiiggetlenségére lehet kovetkeztetni. A gyakorlat-
ban a biztositok tékesziikséglet-szamitasainal nem tekinthetok altalanosnak
az olyan helyzetek, amelyeknél a tékesziikségletet befolyasold valdszintiségi
valtozok egyiittes eloszlasa tobbdimenzids normalis eloszlas lenne, ehelyett a
tokesziikséglet-szamitasokban inkabb egyes, a normaélis eloszlastdl kiilonb6zo
(példaul nem szimmetrikus) eloszldsok figyelembevétele indokolt. Ezzel e-
gyiitt érdemes lehet jol attekinthetd (t6bbdimenzids) normalis eloszlds felté-
telezésével felépitett keretben is elemezni a Szolvencia II szabalyok alapjan
meghatédrozhatd tékeszitkséglet mértékét, mivel ez kiindulépontként (illetve
Osszehasonlitési alapként) szolgdlhat tovabbi, masfajta eloszlasokat alkalmazd
elemzésekhez. A tobbdimenzids normalités feltevését alkalmazé megkozelités
elonye lehet tovabba, hogy ilyen esetben tobb eredményt képletek alkalma-
zasaval is le lehet vezetni és az elemzés nem szorul Osszetettebb, szimulacids
szamitasok elvégzésére.

A biztositék (kiilonésen az életbiztositok) mitkddését nagymértékben be-
folydsold két kockézati fajta a biztositdsi kockdzat és a pénziigyi (piaci, illetve
befektetési) kockdzat. A modellben a Szolvencia II szabalyozasban emlitett
VaR szamitds gondolatmenetéhez igazoddéan meghatarozhaté az e két koc-
kazat-fajtahoz rendelhetd tokesziikséglet kiilon-kiilon és abban az esetben is,
amikor a két kockazat-fajtat kozos modellben egyidejiileg vessziik figyelembe
a szamitasok sordn (a tobbdimenzids normaélis eloszlas feltevésének alkalma-
zésdval). Ez utébbi t6kesziikséglet-érték dsszevethetd azzal az értékkel, amely
a Szolvencia II képlet alapjan a kiilon-kiilon szamitott tékesziikséglet értékek
alapjan szdmolhat6 az alap tékesziikséglet-értékként (Basic Solvency Capital
Requirement).

A tékesziikséglet szamitasanal a Szolvencia 11 szabédlyokndl a VaR fogalma
jelenik meg. CEA[2006] a szolvencia-szabdlyozdssal kapcsolatban a VaR fo-
galmat gy definialja, hogy ha a VaR-nak megfelel6 toke tartasara keriil sor,
akkor a VaR szamitasanal alkalmazott meghizhatdsagi szintnek megfelel6 a
szolvencia valdsziniisége olyan értelemben, hogy az eszk6zok értéke legaldbb
annyi, mint a kotelezettségek (regulatory liabilities) értéke, illetve az in-
szolvencia valészinlisége egy minusz az adott megbizhatésdgi szint. A VaR
definiciéja MeNeil et al. [2005] (37-38. 0.) alapjin pontosabban is megfo-
galmazhaté. Tekintsiik kockédzatos eszkozok valamely portfélidjat adott A
rogzitett idStartam alatt, valamilyen o € (0,1) megbizhatdsigi szintet és
jelolje a megfelel6 veszteségeloszlas eloszlasfliggvényét:

Fr(l) = P(L<1), (2)
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A portfélié VaR értéke o megbizhatdsagi szinten az a legkisebb [ érték, amely-
nél az a valdsziniiség, hogy az L veszteség meghaladja I-t nem nagyobb, mint
(1-a):

VaR, =inf{l e R: P(L>])<l—-a}=inf{le R: Fr() >a}. (3)

A VaR értékeket méar tobb évvel ezel6tt is gyakran alkalmaztdk példdul
bankokndl bizonyos kockdzatok mérésénél. A Szolvencia II szabdlyozédshoz
hasonlé szabélyok esetében a Bazeli Bizottsag bankok esetében a piaci kocka-
zattal kapcsolatban a VaR alkalmazdsdndl 99%-os szintet, az id6horizont (A)
értékére pedig 10 napot javasolt (McNeil et al. [2005], 43. o.), ez kiilonbség
a biztositokra vonatkozdan a Szolvencia II szabélyozdsban emlitett 99,5%-os
meghbizhatosagi szinttel, illetve 1 éves tartammal szemben.

A kovetkezOkben a tanulményban egy olyan elméleti modell bemutatéséra
keriil sor, amelynél a kockdzat (illetve t&kesziikséglet) mérése a VaR gon-
dolatmenetére épiil: CEA [2006] definicidja alapjan a tékesziikséglet értéke
a modellben a kilonbozo kockazatok figyelembevétele esetén annyi, hogy
e tokesziikséglet esetén a szolvencia valdszinilisége az egy éves idGtartam
végén egy adott megbizhatdsdgi szintnek felel meg olyan értelemben, hogy
az eszk0zok értéke legaldbb annyi, mint a kotelezettségek értéke (illetve az
inszolvencia val6szintisége egy minusz az adott megbizhatGsagi szint). A mo-
dellszamitasok és a VaR szamitas hasonlosagit a Figgelék szemlélteti.

Tekintstik a kdvetkezékben a biztosité miikodésének kovetkezd modelljét:
a biztosité biztositasi szerzodések alapjan biztositasi kockazatot vallal, a
megallapitott dijak alapjan szamitott dijtartalékot, illetve a rendelkezésre allo
sajat forrdsait (t6két) pénziigyi eszkozokbe fekteti (a befektetéshez pénziigyi
kockdzat kapcsolédhat), az egy éves id6tédv végén pedig az eszkézok értéke
alapjan lehetséges a biztositasi kotelezettségek kifizetése. A biztosité mérle-
gének egyszertlsitett sémdajaban tehat egy idoszak mulva:

E=ST+K, (4)

ahol:

E: eszkozok Gsszesen

ST: sajat toke értéke

K kotelezettségek értéke

A modell nem foglalkozik egyéb mérlegtételekkel, példdul ingatlanokkal,
id6beli elhatdrolasokkal®.

A feltevések szerint 1 év mulva a biztosité eszkozeinek értéke:

B-p

T

(1+s)(1+7), (5)

ahol:
n: a biztositasi szerzddések szama, vagyis a biztosité allomanyanak nagysaga

9A magyarorszigi biztositék mérlegén beliil az eszkozok, a kotelezettségek és a
t8kehelyzet egyes aktudlis jellemz8ivel példaul PSZAF[2010] foglalkozik.
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B: a biztositasi 0sszeg, amely a biztositasi szerzédés alapjan a szerz6dés-
ben meghatarozott személynek a biztositasi esemény bekovetkezése esetén
fizetend6

p: a biztositasi esemény bekovetkezésének valdszintisége

i: technikai kamat

s: a ,szolvenciarszorzd”, amely megmutatja, hogy a kezdeti dijtartalék
mekkora része a sajat téke értéke

r: befektetési hozam (illetve a befektetési hozam varhaté értéke).

A feltevések szerint a biztosité allomanya homogén, vagyis a biztositési
szerzOdések fontosabb tulajdonsigai megegyeznek: ugyanolyan valdszinliség-
gel kovetkezik be a biztositasi esemény, és a biztositasi esemény bekovetke-
zésekor a biztosité altal fizetend6 Gsszeg (a biztositdsi Osszeg) is megegyezik
(valamint azonos a szdmitdsok sordn alkalmazott technikai kamat is). A fel-
tevések alapjan a biztosito tigyfelei egyszeri dijat fizetnek, a koltségek azon-
nal esedékesek (ezeket a befolyé dijbdl kifizetik) és a biztosité dijtartaléka az
egyszeri nettd dijak Osszegével egyezik meg. Az egyszeri netté dijak szamitdsa
egy biztositasi szerzodés esetén a kovetkezo képlet alapjan torténik:

Bp
144’

(6)

vagyis az egyszeri netté dij a kotelezettségek varhaté jelenértéke (a diszkon-
taldsnél a technikai kamatot alkalmazva). A biztositdsi dij ezen definicidja
inkdbb az életbiztositasoknal jellemz6, azzal egyiitt, hogy a nem-életbizto-
sitasokndl is hasonldak a biztositasi dijszamitas kezdd lépései, illetve, hogy
természetesen a gyakorlatban az életbiztositasokndl is jéval bonyolultabban
torténik a dijak szamitasa.

A biztositasi szerz6dések esetében a feltevések szerint p valdsziniiség ren-
delhet6 a biztositasi esemény bekovetkezéséhez, igy az i-edik biztositasi szer-
z6dés esetében definidlhaté §; (karakterisztikus) valdszintiségi véltozd (i =
1,...,n) a kovetkez6képpen:

¢ = 1  a biztositasi esemény bekdvetkezésekor
’ 0, ha a biztositasi esemény nem kovetkezik be .

A biztosité dlloméanydban bekovetkezé Osszes biztositdsi események szamat
jelentd & valészintiségi valtozé a &; (karakterisztikus, fliggetlen) valdsziniiségi
valtozdk Gsszegeként irhaté fel, tehat binomidlis eloszlasi:

E=bt..+n. (7)

A binomidlis eloszlasi £ valészintiségi valtozd eloszlasa esetében a varhatd
érték E(€) = np, a variancia pedig Var(§) = np(1 — p). Megfeleléen nagy
n esetén (ez mar n = 1000 esetében is teljesiilhet) a binomidlis eloszlds
a normdlis eloszlassal kozelithet6. A modellben a biztositdsi szerzédések
szdma jéval t6bb mint 1000 (mivel a gyakorlatban is dltaldban ennél na-
gyobb egy biztosité dlloménya), igy a biztositasi események szamat mutatd
& valdszintiségi valtozét a tovabbiakban normalis eloszlassal kozelithetének
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tekintjiik. Ebbol adddik, hogy a modellben a biztosité tényleges kotelezett-
ségének egy év mulva az értéke (BE) szintén normalis eloszldsi valdsziniiségi
valtozénak tekinthetd.

Definidljuk a modellben az inszolvencia esetét gy, hogy az eszkozok
értéke nem éri el a kotelezettségek értékét egy év milva. Az ,inszolven-
cia” esetét a jelenlegi modellfeltevések alapjan nevezhetnénk , fizetésképte-
lenségnek” is, mivel azonban a szakirodalomban a , fizetésképtelenség” és a
s likviditas” fogalmat is szokas hasonlonak tekintetni, ezért a tovabbiakban a
modellben a ,,szolvencia” kifejezést alkalmazzuk, mivel a modell kovetkezteté-
sei a ,,szolvencia” fogalméhoz kapcsolddnak elsésorban (és nem a ,,likviditas”
fogalmdhoz). Tekintsiik a kovetkezOkben azt az esetet, amikor a szolvencia
valészintisége valamilyen adott « érték:

PE>K)=a. (8)

A modellben a kdvetkez6kben ezt a valészinliséget tanulméanyozzuk abban az
esetben, amikor kiilon-kiilon csak biztositasi, illetve pénziigyi kockazat van
(a Szolvencia II szabdlyban szerepld képlet alkalmazdsihoz), illetve olyan
esetben is, amikor koézos modellben egyidejiileg mindkét kockéazat-fajtaval
foglalkozunk (a Szolvencia II szabalyban szereplé képlet alkalmazisdval sza-
molt eredménnyel valé Osszehasonlitdshoz). A szolvencia valdszintiségére
adott képlet alapjan a modellben a kiilonboz6 esetekben meghatarozhatok a
(kezdé idépontra vonatkozd) t6kesziikséglet-értékek, illetve a tékesziikséglet
értékének a kezdo idépontban szamithaté dijtartalékhoz viszonyitott értéke
(az s szolvencia-szorzd). A tOkesziikséglet-értékek kiilonbozé jellemzékkel
rendelkez6 biztositasi dllomanyokndl kiilonbozhetnek, azonban az s szorzd
értékek kiillonbozé esetekben is Gsszehasonlithaték. A tanulményban is az
s szorzo értékei alapjan keriil sor a kiilénboz6 megkozelités alkalmazasaval
szamithatd Osszes tOkesziikséglet-értékek Gsszehasonlitaséara.

3 A szolvencia modellezése

A szolvencia elemezhet6 a biztositdsi és a pénziigyi kockdzatra kiilon-kiilén
(ami a Szolvencia IT képletnél alkalmazhaté eredményekhez vezet), valamint
a modellben szerepl6 két kockazat-fajta kozos modellben szerepeltetésével is.
A kovetkezékben ezeket a szolvencidval kapcsolatos eredményeket tekintjiik
at.

3.1 Szolvencia biztositasi kockazatnal

Az el6zbekben bemutatott jelolések alkalmazasdval felirhaté a szolvencia va-
16szintiségét jelentd (8) képlet abban az esetben, amikor a biztos{té miiko-
désében mindossze biztositasi kockdzat van jelen, pénziigyi kockazat nincs
(ez azt jelenti, hogy a befektetési hozamot adottnak tekintjiik). A szolvencia
valészintisége ebben az esetben tehat:

P(B{SnlB—fi(l+s)(1+r)) —a. )
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Felhasznalva hogy & valdszintiségi valtoz6 normalis eloszlastunak tekintheto és
alkalmazva a £ valészintiségi véltozd esetében felirt varhato érték és variancia
értékeket, a (9) képlet felirhaté més formaban is:

VB (B 1)

=7

ahol ®(z) a standard normélis eloszlés eloszlasfliggvényét jeloli.

A kovetkezOkben azt elemezziik, hogy kiillénb6z6 paraméterek hogyan
befolyasoljak az adott a valdsziniiséghez sziikséges szolvencia-téke értékét.
Ezzel a kérdéssel a modellbeli szolvencia-szorzé (s) alapjén foglalkozunk. A
modellben a szolvencia-szorzé (s) értéke azt mutatja meg, hogy az egysze-
ri nettd dijak Osszegeként szamitott dijtartalékhoz képest mekkora Gsszeget
szilkséges szolvencia-tGkeként tartani a biztositénak adott fajta kockazatok
ellenstlyozasaul.

A modellben egyel6re a biztositasi kockazattal foglalkozunk, ami azzal
fligg Gssze, hogy nem lehet egy évre elére biztosan megallapitani, hogy meny-
nyi lesz a bekovetkez6 biztositasi események szdma (ez az érték valdsziniiségi
véltozd, értékét £ jeloli). Az el6z6 képletet atalakitva felirhaté a biztositési
kockdzat figyelembevétele esetén egy ,,szolvencia-fiiggvény” (fgp(s)), amely-
nek nulla értéke esetén meghatarozhatd az « valdszintiséghez sziikséges szol-
vencia-szorzo:

P

=a, (10)

1+
1) —0. 11
+ 1+7r ( )

fB(5)=5+1—(

Adott paraméterek esetén az « valdsziniliséghez tartozé szolvencia-szorzd
tehat a fenti egyenlet megoldasaként szamolhaté ki:

o1 (a)/I— 1414

f:( (@) p+Q R (12)
/np 1+7r

Megallapithat6, hogy a szolvencia-szorzé értéke a kovetkezOképpen fiigg a

képletben szereplé paraméterektsl (minden egyéb tényezé hatdsdt valtozat-
lannak feltételezve):

e A szolvencia-szorzé értéke nagyobb magasabb technikai kamat esetében
(ez természetesnek is tekinthetd, hiszen az életbiztositdsoknal példaul
a technikai kamatot garantalt hozamként is szokds értelmezni).

e A szolvencia-szorz6 értéke a befektetési hozam emelkedésével csokken
(figyelembe véve, hogy kizdrélag a biztositdsi kockdzatot elemezve fix-
nek tekintjiik a befektetési hozamot).

e Nagyobb a valdsziniiséghez magasabb szolvencia-szorzé tartozik (a szol-
vencia magasabb valdszinliségéhez nyilvanvaléan tobb szolvencia-toke
sziikséges minden egyéb tényezd valtozatlansagat feltételezve).
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e A szolvencia-szorzé értéke alacsonyabb, ha magasabb a biztositasi ese-
mény bekiévetkezésének valdszintisége (ezt a megallapitdst a kovetke-
z8kben bizonyitjuk).

e Nagyobb biztositasi alloméany esetében kisebb a szolvencia-szorzé értéke
(ez a biztositdsok valdszintliségszamitasi alapjaival van Gsszefliggésben:
nagyobb allomanynal példaul jobb becslést adhat a ténylegesen bekdo-
vetkezd biztositasi események szdmara vonatkozoan a varhaté érték a
nagy szamok torvénye alapjan).

Tekintstik a kovetkezOkben azt a megallapitast, amely alapjan a szolvencia-
szorz6 magasabb értéke tartozik a biztositasi esemény bekovetkezésének kisebb
valdszintiségéhez. Tekintsiik 6%1(}’2 értéket:

0s*(p)  14d_ ., 1 [np /-1
op _l—l—rq) (a)2 1—p(np2)<0’ (13)

mivel a gyakorlati alkalmazdsokban redlisan ®~1(a) > 0. Ez az eredmény
tehat azt jelenti, hogy minden egyéb tényez6 viéltozatlansdga esetén a dij-
tartalékhoz viszonyitva magasabb lesz az « megbizhatésagi szint eléréséhez
sziikséges tCke értéke, ha a biztosité allomanydban a biztositdsi esemény
bekovetkezésének valészintisége kisebb. Ezt az Osszefliggést szemlélteti az
1. dbra.

3,50%

3,00% 1

2,50%

2,00%

1,50% -

1,00% -

0,50%

0,00%

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25
biztositasi esemény bekdvetkezésének valészin  (isége (p)

1. dbra. Szolvencia-szorzé és p Osszefliggése. Forrds: sajat szamitdsok.

Az eredmények alapjdn az is megdllapithatd, hogy nagyobb biztositési 4l-
lomany esetén a kezd6 dijtartalékhoz viszonyitva kisebb toke sziikséges adott
megbizhatésdgi szint eléréséhez. A kiilonbozd nagysagu biztositasi allomé-
nyok esetében felirhat6, (11) képletnek megfelel§ , szolvencia-fiiggvények”
alapjan az éallomany nagysaganak szolvencia-szorzora gyakorolt hatdsat a
2. dbra szemlélteti (a 2. dbra kiilonbo6zé dlloménynagysdgnal szolvencia-fiigg-
vényeket mutat):
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—n=1000
— *n=10000
= = n=100000

s értéke

2. dbra. Allomanynagysag és szolvencia-szorz6. Forrds: sajat szamitasok.

A 2. dbrén a tengelymetszet jeloli azt a helyzetet, amikor a szolvencia
valészintisége éppen « értékkel egyezik meg, a tengelymetszettol jobbra elhe-
lyezked? s értékek ennél magasabb szolvencia-valdszintiiséghez, a tengelymet-
szetnél kisebb s értékek pedig a értéknél kisebb szolvencia-valdszinliséghez
tartoznak (adott, a (11) képletnek megfeleld szolvencia-fiiggvénynél). Adott
optimalis szolvencia szorzét jelenté s* érték alapjan a kiilonalléan csak a
biztositasi kockazat esetén szamitott tOkesziikséglet értéke tehat:

nBp
141

s* . (14)

3.2 Szolvencia pénziigyi kockazatnal

A kovetkezdkben a pénziigyi kockazat szolvencia-igényre gyakorolt hatdasaval
foglalkozunk (a szolvencia-valészintiség adott szintjét feltételezve). Az elem-
zés kizarodlag a pénzligyi kockazatra koncentral, igy a biztositasi kockazattal
ebben a részben nem foglalkozunk (a bekovetkez6 biztositasi események szdma
megegyezik a vdrhaté értékkel). Ebben a részben a szolvencia-val6szintiséget
befolyasold valdszintliségi valtozd a pénziigyi kockdzatot reprezentald befek-
tetési hozam. A feltevések szerint a befektetési hozam normadlis eloszlasi
valdsziniiségi valtozd, melyet n jelol (a vérhatd értéket p, a szérdst pedig
o jeloli). A gyakorlatban a befektetési hozamok esetében gyakran érdemes
a normalis eloszlds helyett més eloszlds (példaul t-eloszlds) feltevését alkal-
magzni, a normalis eloszlas feltevésének oka itt elsésorban az, hogy a tanul-
manyban az el6zoekben leirtaknak megfeleloen a kockézat-fajtak esetében
a tobbdimenziés normalitast feltételezziik. A befektetési hozam esetében a
magasabb befektetési kockazatot a széras nagyobb értéke jelzi.

A befektetési hozamoknal tehat normaélis eloszlast feltételezve felirhaté a
szolvencia valészintisége a (8) képlet szerint:

P(Bnpé%(l+s)(l+n)) =a. (15)
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Alkalmazva az n eloszldsdra vonatkozdé feltevéseket, a (15) képlet atalakithato:

144 1=
1_(1)(1+s—“) —a. (16)
(o

A pénziigyi kockdzat elemzésénél is felirhat6 a (16) egyenlet atrendezésével
az a ,szolvencia-fliggvény” (fp(s)), amelynek értékét nullara allitva kiszé-
molhaté az a szolvencia-szorzé (s), amely esetén a szolvencia valésziniisége
éppen a értékkel egyezik meg:

fp(s)=s+1- T +104<_I>i—1(1—a) =0. (17)

A (17) egyenletet megoldva az a szolvencia-szorzé tehat, amelynek értéke
esetében a szolvencia valdszintisége a:

- 14+
Sl ptod (1 —a)

~1. (18)

A szolvencia-szorzé értékét (kizardlag a pénziigyi kockdzatot elemezve) tehdt
az egyes paraméterek a kovetkezéképpen befolydsoljak (minden egyéb tényezd
hatdsat valtozatlannak feltételezve):

e A magasabb technikai kamatnal nagyobb a szolvencia-szorzé értéke (a
biztositasi kockdzatnal kapott eredményhez hasonléan).

e Nagyobb « valdsziniiségnél magasabb a szolvencia-szorzo értéke (mivel
nagyobb szolvencia-tOke sziikséges magasabb szolvencia-valésziniiség el-
éréséhez).

e Ha a befektetési hozam varhaté értéke magasabb, kisebb szolvencia-
szorzé is elegendd ugyanakkora szolvencia-valdsziniiség eléréséhez.

e Minden egyéb tényezot valtozatlannak feltételezve nagyobb befektetési
kockdzat (nagyobb szérds a befektetési hozamndl) nagyobb szolvencia-
szorzét tesz sziikségessé adott nagysagu szolvencia-valdszintiség eléré-
séhez.

Kilénboz6 befektetési kockdzatokndl (azonos varhaté hozam esetén kii-
16nb6z6 szérasu befektetési hozamot tekintve) a (17) alapjan definidlt ,,szol-
vencia-fliggvényeket” a 3. dbra szemlélteti (a nagyobb befektetési kockdzatnal
magasabb az adott megbizhatésagi szinthez tartozd szolvencia-szorzo értéke
is, a 3. abra kiilonb6z6 befektetési kockazatokhoz tartozéd szolvencia-fliggvé-
nyeket mutat):
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s értéke

3. dbra. Befektetési kockazat és a szolvencia-szorzé. Forrds: sajat szamitasok.

Adott optimalis szolvencia szorzét jelenté s** érték alapjan a kiilonalléan
csak a pénziigyi kockazat esetén szamitott tOkesziikséglet értéke tehat:

nBp
1414

§ (19)

3.3 Szolvencia a biztositasi és a pénziigyi kockazat k6zos
modelljében

Amennyiben a biztositasi és a pénziigyi kockédzat egyiittes hatdsanak szolven-
cia-t6kére gyakorolt hatasa keriil szoba, sziikséges a biztositdsi és pénziigyi
kockéazatot reprezentald valdszintiségi véaltozdk kapcsolataval is foglalkozni.
Két valdszintiségi valtozd kapcsolatat igen sokféleképpen lehet meghatarozni,
ezek koziill a kovetkezOkben egy viszonylag egyszerl esettel foglalkozunk,
mivel a fontosabb eredmények mar egyszeriibb modellfeltevéseknél is megmu-
tatkoznak. A két (az elé6zéekben normélis eloszldsinak feltételezett) valészi-
niségi valtozd kapcsolatardl azt feltételezziik a tovabbiakban, hogy egyiittes
eloszlasuk kétdimenzids normdlis eloszlas és a kovariancia a két valdsziniiségi
valtozo esetében nulla. Ez utébbi feltevés egyébként ezen egyszeri feltevé-
seket alkalmazdé modellben realisztikusnak is tekinthet6: ha példaul a biz-
tositast életbiztositasnak tekintjiik, akkor a biztositdsi események szamét be-
folyasol6 halanddsag és a befektetési hozam kozott nem feltétleniil sziikséges
kapcsolatot feltételezni. A nulla kovariancia, azaz nulla korreldcids egyiitt-
hat6'0 feltevése esetén a lehetéségekhez képest viszonylag egyszertiek ma-
radnak a képletek, amelyek azonban —ahogyan azt a tovabbi eredmények
mutatjak— még igy is érdekes kovetkeztetésekhez vezetnek.

Tekintstik tehat a szolvencia valdszinliségét abban az esetben, amikor
a biztositasi események szamat és a befektetési hozamot is az el6z6ekben

10A Szolvencia II szabélyok szerint (az elméleti keretnél jéval Gsszetettebb gyakorlati
helyzetekben, amikor példaul az életbiztositdsi kockdzati modulndl is tobb almodul van)
a piaci kockdzati modul és az életbiztositasi vagy a nem-életbiztositdsi kockdzati modul
kozott 0,25 a szamitdsok sordn alkalmazandé korrelacié értéke.
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definialt feltevéseknek megfeleld valosziniiségi valtozdnak tekintjik:
nBp
P(Be< L1 +5)1+m) =a. (20)
1+14
A (20) képletet atalakitva:
nBp nBp
P(Be- (1 <L(l+s)=a. 21
- Tty < 12E (14 s) =a (21)

Alkalmazva a biztositdsi és pénziigyi kockdzatot reprezentalé valdsziniiségi
valtozdk kozotti kapcesolatra vonatkozo feltevést, meghatarozhatéd

nBp
B ——=(1+s
§—1; (Lt
(normélis eloszlast) valésziniiségi valtozé varhaté értéke és variancigja. A
varhaté érték az el6zoek alapjan:

nBp nBp
E(B{—m(l—l—s)n) anp—m(l—l-s)u. (22)

A variancia értéke ebben az esetben:

B
Var(B§ — u(1 + 3)77) =
1+
2 nBp\?2 2 2 (23)
Brnp(1—p) + (=5) (1 .
npl—p)+ (1) (L+s)7e
A (22) és (23) képletek alkalmazasdval tehat a szolvencia valdsziniisége a
biztositasi és a pénziigyi kockazat kozos modelljében:

nbBj nBj
o T2 (L+s) — Bnp + 125 (1 + s)u

2
\/Ban(l —p)+ ('{f‘:) (14 5)202

|
o

(24)

A killénélléan csak a biztositasi illetve pénziigyi kockazattal foglalkoz6 elem-
zésekhez hasonldan ebben az esetben is meghatarozhaté egy olyan ,,szolven-
cia-fliggvény” (fpp(s)), amelynek értékét nulldra allitva kiszdmolhaté az a
szolvencia-szorzé (s), amely esetén a szolvencia valdszintisége éppen o ér-
tékkel egyezik meg. Ez a ,,szolvencia-fiiggvény” azonban a szolvencia-szorzd
fliggvényében nem linedris:

L+u —1on2l-p
1— (o —~=0.
(25)

Ennek az egyenletnek ,,realisztikusnak” tekintheté paraméterek, vagyis pél-
daul a gyakorlatban tapasztalhatéan magas n (dllomdnynagysdg) esetén van

1 —l—u)?_ (<I>_1(a))202

(1+92|( 1+i (1+i)? |-21+9)
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megoldédsa. A megoldédssal kapcsolatban a masodfoku egyenlet megoldékép-
letét tanulményozva érdekes eredményre lehet jutni. A szolvencia-szorzd
értékének meghatdrozdsahoz megoldandé (25) egyenletnek van megoldésa,
ha (26) Gsszefiiggés teljesiil:

(54) +rtp = 7e)” 20)

Az eredmények érdekessége azzal fligg Gssze, hogy a modellben a biztositasi,
illetve pénziigyi kockazatot reprezentald valészintiségi valtozok varhaté értéke
és variancidja szerepel a (26) feltétel képletében a megbizhatésagi szintet
jelent6 a értékkel osszekapcsolva:

p (B
"1 —p  Var(n) ’ (27

2
(14—“)2: (1+ E(n)) (28)

o Var(n)
A (26) képletben alkalmazva a (27) és a (28) Osszefiiggést a megoldhatdsdg
feltétele a biztositasi és a pénziigyi kockézat k6zos modelljében (a szolvencia-
szorzé szamitdsaval kapcsolatban):

2 2

> (P . 29
Var(n) + Var(§) — (®7 (@) (29)
A kétféle kockazat k6zos modelljében a tOkesziikséglet-szdmitasnal alkalmaz-
haté szolvencia-szorzé (s***) értéke (25) osszefiiggés megolddsaként:!!

fe o (o) (B0) 2 1 () - () B2 (e )
() o )

A szolvencia-szorzé értékét ebben az esetben is befolydsoljdk az el6z6 két
esetben bemutatott paraméterek. Az dllomény nagysdganak az adott megbiz-
hatésagi szinthez tartozo szolvencia-szorzo értékére gyakorolt hatasat példaul
a 4. dbra szemlélteti (a 4. dbran kiillonboz6 dllomany-nagysdgok esetén a (25)
képlettel leirhat6 fpp(s) szolvencia-fliiggvények értékei talalhatok):

~1. (30)

1A gyakorlat szempontjabdl , realisztikusnak” tekintheté paraméter-beallitdsoknal a két
megoldds koziil 4ltaldban csak az egyik nemnegativ (a negativ szolvencia-szorzénak nem
lenne kozgazdaségi értelme). A tovdbbiakban az elemzésben a két elméletileg lehetséges
megoldds koziil a nem negativ értékkel foglalkozunk (a Szolvencia II szabdlyok szerinti
eredménnyel valé sszehasonlitdskor).
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—n=1000
= n=10000 .-

- = n=100000, L a==" —

! ! —
(I—— ¥~ SR o | 0,15 0.2 0,25

s értéke

4. dbra. Az allomény nagysdga és a szolvencia-szorzé. Forrds: sajat szamitasok.

Nagyobb dllomanyméret tehat ebben az esetben is alacsonyabb szolvencia-
szorz6 értéket eredményez minden egyéb tényezo valtozatlansidga esetében.
Az s szolvencia-szorzé valtozasanak hatédsa a szolvencia-fiiggvényre ebben
az esetben nem linedris (ez a (25) Gsszefiiggésnél is megfigyelheté nemlin-
earitdssal fiigg Gssze). A 4. adbrén az is lathat6, hogy bizonyos esetekben
alacsony allomanynagysagnal a dijtartalékhoz viszonyitva jelentés mértéki
(a gyakorlatban tapasztaltnél jéval magasabb) lehet az adott megbizhatdsdgi
szint eléréséhez sziikséges toke értéke.

Adott optimélis szolvencia szorzo6t jelentd (nem negativ) s*** érték alapjin
az adott megbizhatdsagi szint eléréséhez sziikséges toke értéke abban az eset-
ben tehdat, amikor a szamitdsokban a biztositasi és a pénziigyi kockéazatot
egyidejiileg figyelembe vessziik:

— S .

1+i (31)

4 Szolvencia-szamitasi megkozelitések Ossze-
hasonlitasa

A biztositasi és pénziigyi kockdzat kozos modelljében a (31) alapjin szami-
tott tokesziikséglet Osszevethetd azzal az értékkel, amelyet a Szolvencia II
szabalyok alapjan lehet szamolni a nulla értéki kovariancia feltételezésével:

V) (1) (®)

E két tokesziikséglet érték azonban kiilonb6zé jellemzékkel rendelkezd biz-
tositasi dllomanyoknal nem feltétleniil lenne kozvetleniil Osszevethetd. Az
Osszehasonlitashoz érdemesebb a szolvencia-szorzokat alkalmazni, a Szolven-
cia II szabalyok alapjan szamithaté tokesziikséglet alapjan az ezt a helyzetet
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jellemz6 szolvencia-szorzo:

2 2
nBp _« nBp _xx
/ \/( 1+fs ) + (H—fs ) 2 2
s’ = 5 =V(s%)? 4 (s7)2. (33)

144

A kovetkez6kben tehdt az Osszes (biztositdsi és pénziigyi kockdzatot is fi-
gyelembe vevé) tOkesziikséglet Gsszehasonlitdsdndl (s° — s***) értéket alkal-
mazzuk. Amennyiben ez a kiilonbség negativ, akkor az adott paramétereknél
a Szolvencia II szabalyok alapjan szamitott tékesziikséglet kisebb a biztositd
szamara, mint a kétféle kockazat k6zos modelljével szamithato tékesziikséglet
(pozitiv kiilénbségnél a forditott Gsszefiiggés teljesiil).

Az (s’ — s***) kiilonbségre vonatkozé szémitdsos eredmények alapjdn le-
vonhato egyik legfontosabb kovetkeztetés, hogy ez dltalaban nem nulla, tehat
a kétféle szamolas eredménye &dltaldban nem egyezik meg. Az Gsszesitett
tokesziikséglet kétféle modon kiszamitott értéke kozotti kiillonbséget szamos
tényez6 befolyasolhatja, és a kiilonbséget befolyasold tényezok hatdsa meg-
lehetOsen véltozatos lehet. Egy adott paraméterbeallitdshoz tartozéan ezt
példdul az dllomanynagysig (n) véltozdsanak hatdsa alapjén az 5. dbra szem-
1élteti (o = 0,995, p = 0,15, i = 0,01, u = 0,015, 0 = 0,01)%:

-0,0019

- 20 000 40 000 60 000 80 000 100 000 120 goo
-0,0019 -

-0,0020
-0,0020 -
-0,0021 -
-0,0021 -
-0,0022 -
-0,0022 -

-0,0023 -

-0,0023

allomany nagyséaga ( n)

5. dbra. Az allomany nagysiga és a szolvencia-szorzdk kiillonbsége. Forrds: sajat szamitdsok.

Az 5. dbrén szereplé adatok esetében egyébként a tékesziikségletet jelzé
szolvencia-szorz6 mindkét szamoldsi megkozelitésnél csokken, ha az dllomany
nagysdga (n) emelkedik. Az 5. dbra a kétféle médon szdmolt (az dllomény-
nagysag novekedésekor csokkend) szolvencia-szorzdk kiilonbségét mutatja. A
szolvencia-szorzok kiilonbsége ebben az esetben mindegyik elemzésben sze-
repl6 esetben negativ, ami azt jelenti, hogy az adott paraméterek alapjan a
Szolvencia II szabélyok alapjan a nulla korrelaciés egytitthaté alkalmazasaval
Osszesitett tokesziikséglet értéke alacsonyabb, mint az a tOkesziikséglet-érték,

12A Szolvencia II szabalyokhoz hasonléan a megbizhatdsigi szint a szamitdsok sordn
0,995.
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amely a modellben a biztositdsi és a pénziigyi kockazat egyideju figyelembe
vétele esetén szadmolhaté. Az 5. dbrén szerepld értékek olyan szempontbdl
is érdekesek, hogy a kiilonbség a kétféle szolvencia-szorzé kozott egy bi-
zonyos allomanynagysagig emelkedik, majd csokkenni kezd. Ez azt jelenti,
hogy e példa esetében ha a biztositdasi dllomany nagyobb, ez egy bizonyos
hatarig azzal jar, hogy a Szolvencia II szabalyok alapjan egyre alacsonyabb
a tokesziikséglet ahhoz képest, mint amit a kétféle kockazat kézos modellje
alapjan lehet meghatarozni, majd egy bizonyos allomanynagysag felett, ha az
allomany tovabb emelkedik, a Szolvencia II szabalyok alapjan meghatarozott
tokesziikséglet kezd kozeliteni a kétféle kockazat kozos modellje alapjan meg-
allapitott tékesziikséglet-szinthez. Az 5. dbra arra utal tehat, hogy még vi-
szonylag egyszerli modellfeltevéseknél sem lehet minden esetben egyértelmiien
meghatarozni, hogy valamely paraméter valtozasakor emelkedik vagy csokken
a tokesziikségletek kozotti kiillonbség.

Az azonos paraméter-beallitdasokkal, de eltéré mddszerrel (a biztositasi
és pénziigyi kockazat kozos modellje alapjan vagy a Szolvencia II szabalyok
alapjan) szémolt tékesziikségletek értékénél az esetleges kiilonbozéség oka
a szamoldsi modszerek kiilonbsége: a kétféle kockazat kozos modelljénél a
szamitdsok nem a kiilon-kiilon szamolt tékeszlikségletek értékeibdl indulnak
ki.

A szamitdsok sordn a paraméterbesllitdsok mddositdsaval egyébként a
szolvencia-szorzok kiilénbsége esetében pozitiv érték is elérhetd (példdul ha
a=0,995, p = 0,01, i = 0,018, u = 0,015, o = 0,01, n = 100 000)*3.

A viszonylag egyszerii feltevések alapjan létrehozott modell kovetkezte-
tései kozil a leginkdbb érdekes, hogy a kétféle megkozelités koziil melyik
eredményez magasabb tokesziikségletet. Tovabbi érdekes kérdés, hogy adott
reldcidk (melyik tékesziikséglet a nagyobb) milyen paraméter-bedllitdsok ko-
z0tt fordulhatnak el6. Ahogyan azt a (12), (18), (30) és (33) Osszefiiggések
mutatjdk, még a viszonylag egyszerii modellfeltevések esetében is meglehets-
sen bonyolult feladat a szolvencia-szorzok Gsszehasonlitdsa. A tovdbbiakban
az Osszehasonlitast egyszertibb esetekben végezziik el.

Tegyiik fel el@szor, hogy nincs sem pénziigyi kockazat (o = 0), sem pedig
biztositési kockdzat (p = 1). Ez utébbi feltevés azzal egyenértékii, hogy a
biztosité a befizetett dijra a technikai kamatnak megfelelé kamatot fizet.'4
A kockédzatok teljes hidnya esetében a modellben redlis elvaras lenne, hogy
mindkét megkozelités alkalmazasakor nulla legyen a szolvencia-szorzé (illetve
a tékesziikséglet), de az eredmények nem feltétleniil ezt mutatjdk (és ezzel
egyébként az egyes szdmitdsi megkozelitések korldtaira is utalnak). E fel-
tevések esetén csak akkor van kozgazdasdgilag jol értelmezheté megoldés, ha
i > p (kiillonben a biztositasi kockdzatra és a pénziigyi kockdzatra kiilon-
kiilén szdmolt tékesziikségletek értéke negativ). Az i > pu feltétel esetén
a Szolvencia II szabalyok alapjan szamitott szolvencia-szorzé a magasabb,

13Ez a paraméterbedllitds egyébként —aktudriusi szempontbél is— problematikus
helyzetre utal, mivel a technikai kamat értéke a varhaté befektetési hozam felett van.

14Ez azt jelenti, hogy ekkor az elemzésben egy éves tartamt, egyszeri dijas term fix
biztositds szerepel.
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ennek értéke

) — 2
2(Z M) >0,
L+p

szemben a biztositasi és pénziigyi kockazat kozos modelljében szamolt szol-

(Zl M)
+l"’

értékével. Erdemes még azt megemliteni, hogy a kockézatok teljes hidnydban
akkor nulla a tokesziikséglet mindkét szamitasi megkozelités alapjan, ha a
technikai kamat és a (biztos) befektetési hozam megegyezik (i = u).

Ha csak az egyik kockazat hianyzik a modellbdl, akkor a szolvencia-
szorzokra kapott megolddsok akkor értelmezhetok jol kozgazdasagilag, ha i >
1, kiillonben a hidnyzé kockézat-fajtara szamolt tOkesziikséglet negativ. Ha
tehat az egyik kockazat hidanyzik a modellbdl és a technikai kamat megegyezik
a befektetési hozam varhat6 értékével (u = i), akkor a kétféle megkozelités
azonos szolvencia-szorzét (illetve t6kesziikségletet) eredményez: e feltétel
esetén, ha a modellben a biztositasi kockdzat hidnyzik (p = 1), akkor a (koz-
gazdasigilag relevéns, nemnegativ) szolvencia-szorzé értéke mindkét esetben

31 (a)7%;

=0 ()5

mig ha a pénziigyi kockdzat hidnyzik (o = 0), valamint p = i feltétel
szintén teljesiil, akkor a szolvencia-szorzé értéke mindkét megkozelités al-
kalmazasakor

Egy tovabbi érdekes eredmény abban az esetben adddik a modellben, amikor
a kockazatok ugyan nem hidnyoznak a modellbdl, de az egyes kockazatokra
kiilon-kiilon szamithaté szolvencia-szorzé (illetve tékesziikséglet) nulla. Ez
a biztositdsi kockdzatndl akkor fordulhat el, ha ®~!(a)\/(1 —p)/(np) =
(n—1)/(1+1), a pénziigyi kockdzatnal pedig akkor johet létre ilyen helyzet,
ha ®~!(a)oc = p —i. Ha e két feltétel egyszerre teljesiil, akkor a Szol-
vencia II szabalyok szerint szamolt tékesziikséglet értéke nyilvanvaldéan nulla
(egyébként barmilyen korrelacids egyiitthaté alkalmazdsa esetén is nulla), mig
a két kockazat k6zos modellje esetében nem nulla a szamolhato tokesziikséglet
értéke, ebben az esetben a szolvencia-szorzok értékére a megoldés:

2
1+ 1+u [ p—1i
o Ja (45)
PETRE] —1. (34)
+i

A két elméletileg lehetséges megoldas koziil csak az egyik értelmezhetd jol
kozgazdasagilag, mivel ha a technikai kamat és a befektetési hozam varhaté
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értéke kiilonbozik!®, akkor a gyakorlati szempontbdl realisztikusnak tekint-
het$ helyzetekben az egyik megoldds pozitiv, mig a mdsik negativ (ennek
bizonyitdsa a Figgelékben taldlhatd). Ez az eredmény azt mutatja, hogy
a biztositdsi és pénziigyi kockdzat kozos modelljében a tékesziikséglet (il-
letve szolvencia-szorz4) pozitiv lehet olyan esetben is, amikor a Szolven-
cia IT szabdlyok alapjén szémolt tékesziikséglet nulla (amiatt mert a kiilon
szamitott tOkesziikségletek értéke nulla).

A kétféle megkozelités alkalmazasival szamolt tékesziikségletek értéke
tehat nem feltétleniil egyezik meg még abban az esetben sem, amikor a kétféle
kockdzat kozotti korreldcid értékét nulldnak tekintettiik (a lehet6 legegysze-
riibb elemzési keret kialakitdsa érdekében). A kétféle megkozelités esetében
a tOkesziikségletek kozott természetesen akkor is lehetnek kiilonbségek, ha a
korrelacié értéke nullatol kilonbozo a szamitasokban.

Osszességében az eredmények arra utalnak, hogy az Osszesitett tOkeszilikség-
let szamitdsa soran a tanulmanyban alkalmazott két mddszer kozotti kiilonb-
ségeket (illetve a szolvencia-szorzdk konkrét értékét) az dllomdnynagysdig, az
allomanyon beliil a biztositasi esemény bekovetkezési valdszintisége, valamint
szamos tovabbi egyéb, a biztositok allomanyat jellemzo6 tényezd befolyasol-
hatja.

5 Az eredmények értékelése

Jelen tanulmany a biztositok szolvencidjaval kapcsolatos tékesziikséglet sza-
mitasaval foglalkozott. E témaval kapcsolatban jdonsagnak tekintheték a
Szolvencia Il Eurépai Uniés irdnyelv szabdlyai. A tanulmany azt a kérdést
elemezte, hogy miként befolyasoljak a biztositok allomanyanak egyes jellemzoi
a Szolvencia II szabédlyokhoz hasonlé modell-keretben szamithaté tékesziik-
séglet-értékeket. Az elemzés sordn biztositasi és pénziigyi kockazati modul
figyelembe vételére keriilt sor, és a biztosito egészére Osszesitetten vonatkozd
tokesziikséglet szamszertsitésére kétféle modszert is bemutatott a tanulmany:
egyfelol a kétféle kockazat esetében kiilon-kiilon szamitott tékesziikségletek-
nek adott korrelacidos érték alkalmazdsaval torténé Osszesitésével, masfelol
pedig a kétféle kockdzat egyszerre tortén6é modellezésével. Az egyik legérde-
kesebb eredménynek az tekinthetd, hogy a két mddszerrel kapott eredmények
altaldban nem egyenldk, vagyis a két mddszerrel dltaldban kiillénb6z6 eredmé-
nyek adédnak a t8kesziikséglet értékekre (az eredmények Gsszehasonlitdsira
a modellben levezetett szolvencia-szorzdkat alkalmazva). Az eredmények
alapjan megéllapithatd, hogy a kétféle tokesziikséglet-szamitdasi modszerrel
add6dé eredmények kiilonbségét szamos, a biztosité tevékenységét, illetve az
altala vallalt biztositasi illetve pénziigyi kockazatokat jellemzd tényez6 befo-
lyasolja. A tanulmdnyban bemutatott eredmények arra is utalnak, hogy a
biztositok tokesziikséglet-szamitasai, illetve a tékesziikséglet-szamitasi mod-

15Ha a technikai kamat értéke és a befektetési hozam varhaté értéke megegyezik és
mindkét kockdzatfajta esetében kiilon szdmolt t&kesziikséglet értéke nulla, ez azt is jelenti,
hogy a modellben nincs sem biztositasi, sem pedig pénziigyi kockazat.
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szer kivalasztdsa soran érdemes figyelmet forditani a biztositasi dllomanyra

jellemzd egyes paraméterek (példdul az allomény nagysiga) szerepének elem-
zésére.

Fiiggelék

Korrelaciés matrix a Szolvencia I1I. szabalyozasban

Piaci Cséd Eletbizt. | Egészségbizt. Nem-
(default) életbizt.
Piaci 1 0,25 0,25 0,25 0,25
Cs6d (default) 0,25 1 0,25 0,25 0,5
Eletbizt. 0,25 0,25 1 0,25 0
Egészségbizt. 0,25 0,25 0,25 1 0
Nem-életbizt. 0,25 0,5 0 0 1

Forrds: Directive 2009/138/EC [1]

A VaR szamitas alkalmazasa a modellben

Az eredmények levezetése soran figyelembe vessziik a binomidlis eloszlas nor-
malis eloszlassal kozelithetdségét, igy a kovetkezGkben a normalis eloszlas
esetével foglalkozunk. A VaR értékek normaélis eloszldsi valdszintiségi valtozd
esetén a kovetkezé képlet alapjan is szdmithatSk (McNeil et al. [2005], 39. 0.):

VaR(a) = u+o® (a),

ahol p a normalis eloszlas varhaté értékét, o a normalis eloszlas szdrasat,
®~1(2) pedig a standard normdlis eloszlds eloszlasfiiggvényének inverz fiigg-
vényét jelentik.

Tekintstik a tovabbiakban az elméleti modellben szerepld jeloléseket, il-
letve B¢ valdszintiségi véaltozot, amely biztositasi kockazat figyelembevétele
esetén a biztositd egy idészak mulva esedékes kotelezettségeinek értékét mu-
tatja. A B¢ valdsziniiségi valtozo esetében a varhaté érték a modellfeltevések
alapjan E(B¢) = np, a variancia pedig Var(B¢) = np(1 — p). Amennyiben
a biztositéndl nem szdmolunk pénziigyi kockdzattal (az egy id6szak alatt
elért befektetési hozam értéke r), akkor o megbizhatdségi szint eléréséhez
sziikséges, a (12) képlet szerint szdmolhaté s* alkalmazdsa esetén egy év
miulva a biztosité kotelezettségeinek és tokéjének egyiittes értéke:

nB
(I+ S*)l_—l—lz(l +7) = Bnp + By/np(1 —p)@ *(a) .
A biztosité kotelezettségeinek és sajat tOkéjének értéke Osszesen tehdt B -
& valdszintiségi valtozé esetében az a megbizhatosagi szinthez tartozé VaR
értékének felel meg:

Bnp + By/np(1 —p)® *(a) = E(BE) + /Var(BE)® (a) .
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A szolvencia-szorzék szamitasa

A kovetkezékben a szadmitasok attekinthetdsége érdekében a kovetkezé jelo-
léseket alkalmazzuk:

1+p o) 1—p

A=d"1 M= K= Y
(@), 1447 144’ np

A kiilon-kiilon a biztositési illetve pénziigyi kockazat esetén, valamint a biz-
tositdsi és pénziigyi kockazat kdzos modelljében szamolhatd szolvencia-szorzdk
e jelolések alkalmazasaval:

*

AY+1-M
N M

1-M+ AK
M- AK

M 4+ AVM?2Y? + K2 — K2Y2A2
- M2 — A2K?2
A biztositédsi kockazat esetében a szolvencia-szorzé értéke akkor nem negativ,
ha AY > M — 1, mig a pénziigyi kockdzat esetében a szolvencia-szorzé akkor
nem negativ, ha AK > M — 1. A kétfajta kockazatndl kiilon-kiilén szamitott
t&kesziikséglet (illetve szolvencia-szorzé) akkor nulla, ha AY = M — 1 illetve
AK = M — 1. Feltéve tehat, hogy a kockdzatoknal kiilon-kiilon szamitott
t6kesziikséglet értéke nulla (tehdt a Szolvencia II szabélyok alapjan szamolt
t6kesziikséglet is nulla), a biztositési és pénziigyi kockdzat k6z6s modelljében
szamolt szolvencia-szorzok értéke:

s afan ()" (o2)" - ()

M? — (M —1)?

ok

3k ok sk

1.

Atalakitdssal a szolvencia-szorzok értéke:
M+ AL P T 1)(M —1)2 — (M — 1)
MZ = (MZ—2M+1)
M +2M3 —4AM? + 2M
- 2M — 1 -
M+ /2M (M —1)2
- 2M — 1 -

1=

1=

1.

A kapott eredménybe M értékét visszahelyettesitve a szolvencia-szorzok le-
hetséges értéke a biztositasi és pénziigyi kockazat ko6z6s modelljében:
2
ltp Lip fp—i
T T\ 2T (1+’i)

Ibp
24551

Tekintsiik egyenként a két lehetséges megoldédst. A gyakorlati szempontbdl
realisztikus helyzetekben (1 + w)/(1 +¢) > 1/2, ugyanakkor p és ¢ értéke



Biztositasi és pénziigyi kockazat egyiittes hatésa . .. 59

kiilonbozhet. A magasabb érték a két elméletileg lehetséges megoldés koziil
pozitiv, ha u > i és negativ, ha u < i (a képletekben az dtlathatésig meg-
konnyitése érdekében az M jelolést alkalmazva):

M+ oMM 1P | _ (M -1)(v2M — 1)

2M —1 B 2M —1
A két elméletileg lehetséges megoldas koziil az alacsonyabb értékii negativ,
ha p > i, és pozitiv, ha u < i, mivel:

M — \/2M (M —1)2 1_—(M—1)(\/W+1)
2M —1 T 2M —1
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COMMON EFFECT OF INSURANCE AND FINANCIAL RISK
IN THE SOLVENCY CALCULATION OF INSURERS

The new Solvency II directive results in a new environment for calculating the
solvency capital requirement of insurance companies in the European Union. By
modelling insurance companies the study analyses the impact of certain characteris-
tics of insurance population on the solvency capital based on Solvency II rules. The
model includes insurance and financial risk module by calculating solvency capital
for the given risk types separately and together, respectively. Based on the theo-
retical results the difference between these two approaches can be observed. Based
on the results the analysis of factors influencing the differences is also possible.
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CVAR SZAMITAS SRA ALGORITMUSSAL!

AGOSTON KOLOS CSABA
Budapesti Corvinus Egyetem

A CVaR kockézati mérték egyre nagyobb jelentéségre tesz szert portfélidk
kockézatanak megitélésekor. A portfolié egészére a CVaR kockédzati mérték
minimalizalasdt meg lehet fogalmazni kétlépcsos sztochasztikus feladatként.
Az SRA algoritmus egy mostandban kifejlesztett megoldé algoritmus szto-
chasztikus programozasi feladatok optimalizdlasira. Ebben a cikkben az SRA
algoritmussal oldottam meg C'VaR kockdzati mérték minimalizdlast?.

1 Bevezetés

Egy értékpapir vagy portfolié kockazatanak mérése régota foglalkoztatja az
elméleti és gyakorlati pénziigyi szakembereket. A kockézat mérésére tobb
megoldds is 1étezett. Ezek kozil az in. VaR (Value-at-Risk, magyarul
kockéztatott érték) kockdzatmérték terjedt el leginkdbb. A VaRg kocké-
zatmérték megadja azt az értéket, amelynél a dontéshozd [ valdsziniiséggel
nem veszit tébbet. A VaR népszeriiségének oka a kénnyil értelmezhetség,
bar szamos elméleti és numerikus probléma meriilt fel. Elméleti oldalrdl
probléma, hogy a VaR ugyan megadja azt az értéket, amelynél a dontéshozo
0 valdszintiséggel nem veszit tobbet, de arrél nem mond semmit, hogy a vesz-
teség mennyivel haladja meg ezt az értéket, ha a veszteség mégis nagyobb
ennél az értéknél. Szintén elméleti probléma, hogy diverzifikdciéval akar
nohet is a VaR, tehat nem teljesiil a kockazatmértéktol elvart szubadditivitas
kévetelménye (lasd: [2]). Numerikus oldalrél probléma, hogy optimalizélas
esetén a VaR modellek nemkonvex optimalizalasi feladatokra vezethetnek,
amelyek koztudottan nem jol kezelhetok.

Erdemes megemliteni, hogy egy VaR-korlit (P{Y > K} > p) tulaj-
donképpen valdszintiségi korlat, ami gyakran hasznalt megoldéas a sztochasz-
tikus programozasban. Ezekkel kapcsolatban Prékopa Andras végzett kiter-
jedt kutatasokat, nevezetesen megmutatta, hogy egy sor valdszinliségi eloszlas
esetén az eloszlas stirtiségfliggvénye logkonkav és ezért az eloszlasfiiggvénye is
logkonkav. Ezért a valdsziniiségi korlat dltal megadott megengedett megol-
désok halmaza ({x|P{Y > x} > p}) konvex, ha a korlat megfogalmazasaban
konvex fiiggvények szerepelnek (ldsd pl.: [11]). Logkonkav eloszlds példaul
a nem degeneralt normalis eloszlas, a Dirichlet eloszlas és a Wishart eloszlas
is. Sajnos az altalam vizsgalt portfélié valasztasi feladatok nem tartoznak az

1Beérkezett: 2010. januar 18. E-mail: kolos.agoston@uni-corvinus.hu.
2Eziton szeretnék koszonetet mondani Dedk Istvannak segitségéért. Szeretném tovabba
megkdszonni két ismeretlen lektorom hasznos tandcsait is.
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emlitett feladat-osztdlyba, mert a dontési valtozok és a véletlen paraméterek
szorzatat kell szamolni.

A CVaR (Conditional VaR, magyarul feltételes kockdztatott érték) kezeli
ezeket a problémédkat. A C'VaR matematikailag egy feltételes varhaté érték,
tehat figyelembe veszi a veszteség nagysagat is, és a C'VaR koherens kocka-
zatmérték (lasd: [10,2]).

A CVaR modelleknek egyik fontos irdnya az uin. portfélidoptimalizalési
modellek. Ezen modellek esetében a déntéshozo a portfélié kockazatat (CVaR)
szeretné minimalizalni bizonyos feltételek mellett. Rockafellar és Uryasev
([12]) hozzajarulédsa jelentés a teriilethez, akik a CVaR kockazati mérték mi-
nimalizalast linearis programozasi feladatként fogalmaztak meg. Kiinzi-Bay
és Mayer ([8]) a CVaR kockdzati mérték minimalizalasat kétlépcsés szto-
chasztikus feladatként irta fel. Az & felirasukkal a kétlépcsés sztochasztikus
modellek megoldasara alkalmas algoritmusokkal is meg lehet oldani a modellt.
Az eljardst tovdbbfejlesztette Fabian, aki tobbperiédusi portfélié modelleket
oldott meg ([7]).

Sztochasztikus programozési feladatok megoldaséra (nemcsak kétlépcsés,
hanem egyéb tipusiiakra is) egy 1j heurisztikus algoritmus a Dedk &ltal ki-
fejlesztett SRA algoritmus ([3,6,4,5]), amely alkalmas akdr nagyméretli szto-
chasztikus feladatok megoldasara is. Ebben a cikkben az SRA algoritmust
hasznéltam C'VaR kockézati mérték minimalizdlasara.

A cikk felépitése a kovetkezd: a 2. fejezetben a C'VaR kockazati mérték
minimalizalasara felirt portfélié modellt mutatom be, a 3. fejezetben az SRA
algoritmust ismertetem roviden. A 4. fejezetben az SRA algoritmus imple-
mentéldsat mutatom be C'VaR kockdzati mérték minimalizdldséra. A szé-
mitasi eredményeket az 5. fejezet mutatja be.

A cikkben a kovetkezd jeloléseket alkalmazom: x vektor i-edik koordiné-
tajat x; jeloli. Y valdszintiségi valtozot, Y pedig valészintségi vektorvaltozot
jelol. YiazY valoszintiségi vektorvaltozd egy realizacidjdt jeloli, ennek i-
edik koordindtdja pedig Y; .

2 A CVaR modell

Legyen Y egy valdsziniiségi véltozd, amely egy dontéshozo lehetséges (pénzben
mért) veszteségét (a nyereség negativ veszteségként értelmezendd) fejezi ki.
Az egyszeriliség kedvéért legyen Y folytonos valészinliségi valtozo, melynek
stirtiségfiiggvénye f(y), eloszlastiiggvénye pedig F(y). Ehhez az Y valdszi-
nliségi valtozéhoz tartozé VaRg kockdzati mérték megadja azt az értéket,
amelynél a dontéshozo [ valdszinlséggel nem veszit tobbet:

VaRs = F~'(1-p),
ahol F~1(.) az F(y) eloszlésfiiggvény éltaldnositott inverze:

Fl(w) = inf {F(y) > w}
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A dontéshozé vagyonat jellemzdéen nem egy értékpapirba helyezi, ezért
Y tobb valdsziniségi valtozo osszegeként all el6. Portfolié optimalizalasi fe-
ladatok esetén a dontéshozoé n értékpapirba fektetheti tokéjét, ezek jovObeni
értékét jelolje Y; valdszinliségi valtozd. A doéntéshozd xi, o, ...z, Osszegeket
fektet az értékpapirokba. A jév6beli vagyont ekkor az >~ ; x,;Y; Gsszeg adja
meg, tehat ¥ = —>"  2;Y;. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy
a dontéshozé egységnyi tokével rendelkezik, ekkor x; valtozdk az optimalis
valasztds esetén az eszkOzok ardnyat mutatjak, Y; valdszintiségi valtozdk
pedig az eszkéz hozamat.

Ugyanehhez az Y valészintiségi valtozohoz tartozé C'VaRg feltételes koc-
kazati mérték megadja, hogy varhatéan mennyit veszit a dontéshozd, ha a
veszteség meghaladja VaRg értéket:

CVaRs=E(Y|Y > VaRg) = E(Y|Y > F~1(p)) (1)

Rockafellar és Uryasev ([12]) megmutatta, hogy folytonos valdszinfiségi
valtozok esetén a CVaRg a

min z + (1 - 8) 7 E([Y — 2]7) (2)

feladat megolddsaként is megkaphatd, ahol [z]1 x pozitiv részét jeloli. Meg-
mutathatd, hogy a (2) kifejezés optimumhelye? (z véltozé optimélis értéke)
VaRg.

Amennyiben Y nem folytonos valdsziniiségi véltozé az (1) képlettel meg-
adott definici6 tovabbi pontositdsra szorul?, és rdaddsul a (2) minimuma nem
feltétleniil egyezik meg az (1) képlettel megadott értékkel, ezért Pflug [10] azt
javasolja, hogy a (2) képletet tekintsiik definiciénak. Pflug olyan eloszldsokkal
foglalkozik, ahol az eloszlasfiiggvényben ugrasok lehetnek. Altalénos eloszl4-
sokra Rockafellar és Uryasev [13] dolgozta ki az elméletet.

Portfélié optimalizalas esetén szeretnénk minimalizalni C'V aRg kockazati
mértéket, feltéve hogy a dontéshozénak van valamekkora hozamelvarasa (r*).
Most ezt a feladatot kétlépcs6s modell segitségével irjuk fel>. Ekkor a dontési
probléma:

rﬁi? c'x+ 24+ E(Qe(x,2,Y)),

feltéve, hogy:

n
E T; = 17
i=1

> mB(Y;) >,
i=1
A masodik 1épcso:

QC(X,Z,Y) = (1 - ﬂ)_lmyinya

3Elképzelhets, hogy az optimumhely nem egyértelmii, a részletekrdl lasd.: [13]
4A részletekrdl lasd: [13]
5A felirast Kiinzi-Bay és Mayer ([8]) adta meg.
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feltéve, hogy:

n
Y 2 - ZxL}/L —Z,
=1

y >0,

ahol Y; valdszintiségi valtozé az i-edik eszkoz hozamat mutatja, x; dontési
valtozé az i-edik eszkozbe fektetett tOke ardanyat jelenti, z az optimalizalashoz
hasznalt segédvaltozé, B pedig a C'VaR kockdzati mértékhez tartozé kiilsé
paraméter (megbizhatésdgi szint). Az x; dontési véltozokra feltehetiink nem-
negativitasi korldtot, de ez technikailag nem sziikséges (meg lehet engedni
fedezetlen eladdsokat is).

Amennyiben Y7,Y3, ..., Y, valészintliségi véltozok diszkrét eloszldsiak (és
korlatosak), akkor a kétlépcsés feladatot meg lehet oldani lineéris programo-
zasi feladatként (ldsd: [12]). Elterjedt médszer, hogy folytonos valdsziniiségi
véltozdkat is diszkretizdlnak (vagy mintdt vesznek), és igy linedris progra-
mozasi feladatként oldjak meg. Kihasznélva a specialitasokat Kunzi-Bay és
Mayer ([8]) megadott egy hatékony eljardst a C'VaR optimalizaldsok esetére.
Ugyanakkor a diszkretizdlds magas dimenzidk (sok eszkoz) esetén problema-
tikus lehet (lasd: [4]).

Masik lehetséges médszer kétlépcsés sztochasztikus problémék megolda-
sara a Monte Carlo integraldsos technikak, amelynek egyik képviselGje az
SRA algoritmus.

3 Az SRA algoritmus

Az SRA (Successive Regression Approximations) egy mostandban kifejlesztett
heurisztikus algoritmus sztochasztikus programozasi feladatok megoldasara®.
Ezek koziil most csak a kétlépcsOs programozési feladatok megoldasat mu-
tatom be.

Tekintstlink egy kétlépcsds sztochasztikus programozasi feladatot az alabbi
form&aban:

m)én c'x+ B(Qco(x,2)),

feltéve, hogy:
Ax = b,

x > 0.
A masodik 1épcso:

QC’ (Xa Z) = r%;n qua

feltéve, hogy:
Ax+ Wy =17,

y=>0.

6 Az algoritmust Dedk Istvan fejlesztette ki.
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A feladatban a nehézséget a E(Qc(x,Z)) varhaté érték kiszdmitdsa je-
lenti. A varhaté érték kiszdmitésa problematikus, de egy konkrét pontban a
fiiggvényre nem nehéz torzitatlan becslést adni: legyen Z!, Z2, ..., ZF a Z
valészintiségi vektorvaltozd k fiiggetlen realizaciéja, ekkor

El W

k
p(x) = 7Y Qo(x,Z"). 3)
i=1
az B(Qc(x,Z)) értéknek egy torzitatlan becslése”.

Az SRA algoritmus alapgondolata az, hogy az E(Q¢(x,Z)) nehezen ki-
szamithaté fiiggvényt egy kvadratikus fiiggvénnyel kozeliti, és az optimum
kozelében elkezdi 'pontositani’ ezt a fiiggvényt. Az algoritmus induldsahoz
sziikségiink van kezdépontokra. Véletlenszertien felvesziink x* kezdépontokat
(mondjuk [ darabot), és ezekre a kezdSpontokra kiszdmitjuk a p;(x*) becslése-
ket. Rendelkeziink S; = {x?, p;(x’)}\Z} pontok halmazaval, ezekre a pontokra
egy

q(x) =x'Dix +bl'x+¢.
alaku kvadratikus fliggvényt illesztiink.

Az eredeti elsé 1épesé feladatot helyettesitjik a

m)én cTx + q(x),

feltéve, hogy:
Ax = b,

x>0

feladattal, ami kvadratikus programozasi feladat. Kiszamitjuk a feladat op-
timalis megoldasat. Ha a kapott pont ’elég jo', megallunk, ha nem, kisza-
mitjuk az optimumhoz a p(x) becslést, hozzdvessziik az eddigi pontokhoz,
és visszatériink a kvadratikus kozelitéshez (az algoritmus részletesebb leirdsa
megtalalhaté: [6,4,5]).

Az ’elég j6&’ megéllasi kritérium lehet valamilyen pontossig (statisztikai
hibahatér) megkovetelése (ldsd példdul: [9]).

Az SRA algoritmus jél teljesit sztochasztikus problémék megolddsiban,
de hidnyzik az elméleti bizonyitdsa. A cikk kovetkez6 részében azt szén-
dékozom demonstralni, hogy C'VaR kockazati mérték minimalizdlasara is
hasznalhaté az algoritmus.

4 Az SRA algoritmus implementalasa

4.1 Alapfeladat

A CVaR kockizati mérték minimalizaldsi feladatot a kovetkezd formdban
szokas felirni:

minz + B(Qo(x. 2, Y)),

7A gyakorlatban nem ezt a becslés célszerti alkalmazni. A részletekrél lasd: [6]
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feltéve, hogy:

in = 1,

i=1

> wB(Y;) >

i=1

A masodik 1épcso:
Qc(x,2,Y)=(1— ﬂ)_l min y,
y

feltéve, hogy:

n
Yy > = ZxL}/L -z,
i=1

y >0,

ahol Y; valdszintiségi valtozé az i-edik eszkoz hozamat mutatja, x; dontési
valtozé az i-edik eszkozbe fektetett tOke ardanyat jelenti, z az optimalizalashoz
hasznalt segédvaltozé, B pedig a C'VaR kockdzati mértékhez tartozé kiilsé
paraméter (megbizhatdsdgi szint).

Természetesen a konkrét optimalizaldshoz szitkségiink van Y1, Y2, ..., Y4
realizdcidkra. A Qc(x,z,Y) fliggvényt a mintadtlaggal helyettesitjiik, ekkor
a masodik 1épcso a kovetkezd alakot Olti:

-~ - 1 Kl
1 X2 _ ; ,
Qc(x,2, Y, Y, ..., YT = =9 r%}n E Yj,

j=1
feltéve, hogy:

n
yitz>—Y Y/,  j=1l.qg
=1

y; =20, j=1.g
Ezen a felirason csak annyiban valtoztattam, hogy a z valtozéban végzett

optimalizdlast nem az els6, hanem a mésodik lépcsében végeztem. Az dltalam
megoldott feladat3?:

m)énE(QC(X, Y Y?, ...,?q)),

feltéve, hogy:
i=1

8A célfiiggvényhez hozza lehet adni egy linedris koltségtagot, tovabba az elsé 1épcséhdz
tetszéleges linedris korlét is hozzdirhatd, az algoritmus valtozatlan formaban miikédik.

9A célfiiggvény helyett az SRA algoritmus implementaldsakor itt is k minta 4tlaga &ll.
A részletek a 4.5. alfejezetben vannak kifejtve, a célfiiggvény pontos meghatdrozasa a (4)
képletben taldlhaté.
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i=1

A masodik 1épcso:
o - . 1<
Qe(x, Y, Y? ..., YY) =minz + ——— Yi
) 2,y (1 — ﬂ)q J; J

feltéve, hogy:

n

yj+22—zxifﬁj, Jj=1l.gq,
=1

z,y; > 0, j=1.4q

A véltoztatdsnak az az értelme, hogy a mésodik 1épcsé igy egy CVaR szé-
mités, a portfélié optimalizélds pedig az elsé 1épcsében torténik. A mésodik
1épcs6 kiszamitasat nem kell linedris programozési feladatként megoldani. A
masodik 1épcs6hoz tartozo linedris programozasi feladat optimélis megoldasa
megadja a portfélio veszteségének realizacidi kozil azok ardnyat, amelyek
esetén a veszteségek a fels6 [ kvantilisbe esnek, ami viszont linearis progra-
mozasi feladat nélkiil is kiszamithatd, jelentés futasi idét spérolva.

Ennek a kétlépcsos sztochasztikus feladatnak a megoldasara a 3. fejezet-
ben leirt SRA algoritmust hasznéltam, kisebb véltoztatdsokkal.

4.2 Kezd6 pontok meghatarozasa

Az els6 valtoztatds a kezdd pontok megvélasztasandl tortént: olyan induld
pontokat valasztottam, amelyek rajta vannak az els6 1épcsé korlatai altal
kifeszitett hipersikon. Tovabbi valtoztatas, hogy kijeloltem egy kozéppontot,
és a véletleniil felvett pontok e kézéppont koriil helyezkednek el. A kézéppont
az elsé 1épes korlatai altal kifeszitett hipersik origéhoz legkdzelebbi pontjal®.
Az volt mogotte a heurisztikus megfontolds, hogy a diverzifikdlas elényei
miatt — nem szélséséges esetben — az optimum is valahol az egységszimplex
"kozepén’ lesz, igy a megfelel6 kozéppont kornyékén felvett pontok jol leirjak
a potlas feladat kozelitését.

4.3 Kvadratikus kozelités

Az eredeti SRA algoritmus fontos jellemzdje, hogy a regresszios kozelités
el6éllitasandl minden kordbbi pontot felhaszndl, igy a kozelités egyre pon-
tosabba valik. Mégis fontos, hogy az optimum koézelében 1évé pontokat job-
ban figyelembe vegyiik, mint az optimumtdl tdvolabb 1é6vé pontokat. Az ere-
deti SRA algoritmus ezt a kbvetelményt tigy oldja meg, hogy minden ponthoz
egy silyt rendel, annak fiiggvényében, hogy (vélhetéen) mennyire van tévol

10A Kkorlatok kozott mindig szerepel a Zn

o1 Ti = 1 feltétel, tehdt ez a pont rajta van

az egységszimplexen.
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az optimumtdl. Az implementédldsnal mas utat kévettem: amennyiben ele-
gendé pont all rendelkezésre, az indulé pontokat (de csak azokat) kihagytam
a kvadratikus kozelités eldéallitdsanal. A heurisztikus gondolat az volt ezen
eljaras mogott, hogy indulaskor sziikség van a generalt pontok szorédaséra,
hogy a négyzetes kozelités felvegye a konvex kvadratikus alakot. Amikor
viszont az algoritmus mar 'kitapogatta’ az optimum kortlbeli helyét, az op-
timumtol tavol 1évé pontok mar csak hatraltatnak.

4.4 A CVaR becslés torzitottsaga

Felmertilt az a probléma, hogy a pétlas feladat optimalis célfiiggvénye torzi-
tottan becsiili CVaRg értéket. Az 1. tdbldzat szamszerlien szemlélteti a
torzitas mértékét sztenderd normélis eloszlds esetén. A tédbldzatban az elem-
szam azt mutatja, hogy hany generalt véletlen szam alapjan szamoltam a
CVaRp,9 becslését. A becslési eljarast megismételtem 10000-szer minden
elemszam esetén. A tdbldzat mdsodik oszlopa mutatja C'VaRy g becslések
atlagat, a harmadik a 95%-os konfidencia intervallumot, a negyedik pedig egy
becsléshez sziikséges id6 atlagdt (médsodpercben). A tdbldzatbdl jol latszik,
hogy az elemszam novekedésével csokken a torzitds mértéke, de linedrisnal
gyorsabban né a sziikséges idé.

95%-0s konfidencia intervallum
Elemszdm | Elméleti érték  Atlag  Alsé hatdra Fels8 hatéra 1d8
100 1,755 1,734 1,730 1,738 0,00004
500 1,755 1,750 1,749 1,752 0,00022
2500 1,755 1,754 1,753 1,755 0,00206
12500 1,755 1,755 1,754 1,755 0,03370
62500 1,755 1,755 1,754 1,755 0,70220

1. tdbldzat. A CVaR becslés torzitdsa. Az els§ oszlop megadja a becsléshez generdlt
véletlenszamok szamét, a masodik oszlopban szerepel az elméleti érték, a harmadikban a CVaR
becslések dtlaga, a negyedik és 6todikben a 95%-o0s konfidencia intervallum alsé és fels6 hatéra,
a hatodik oszlopban pedig a becsléshez sziikséges id6 atlaga szerepel masodpercben.

Fontos hangsilyozni, hogy a torzitds nem az SRA algoritmus kévetkez-
ménye, az akkor is jelen van, ha a C'VaR kockazati mérték optimalizaléasi
feladatot linedris programozasi feladatként oldjuk meg!!.

4.5 Az Qc(x,Y) érték becslése

A 3. fejezetben a (3) képlettel adtunk egy becslést a mdsodik 1épcsé cél-
fliggvényének értékére. Jelen CVaR kockazati mérték optimalizdlas esetén a
masodik 1épcsé becslése ugy torténik, hogy generalunk véletlen szamokat és
vesszilk a fels6 0 kvantilis dtlagat. Kérdés, hogy hany szamot generdljunk,
megismételjiikk-e az eljarast, és ha igen, hanyszor. Egy CVaR becsléshez

11 Megjegyezziik, hogy az 1. tabldzat eredményei 6sszhangban vannak Mak Morton és
Wood [9] elméleti eredményeivel.
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generdlt valtozdk szdmat elemszamnak hivom a tovdbbiakban. Az elemszé-
mot ugy kell megvalasztani, hogy kellben nagy legyen a torzitas megfeleld
csokkentése céljabol, ugyanakkor ne legyen a sziikségesnél nagyobb, a futési
id6 miatt. Egy C'VaR becslés ingadozasa még akkor is jelent6s, ha a torzitas
mér elenyész6 (14sd 1. tabldzat). Emiatt célszerii még viszonylag nagy elem-
szam esetén is tobb C'VaR becslésnek venni az atlagat. Ismétlések szamaként
fogok arra utalni, hogy pontosan hany C'VaR becslésnek veszem az atlagat.
Képletben:

e

k
p(x) = ZQC(X, YUY Y, 4)
i=1
ahol ¢ az elemszam, k pedig az ismétlések szama.

Az elemszam és ismétlések szama kiviilrél adott paraméter, amelyet a
dontéshozé altal elvart pontossdg alapjan lehet meghatarozni.

5 Szamitasi eredmények

A kutatés jelen szakaszdban a Rockafellar és Uryasev ([12]) cikkben kozolt
adatokkal szamoltam, hogy az eredményeket lehessen mas eredményekhez
viszonyitani.

Rockafellar és Uryasev ([12]) a cikkiikben 3 eszkozt vizsgdlnak: S&P
500 részvényindex (S&P 500), hosszi tdvi amerikai allamkotvény portfolid
(Gov Bond) és kis tékésitettségli amerikai véllalati portfélié (Small Cap). Az
eszkozok esetén a varhatd értéket és a szorast a 2. és 3. tdabla mutatja.

Eszkoz Atlagos hozam
S&P 500 0,0101110
Gov Bond 0,0043532
Small Cap 0,0137058

2. tdbldzat. Az eszk6zok hozama

S&P 500 Gov Bond Small Cap
S&P 500 0,00324625  0,00022983  0,00420395
Gov Bond | 0,00022983  0,00049937  0,00019247
Small Cap | 0,00420395 0,00019247  0,00764097

3. tabldzat. A portfélié kovarianciamaéatrixa

A 3 eszkoz eloszlasara egylittes normalis eloszlast tételeznek fel. Egyiittes
normalis eloszlas esetén a CVaR optimélis portfélié és a Markowitz optima-
lis portfélié egybeesik (ldsd: [12]). A Markowitz-féle modell megolddsa egy
kvadratikus optimalizalas eredménye, aminek az értékét a 4. tdbldzat mutat-
ja. Az optimadlis portfdlié esetén a 90%-o0s, 95%-0s és 99%-0s CVaR értékeket
az J. tabldzat adja meg.
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S&P 500 Gov Bond Small Cap
0,452013  0,115573 0,432414

4. tdbldzat. Optimélis eszkozsilyok

=09 =09 [(=0,99
0,096975  0,115908  0,152977

5. tabldzat. CVaR értékek az optimélis portfélidra

Rockafellar es Uryasev ([12]) kozol futdsi eredményeket, de minden be-
allitdsrdl csak egyet. A 6. tdbldzatban olyan eredményeket kozlok, amelyek
minden elemszamhoz 100 futas eredményeit Osszegzik, igy az optimum mind-
ségérol jobb képet kapunk. Rockafellar es Uryasev CPLEX solvert hasznalt,
én viszont MINOS megoldét. Az eredményeket azért is kozlom, mert igy a
kiilonbségek az algoritmusok kiilénbségének tudhaték be és nem a solverek
kiilénbségének (és nem mellesleg ugyanazon a gépen futtattam mindkét al-
ternativat). A 6. tdbldzat kiillonb6z6 elemszdmok esetén mutatja az algorit-
mus futdsi eredményeit. Az els6 oszlop az elemszamot mutatja, a masodik
a CVaRy g becslések atlaga. Lathatd, hogy ha az elemszdm kicsi, a C'VaR
becslés lefelé torzit. Mivel a feladat 3 eszkozt tartalmaz és két korlatot,
ezért az eszkozok kozil csak egynek az értékét (ardnyat) lehet szabadon
megvalasztani (S&P 500), ennek dtlagdt mutatja a 6. tdbldzatban a harmadik
oszlop. A negyedik oszlop a futdshoz sziikséges id6 dtlaga mdsodpercben. Az
atlagértékek alatt zardjelben a szoérasok szerepelnek.

Elemszdm | CVaR  S&P 500 1dé
100 0,09251  0,38099 0,0
(0,01169)  (0,26894)  (0,0)

500 0,09676  0,43688 0,0
(0,00557)  (0,15367)  (0,0)

2500 0,09725  0,45195 1,4
(0,00234)  (0,07267)  (0,1)

12500 0,09702  0,45557 58,9
(0,00095)  (0,03232)  (6,3)

6. tdbldzat. Futdsi eredmények — linedris programozasi feladat. Az els§ oszlop az opti-
malizdldshoz haszndlt minta elemszdmat mutatja, a masodik a CVaR becslések atlagéat, a har-
madik az optimalizdlds sordn az S&P 500 eszkoz optimdlis értékeinek atlagat, a negyedik oszlop
pedig az optimalizdldshoz sziikséges id6 dtlagat masodpercben. Az dtlagértékek alatt zardjelben
a széras szerepel.

Az SRA algoritmushoz a kédot Lahey Fortran nyelvben irtam meg. A
algoritmushoz sziikséges solver a MINOS. A futtatdsokat egy 1,6 GHz AMD
Sempron szamitégépen végeztem.

A 7. tabldzat kiilénbozé bedllitdsok esetén mutatja meg az algoritmus
futési eredményeit. Az els6 oszlop az elemszdmot mutatja, a masodik pedig
azt, hogy egy p;(x?) érték eléallitasdhoz hany becslésnek vettem az dtlagat
(ismétlések szdma). A harmadik oszlopban szerepelnek a CVaRy 9 becslések



CVaR szamitdas SRA algoritmussal 71

atlagai. Lathato, hogy ha az elemszam kicsi, a CVaR becslés itt is lefelé
torzit. Mivel a feladat 3 eszkozt tartalmaz és két korlatot, ezért az eszk6zok
koziil csak egynek az értékét (ardnyat) lehet szabadon megvélasztani, az algo-
ritmus az elsé eszkozt valasztja meg. Ennek atlagat mutatja a 7. tablazatban
a negyedik oszlop. Az 6tédik oszlop azt mutatja, hogy hany iteracié utén all
le az algoritmus, a hatodik pedig a futdshoz sziikséges id6 mdsodpercben. Az
atlagértékek alatt zardjelben a szoérasok szerepelnek.

Elemszam  Ismétlés CVaR S&P 500  # Iteracié 1dé
100 100 0,09572 0,45479 4614 16,6
(0,00113)  (0,01620) (1564) (5,1)
100 1000 0,09536 0,45234 1924 60,4
(0,00036)  (0,00828) (608) (20,9)
100 10000 0,09542 0,45230 829 244.3
(0,00012)  (0,00398) (251) (73,9)
1000 100 0,09678 0,45314 1988 127,5
(0,00034)  (0,00830) (610) (39,1)
1000 1000 0,09683 0,45178 876 554,8
(0,00012)  (0,00389) (211) (134,1)
1000 10000 0,09682 0,45216 346 2189,1
(0,00004)  (0,00200) (140) (884,7)
10000 10 0,09691 0,45388 1914 858,1
(0,00039) (0,01036) (588) (337,0)

7. tabldzat. Futasi eredmények — SRA algoritmus. Az els és mésodik oszlop az optimalizdldshoz
haszndlt minta elemszamat és az ismétlésék szamat mutatja, a harmadik a CVaR becslések
atlagdt, a negyedik az optimalizdlds sordn az S&P 500 eszkoz optimadlis értékeinek &atlagat,
az Otodik a szilikséges iteracidk szamadanak atlagat, a hatodik oszlop pedig az optimalizdldshoz
sziikséges id6 atlagdt masodpercben. Az dtlagértékek alatt zardjelben a szérds szerepel.

A 7. tablazatbdl jol 1atszik, hogy az SRA algoritmus képes az optimalizalasi
feladat megoldéséara. A tédblazatbdl jol latszik, hogy ha noveljiik az ismétlések
szamat, vagy az elemszamot, akkor pontosabb eredményt kapunk. Jol latszik
az a kett6ség is, hogy ha az a célunk, hogy a C'VaR értéket pontosan megkap-
juk, akkor az elemszamot kell névelni, ha a viszont az optimalis portfélié meg-
talalasa a célunk, akkor kisebb elemszdamot és tobb ismétlést kell valasztani.

Erdemes a futdsi eredményeket a linedris programozasi algoritmus futasi
eredményeivel Osszehasonlitani. Az Gsszehasonlitdsndl nem az azonos elem-
szamot kell 6sszehasonlitani, hiszen mas a tartalma az elemszamnak a két
esetben. Sokkal szerencsésebb, ha ugy hasonlitjuk Ossze az eredményeket,
hogy azonos futasi id6 alatt milyen pontossagot ér el az algoritmus. Példaul
linedris programozasi feladat esetén 12500-as elemszam nagyjabdl ugyanannyi
id6t igényel, mint az SRA algoritmus 100 elemszammal és 1000 ismétléssel.
A vizsgalt esetben a linedris programozasi feladat kisebb torzitdssal (0,09702
vs. 0,09536), de nagyobb szérassal (0,00095 vs. 0,00036) becsili a CVaR
értéket. Az optimalis portfélié megtalalasandl egyértelmiien az SRA algorit-
mus a jobb. A linedris programozdsi feladat esetében az optimaélis portf6li-
sulyokat csak nagy szorassal tudja meghatdrozni az algoritmus. Nagyobb
elemszam valasztasa viszont lényegesen meghosszabbitja a futési idot.
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A kozolt futési eredményekbdl messzemend kovetkeztetéseket nem érdemes
levonni, de annyit ki lehet jelenteni, hogy az SRA algoritmus versenyképes a
Rockafellar es Uryasev ([12]) altal felirt linedris programozasi feladattal.

6 (")sszefoglalés

Ebben a cikkben C'VaR portfélié optimalizéldsi feladatot oldottam meg SRA
algoritmussal. Numerikus futtatasi adatok alapjan kijelentheto, hogy az algo-
ritmus képes elvégezni az optimalizalasi feladatot és az is, hogy az algoritmus
versenyképes a linearis programozasi feladatként valo felirassal.

Lehetséges tovabblépési irany annak felhasznédldsa, hogy az SRA algorit-
mus nem csak kétlépcsOs sztochasztikus feladatok megoldasara képes, hanem
pl. valészintiséggel korlatozott feladatok megoldasara is. Ez megnyitja az
utat afelé, hogy az adatokban meglévé bizonytalansagot figyelembe vegyiik
az optimalizaciénal.
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CVAR MINIMIZATION BY THE SRA ALGORITHM

The risk measure C'VaR is becoming more and more popular in recent years. In
this paper we use C'VaR for portfolio optimization. We formulate the problem as a
two-stage stochastic programming model. We apply the SRA algorithm, which is
a recently developed heuristic algorithm, to minimizing CVaR.
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TERMELESI ES SZOLGALTATASI FOLYAMATOK
FELFUTASANAK MODELLEZESE!

JONAS TAMAS — TOTH ZSUZSANNA ESZTER
BME GTK

Villalati folyamatokat vizsgédlva arra kivanunk kisérletet tenni, hogy termelé-
si és szolgaltatasi folyamatok aggregdlt mindségi és megbizhatdsagi jellemzéi-
nek véltozasat a folyamatok felfutési idészakaban modellezziik. A lesziikitett,
linedrisra visszavezetett logisztikus regresszids modell alkalmazéasa megteremti
annak lehetoségét, hogy a technoldgia és a termelési kultira termelési és szol-
galtatasi folyamatok felfutdsaban betoltott szerepét szamszertsitsiik. Meg-
kozelitésiink lehetOséget nyujt a térben, illetve idGben elkiiloniilé felfutési
gorbék kvantitativ osszehasonlitasara.

Kulcsszavak: aggregalt megbizhatdsagi és mindségi mutatdk, logisztikus
értékelés, szigmoid fiiggvény, linedris regresszid, tanuldsi gorbe

1 Bevezetés

A tanulési gorbét a szakirodalomban el6szor Wright (1936) emliti: a legydrtott
termékek szamanak a megduplazddéasaval az egyes darabok el6allitasara fordi-
tott id6 egyenletesen csokken. A tanuldsi gorbe tulajdonképpen matematikai
kapcsolatot teremt valamely teljesitmény mérészam (igy pl. koltség, minéség,
ciklusidg) és a véllalat adott termék eldallitdsdhoz vagy adott szolgdltatds
nyujtasdhoz kapcsolédd tapasztalata kozott. A hédbord utdni idészakban
a tanuldsi folyamattal kapcsolatos kutatasok az egyes darabok eléallitasara
forditott kozvetlen munkadra helyett az egy darabra jutd koltségeket vagy
arat vették alapul.

A legtobb tanuldsi folyamattal kapcsolatos kutatds koézéppontjaban az
aggregélt tanuldsi hatds meghatdrozdsa &ll. Wright (1936) a kumulélt out-
putot, Arrow (1962) és Sheshinski (1967) pedig a kumuldlt befektetéseket
veszi alapul a tanuldsi hatds vizsgalatakor. Alchian (1959) és Hirschleifer
(1962) kiilonbséget tesz a kibocsatas sebessége, valamint a kibocsatds ter-
vezett volumene kézott. Cooper és Charnes (1954), Rapping (1965), Sheshin-
ski (1967), Fellner (1969), Stobaugh és Townsend (1975) a kumuldlt ki-
bocsatds alternativajaként vagy kiegészitéjeként az id6vel foglalkoznak. A
tanuldsi gérbe gyakorlatban megvalésulé alakjaval foglalkozé kutatésok koziil
némelyek a lapos szakaszok 1étezését (Carr, 1946; Conway és Schultz, 1959;
Baloff, 1966, 1971), médsok az tun. Stanford-B hatédst (Garg és Milliman,
1961), vagy a harmadfokid alakot (Carlson, 1973) vizsgdltak. Az emlitett
modellezési problémék azonban nem szoritjak hattérbe azt az alapvetd tényt,

1Beérkezett: 2010. februir 9. E-mail: tothzs@mvt.bme.hu.



76 Jonas Tamas — Toth Zsuzsanna Eszter

hogy az egyes lizemekben a tanulasi ratak meglehetésen kiillonbozéek lehetnek
még akkor is, ha a termékek és a mérések hasonléak (Alchian, 1959).

Szamos tanulmény foglalkozik a berendezések cseréjének hatdsaval (pl.
Arrow, 1962, Sheshinski, 1967), Hollander (1965) a nagyobb és kisebb je-
lent6ségii technologiai valtozasok szerepét kutatja, és néhany tanulmany az
indirekt és direkt munkaerd tanulasra gyakorolt hatasait szemlélteti tokein-
tenziv esetekben (pl. Andress, 1954, Hirshmann 1964). Conway és Schultz
(1959) a tanuldsra hatdssal 1év6, a termelést megeléz6 miiveleti fazisokban
és a termelési folyamatokban szerepet jatszé tényezdket veszi szamba. Baloff
(1970) olyan eseteket mutat be, ahol a technikai tdmogatds vagy a munkaerd
motivacidja hatdssal van a tanuldsi ratdra. Hayes és Wheelwright (1984)
a tényezok egy olyan csoportjat gytijtik Ossze, amellyel mind egyéni, mind
pedig csoportos szinten 0sztonozheté vagy éppen visszafoghaté a tanulas.

A mindségmenedzsment rendszerek és filozofidk folyamatos fejlesztésének
elve a termel6 és szolgaltatd viallalatokat teljesitményiik allandé javitasara
Osztonozi. E fejlédés vizsgalatara és nyomon kovetésére a tanuldsi gorbe
szdmos eszkozt kindl. Zangwill és Kantor (1998) a folyamatos fejlesztés és
a tanuldsi gorbe kozotti kapcsolatot ragadja meg, és egy olyan differencial-
egyenletet mutatnak be, amelynek segitségével a menedzsment a kiilonb6z6
folyamatok eredményességét értékelni tudja és igy az ipari folyamatok gyor-
sabb fejlesztése valik lehetévé. Megkozelitésiik szerint a tanulds ciklusokban
megy végbe, az egyik ciklus végpontja a kovetkez6 ciklus kiindulépontja, és
minden egyes ciklus valamilyen ,,pazarlast” sziintet meg a termelési rendszer-
ben, amely lehet hibas termék, a kihozatal csckkenése, elvesztegetett id6, a
termelés lassuldsa vagy a készletek felhalmozasa. Amikor egy véllalkozas egy
4j termékkel vagy szolgdltatassal jelenik meg a piacon, szinte természetes
a kisértés az eladasi kapacitds mielobbi felfuttatasara, hiszen ez sziikséges
feltétele annak, hogy a véllalkozds gyorsan 1j vevéket hdéditson meg (Leslie
és Holloway, 2006; Zoltners et al., 2006). A tanuldsi gérbe ,,bejdrdsdnak”
sebessége stratégiai versenyelényt befolyasold tényezd, raadasul a tanulas
révén el64ll6 versenyelény belépési korlatot is jelenthet egy adott piacon (Lee,
1975; Spence, 1981).

A termékek életciklusdnak rovidiilése és a magas fejlesztési koltségek arra
kényszeritik a vallalatokat, hogy ne csak a piacra jutas idejét, vagyis a fejlesz-
tési id6t, hanem az optimalis kapacitasra valé felfutas idejét is csokkentsék.
Az eladasi kapacitas kivant szintjének elérése a termelési, szolgaltatasi folya-
matok optimalis kapacitasra torténd felfuttatdsat igényli, igy a vallalkozas
versenyképességének egyik meghatarozo tényezoje a termelési, szolgaltatési
folyamatok bevezetési, felfutasi sebessége. A fejlesztés befejezése és az op-
timélis kapacitaskihasznalasi szint elérése kozott a termelési folyamat ala-
posabb megértése folyik. Mindez kezdetben alacsony kihozatalt és alacsony
termelési ratat eredményez (mivel pl. a berendezések meghibdsodnak, az
atallasok /beallitdsok még lassiak, speciélis miiveletek, beavatkozédsok sziiksé-
gesek, az ellenérzés médszerei fejlesztésre szorulnak stb.). Terwiesch és Bohn
(2001) 14j termékek termelési folyamaténak felfuttatdsa kapcsén vizsgélja a
tanulds és a folyamatfejlesztés kapcsolatat, a tanulas felgyorsitasaval jard
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koltségeket, az optimalis kapacités eléréséig bekovetkezo hibas termékek kolt-
ségét és a hibak bekdvetkezésének valdszintiségét.

Az effektiv termelési vagy szolgéltatési kapacitdast a folyamatok jésdgat
meghatarozo mindségi és megbizhatosagi jellemzok nagymértékben befolya-
soljak (Koltai, 2006), igy pl. a kihozatal, a termelés sebessége vagy a ,,j6”,
vagyis minoOségileg kifogastalan outputok szama e felfutasi idészak fontos mé-
részéma (Terwiesch és Bohn, 2001). Bohn és Terwiesch (1999) kutatdsa
soran arra az eredményre jut, hogy 1j termékek gyartasanak felfuttatasakor
a kihozatal alakuldsa nagyobb hatédssal van a vallalat nyereségére, mint az
egy termékre juto koltségek.

Kutatasunk soran véllalati folyamatokat vizsgalva arra kivantunk kisér-
letet tenni, hogy alkalmas regresszids fliggvények segitségével termelési és
szolgéaltatasi folyamatok aggregalt mindségi és megbizhatdsidgi mutatdinak a
folyamatok felfutasi idészakdban tapasztalhaté valtozasat modellezziik. Be-
mutatjuk a linedrisra visszavezetett, lesziikitett logisztikus regressziés modell
alkalmazdsat olyan aggregdlt megbizhatdsagi és mindségi mutatdk valtozaséa-
nak modellezésére, amelyek tObb mérés Gsszesitése révén eloallé mérési val-
tozdéknak tekinthetdk.

A linedrisra visszavezetett, lesziikitett logisztikus regresszids modell alkal-
mazasaval az esettanulmanyokban példaként felhasznalt aggregalt mindségi
és megbizhatdsagi mutatdk valtozasanak modellezését termékek és szolgalta-
tésok bevezetése kapcsan kivanjuk elemezni azt feltételezve, hogy az aggregalt
mutatd valtozasa a folyamat javulasardl az adott technolégiai és termelési
kultara &ltal meghatdrozott valtozast, tanuldsi gorbét szemléltet. Célunk
olyan mddszer kidolgozasa volt, amely lehet6vé teszi a technoldgia és a vallalati
kultira meghatarozé szerepének szemléltetését és szamszertisitését, tovabba
lehetOséget nytdjt a tanulasi gorbék Osszehasonlitasara is.

Kutatasunk a fentieknek megfeleléen az alabbi hipotézisek vizsgalatéra

épiil.
1. hipotézis: A leszikitett, linedrisra visszavezetett logisztikus regresszids
modell alkalmazdsa lehetové teszi, hogy termelési és szolgdltatdsi folyamatok
aggregdlt mindségi és megbizhatdsdgi jellemzbinek vdltozasdt (R(t)) a folya-
matok felfutdsi iddszakdban modellezzik.

2. hipotézis: FE regresszios modell lehetdévé teszi, hogy a technoldgia és a
termelési kultura termelési és szolgdltatdsi folyamatok felfutdsdban betoltott
meghatdrozo szerepét szamszerisitsik.

3. hipotézis: A megkézelités alkalmazdsdval a térben, illetve idében elkilonild
felfutdsi gorbék kvantitativ osszehasonlitdsa is megvaldsithato.

Cikkiink a kovetkezd tagoldst koveti: az analitikus héttérben (2. fejezet)
bemutatjuk a logisztikus novekedés lefrasara alkalmazott logisztikus egyen-
letet és azt a fliggvényt, amelyet aggregalt megbizhatdsagi és minGségi mu-
taték novekedésének modellezésére alkalmazni kivanunk. A 3. fejezetben a
korrelacié- és regresszidszamitdas maddszereire épitve targyaljuk a kutatdsunk
soran alkalmazott leszlikitett, linedrisra visszavezetett regresszidos modellt,
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majd a 4. fejezetben e regresszids modell véllalati gyakorlati alkalmazésait
mutatjuk be a mindségi kihozatal, a Minutes per Unit (MPU) és az Overall
Equipment Efficiency (OEE) mutatékon keresztiil. Végiil dsszegezziik f6bb
eredményeinket és felvazoljuk a tovabbi kutatdsi lehetGségeket.

2 Analitikus hattér

Tekintstiik valamely termelési vagy szolgaltatasi folyamat egy jellemzé agg-
regalt minGségi vagy megbizhatosagi mutatéjat, amelyet a tovabbiakban je-
16]jink R-rel. Azt kivanjuk vizsgdlni, hogy ez a mutatd a termelési vagy szol-
galtatasi folyamat bevezetése sordn hogyan valtozik a bevezetésre forditott ¢
ido fliggvényében. Hangsilyozzuk, hogy itt a bevezetésre forditott id6 alatt
azt a netto id6t értjik, amely kizardlag a folyamat bevezetése érdekében vég-
zett tevékenységek végrehajtasi idejével egyenld. Tegyiik fel, hogy a vizsgalt
mutatd javuldsa annak novekedését jelenti. Latni fogjuk, hogy ez a megko-
tés nem megy az altaldnossag rovasara, ugyanakkor segiti és egyszertsiti a
téma tovabbi targyalasat. Tapasztalataink szerint a vizsgalt mutaté valtozasi
(n6vekedési) sebessége alapvetden attdl fligg, hogy a mutaté a folyamat beve-
zetése soran milyen szinten all. Kezdetben, amikor a folyamattal kapcsolatos
ismeretek és a miiveletek végzéséhez sziikséges készségek és tapasztalatok
még csekélyek, a mutatd valtozdsi sebessége is kismértékii és R(t) értéke
kozel a1l annak Ry kezdeti értékéhez. Amikor ezek az ismeretek, készségek és
tapasztalatok elérnek egy bizonyos kritikusnak mondhatoé szintet, a vizsgalt
mutatd valtozasi sebessége felgyorsul. Egy id6 utdn azonban, amikor a mu-
tato értéke kozelit ahhoz az értékhez, melyet a termelés vagy szolgaltatas
technoldgidja, vagy valamilyen fizikai korlat meghatdroz, a vizsgalt mutato
novekedési sebessége lelassul, majd egy adott Ry fels6 korlathoz kozeli szin-
ten stagndl.

2.1 Logisztikus novekedés

A fentiek alapjédn a mutaté kicsiny dR(t) valtozdsit a bevezetésre forditott
id6 fiiggvényében gy modellezhetjiik, hogy dR(t) ardnyos R(t) kezdeti Ry-
tol és végsé Rp-t0l mért eltérésével. Ezt a

dR(t)
dt

differencidlegyenlettel irhatjuk le, ahol Ag > 0 az aranyossagi tényez6. Mivel
a vizsgalt mutaté novekedését feltételeztiik, ezért Ry < R(t) < Ry. Az (1)
differencidlegyenletet logisztikus egyenletnek nevezik A logisztikus egyenlet-
nek szamos biolégiai, kémiai, gazdasagi és szamitastudoményi alkalmazasa
ismert. Alkalmazdsanak gyOkerei egészen a 19. szdzadig nyulnak vissza,
amikor Verhulst (1838) belga matematikus elséként hasznélta az egyenletet
és segitségével populdcidk novekedését modellezte. Csaba (1978) az egyenlet
egy bioldgiai alkalmazdsat mutatja be, Lewandowski (1974) pedig gazdasigi
tertileteken alkalmazza annak kiilonbozé valtozatait. Megjegyezziik, hogy a

= As[R(t) — Ri][Rr — R(1)] (1)
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logisztikus egyenlet segitségével konstrualt, igynevezett értékelo fliggvények
szintén alkalmazhaték a megbizhatdsdg alapi menedzsmentben (Jénds és
Kovesi, 2009).

Az altalunk felvett (1) differencidlegyenlet a valtozék szétvalasztdsa utdn
az

1
[R(t) = Ri][R(t) — Rr]

alakba irhaté, majd (2) bal oldalat parcialis tértekre bontva az

dR(t) = —\g dt (2)

1 [ 1 1
Rr— R; LR(t)— Ry R(t)— R;

} dR(t) = —\g dt
egyenlethez jutunk. Az integrélds elvégzése utan
1
— 1 — -1 — = -
B R~ Br| ~m[R() ~ Bil| = Ast+ L (3)

ahol C' egy tetszés szerinti integréldsi konstans. Ry < R(t) < Rr, igy a (3)
egyenletbdl

RT +Rle(—)\st+c)(RT—R1)
R(t) = 1+ e(—AsttO)(Rr—Rr) (4)

Ha az R(t) fuggvénytdl elvarjuk, hogy az a o helyen az Ry (R; < Ry < Rr)
értéket vegye fel, akkor a (4) egyenlet és az R(tg) = Ry elvérés alapjdn

1 Rt — Ry
C = A\gtg + In 5
ST Ry —R, Ro-R; 5)

adddik, s a C-re kapott kifejezést R(t) (4)-es alakjéba frva

_ alXxs) _ 1
R(t) - St07RO7RI7RT (t) = Rr+ (RT _RI) 1+ HRQT_}; e—As(t—to)(Rr—Rr) ’ (6)
o—Rr

Az R(t) figgvény grafikonja egy olyan S-alaku gorbe, mely aszimptotikusan
simul az R kezdeti és Rp végsd értékekhez. Az Sf{i;@)m Ri.Rp(t) jeloléssel
a flggvénygorbe alakjara, paramétereire, illetve arra utalunk, hogy ez a
fiiggvény az igynevezett szigmoid fiiggvény linedris transzforméltja. Az R(t)
fliggvény az

_ g(s) _ 1
R(t) = S(/LJ;[,RT (t) =R;+ (RT - RI) 1+ e As(t—a)(Rr—Rp) (7)
alakban is felirhaté, ha
Rr—Ryg
a = tO —|— —1n Rz_RI
As(Rr — Ry)’
tovabba L
R(t) = S5) e (t) = R+ (Rr — Ri)———5— (8)

1+ e—A(t—a)
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ha
A= Xs(Rr — Ry) .

A kés6bbiekben az R(t) fiiggvényt az R(t) = S((;\I):il Ry (t) szerinti alakban
fogjuk aggregalt megbizhat6sagi és minéségi mutaték névekedésének model-
lezésére alkalmazni. Az 1. dbra egy S é%h r (t) fiiggvény grafikonjat mutatja.

A S . (1)

e

e 4

a

. A . ) .
1. dbra. Egy S((L,I)?I,RT (t) fiiggvény grafikonja

Az sz/,\l)z[, r, (t) fiiggvényrdl kénnyen belathatok a kdvetkezd tulajdonsagai:

o R < SL(:‘I)%I’RT (t) < Rr és a fiiggvény az Ry kezdeti, illetve Ry végsd
értékhez tart, ha t a negativ, illetve pozitiv végtelenhez tart. (A fligg-
vény negativ t-kre vonatkozd vizsgalata természetesen csak egy elméleti
lehet6ség, hiszen ¢t maga id6t reprezental.)

e A fiiggvénygorbének inflexids pontja van a t = a helyen, és a gorbe
meredeksége ezen a helyen tg o = 4 (Ry — R;) (1. ébra). Ez azt jelenti,
hogy az a paraméter a gorbe alakvaltasi helyét, mig \ az alakvéltas
meredekségét adja meg. (A — oo esetén a fiiggvény az

| Ry ,hat<a
S(t)_{RT ,hat>a

karakterisztikus fliggvényhez tart.) A fiiggvény A\ paraméterérdl ed-
dig annak pozitiv voltat feltételeztiik. Ha R; > Rp, akkor tg a =
%(RT — Ry) alapjdn az Sg\z)z,, r,(t) filggvény grafikonja csékkend S-
gorbét ir le, igy segitségével csokkenési folyamatok is modellezhetok.
Ezt az esettanulmanyokrdl szélé részben fogjuk bemutatni.

Altaldnosan elmondhaté, hogy a fent vazolt logisztikus egyenlettel leirhaté
novekedési folyamatok jelleggorbéi S-alakiak. Ilyen példdul egy technoldgia
teljesitOképességének alakuldsa (Pataki, 1999), vagy a vildgegyetem komp-
lexitasdnak véltozasa (Modis, 2002).
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R; =0 és Ry = 1 valasztisa esetén az

1

N —
SG,RI,RT (t) - 1 +e_)\(t_a)

ugynevezett szigmoid fugguényt kapjuk.

Megjegyezzik, hogy a logisztikus fliggvényen til mas S-alaku gorbével
rendelkez6 fliggvényformak is léteznek hasonlé lefutdsu folyamatok modelle-
zésére. Ilyen példdul a Gompertz gorbe (Laird, 1964) vagy az altaldnositott
Richards-féle logisztikus fiiggvény (Lei és Zhang, 2004).

3 Regresszios modellek

Tegyiik fel, hogy rendelkezésiinkre all egy termelési vagy szolgaltatasi folya-
mat bevezetése soran egy kivalasztott R aggregalt mindségi vagy megbizhaté-
sagi mutaté n db Ry, Rs, ..., R, megfigyelt vagy mért értéke a t1,ts,...,¢t,
idopontokban. FEkkor altalanosan elmondhatjuk, hogy a mért vagy meg-
figyelt (t;; R;) (i = 1,2,...,n) Osszetartozd idé- és mutatéértékek alapjin
behatarolhatd egy olyan véges id6-, illetve mutatotartomény, mely az Gsszes
(t;; R;) pért tartalmazza. Példaul, ha egy termék gyartdsanak bevezetése
soran a mindségi kihozatal heti értékeit az elsé tizenkét hétben vizsgaljuk,
akkor az id6tartomany lehet az 1,2,...,12 sorszamu hetekbdl all6 halmaz,
mig a mutatotartomany lehet az els6 tizenkét hét sordn elért heti minimalis
és maximalis mindségi kihozatal altal meghatdrozott intervallum. Az eddigi
jelolésekkel 6sszhangban, az idGtartoméany kezdd,- illetve végpontjat tg-sel,
illetve tg-vel, mig a mutatétartomany minimum értékét Rj-vel, maximumat
pedig Rr-vel jeloljiikk. Az Ry jeloléssel a mutaté kezdeti (Initial), mig az
Ry jeloléssel a mutaté végsé (Terminal) vagy cél (Target) értékére kivanunk
utalni.

A kovetkezd fejezetekben bemutatjuk azt a korrelacié- és regresszidszami-
tasra épiilé modellt, amelynek segitségével a (t;; R;) parokra az S((:‘})zh Ry (1)
logisztikus fiiggvény railleszthetd, tovabba ismertetni kivanjuk a modell gya-
korlati alkalmazasai soran szerzett tapasztalatainkat, majd Osszegezziik ko-
vetkeztetéseinket.

3.1 A logisztikus (szigmoid) modell

E modell alkalmazasanak 1ényege abban &ll, hogy a vizsgalt R mutaté logisz-
tikus novekedését feltételezziik az id fliggvényében, ezért a (t;; R;) parokra
az Sr(:\l)zz, Ry (1) fliggvényt prébaljuk illeszteni, azaz azt feltételezziik, hogy

1
A
R(t) = Si,z)z,,RT (t)=Rr+ (Rr — Rl)m (9)

A rendelkezésre all6 Ry, Ra,..., R, értékekb6l Ry = min{R;} és Ry =
max{ R; } valasztdsa mellett az S((:})zh Ry (1) fliggvény Ry és Ry paraméterei
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adottak, a A és a paramétereket pedig a legkisebb négyzetek elvének megfe-
lelGen tgy kell meghataroznunk, hogy a

n

;[Ri - (R[ + (Rr — R[)He_—l)\(ti_a))} 2 (10)

négyzetosszeg minimalis legyen.
A (9) egyenletet az
R(t) — Ry _ 1
Rr—R;  1+4eAi-a)

alakba irva, és bevezetve az

(11)

R(t) — Ry
=2 1
y(t) o
valtozét az )
o0 = 5 (12)

szigmoid fliggvény adédik. Az y(t) fiiggvényt a (¢;;y;) pontokra kivdnjuk
illeszteni, ahol

_ Ri—- Ry

“ TR

Az y(t) fiiggvény X és a paramétereit a legkisebb négyzetek mddszere szerint
a

Yi

n 1 2

f(Aa) :;[%—m

négyzetosszeg minimalizaldsaval hatarozhatjuk meg. Belathatd, hogy ez akkor
minimalis, ha az

df(Aa) —0

oA (13)
af()\D a) 0

da

egyenléségek teljesiilnek. A fenti egyenletrendszer megolddsa adja A, illetve
a azon A, illetve @ becsléseit, melyek mellett az y(t) fliggvény a legkisebb
négyzetek elvének értelmében a legjobban illeszkedik a (¢;;y;) ponthalmazra.
A parcidlis derivéldsokat elvégezve a (13) normélegyenletek:

M _ ie—)\(ti—a)(ti _ a)[ 1 }2[ 1 yz} —0

N = T+e o] [Trerta
df(N\a) - —A(ti—a) 1 2 ! =
e~ e [T v =0

(14)
Sajnos a (14) egyenletrendszer az ismeretlenekben nem linedris, ezért meg-
olddsa meglehetdsen nehéz. McCullagh és Nelder (1989) egy iterativ, a
sulyozott legkisebb négyzetek elvére épiilo eljarast mutat be az egyenletrend-
szer megoldasara.
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3.2 A logisztikus regresszio visszavezetése linearis reg-
ressziora

A (12) figgvény paraméterei tigy is meghatdrozhatdk, hogy a fiiggvényt
el6szor egy alkalmas transzformaciéval linearis fliggvénnyé transzformaljuk,
majd a transzformaciéval kapott 1j paraméterek becsléseit a linedaris reg-
resszié jol ismert modszerével hatarozzuk meg. Ezt kovetéen a A\ és a para-
méterek becslései mar kénnyen megadhatok. Latni fogjuk, hogy ez a mddszer
csak bizonyos korlatokkal alkalmazhatd, de mivel e korlatok a gyakorlati alkal-
mazas szempontjabdl nem jelentenek lényeges megkotéseket, illetve a linearis
regressziéra visszavezetett médszer jéval egyszeriibb, mint a (14) normadl-
egyenletek megoldésa, ezért a kovetkezOkben e moddszer alkalmazasat mu-
tatjuk be. Mivel Ry < R(t) < Rr, igy a (3) egyenletbdl

Rt — Ry

=1 —A(t—a)
RO R, ¢ ’

majd rendezés utan
Br — R(t) __xit-a)
R(t) — Ry ’

addédik. R(t) < Rr, igy ez utébbi egyenlet mindkét oldaldnak természetes
alapu logaritmuséat véve az

Ry — R(t)

n —m22m—M——~
"R - R;

=X+ Aa

egyenlet adodik, mely az

Rr — R(t)

Y(t) = lnm ,

ﬂl - _)\, ﬂo = A\a
helyettesitések alkalmazasival az

Y(t) = bt + Bo (15)

linedris fliggvényt eredményezi. Ez azt jelenti, hogy ha feltételezhetd, hogy
a (t;; R;) pontokra egy S((:\J)zf, Ry (1) logisztikus fiiggvény illeszkedik, akkor a

(t;; Q;) transzformdlt pontokra a (15) linedris fiiggvény illeszkedik, ahol Q; a
Rr — R;
i =In——r 16
Qi R R, (16)
transzformécié eredménye minden olyan (¢;; R;) pontra, melyre R; # Ry és
R; # Ry.

E mdédszer elénye abban all, hogy a (15) linedris fliggvény 5y és 1 pa-
ramétereinek becslései a linedris regresszid jol ismert maddszerével konnyen
megadhaték. Ugyanakkor, mivel R;-t, illetve Rp-t a széban forgé mutatd
mért vagy megfigyelt minimum, illetve maximum értékeinek valasztottuk,
—azaz Ry = min{ R; } és Ry = max{ R; }— ezért a (16) transzformécié
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nem alkalmazhaté azokra a (;; R;) pontokra, amelyekre R; = min{ R; } vagy
R; =max{R; }. Eppen ezért a linedris regresszi6t az m < n elemii

S*={(t;;R;)) | Ri#R;, Ri #Rr} (i=1,2,...,n)

leszuikitett halmazbdl transzformalt

Rr — R;

ST = {(t:Q) | Qi =l —-

JRi#R;, Ry #Rr} (i=12,...,n)
halmazara fogjuk alkalmazni. Ezt a modszert linedrisra visszavezetett, leszi-
kitett logisztikus regresszionak nevezzik, és az Y (t) fiiggvény Gy, illetve (4
egyutthatéinak BO, illetve Bl becsléseit az S(T) halmaz, mint minta alapjan
hatdrozzuk meg. A tovabbiakban jeldlje Is az S halmaz, Is+ az S*, mig Ig(r)
a transzformalt S(*) halmaz elemeinek indexhalmazat (S* és S*) konst-
rukcidja miatt Is« = Igr)). Ekkor

B _ ZieIS(T) dtiin
1 Z d2
'LEIS(T) t;

és

(=}
I
D
|
X0
S
1
—
iy
oo
S~—

ahol d;,, dg,, Q és T a

dtizti—f, in:Qi_aa E:% Z ti, GZL Z Qi

i€lg(m) i€lg(r)

Osszefliggésekkel szamithaték (Hunyadi és Vita, 2004). By és 3 ismeretében
pedig a A és a paraméterek becslései

= —ﬂl (19)

. B B
== 20
a=7 ) (20)

Vizsgaljuk meg részletesebben, hogy mit is jelent az, hogy a logisztikus reg-
ressziés modell paramétereit az S halmaz elemei helyett az S*) halmaz ele-
mei alapjan kellett becstilniink.

Ha az S halmazban 1é6v6 pontokra egy logisztikus fiiggvény jol illeszkedik,
akkor mivel a fliggvény a vizsgdlt idotartomany elején, illetve végén az Ry,
illetve Ry értékekhez simul, igy a leszlkitett S* halmazbdl csak kevés, jel-
lemzden az eredeti (t1; Ry), (t2; Rz2), ..., (tn; Ry) adatsorozat elsé egy-két, és
utolsé egy-két nem transzformalhaté eleme marad ki, ezért S* szdmossaga
lényegesen nem kisebb, mint S szamossdga. Masrészrol, a kimarado elsé egy-
két, illetve utolso egy-két elem az, amelynek ordinatdja Rj-vel, illetve Rp-vel
egyenld. Mivel a fliggvény pontosan ezekhez az értékekhez simul a vizsgalt
idétartomany elején, illetve végén, ezért az S* halmazbdl transzformalt S(7)
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halmaz alapjan —a linedris regresszié segitségével— meghatarozott logisz-
tikus regresszids fiiggvény helyettesitési értékei a kimaradd t¢; helyeken jo
kozelitéssel az Ry, illetve Ry értéket veszik fel aszerint, hogy i az adatsor
elején, illetve végén helyezkedik el.

Annak ellenérzésére, hogy a kapott regresszios fiiggvény mind az S*, mind
az S halmaz elemeihez jdl illeszkedik, azt ajanljuk, hogy az illeszkedés jésdgat
jellemzo6 korrelacidos indexet mind az S*, mind pedig az S halmaz elemei
alapjan szamitsuk ki. Ha R; jeloli a regresszios fiiggvény helyettesitési értékét
a t; helyen, azaz

1

R,=R+(Rp— Rj)————
1+ (Rr 1)14_6_/\(“_&)

akkor az S és az S* ponthalmazok alapjan szamitott rg és rg« korrelacids
indexek Balogh et al. (1980) alapjan rendre a kévetkezok:

Ziels* (Ri - Ri)z
Yicrs. (Ri = Rs-)?’

rsx = 1—

ahol Rg, illetve Rg, az S, illetve S* halmazokban 1évé R; mutatéértékek
szamtani kozepe.

A BO és Bl valamint a A és @ értékeket egy ST) minta alapjén szamitottuk,
ezért ezek a becslések mintarél mintara valtoznak, vagyis valdszintiségi valto-
z6ként viselkednek. A gyakorlatban sziikséglink lehet arra, hogy két kiilon-
b6z6 folyamat azonos aggregalt mutatdjanak novekedését Osszehasonlitsuk.
Gondoljunk példaul arra, hogy ugyanazon termék gyartasat egy vallalat tobb
iizemében is bevezetik. Ez esetben hasznos lehet annak vizsgalata, hogy a kii-
16nb6z6 tizemekhez tartozé felfutasi gorbék mennyire hasonlitanak egymaésra,
mennyire tekintheték azonosnak. Erre a célra érdemes a linearis regresszié
egylitthatdira vonatkozo konfidencia intervallumok ismert 6sszefiiggései alap-
jan a transzformialt fliggvény [y és (1 egyiitthatéinak konfidencia interval-
lumait meghatarozni, majd ezek segitségével Gsszehasonlitani a felfutasi gor-
béket. A [p-ra és [1-re vonatkozé 1 — o megbizhatdségi szintii konfidencia
intervallumok a kovetkez6 Osszefiiggésekkel szamithatok (Kerékgydrtoné és
Mundruczé, 1996):

P[BO - t,,_nl_z(l - %)% < Bo < fo +t,,_”1_2(1 - %)%} —1-a (23

~ o ~ _ «
P[ﬂl - t,,_nl_z(l - 5)% <B < b +t,,,}_2(1 - 5)%} =1-a (24)
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ahol

2
Ziel (1) ti 1
. 2 - ’
m , 2
Yicl S(T) d, > i€l o, di,

\/ZLEI (1) Q’i)z

T4 és 05, @ becsiilt paraméterek standard hlbal, 0e a vizsgalt mutato linedris
transzforméltja szérasanak becslése,

Qi = Biti + Bo

95, = Oe

a linearizalt regresszids fiiggvény helyettesitési értéke a t; helyen,

-9)
m— 2( 2

pedig az m — 2 szabadsagfoku t-eloszlds inverzének helyettesitési értéke az
1 — «/2 helyen.
ﬂlz—)\ és ﬂoz)\a,

igy a (24), illetve (23) konfidencia intervallumok —\-ra, illetve a Aa szorzat-
ra, mint valdsziniiségi valtozokra vonatkoznak. Megjegyezziik, hogy a A-ra
és az a-ra vonatkozd konfidencia intervallumok becslése szintén lehetséges, de
nehezebb, mint a G-kra vonatkozé intervallumoké. A konfidencia intervallu-
mokat alapvetéen 6sszehasonlitdsi célra szeretnénk hasznalni, ehhez pedig ele-
gend6 a —koénnyebben meghatarozhato— B-kra vonatkozoé intervallumokat
Osszevetni.

3.3 A linearisra visszavezetett, leszikitett logisztikus
regressziéo modszere

Roviden 6sszefoglaljuk a linedrisra visszavezetett, lesziikitett logisztikus reg-
resszié mddszerét.

Alapfeltételezés
Az R(t) aggregélt minéségi vagy megbizhatdsdgi mutatd értéke a termék vagy
szolgaltatas bevezetése soran a bevezetésre forditott ¢ id6 fiiggvényében az

1

_ o) _
R(t) - Sa,RI,RT (t) =R+ (RT o RI) 1+ e—A(t—a)

alaku logisztikus fiiggvénnyel irhatd le. Megjegyezziik, hogy egyik célunk
éppen e feltételezés empirikus igazolasa.

Bemenet

Az R aggregalt mindségi vagy megbizhatdsagi mutatéra végzett fiiggetlen
megfigyelések vagy mérések eredményeként adédé S = { (t1; R1), (t2; R2), . .-,
(tn; Ry) } rendezett parokbdl &ll6 minta, melyben minden (¢;; R;) parban R;
a mutaté megfigyelt vagy mért értéke a t; idépontban.
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Kimenet

Az

1
(A
Sa,I)QI,RT (t) =R+ (RT - RI) 1+ e Mi—a)

fliggvény A, a, Ry és Ry paramétereinek olyan becslése, amelyek mellett a
fiiggvény leginkabb illeszkedik az S = { (t1; R1), (t2; Ra),. .., (tn; Ry) } pont-

halmazra.

Moédszer

1. Legyen Ry = min{R;} és Rr = max{R;}, illetve Ry = max{R;} és
Rr = min{R;} aszerint, hogy novekedd, illetve csokkend trendet mu-
tatnak az R1, Ro, ..., R, értékek. Ezzel az Si%hRT (t) figgvény Ry és
Ry paraméterei adottak.

2. Képezzik az R; = Ry és R; = Ry mutaté értékekkel rendelkezé pon-
tokat nem tartalmazé S* = {(t;; R;) | R; # Ry, R; # Rr } halmazt

(1=1,2,...,n).
3. S* minden (¢;; R;) elemére hajtsuk végre a Q; = 1n%’~ transz-

forméciot, és képezziik az ST) = { (t;;Q;) } parokbél 416 halmazt.

4. Az ST) minta alapjan, linearis regresszié segitségével hatdrozzuk meg
az Y (t) = Bit + By fliggvény [y, illetve §y egyiitthatéinak Sy, illetve 5y
becsléseit, majd a

A=—p e a=lo_ [
A B
Osszefiiggésekkel szamitsuk ki a A, illetve a paraméterek 5\, illetve a
becsléseit.
5. A kapott

o) _ 1
Sa Ry, () = Bi + (Rr — Rl)m
fliggvény S, illetve S* halmazra torténd illeszkedése josaganak megha-
tarozasahoz szdmitsuk ki a (21), illetve (22) képletek szerinti rg, illetve
rg+« Korrelaciés indexeket.

6. Logisztikus felfutdsi gorbék Osszehasonlitdsa céljdbdl a (23), illetve (24)

Osszefiiggések felhasznaldsaval hatarozhatjuk meg a Gy, illetve 3; egyiitt-
hatdékra vonatkozé konfidencia intervallumokat.

4 Esettanulmanyok

Ebben a fejezetben vallalati gyakorlatbdl gyiijtott adatsorokon mutatjuk be a
linedrisra visszavezetett, lesziikitett logisztikus regresszios modell alkalmazasat.
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4.1 Minoségi kihozatal valtozasa egy elektronikai termék
gyartasanak bevezetése soran

Egy feliiletszerelési technoldgidval Gsszeszerelt nyomtatott dramkor (Printed
Circuit Board Assembly (PCBA)) tesztelése egy tigynevezett bels dramkori
teszt (In-Clircuit Test (ICT)) segitségével tortént. A széban forgd nyomtatott
dramkor egy Set Top Box? termék alapjat képezi, a belsé dramkori teszt
feladata pedig annak eldontése, hogy a PCBA gyértasi folyamata soran a
nyomtatott aramkori lapra szerelt elektronikai alkatrészek megfelelnek-e az
eléirt specifikdcidknak. E teszt sikeressége esetén keriil sor a PCBA készter-
mékbe torténo beépitésére. Kutatasunk soran azt vizsgaltuk, hogy a belso
aramkori teszt mindségi kihozatala hogyan véltozott a termék gyartasanak
bevezetése soran. Ehhez a gyartas inditasatol szamitott els6 15 hét sordn a
heti mindségi kihozatalt, azaz az

ICT tes felel ckek sza
_ CT teszten megfelelt terméke szama*loo

ICT teszten atesett termékek szama

mutatot tekintettiik aggregalt minéségi mutaténak. A termelés egy miiszak-
ban indult el, ezen elsé miiszak mindségi kihozatalat mutatja az 1. tdbldzat.

Hét Mindségi kihozatal
(t:) (%) (Ri)
1 53,12
2 54,28
3 55,13
4 58,92
5 62,27
6 66,98
7 73,89
8 84,97
9 88,23
10 89,76
11 92,05
12 94,13
13 95,19
14 95,08
15 95,21

1. tablazat. A min&ségi kihozatal idébeli valtozdsa
Az eddig alkalmazott jeloléseknek megfeleléen az S minta az

(1;53,12), (2; 54,28), (3; 55,13), (4; 58,92), (5; 62,27), (6; 66,98), (7; 73,89), (8; 84,97),
(9;88,23), (10; 89,76), (11;92,05), (12;94,13), (13;95,19), (14; 95,08), (15; 95,21)

(t;; R;) (1 = 1,2,...,15) parokat tartalmazza (ahol azt kiilén nem jelezziik,
ott az i index 1-t6l 15-ig fut). A mindségi kihozatal szdzalékos értékeit % jel
nélkiil, mint 0 és 100 kozotti értékeket tekintjik. A 2. dbra a (t;; R;) pontokat
mutatja egy derékszogl koordinatarendszerben abrazolva.

2Digit4lis, kdbeles és mitholdas TV szolgéltatiasok dekédoldsara és analég jellé alakitésé-
ra szolgal6 eszkoz, mely lehetévé teszi e szolgaltatdsok hagyomanyos, analég TV késziiléken
torténd elérését.
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Minéségi kihozatal (%)
~
[6)]

89

Hét

2. dbra. A mindségi kihozatal valtozdsa az id8 (hetek) fliggvényében

A 2. dbran lathat6é pontfelhd S-alaki formaja alapjan feltételeztiik, hogy
a mindségi kihozatal és a termék bevezetésére forditott id6 kozott logisztikus
fliggvény szerinti sztochasztikus kapcsolat van. A linedrisra visszavezetett,
lesziikitett logisztikus regresszié alkalmazasanak eredményeként el6alld lo-
gisztikus regresszids fiiggvény becsiilt paramétereit, a korrelaciés indexek
értékeit, valamint a 3 paraméterekre vonatkozé 95%-o0s megbizhatésdgi szintii
konfidencia intervallum végpontjait a 2. tdbldzatban foglaltuk éssze. A kon-
fidencia intervallum bal, illetve jobb végpontjaira az L (Low), illetve H
(High) indexekkel utaltunk. Alkalmazva tehdt a 3.3-as fejezetben dsszefoglalt
modszereket, az alabbi értékeket kapjuk.

Paraméter

Paraméter értéke

B1
Bo
A
a
TS
TS*
Bo,L
Bo,H
B1,L

B1,H

—0,821
5,505
0,821
6,705
0,997
0,996
4,214
6,793

—0,966

—0,676

2. tdbldzat. A regressziés modell szamitott paraméterei

A 3. dbra a minéségi kihozatal értékek id6beli valtozasat és az azt kozelitd

logisztikus regressziés fliggvény grafikonjat mutatja.

Minéségi kihozatal (%)

3. dbra. Logisztikus regresszio
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4.2 Tovabbi két miiszak inditasa, miuszakok oGsszeha-
sonlitasa

A linedrisra visszavezetett, lesziikitett logisztikus regresszié biztaté eredmé-
nyei utan azt vizsgaltuk, hogy az elsé miiszak inditdsa utan harom, illetve
tjabb két héttel késébb inditott miiszakokban hogyan alakult a belsé aram-
kori teszt mindségi kihozatala. Célunk az volt, hogy a logisztikus regresszio
segitségével nyert kozelito fliggvények paramétereit 6sszevessiik. Mindharom
miiszakban az elsé 15 hét eredményeit tekintettiik, ezeket foglaltuk Gssze a
3. tabldazatban.

Ha a linedrisra visszavezetett, leszlikitett logisztikus regresszié ismertetett
modszerét alkalmaznank kiilon-kiilon az egyes miiszakok mintaira, akkor az
Ry, illetve Ry értékeket a megfelel6 minta minimélis, illetve maximalis R;
értékének valasztanank. Mivel ezek a minimumok, illetve maximumok min-
tarol-mintéara kiilonbozéek lehetnek, igy ez azt eredményezhetné, hogy a mi-
noségi kihozatalok idébeli valtozasat mas-més tartomanyban vizsgalnank és
a regresszios fiiggvények becsiilt paramétereinek 6sszehasonlitdsa nem lenne
konzisztens. Példankban az els6é miszakhoz az Ry = 53,12 és Ry = 95,21
értékeket vilasztanank (ahogy tettiik ezt kordbban is), mig a mésodik miiszak
esetén az Ry = 59,46 és Ry = 95,31 értékeket alkalmaznank, a harmadik
miiszak esetén pedig az Ry = 58,32 és Ry = 95,38 értékeket hasznalnank.

Hét Mindségi kihozatal (%)
1. miiszak | 2. miszak | 3. miiszak
1 53,12 59,46 58,32
2 54,28 62,13 62,65
3 55,13 63,26 63,81
4 58,92 65,97 64,87
5 62,27 70,08 71,29
6 66,98 77,88 76,83
7 73,89 86,31 87,44
8 84,97 91,71 92,11
9 88,23 93,32 93,84
10 89,76 93,78 93,75
11 92,05 95,31 94,88
12 94,13 95,27 95,29
13 95,19 95,19 94,78
14 95,08 94,89 95,13
15 95,21 95,07 95,38

3. tabldzat. A mindségi kihozatal alakuldsa két tovabbi miiszakban

Ezért rogziteniink kell a regressziés fliggvények kozos Ry és Ry paramétereit
és az egyes mintakra e kozos értékek mellett kell alkalmaznunk az ismertetett
modszereket. Az egyszerliség kedvéért, konkrét esetiinkben, legyen Ry = 50
és Ry = 96. A valasztds lényege az, hogy az Osszes minta minden mu-
tatéértéke a kivalasztott két érték kozé essen. Erdemes megjegyezni, hogy
ha R; az 0sszes minta minden mutatéértékénél kisebb és Rr az Osszes minta
minden mutatéértékénél nagyobb, akkor az egyes miiszakok adataihoz tartozo
S és S* halmazok azonosak lesznek, és igy az rg és rg« korrelacids indexek
is mintanként egyenlok.
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Paraméter 1. miiszak | 2. miiszak | 3. miiszak

B1 —0,532 —0,459 —0,465

Bo 3,441 1,970 2,012

A 0,532 0,459 0,465

a 6,469 4,291 4,325
Korrelaciés index 0,996 0,980 0,980
Bo.L 3,097 1,250 1,381

Bo,x 3,785 2,690 2,644

BiL ~0,570 ~0,538 —0,535

Bru —0,494 —0,380 —0,396

4. tdblazat. A logisztikus regressziés modell paraméterei a vizsgalt hdrom miiszakra

A 4. tabldzatban 6sszefoglaltuk az egyes miiszakhoz tartozé mintdk alapjan
konstrualt logisztikus regresszids fliggvények becstilt paramétereit, valamint
a (Byp-ra és [i-re kiszdmitott 95%-os megbizhatdsagi szinti konfidencia in-
tervallumokat, melyek bal, illetve jobb végpontjaira a korabban bevezetett
jelolésnek megfelel6en az L (Low), illetve H (High) indexekkel utaltunk.

A korreléciés indexek magas értékei alatamasztjdk a logisztikus regresszids
modell alkalmazdsdnak jogosultsagdt. A regresszids fiiggvények becsiilt pa-
raméterei, valamint a [y-ra és (i-re kiszamitott konfidencia intervallumok
alapjan azt mondhatjuk, hogy az els6 miszak felfutasa kiilonbozik a masodik,
illetve harmadik miiszakétol, ugyanakkor ez utébbi kettd felfutdsa nagyon ha-
sonlénak mondhat6. Az a paraméterek becsiilt értékei alapjan azt lathatjuk,
hogy az els6 miiszak felfutasi gérbéjének meredekebb szakasza késobb kezdo-
dik, mint a masodik és harmadik miiszaké. Ennek héatterében az a természetes
jelenség all, hogy a masodik miiszak inditdsakor mar lényegesen t6bb techno-
16giai ismeret allt rendelkezésre, mint az elsé miiszak inditasakor. A méasodik
és harmadik miuszakhoz tartozé felfutasi gorbék hasonlésiga arra enged ko-
vetkeztetni, hogy kozel azonos technoldgiai szint, azaz kozel azonos muszaki
infrastruktira és hozza kapcsolédd ismeretszint esetén a mindségi kihozatal
novekedése a termelés bevezetése soran nagyjabol azonos gorbét ir le. FEzt
a kovetkeztetésiinket tamasztja ald az, hogy a masodik és harmadik miiszak
esetében a [y, illetve (B, paraméterekre kapott konfidencia intervallumok je-
lentésen atlapolédnak, ahogy ez a 4. és 5. dbrdkon is lathato.

4.000
3.500 + I
3.000
2.500 +
2.000
1.500 +
1.000 +
0.500
0.000 | | |
1. miszak 2. miszak 3. miszak

e —
e —

4. dabra. A Bg paraméterekre vonatkozé konfidencia intervallumok



92 Jonas Tamas — Toth Zsuzsanna Eszter

-0.300 —
-0.350 +
-0.400 +
-0.450 +
-0.500 + T

-0.550 T

-0.600 | | |

1. mlszak 2. miszak 3. miszak

5. dbra. A 1 paraméterekre vonatkozé konfidencia intervallumok

4.3 MPU mutaté valtozasa egy elektronikai termék
javitasi folyamatanak bevezetése soran

Altaldnosan elmondhatd, hogy elektronikai termékek javitasi folyamatai joval
kevésbé automatizalhatok, mint azok gyartasi folyamatai, igy a javitasi mi-
veletek koltségei —és ezeken keresztiil a szolgaltatasok arai— nagyfoku érzé-
kenységet mutatnak a felhasznalt élémunkara. Széles korben alkalmazott a
javitasi muveletek elvégzéséhez sziikséges élémunka mennyiségének az ugy-
nevezett Minutes Per Unit (MPU) mutaté segitségével torténd mérése. Ez a
mutatd a szolgaltatasba épilé emberi munkaido egy termékre vetitett értékét
méri percben kifejezve. Jelen példankban azokat a tapasztalatainkat Gssze-
gezzik, amelyeket egy fogyasztdi elektronikai termék javitasaval foglalkozd
termelési tevékenység aggregalt MPU értékének valtozasaval kapcsolatban a
javitasi folyamat bevezetése soran az els§ hdrom hénapban (12 hét) szerez-
tiink. Az MPU értéket heti szinten aggregédltuk az

heti 6sszes human munka

MPU = —— — 7 :
heti Gsszes javitott egység szama

Osszefliggés szerint. A javitdsi folyamat els6é 12 hetében mért aggregalt MPU
értékeket az 5. tdbldzat tartalmazza.

Hét MPU
(t:) (R:)
1 53,1
2 52,8
3 51,5
4 47,8
5 42,7
6 37,2
7 32,3
8 28,7
9 25,7
10 22,7
11 23,1
12 22.2

5. tdbldzat. Az MPU mutaté alakuldsa az id8 (hetek) fliggvényében
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6. dbra. Heti MPU értékek az els6 12 hétben

A 6. dbra grafikonja az aggregdlt MPU értékeket mutatja az id6 fliggvé-

nyében.

Az dbran lathaté pontfelh6 azt sugallja, hogy érdemes az MPU mu-

tatd értékének idébeli valtozasat a logisztikus regressziés modellel jellemezni.
Az eddigiekhez képest a 6 kiilonbség az, hogy itt a mért mutatd értékei
csOkkend tendencidt mutatnak, Ry = 53,1 és Ry = 22,2. A szamitasok
részletezése nélkiil, a logisztikus regresszids fiiggvény becsiilt paramétereit, a
korreldciés indexek értékeit, valamint a 3 paraméterekre vonatkozé 95%-os
megbizhatésdgi szinti konfidencia intervallumokat a 6. tdbldzatban foglaltuk

Ossze. (A tablazatban a kordbban bevezetett jeldléseket alkalmaztuk.)

Paraméter | Paraméter értéke
51 —0,892
Bo 5,597
by 0,892
a 6,277
rg 0,994

rg* 0,992
Bo,L 4,593
Bo,H 6,601
B1,L —1,033
Bi.H —0,750

6. tdbldzat. A regressziés modell szdmitott paraméterei

A korrelacids egyiitthaték magas értékei, valamint a 7. dbrdn lathaté gra-
fikon azt igazoljdk, hogy regressziés modelliink nagy pontossiggal illeszked6

gbrbét eredményez.

MPU
©
a

7. dbra. Logisztikus regresszié az aggregalt MPU iddbeli alakuldsara
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4.4 OEE mutaté valtozasa egy gyartasi folyamat be-
vezetése soran

Egy elektronikai termék gyartasi folyamatanak bevezetése soran, 15 héten
keresztiil végeztiink méréseket a teljes gyartosor Owerall Equipment Effi-
ciency (OEE) mutatéjdra vonatkozéan. Az OEE mutaté a rendelkezésre
allési (A)-, a teljesitmény (P)- és a mindségi mutaté (Q) szorzataként &ll ell§
(Hansen, 2001; Nakajima, 1988), ahol

terhelési id6 — allasid6 kimenet x idealis ciklusid6

A — P =
terhelési id6 miikodési idé

__ gydrtott j6 termékek szdma

gyartott termékek szama

Hét OEE

(t:) (%) (Ri)
1 33,1
2 34,2
3 37,7
4 40,8
5 45,2
6 50,2
7 55,4
8 62,2
9 68,6
10 72,2
11 77,3
12 78,8
13 77,8
14 79,5
15 79,3

7. tdbldzat. Az OEE %-os értékei a gyartds els6 15 hetében

A vizsgalt id6szakban szamos olyan er6feszités tortént, amelyek a rendel-
kezésre &llasi és a mindségi mutatd jelentds javitdsa révén eredményezték az
OEE mutaté 10. tablazatban lathato javulasat. Mivel irdasunk célja pusztan
az aggregalt mutatok valtozasi jellegének modellezése, ezért nem részletezziik,
hogy egy-egy mutatd javulasahoz az elvégzett javitd tevékenységek hogyan
és milyen mértékben jarultak hozza.

A 7. tabldzatban szereplé OEE % adatokat az id6 fiiggvényében grafikusan
abrazolva a 8. dbrdn lathaté ponthalmazhoz jutunk.

80 ° o P [ ] [ ]

70 | o °

OEE %
o
o
[ )

Hét
8. dbra. OEE % mutaté idébeli alakuldséra
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A ponthalmazra az Ry = 33,1 és R = 79,5 értékek mellett illesztettiink
logisztikus fiiggvényt. A regresszids fiiggvény becsiilt paramétereit, a kisza-
mitott korreldcids indexeket és a B paraméterekre vonatkozé 95%-os meg-
bizhatosagi szintli konfidencia intervallumokat —a szamitdsok részletezése
nélkiil, az eddigi jeloléseket alkalmazva— a 8. tdbldzat tartalmazza.

Paraméter | Paraméter értéke
B1 —0,657
Bo 4,529

by 0,657
a 6,897
rs 0,997
rg 0,997
Bo,L 3,916
Bo,u 5,142
B1,L —0,725
Bi.u —0,588

8. tdbldzat. A regressziés modell szamitott paraméterei

A korreléciés indexek értékei alapjan elmondhatjuk, hogy a linedrisra visz-
szavezetett, lesziikitett logisztikus regresszids modell olyan fiiggvényt eredmé-
nyez, amely jol modellezi az OEE valtozasat a termelési folyamat bevezetése
sordn. A 9. dbra a kapott gorbe mért OEE % értékekre vald illeszkedését
mutatja.

OEE %

9. dbra. Logisztikus regresszié az OEE % mutaté idébeli alakuldsara

5 Osszegzés

Empirikus megfigyeléseink, a bemutatott példak és vallalati tapasztalataink
alatamasztjak azt a hipotézisiinket, hogy az altalunk targyalt, linedrisra visz-
szavezetett, lesziikitett logisztikus (szigmoid) modell alkalmas aggregalt mind-
s€gi és megbizhatdsdgi mutatok vdltozdsanak modellezésére termékek, illetve
szolgdltatdsok eldallitasanak bevezetése sordan. Egy gyartasi vagy szolgdltatasi
folyamat kiszemelt jellemzGjének javuldsa altaldban sok-sok, egymds utan
végrehajtott javité-fejleszto tevékenység eredménye, az aggregalt megkozeli-
tés azonban lehet&vé teszi, hogy a folyamat javuldsat az aggregalt mutaté se-
gitségével igy tekintsiik, mintha azt az adott technoldgiai és termelési kultira
hatdrozné meg. Ugy is fogalmazhatunk, hogy a mutaté valtozdsa (javuldsa)



96 Jonas Tamas — Toth Zsuzsanna Eszter

a vallalkozas szervezetének az adott folyamatra vonatkozé tanulasi gorbéjét
reprezentalja, melyet a rendelkezésre allé technoldgia és a vallalkozas tagabb
értelemben vett termelési kulturdja determindl. Az aggregdlt mindségi ki-
hozatalra vonatkozo esettanulmanyunkban lathattuk, hogy adott technolégia
és azonos véllalati kondicidk mellet a vizsgélt két miiszak aggregalt kihozatala
nagyon hasonlé felfutast mutatott. A logisztikus modell Gy, illetve 3y paramé-
terein keresztiil, az ezekre kiszamitott konfidencia intervallumok segitségével
pedig lehetOségiink volt a felfutdsi gérbék kvantitativ 6sszehasonlitdsara. Meg-
kozelitéstink elénye éppen az, hogy lehetdvé teszi a technoldgia és a vallalati
kultira jol ismert determindld szerepének szdmszeriisitését és felfutdsi (ta-
nuldsi) gorbék kvantitativ dsszehasonlitdsat. Egy felfutdsi gorbe jellemzd pa-
ramétereinek ismeretében a gorbét, mint elvdrdst tekinthetjik akkor, amikor
azonos technoldgiai és kulturdlis feltételek mellett eqy folyamatot idében ké-
s6bb, vagy térben mdsutt kivanunk elinditani.

Tovabbi kutatési célunk annak vizsgalata, hogy a technolégia és a vallalati
kultdra, hogyan befolyasolja a bemutatott modell paramétereit, a felfutési
gorbék alakjat. Kérdés példaul, hogy adott miszaki hattér mellett a kii-
16nb6z6 foldrajzi régidkhoz, orszdgokhoz, és tarsadalmi kulturakhoz milyen
jellemzo6 paramétertartomanyok tarsithatok, illetve a fliggvény paraméterein
keresztiil hogyan hasonlithaték 6ssze kiilonbozé tizemek felfutasi folyamatai.
Egy maésik vizsgdlandé teriilet a folyamatok jésdganak osszehasonlitasa fel-
futasi gorbék segitségével. Szintén vizsgalni kivanjuk azokat a gyakorlati ese-
teket, amikor a mutatok idobeli véltozasa olyan gorbékkel irhato le, amelyek
inflexiés pontjukra nem szimmetrikusak.
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MODELLING RAMP UP OF PRODUCTION AND SERVICE PROCESSES

By studying real company processes, we attempt to model changes of aggregate
reliability and quality metrics of production and service processes during their in-
troduction phase. Application of the so-called restricted linear logistics regression
model provides with the possibility to quantify the determinant role of technology
and production culture in the ramp up of production and service processes. Our
approach lays the foundations of comparing ramp up curves that are different either
in time or in space.
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