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LOKALIS ENERGIAMODSZER KICSI RENDBEN
GERJESZTETT LIENARD-EGYENLETEKRE!

KANNAI ZOLTAN
Budapesti Corvinus Egyetem

Az 2"+ f(x) -2’ +g(x) = 0 alaki Liénard-tipusu differencidlegyenlet kézponti
szerepet jatszik az tizleti ciklusok Kaldor-Kalecki-féle [3,4] és Goodwin-féle [2]
modelljeiben, sét egy a munkanélkiiliség és vallalkozas-Gsztonzések ciklikus
véltozdsait lefré Wjabb modellben [1] is. De ugyanez a nemlinedris egyen-
lettipus a gerjesztett ingdk és elektromos rezgékorok elméletét is feldleli [5].
Az ezzel kapcsolatos irodalom nagyrészt a hatdrciklusok létezését vizsgdlja
(pl. [B]), pedig az alapvetd stabilitasi kérdések jéval attekinthetébb mdédon
kezelhetOk, s a kapott eredmények kozvetve a hatarciklusok 1étezésének felté-
teleit is sokkal jobban be tudjak hatarolni. Jelen dolgozatban az egyvaltozos
analizis hatékony nyelvezetével olyan egyszertien megfogalmazhaté eredmé-
nyekhez jutunk, amelyek képesek kitagitani az tizleti és mas kozgazdasagi cik-
lusok modelljeinek kereteit, illetve pl. az [1]-beli modellhez jabb szemléltetd
specialis eseteket is nyeriink.

Kulcsszavak: Liénard-egyenlet, pendulum, stabilitas, Ljapunov-fiiggvény.

1 Bevezetés: Stabil és instabil pendulum

Az aldbbiakban vizsgaland6 Liénard-egyenletek relevancidja nem korlatozo-
dik hatarciklusok vizsgalatara, hanem ezek az egyenletek hatékonyan alkal-
mazhatok olyan egyensilyi vizsgalatok soran is, amelyeket hagyoméanyosan
linedris modellekkel szoktak leirni, &m az elsérendi kozelités jogossidga tavol-
rél sem tisztdzott. Erre mdr a legegyszer(ibb matematikai pendulum (inga)
is j6 példa, hiszen a ré vonatkozd irodalom egy részében nem is érintik ezt
a kérdést. Bonyolultabb rendszerek esetén pedig akiar még hamis képet is
adhat a linedris kozelités. Kés6bb még arra is latunk példat (15. Példa),
hogy az
o2t 2 =0

egyenlet origébeli linedris kozelitése instabil, jollehet az eredeti egyenlet null-
allapota aszimptotikusan is stabil.

Osszetett tarsadalmi és gazdasdgi jelenségeket tapasztalva gyakran éliink
,,az inga kileng” és ;,az inga tullendil” frazisokkal, attél a gondolattdl vezé-
relve, hogy ugyanannak a torvényszertiségnek a bonyolultabb arcat az egy-
szeriibbel vilagitsuk meg. Valdjaban azonban nagyon hamar tillépiink a tor-
vényszertiségek megéllapitdsan, s nem gondolunk arra, hogy mindenekel6tt

1Beérkezett: 2010. 4prilis 23. E-mail: szidar@sie.arizona.edu.
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olyan egyszert dologgal is tisztaba kellene jonntiink, mint a matematikai pen-
dulum.
Fizikai tanulmanyokbdl ismert, hogy a matematikai pendulum mozgasat
az
2’ 4+ sinx =0

méasodrendii differencidlegyenlet irja le. Mivel az egyenlet kozvetlen megol-
désa viszonylag nehéz, ezért kis kilengések esetére sinx ~ x azonositassal at
szoktak térni az

2 +x=0

egyenletre, amit mar konnyi megoldani, s6t a megoldasabdl kapott lengésido
nagy pontossaggal esik egybe a pendulum kisérleti értékeivel. Viszont nagyon
sok olyan masodrendii egyenlettel is talalkozunk, amelyeket nem hogy nem
tudunk megoldani, de még egy leegyszeriisitett egyenlet soran sem tudjuk ki-
sérletileg leellenorizni, hogy az egyszerisitett egyenlet megolddsai mennyire
pontosan kozelitik az eredeti egyenlet megolddsait. (Egy atomerémii ter-
vezésekor példaul tilsagosan késo lenne kisérletileg verifikalni, hogy az eredeti
rendszer nem kévette a linearizalt rendszer stabilitdsat.)

KézenfekvG hat a kérdés: egy masodrendli egyenlet soran jogos-e a line-
arizalas, a fenti tipusu elsérendi kozelités? Mésképpen: az eredeti egyenlet
(rendszerre 4tirt alakja) nulléllapotdnak stabilitdsa leolvashaté-e a linearizélt
rendszer nulléllapotdnak stabilitdsabdl? (Ha tudniillik a vélasz nemleges,
akkor az eredendéen nemlinedris folyamat linedris kozelitése — abszurdum.)

A valasz kettds: egyrészt latni fogjuk (3 .Tétel), hogy egy az dllapot elsd
derivaltjatdl kozvetlendl nem figgd

2 +g(x)=0

alaki egyenlet (amilyen a matematikai pendulum is) sosem lehet gy in-
stabil, hogy a linearizalt rendszere stabil lenne. (¢’(0) = 0 esetén viszont
el6fordulhat, hogy a linearizalt rendszer instabil, mig az eredeti rendszer sta-
bil.) Maésrészt egy az elsé derivalttdl is fliggd egyenlet esetében mar eléfor-
dulhat, hogy a linearizalt rendszer ugyan stabil, de az eredeti egyenlet insta-
bil. S6t olyan instabil nulldllapotd méasodrendii egyenlet is 1étezik, amely-
nek a linearizéldsa azonos a matematikai penduluméval. A kés6ébbiek soran
még olyan masodrend differencidlegyenletre is mutatunk példat, amelynek
nullallapota aszimptotikusan stabil, jollehet az elsorendii kozelités instabil.
Ez mind arra mutat, hogy a pendulum esetében is az elsérendii kozelitéssel
val6 helyettesités — minden tovabbi indoklas nélkiil — jogtalan.

1. Példa. Vizsgdljuk meg az

mdsodrendi egyenletet. Vegytik ennek az x = 0, 2’ = 0 dllapota korili linedris
kozelitését, és jellemezziik a linearizdcio stabilitdsdt! Jellemezziik az eredeti
egyenlet x = 0, ' = 0 dllapotdnak stabilitdsdt is!
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Megoldas. Rendszerre atirva

= y
y/ — —r + 3132y )
ennek egyediili egyensilya az origd. A jobb oldal derivaltja [—1-86;-;, gi_g},

)

tehat az egyenletiinkbdl adodé linearizalt rendszer azonos a matematikai pen-
duluméval, ami stabil (persze nem vonzd). A Ljapunov-féle direkt mddszerrel
megmutatjuk, hogy ennek ellenére egyenletiink nulldllapota instabil. A

ami a [8] helyen

V(z,y) = —2® —y* + 2’y —ay’
egyenlSség Ljapunov-fiiggvényt definidl a [8] pontban. Ekkor
V'(z,y) = [-2x 4 32y — y°, -2y + 2® — 3ay?]

és
1 | 246y 3x2 — 3y?
Vv (.13, y) - |: 3.132 _ 3y2 —9_ ny ’

tehat
” -2 0
V (070) - |: 0 _2 :| )

ami negativ definit matrix, tehat V-nek az origéban szigord lokalis maxi-
muma van. Ez V(0,0) = 0 miatt azt jelenti, hogy V negativ definit Ljapunov-
fliggvény az origoban. Ugyanakkor V-nek a fenti rendszer szerinti derivéltja

OfV(z,y) = —2wy+32°y® —y* + 2zy — z* + 327y — 62°y° + 32°y — 92%y® =
—y4 —zt+ 3m5y — 9ac‘°’y3 .

'r~cos<x]
resin o

Gondoljuk meg, hogy ez negativ definit az origéban. Legyen [z] = [
(r >0), ezzel
3

4 4 4 4 . :
0fV(z,y) = —rsin”a—r"cos o+ 3r° cos® asina — 97° cos® asin® a =

—r? . (sin* o + cos? a — 3r% cos® asin a + 9r? cos® asin® @) .
Mivel sin® o + cos* a > %, igy a zardjelben levo rész legaldbb % — 1272, ami
r< 21% esetén pozitiv. Azaz 0 < y/22 + 92 < 2_\1/6 esetén 07V (x,y) negativ.
Tehat 0,V tényleg negativ definit az origéban.

Mivel V is, 0,V is negativ definit az origéban, ezért a megfelelé Ljapunov-
tétel miatt a fenti rendszer, kovetkezésképp masodrendii egyenletiink null-
allapota is instabil, jollehet a pendulum elsérendi kozelitésének megfeleld

szokasos logikaval itt is ugyanahhoz a stabilan rezg6 rendszerhez jutnank.
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2. Megjegyzés. A V(z,y) := 2% + y? + 23y — x> Ljapunov-fiiggvény
segitségével a fentiekhez hasonloan igazolhato, hogy az

2 +32% 2 +x=0
mdsodrendi egyenlet x = 0, 2’ = 0 dllapota aszimptotikusan stabil.
3. Tétel. Legyen G : IR — IR a 0 egy kornyezetében értelmezett folytonosan
derivdlhatd fiiggvény, tovabbd G(0) = G'(0) = 0. Ekkor az
2+ G(x) =0
masodrendi egyenletnek az origé soha nem lehet vonzd egyensilya, tovdbbd

e ha G-nek 0-ban szigori lokdlis minimuma van (specidlisan ha G' a 0-
ban (—,+)-eldjelet vdlt), akkor az origd stabil;

e ha G’ a 0-ban (4, —)-elbjelet vdlt akkor az origd instabil.

Kovetkezésképp, ha G kétszer folytonosan derivdlhaté és G (0) # 0, akkor az
egyenlet stabilitdsa ekvivalens a megfeleld

/

@ =y

Yy o= —G0)
linearizdlt rendszer stabilitdsdval.
Bizonyitas. Az egyenletet irjuk &t rendszerré:

/ — y
y = O
és tekintsiik ehhez a )
V(z,y) = G(@) + 5v°

Ljapunov-fliggvényt. Ennek a jobb oldal szerinti derivaltja

G'(z)-y+y- (=G'(x)) =0

(tehdt V' a rendszernek egy tn. elsd integrdlja). Ez azt jelenti, hogy az
egyenletnek a 0 egy alkalmas kornyezetében halado tetszéleges © megoldasara

G(x(t)) + %(x'(t))2 = konstans ,

igy 2'(0) # 0, £(0) = 0 esetén z(¢) és z'(t) nem tarthat egyidejiileg 0-hoz.
Ezért a rendszer (és igy az egyenlet) nullédllapota nem lehet vonzo.

Tekintstik most az 1. esetet, azaz amikor G-nek 0-ban szigord lokdlis mi-
nimuma van. Ekkor V nyilvan pozitiv definit az origéban, igy a jobb oldal
szerinti derivalt nulla volta miatt a rendszer (és igy az egyenlet) nulldllapota
stabil.
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Végil tekintsiik a 2. esetet. Ekkor
W(z,y) :==—zy
az origéban indefinit Ljapunov-fiiggvény, amelynek a rendszer szerinti de-
rivaltja
— 4z G(x),
ami az origéban negativ definit, hiszen x - G’(z)-nek 0-ban szigori lokélis
maximuma van. [gy Ljapunov megfelel instabilitasi tétele miatt a rendszer

(és igy az egyenlet) nulldllapota instabil. O

4. Kovetkezmény. A matematikai pendulumra vonatkozé x" + sinx = 0
egyenlet nulldllapota stabil, de nem vonzo.

5. Példa.A fenti tétel alapjin az

2 +22=0
egyenlet nulldllapota stabil (nem vonzd); az

x// _ xS =0
egyenlet nulldllapota pedig instabil. Megjegyezziik, hogy mindkét eqyenlet rend-
szerre vald dtirdsdnak origobeli linedris kozelitése [8 é], ami instabil.

A fenti tételbdl az is kovetkezik, hogy ha G-nek 0-ban szigoru lokalis mi-

nimuma van, akkor az 2" + G’'(x) = 0 egyenlet 2(0) = 2’(0) = 0 megolddsa
egyértelmii. Ez azért érdekes, mert ha G’ csak folytonos, akkor az egyen-

letre nem alkalmazhaté a Picard-Lindelof-féle egzisztenciatétel, amelybol az
egyértelmiiség szokasosan tudhato.

6. Kovetkezmény. Legyen G : IR — IR a 0 egy kornyezetében értelmezett
folytonosan derivalhatd figgvény, tovabbd G(0) = G'(0) = 0. Ha G-nek 0-ban
szigory lokdlis minimuma van, akkor az
?'+Gx) = 0
z(0) = 2/(0)=0
Cauchy-feladat megolddsa a pozitiv félegyenesen egyértelmii.

7. Példa. Ha G-re nem tessziik fol a fenti kévetkezményben szereplé mini-
malitdsi feltételt, mdr nem csak a stabilitds, de a szobanforgo Cauchy-feladat
egyértelmiisége is sérilhet. Példdul az

4
xll_g'\:s/E — 0

z(0) = 2/(0)=0
feladatnak tetszdleges a < 0 < 3 esetén megolddsa az

%@(t—a)?’ hat <«
z(t) =<0 haa<t<pg

2Bt F)3 haf<t
fliggvény.
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2 Liénard-egyenletek stabilitasa

Legyenek F,G : IR — IR a 0 egy kornyezetében értelmezett folytonosan
derivalhaté fliggvények, tovdbba F(0) = G(0) =0. A

(1) 2+ F(x) -2 +G(x) =0

masodrendu differencidlegyenletet Liénard-tipusi egyenletnek nevezzik.
Példaul az el6z6 szakaszban targyalt 2" +32% -2’ +x = 0 és 2" +G'(z) =0
egyenlet is Liénard-tipusi (tehét a matematikai pendulum egyenlete is az).
Ezekkel Liénard-egyenlet z = 2’ = 0 egyenstlydnak instabilitdsara, aszimp-
totikus stabilitasara, s6t vonzas nélkiili stabilitdsara is van mar példank. So6t
F =0 esetén az egyensiily soha nem lehet vonzé.
Az (1) egyenlet az y := 2’ + F o x definiciéval ekvivalens a

¥ = y—F(x
©) (o 2 v

rendszerrel, amelyet Liénard-féle rendszernek mondunk. (1) az y := 2’

definiciéval ekvivalens a

r = y
) v 2 o

rendszerrel is. F'(0) = 0 miatt az origé pontosan akkor egyensilyi helye akar
(2)-nek, akar (3)-nak, ha G’(0) = 0. Ekkor az origét a (1) egyenlet egyensilyi
helyének vagy nulldllapotdnak is mondjuk.

2.1 Egy elemi elégséges feltétel

8. Allitas. Tegyiik fol, hogy G'(0) = 0. Ha

1. 0-ban G-nek szigori lokdlis minimuma van, F - G'-nek pedig lokdlis
minimuma, akkor (1)-nek az origd stabil egyensilya;

2. F'(0) > 0, tovdbbd 0-ban G’ mnegativrdl pozitivra eljelet vdlt, akkor
(1)-nek az origd aszimptotikusan stabil egyensilya;

3. G kétszer is folytonosan derivdlhatd, tovabbd G"(0) < 0 vagy F'(0) < 0,
akkor (1)-nek az origd instabil egyensilya.

Bizonyitis. Az origd egyensilya (1)-nek. Az 1. esetben (2)-hoz

Viz,y) = Gla) + 507

az origéban pozitiv definit Ljapunov-fiiggvény. Ennek (2) szerinti derivaltja

OV (w,y) =G (x) -y - G(x)- Flx) +y- (-G (z)) = —F(z) - G'(x) <0,
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tehdt 0()V az origéban negativ szemidefinit, {gy Ljapunov megfelel§ sta-
bilitasi tétele miatt az origd stabil.
2. esetén (3)-hoz

W(z,y) == 4G(2) +y* + (y + F(x))?
pozitiv definit Ljapunov-fiiggvény az origéban, amelynek gradiense
W'(z,y) =[4G"(z) +2(y + F(2)) - F'(x) , 4y +2F(2) ] ,
tovabbd (3) szerinti derivaltja
AW (x,y) = —2G"(x) - F(x) = 2F'(z) -y ,

ami F'(0) > 0 és G’ szébanforgd elSjelvaltdsa miatt negativ definit. Igy
Ljapunov megfelel6 tétele miatt az origd aszimptotikusan stabil.
3. esetén (2) jobboldaldnak Jacobi-métrixa az origéban

| i o]

amelynek sajétérték-egyenlete A2 + F’(0) - A + G”(0) = 0, tehat a (komplex)
sajatértékek

—F'(0) + \/(F7(0))* — 4G"(0)

5 .
Mivel G"(0) < 0 vagy F'(0) < 0, ezért legaldbb az egyik sajatérték pozitiv
valds részii. Igy Ljapunov megfelel6 linearis kozelitési tétele miatt az origd
instabil. |

Al =

9. Kovetkezmény. Ha

e vagy G'(0) = 0 és 0-ban G-nek szigori lokalis minimuma van, F-G'-nek
pedig lokdlis minimuma;

e vagy G kétszer is folytonosan derivdlhato,
akkor az
2+ F(x) -2 +G(x) = 0
z(0) = 2/(0)=0
Cauchy-feladat megolddsa a pozitiv félegyenesen egyértelmii.

Bizonyitas. Az elsé esetben az origd stabil, tehdt egyértelmii megoldésa is
(2)-nek a [8] kezdeti feltétel mellett. A mésodik esetben (2) jobb oldala foly-
tonosan derivalhatd, igy a Picard-Lindelof-féle egzisztenciatétel értelmében
ugyanez az egyértelmiiség igaz. Innen a Cauchy-feladat egyértelmiisége mar
trivialis. O
10. Példa. (van der Pol-oszcilldtor) Vizsgdaljuk meg adott i € IR mellett az

2 (2 —1)- 2 +x=0
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in. van der Pol-eqyenlet x =0, ' = 0 egyensily: dllapotdnak stabilitdsdt!

Megoldés. Jelen esetben F(x) = - (% —x)és G(z) = %, igy F'(0) = —p
és G"(0)=1

1. eset: p < 0 esetén F'(0) > 0 és G’ negativrdl pozitivra el§jelet valt,
tehat a nulldllapot a fenti allitas alapjan aszimptotikusan stabil.

2. eset: pu > 0 esetén F'(0) < 0, tehat a nulldllapot a fenti allitas alapjan
instabil.

3. eset: u = 0 esetén az egyenlet harmonikus rezgé mozgasba megy &at
(linedris), aminek a nulldllapota kdzismerten stabil, de nem vonzé.

2.2 Egy élesebb elegendo feltétel

Az alébbi éllitdsban az w-hatdrhalmazok invariancidjat is hasznaljuk.

11. Allit4s. Legyen F folytonosan derivdlhato, G pedig kétszer folytonosan
derivdlhaté. Ha 0-ban mind G-nek, mind pedig F - G'-nek szigori lokdlis
minimuma van, akkor (1)-nek az origd aszimptotikusan stabil egyensilya. Ha
ezenfelil 0-ban F - G'-nek szigori globdlis minimuma is van, akkor az origd
globdlisan is vonzo.

Bizonyitas. Az elézé allitasban az origéban pozitiv definit

Viz.y) = G(x) + 5307

Ljapunov-fiiggvénnyel mér igazoltuk, hogy a (2) rendszernek az origé stabil
egyensilya. Mar csak azt kell igazolnunk, hogy (2)-nek az origé egy alkalmas
kornyezetébol indulé megoldasai a +oo-ben tartanak az origéhoz. Legyen
g0 > 0 olyan szdm, hogy 0 < |z| < gg esetén 0 < F(z)- G'(x). A mér igazolt
stabilitds miatt van olyan §; > 0 szdm, hogy barmely z%(0) + y?(0) < &2
tulajdonsigi [ﬂ megoldésra minden ¢ > 0 mellett 2%(¢)+y2(¢) < 3. Namost
olyan §; > 0 szdm is létezik, hogy barmely x%(0) + 52(0) < 67 tulajdonsigi

[ﬂ megoldédsra minden ¢ > 0 mellett 22 (¢)+y2(t) < 63. Egy ilyen megoldésra

%Wﬂﬁwm=3@WM&Mm=—ﬂﬂmiﬂﬂmSO,

tehat V(x(+),y(-)) monoton fogyd. Ekkor
a:i=, ligl Vi(x(t),y(t) >0

valasztdssal minden [S] € () esetén hataratmenettel azonnal adédik, hogy

V(¢,n) = a (ahol Q az [z] megoldds w-hatdrhalmaza). Mivel ez invaridns

Tl

halmaza a (2) rendszernek, ezért egy ilyen [S] pontbdl induld [y1

] megoldésra

minden ¢ > 0 mellett [Zg” € Q miatt

Vi{(t), 5 (1) = a,



Lokalis energiamédszer kicsi rendben gerjesztett Liénard-egyenletekre 27
tehdt V(x1(t),y1(t)) konstans. Ezért minden ¢ > 0-ra

d
0= —V(@1(t):41(1)) = Oy V(@1(8), 11(1)) = —F (21(1)) - &' (21(2)) -
Ugyanakkor §; vélasztdsa miatt hatdrdtmenettel £2 + n? < 62, {gy minden
t > 0-ra x3(t) +y3(t) < &3, ezért eg valasztdsa miatt F(x1(t)) G’ (z1(t)) =0
alapjan z1(t) = 0. Innen persze y1(t) = 24 (t) = 0 is fenndll minden ¢ > 0
mellett. Teh&t [Z] a (2) rendszer nulldllapota, specidlisan [S] = [8]. Ezzel
éppen azt mutattuk meg, hogy

- {[2])-

Innen pedig [z] korldtos volta miatt azonnal adddik, hogy [ﬂ a +oo-ben
tart az origéhoz. Ezzel igazoltuk a (2) rendszer nullallapotédnak vonzé voltét
is.

Haétra van még a globélis vonzasra vonatkozo allitds igazolasa. Ez viszont
a mar bizonyitottakbol ey = §y = §; = 400 mellett kovetkezik. O

12. Kovetkezmény. Legyen F folytonosan derivdlhato, G pedig kétszer
folytonosan derivdlhaté. Ha 0-ban mind G-nek, mind pedig F'-G'-nek szigori
lokdlis minimuma van, akkor (1)-nek az origé alkalmas kérnyezetén belil nem
alakulhat ki sem ciklusa, sem hatdrciklusa. Ha ezenfeliil 0-ban F - G'-nek
szigortd globdlis minimuma is van, akkor (1)-nek nem létezhet semmilyen cik-
lusa, sem hatdrciklusa.

13. Megjegyzés. Egy kordbbi megjeqyzésben szerepld " +3z2 -2’ +x =0
egyenlet nulldllapotanak aszimptotikus stabilitdsa a fenti dllitdsbol is kovet-
kezik. (De a szintén tdrgyalt ¥ — 3z* - 2’ + x = 0 egyenlet nulldllapotinak
instabilitdsa a lequtdbbi két dllitds eqyikébdl sem kovetkezik.)

14. Példa. Vizsgdljuk meg tetszoleges n € IN mellett az
xll+x27L'xl+x:0

Liénard-egyenlet nulldllapotdinak stabilitdsat!

Megoldés. Jelen esetben F(x) = 2”1_~_1x2"b+1 és G(x) = $2”. Tehdt G-nek

és F(z)-G'(z) = 2”1_~_1x2”+2-nek is 0-ban szigoru lokélis minimuma van, igy
a fenti allitds értelmében az egyenlet nullallapota aszimptotikusan stabil.

A kovetkezé példa azt mutatja, hogy mér Liénard-egyenletek korében is
vannak olyanok, amelyek nullallapota annak ellenére aszimptotikusan stabil,
hogy az origébeli linearis kozelités instabil.

15. Példa. Hatdrozzuk meg az

2

242t 42 =0
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Liénard-egyenlet nulldllapotdnak stabilitdsdt! Prébalkozzunk elészor lineari-
zdldssal!

Megoldéds. Az egyenlet (3) alakja

= Yy
y/ — _ny_xS

A jobb oldal origébeli Jacobi-matrixa

01

0 0|’
amelyhez instabil linedris rendszer tartozik. Ugyanakkor most F(x) = $2° és
G(z) = 12*, igy F(2)-G'(x) = 325, tehdt mind G-nek, mind pedig F'-G'-nek

0-ban szigoru lokalis minimuma van, ezért a fenti &llitds miatt az egyenlet
nullallapota aszimptotikusan stabil.

3 Kvazipendulumok

A fenti két allitds tavolrdl sem fedi le az Gsszes Liénard-egyenlet stabilitasi
vizsgdlatat; nemcsak a mar emlitett z” — 322 - 2’ + 2 = 0 egyenletre nem
alkalmazhaték, de az 2" +z -2 +x = 0 vagy 2" + (2 — 32°) - 2/ +
x = 0 Liénard-egyenletekre sem. Az aldbbiakban ezekhez némileg hasonld
Liénard-egyenleteket vizsgalunk. Ezekkel fizikai relevancidjukon tul {6 célunk,
hogy izelit6t adjunk a legtrividlisabb eseteknél egy fokkal mar osszetettebb
Ljapunov-fliggvények keresésének —bizonyos értelemben— nagyon is termé-
szetes logikajabol. Elobb azonban két technikai megallapitast tesziink.

16. Megjegyzés. Legyen p pozitiv egész, k, j pedig olyan nemnegativ egészek,
amelyekre k + j > 2p. Ekkor

xhyd
11m s
z24y2—0 (.172 + yz)p

Bizonyitas. |z|,|y| < /a2 4 y? alapjan trividlis.

17. Megjegyzés. Legyen v : IR — IR a 0 egy kornyezetében értelmezett
n-edrendben kicsi fugguény, azaz

lim r(@) =

z—0 ™ -

(n € IN). Ekkor tetszéleges kétvaltozds, konstans tag nélkili valds p polinom-
raQ
@) play)
- =0.

224420 (xz + yz)%
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. {tas. < ) ) y . r(x _ — 0.
Bizonyitas |z] < /22 +y? alapjdn }EHOW 0. Ugyanakkor a
k4 j > 1 tulajdonsdgi k, j > 0 egészekre x2 + 3% # 0 esetén
- ko oid k+7
O I O 1 R o
TV Va2 T Vi iy

ami a hidnyos egységgémbon korlatos. Emiatt persze

p(z,y)

/.172 + yQ
Ta 4 . L . Ao . . r(x _ .,
is korlatos a hidnyos egységgémbon. Innen }1_{% Torgs” 0 alapjan azonnal
adodik az allitas. a

18. Példa. Keressiink Ljapunov-fligguényt az

(4)

!

¥ = y-— Az?> - Ba?®
y = —x

rendszer stabilitisdnak vizsgdlatihoz (A, B € IR, B # 0 adott szamok)!

Megoldas. A Ljapunov-fiiggvényt tobb lépésben taldljuk meg. Els6 koze-
litésben a legegyszeriibb Ljapunov-fiiggvény (az egyediil nulladrendben kicsi
y < —x tagok kiejtésére) a normanégyzet:

Vo(z,y) = 2% +y°.
Ennek (4) szerinti derivéltja
22 - (y — Ax? — Ba®) — 2yx = —2A2% — 2Bzt |

ami mar csak méasodrendben kicsi tagokat tartalmaz, persze ez még nem
j6 nekiink. Viszont Vy-hoz vehetiink jabb tagokat tgy, hogy (4) szerinti
derivéltjaik kiejtsék a legalacsonyabbfoki z:3-6s tagot. (Itt két lehet6ség kozt
kell vélasztanunk; tigyeljiink ra, hogy ne az eredeti tagokbdl ,,faragjunk le”.)
A

—24z%y

4j taggal ez teljesiil is. Persze ehhez még tjabb tagot kell hozzavenniink,
hiszen ezzel a (4) szerinti derivdltba bejott az tjabb harmadfokd —4Axy?
tag. Ennek eliminalasara viszont megfelel a —%Ay?’ tag, ami a (4) szerinti
derivalaskor mar nem hoz be tjabb | kellemetlen” tagot. Legyen hét

4
Vi(@,y) i=Vo(z,y) = 242%y — 2 Ay®

ennek (4) szerinti derivéltja tehat

4A%23y — 2Bxt + 4ABxy
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ami mar csak harmadrendben kicsi tagokat tartalmaz. Viszont ez sem pozitiv,
sem negativ definit (amelyre alkalmazhaté volna valamelyik Ljapunov-tétel).
Vi-hez tehét vesziink még jabb tagokat: egyet, ami a (4) szerinti derivélds
sordn kiejti a —2Bx? tag felét, —Bz’-t (azért nem az egészet, mert az-
zal derivéldskor semmiképpen nem jutnénk definit Ljapunov-fiiggvényhez);
és egy masikat, amelyik kiejti a 44223y tagot. Erre megfelel 2A222%y? —
Ba3y. Viszont a (4) szerinti derivdlaskor ezek az djabb negyedfokt 4 A%zy3 —
3Bx?y? részt hozza be, ami vegyes tagokbdl all. Ezeket tijabb tagokkal fogjuk
elimindlni, nevezetesen A%2y* — Bxy> hozzdadisaval, amely a derivaldskor —
a negyedrendben kicsi és az eliminalé tagokon kiviil— mdr csak a —Bz* 1j
tagot hozza be. Tehat legyen

Va(z,y) = Vi(z,y) +24%%y* — Bay + A%y* — Bay® =
4
= 2% +y? - 24x%y — §Ay3 +2A%2%% — By + A%y* — Bay?® .

Mivel az els6 két tag kivételével V5 legalabb harmadfoku tagokbdl all, igy a
16. Megjegyzés értelmében

v 2, 2
im 2(2,y) = lim u—|-0=1.
22+4y2—0 x2 4+ y2 22492 —0 2 4+ y2

Ezért az origd egy alkalmas hidanyos kornyezetében V5 pozitiv, tehat Vo pozitiv
definit. Tovabba

2x — 4Axy + 4A%2y? — 3Bx%y — By?

/ _
Va(w,y) = 2y — 2Ax? — 4Ay? + 4 A2y — Bx® + 4A2%y3 — 3Bxy?

Igy Va-nek (4) szerinti derivaltja
OayVa(,y) = 22y — 4Azy® + 4A%xy® — 3B2y* — By'—
—2Ax3 4 4A%23y — 4A323y* + 3ABxty + ABx?yP—
—2Bx* + 4ABxty — 4A?Bxty? + 3B%x5y + B3y —
—2xy + 2Ax3 4+ 4Axy? — 4A%23y + Bat — 4A%xy3 + 3B2%y? =
= —By' — Bx? — 4A32%y* + 3ABx'y + ABx?y3+
+4ABxty — 4A?Bay? + 3B%2%y + B%a3y® .

Tehat
8(4)‘/2(‘1:73/) = —B(.I}4 + y4) + R(J?,y) ’

ahol az R(z,y) kétvéltozés polinom 6tdd- és hatodfoki tagokbdl 4ll. Igy a
16. Megjegyzés alapjan

R(z,y)
a2+y2—0 (22 +y2)?
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Eszerint van olyan § > 0 szdm, hogy 0 < 22 + y? < 62 esetén
B
Ry < D 12,

ez esetben z* +y* > 3 (22 +¢?)? miatt 94y Va(z,y) = —B(z* +y*) + R(z,y)
eldjele megegyezik —B(x? + y*) eléjelével. Nevezetesen, a 0 < 22 + y? < §2
hidnyos gémbben

e B > 0 esetén Oy Va(z,y) negativ, tehdt ekkor d4)Va negativ definit
Ljapunov-fliggvény;

e B < 0 esetén O4)Va(x,y) pozitiv, tehdt ekkor Oy V2 pozitiv definit
Ljapunov-fliggvény.

Ez V, pozitiv definit volta miatt azt jelenti, hogy
e B > 0esetén a (4) rendszernek az origd aszimptotikusan stabil egyensilya;
e B < 0 esetén pedig (4)-nek az origé instabil egyensilya.

Mostantol legyen F' : IR — IR a 0-ban haromszor derivalhaté fiiggvény és
F(0)=0.

19. Definicié. Az
(5) '+ F'(z) -2’ +2=0
Liénard-tipusi differencidlegyenletet kvazipendulumnak nevezzik. (Ennek
linedris kozelitése ugyanaz, mint a pendulumé.)
Az (5) egyenlet az y := 2’ + F o x definiciéval ekvivalens a

©) {v 2 v 1@

y —ZT

rendszerrel. Ennek az origd az egyetlen egyensilyi pontja, tovabba adott
kezdeti feltételhez tartozo megoldasa egyértelmi.

20. Tétel.

e Havagy F'(0) > 0, vagy F'(0) =0 és F"'(0) > 0, akkor (5) nulldllapota
aszimptotikusan stabil.

e Havagy F'(0) < 0, vagy F'(0) =0 és F"'(0) < 0, akkor (5) nulldllapota
instabil.

Bizonyitas. A jobb oldal derivéltja [_li’fw) é} , ami az origdéban

93]
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Innen azonnal F’(0) > 0 esetén a nulldllapot aszimptotikusan stabil, F(0) <
0 esetén pedig instabil.

Hétra van még az F'(0) = 0 eset. Mivel F(0) is 0, igy a L’H6pital-
szabaly alapjan kozismerten van olyan r : Drp — IR a 0-ban harmadrendben
kicsi fliggvény, hogy minden x € Dp-re

F(x) = Ax® + B2® +r(x) ,
ahol A = 3F"(0) és B = £ F"(0) # 0. Ezzel (6) a

{ x’ y — Az? — Ba® —r(x)

(7)

!

y = —

alakot olti. Mivel a jobboldal csak az elsé komponensben egy harmadrendben
kicsi tagban tér el a mar targyalt (4) rendszertél, ezért kézenfekvd az ahhoz
megfelelének bizonyult

4
V(z,y) =2 +y* — 242%y — gAy?’ +2A%2%y% — By + A%y* — Bry?
pozitiv definit Ljapunov-fiiggvényt tekinteni. V-nek a legutobbi példaban
mér kiszdmolt (4) szerinti derivéltja
8(4)V($,y) = —B(.I}4 + y4) + R(.I}, y) 5

ahol
. R(z,y)
a2+y2—0 (22 +y2)?
Ugyanakkor nyilvanval6, hogy

G(G)V(x,y) - 8(4)V(.13,y) = 81V(13,y) ' 7‘(.13) y

s mivel 01V (z,y) konstans tagot nem tartalmazé kétviltozés polinom, to-
vabba r az origéban harmadrendben kicsi, ezért a 17. Megjegyzésbol

alv(‘ray) 7‘(13) _
o 21 .22
e2ty2—0 (22 +y?)

=0.

Eszerint van olyan kétvaltozés q fiiggvény, amelyre

8(6)‘/(‘1;7 y) = —B(.I}4 + y4) + Q(‘ra y)
és
q(z,y)
a2+y2—0 (22 +y2)?
Eszerint van olyan § > 0 szdm, hogy 0 < 22 + y? < 62 esetén

B|

|
<
la(z, )l < =

3(@? +y?)? miatt 9)V(x,y) = —B(a* + y*) + g¢(x,y)
B(x* + y*) el8jelével. Nevezetesen, a 0 < 22 + y* < 62

(132 4 y2)2

ez esetben z* + y* >
eléjele megegyezik —
hidnyos gémbben
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e F"'(0) = 6B > 0 esetén J(g)V (z,y) negativ, tehdt ekkor Ji)V negativ
definit Ljapunov-fiiggvény;

e F"'(0) = 6B < 0 esetén J(g)V (v, y) pozitiv, tehat ekkor 9V pozitiv
definit Ljapunov-fiiggvény.

Ez V pozitiv definit volta miatt azt jelenti, hogy

e F(0) > 0 esetén a (6) rendszer (és igy az (5) egyenlet) nulléllapota
aszimptotikusan stabil;

e F'(0) < 0 esetén a (6) rendszer (és igy az (5) egyenlet) nulléllapota
instabil.
O

21. Kovetkezmény. A fenti tétel értelmében a matematikai pendulumbdl
egy az origoban hdromszor deriwdlhato F fligguény gerjesztésével szarmaztatott

2+ Fl(x)- 2’ +x=0

kvdzipendulum nulldllapota F'"(0) # 0 esetén vagy instabil, vagy aszimp-
totikusan stabil. Tehdt az egyensuly egy alkalmas kornyezetén belil soha
nem alakulhat ki sem ciklus, sem hatdrciklus. Ha ezenfelil az x — x - F(x)
figgvénynek 0-ban globdlis szigord minimuma van, akkor a 12. Kdévetkezmény
miatt sehol nem alakulhat ki sem ciklus, sem hatdrciklus.

22. Példa. A fenti tétel alapjin az 2" + (2z — 322) - 2’ + = 0 egyenlet
(F(x) = 22 —2®) nulldllapota instabil. Hasonléan adédik, hogy az x" + (2x +
3z2) -2’ +x = 0 egyenlet nulldllapota aszimptotikusan stabil. A kordbban
mdr tdrgyalt "' — 3z - &' +x = 0 egyenlet nulldllapotdnak instabilitdsa is
kovetkezik a fenti tételbdl; szintigy, mint az " + 322 -2’ +x = 0 egyenlet
nulldllapotdnak aszimptotikus stabilitdsa.

23. Példa. Az
2 +x-2+x=0

kvdzipendulumra nem alkalmazhatd sem a 20. Tétel, sem a 8. vagy a 11.
Allitds. A stabilitdst a

V(z,y):=2+(x* -2y —2)-eV

Ljapunov-fiigguénnyel vizsgdljuk. (Az aldbbi megjegyzésben vildagitjuk meg,
hogyan taldltunk rd erre a fuggvényre.) V gradiense

V'(z,y) = [2zeY, 2y — 2%)e™Y] ,
valamint Hesse-mdtriza

2e7Y —2xe™Y

” _
Vi (x,y) = —2xe Y (.rz —2y+2)e YV |7’
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tehdt
1 120

ami pozitiv definit, tehdt V pozitiv definit Ljapunov-figguény az origoban.
Ugyanakkor V-nek a

it
(%) {n -3

|
|
8

rendszer szerinti derivdltja

)V (z,y) =2we™ - (y — %) —(2y—a*)e V2 =0,
tehdat V elsé integrdlja (8)-nak. Innen azonnal kévetkezik, hogy az " + x -
'+ x = 0 egyenlet nulldllapota stabil. Ugyanakkor ebbdl az is kovetkezik,
hogy az egyenlet tetszéleges x megolddsdra

——~ +2/(t)) = konstans ,

tehdt pl. az origéhoz kelléen kozelrdl induld, x(0) = 0, 2'(0) # 0 kezdets
feltételdi megolddsra x(t) és a'(t) soha nem tarthat egyidejileg az origdhoz.
Tehdt az egyenlet nulldllapota nem vonzo.

24. Megjegyzés. A fenti példabeli Ljapunov-fiigguényt a 18. Példa logikdja-
val taldltuk meg. Legeldszor vettik az y < —x tagok kiejtésére legegyszeribb

Vo(z,y) =2 + 3

3

Ljapunov-fiiggvényt. Ennek (1) szerinti derivdltja —x°, amit kiejthetink a

1j taggal. Ennek hozzdvételével az (1) szerinti derivdlt —2xy?+x3y-ra médosul.
Ezek elimindldsdra behozhatjuk az

25 159

33/ + 2$ Y
tagokat. Ha ezt az eljdrdst folytatjuk, hamar rdjovink, hogy a mddosult de-
rivdlt soha nem tinik el, és definit sem lesz soha. Viszont az eljdards foly-
tatdasdval egyre kisebb rendii maradékokat kapunk, rdaddsul az egyre tujabb
tagokban szabdlyossdgot figyelhetink meg. Minden [épésben kétféle tag jon

be: eqy ,,x%-tel szorzott” és eqy ,,tiszta y-0s”. Ezek rendre a kovetkez6k (az
eredeti 2 + y?-et is hozzdjuk szdmitva):

Wty w22 - w2y . w2yt - w2yb L
2 6 24 120
2 vttty
2 JEE—— 3 — e c— — e — “ .
et T AT
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Mivel az egyre ujabb maradékok az origo koril 0-hoz tartanak, ezért végtelen
dsszegzéssel a maradék vdrhatdlag teljesen el fog tlinni (tehdt elsd integralt ka-
punk). Az elsd sor dsszegzése trividlisan x2-e~Y. A mdsodik soré nehezebbnek
tinik, de az dltaldnos tag konnyi:

(D 2k —-2)
k! '
o0 e
ezek sora az eqységkdr belsejében konvergens és a > (_—IW@’“ 0sszeq
k=2

tagonként derivdlhatd. A tagonkénti derivdlt (erre a jobb oldal szerinti de-
rivaldshoz egyébként is szikségiink van) egyszeridsités utdn

o0 _o\k
221/—( y) =2y-e,
k!
k=0
amibél integrdldssal zdrt alakban kapjuk meg az eredeti sorosszeget. Tehdt

k=2 )
fgy jutottunk a
Viz,y) =22 eV +2—-2y+2)-e¥=2+(@2*-2y—2)-eY
Ljapunov-fiigguényhez, amely leellendrizve tényleg elsé integrdlnak bizonyult.

25. Példa. A Liénard-egyenletek fontos specidlis esetét jelentik a Lotka-

Volterra-tipust
{ = z-(a—M\y)
y = y-(hr-p)

differencidlegyenlet-rendszerek abban az értelemben, hogy az u =Inx — In -)\@
. 7, e e 7. 2
fliggvény trividlisan az

W +B(1—e")-u —aBf(l—e")=0

Liénard-egyenletet elégiti ki (amelynek a 0 egyensilyi helye éppen az eredeti
rendszer pozitiv egyensilydnak felel meg). Erre a fenti eredményeink nem
alkalmazhatok, ami dsszhangban dll azzal az elemi modon is kiszdmithato
ténnyel, hogy a Lotka- Volterra-féle rendszer nem egyensuly: pozitiv megolddsasi
eleve ciklikusak; viszont a fenti dllitdsok a ciklusok és hatdrciklusok vonatko-
zdsdban csak azok esetleges kizdrdsdra haszndlhatok. fgy a fenti eredmények
alkalmazdsa csak bonyolultabb modellek esetén johet szoba. Megemlitjik, hogy

az tuzleti ciklusok modellezésében a Lotka- Volterra-féle specidlis eset a Good-
win-féle modellnek felel meg [2].

26. Példa. A 2008-as [1] dolgozatban Faria, Cuestas és Gil-Alana az

" +g'(e)-e+ fle)=0
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Liénard-egyenletet vizsgdltdk, ahol e a vdllalkozdsok 1dotdl fiiggé mennyisége.
Erre Liénard 1928-as eredményét direktben alkalmazva jutottak a hatdrciklus
létezéséhez. Ezen kivil az €’ + €' + e = a linedris esetet vizsgdltdk, amelynek
megolddsai természetesen kilengésekkel, de exponencidlis gyorsasdggal tar-
tanak az egyensulyhoz. Mindehhez még a kévetkezd specidlis illetve elfajult
esetet tudjuk megemliteni:

1. ha ¢"'(0) # 0 és f(e) = e, akkor az egyensuly alkalmas kornyezetén
belil a 21. Kovetkezmény alapjdn nem alakulhat ki hatdrciklus.

2. ha g(e) = 3€2 és f(e) = e, akkor a 23. Példa miatt az egyensily egy al-
kalmas kornyezetén belul a munkanélkiiliség és a vdllalkozdsok alakuldsa
eleve ciklikus.

4 (")sszefoglalés

Jelen dolgozat megirasat az motivalta, hogy viszonylag sok olyan dinamikai
probléma létezik, amelyek stabilitdsat ugyan nem lehet a linearizalas széles
korben ismert moédszerével jellemezni, de a nemlinedris rendszerekre vonat-
kozé teljes apparatusra sincs hozzajuk sziikség, hanem az egyvaltozos analizis
hagyomanyosan oktatott tételein alapulo feltételekkel kezelheték. Ezek kozé
tartoznak az elektromos rezgékorok és tizleti ciklusok modellezésében is ha-
tékonyan szerepeltetett Liénard-féle masodrendii differencidlegyenletek. Mi
els6sorban nem hatéarciklusokra, hanem az egyensuily klasszikus értelemben
vett stabilitdsara és vonzasara vontakozé eredményeket igazoltunk, abbdl ki-
indulva, hogy ehhez a széles teriiletet felolelo egyenlettipushoz képest tul
sziik vizsgalati teriilet az, amely csak hatarciklusokat vizsgél, az egyensiilyhoz
valé tartdst pedig nem (kiilénos tekintettel arra, hogy még a gerjesztett in-
gk is ugyanezzel az egyenlettipussal modellezheték). Az tizleti ciklusokkal
fogalkoz6 dolgozatok (pl. [3,4,2,1] rendszerint nagyon mechanikusan hivat-
kozzék Liénard —valéban fajstulyos— [5] dolgozatat, az egyenlettipus elemibb
tulajdonsagainak vizsgalata nélkiil, marpedig az egyszeribb vizsgalatok el-
mulasztasa mindig magaban hordozza annak veszélyét, hogy a modell speku-
lativva valik. A 8. és a 11. Allitds, valamint a 20. Tétel bizonyitasaval ezt a
hidnyt szerettiik volna valamennyire betolteni, reményeink szerint kozelebb
hozva az alkalmazodkat e differencialegyenletek belso, mégis elemi tulajdon-
sdgainak vizsgalatdhoz. A klasszikus vizsgédlatokkal egyiitt ugyanakkor a ha-
tarciklusok kizdrdsara is adtunk feltételeket (12. és 21. Kovetkezmény).
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LOCAL ENERGY METHOD FOR LITTLE ORDER FORCED
LIENARD EQUATIONS

The Liénard type differential equation of the form " + f(z) - 2’ + g(z) = 0 has
a central role in business cycle models by Kéldor [3], Kalecki [4] and Goodwin [2],
moreover in a new model describing the cyclical behavior of unemployment and
entrepreneurship [1]. The same type of nonlinear equation explains the features of
forced pendulums and electric circuits [5]. The related literature discusses mainly
the existence of limit cycles, although the fundamental stability questions of this
topic can be managed much more easily. The achieved results also outline the
conditions for the existence of limit cycles. In this work, by the effective language
of real valued analysis, we obtain easy-formulated results which may broaden the
frames of economic and business cycle models, moreover we may gain new illustra-
tive particular cases for e.g., [1].



