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CVAR SZAMITAS SRA ALGORITMUSSAL!

AGOSTON KOLOS CSABA
Budapesti Corvinus Egyetem

A CVaR kockézati mérték egyre nagyobb jelentéségre tesz szert portfélidk
kockézatanak megitélésekor. A portfolié egészére a CVaR kockédzati mérték
minimalizalasdt meg lehet fogalmazni kétlépcsos sztochasztikus feladatként.
Az SRA algoritmus egy mostandban kifejlesztett megoldé algoritmus szto-
chasztikus programozasi feladatok optimalizdlasira. Ebben a cikkben az SRA
algoritmussal oldottam meg C'VaR kockdzati mérték minimalizdlast?.

1 Bevezetés

Egy értékpapir vagy portfolié kockazatanak mérése régota foglalkoztatja az
elméleti és gyakorlati pénziigyi szakembereket. A kockézat mérésére tobb
megoldds is 1étezett. Ezek kozil az in. VaR (Value-at-Risk, magyarul
kockéztatott érték) kockdzatmérték terjedt el leginkdbb. A VaRg kocké-
zatmérték megadja azt az értéket, amelynél a dontéshozd [ valdsziniiséggel
nem veszit tébbet. A VaR népszeriiségének oka a kénnyil értelmezhetség,
bar szamos elméleti és numerikus probléma meriilt fel. Elméleti oldalrdl
probléma, hogy a VaR ugyan megadja azt az értéket, amelynél a dontéshozo
0 valdszintiséggel nem veszit tobbet, de arrél nem mond semmit, hogy a vesz-
teség mennyivel haladja meg ezt az értéket, ha a veszteség mégis nagyobb
ennél az értéknél. Szintén elméleti probléma, hogy diverzifikdciéval akar
nohet is a VaR, tehat nem teljesiil a kockazatmértéktol elvart szubadditivitas
kévetelménye (lasd: [2]). Numerikus oldalrél probléma, hogy optimalizélas
esetén a VaR modellek nemkonvex optimalizalasi feladatokra vezethetnek,
amelyek koztudottan nem jol kezelhetok.

Erdemes megemliteni, hogy egy VaR-korlit (P{Y > K} > p) tulaj-
donképpen valdszintiségi korlat, ami gyakran hasznalt megoldéas a sztochasz-
tikus programozasban. Ezekkel kapcsolatban Prékopa Andras végzett kiter-
jedt kutatasokat, nevezetesen megmutatta, hogy egy sor valdszinliségi eloszlas
esetén az eloszlas stirtiségfliggvénye logkonkav és ezért az eloszlasfiiggvénye is
logkonkav. Ezért a valdsziniiségi korlat dltal megadott megengedett megol-
désok halmaza ({x|P{Y > x} > p}) konvex, ha a korlat megfogalmazasaban
konvex fiiggvények szerepelnek (ldsd pl.: [11]). Logkonkav eloszlds példaul
a nem degeneralt normalis eloszlas, a Dirichlet eloszlas és a Wishart eloszlas
is. Sajnos az altalam vizsgalt portfélié valasztasi feladatok nem tartoznak az

1Beérkezett: 2010. januar 18. E-mail: kolos.agoston@uni-corvinus.hu.
2Eziton szeretnék koszonetet mondani Dedk Istvannak segitségéért. Szeretném tovabba
megkdszonni két ismeretlen lektorom hasznos tandcsait is.
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emlitett feladat-osztdlyba, mert a dontési valtozok és a véletlen paraméterek
szorzatat kell szamolni.

A CVaR (Conditional VaR, magyarul feltételes kockdztatott érték) kezeli
ezeket a problémédkat. A C'VaR matematikailag egy feltételes varhaté érték,
tehat figyelembe veszi a veszteség nagysagat is, és a C'VaR koherens kocka-
zatmérték (lasd: [10,2]).

A CVaR modelleknek egyik fontos irdnya az uin. portfélidoptimalizalési
modellek. Ezen modellek esetében a déntéshozo a portfélié kockazatat (CVaR)
szeretné minimalizalni bizonyos feltételek mellett. Rockafellar és Uryasev
([12]) hozzajarulédsa jelentés a teriilethez, akik a CVaR kockazati mérték mi-
nimalizalast linearis programozasi feladatként fogalmaztak meg. Kiinzi-Bay
és Mayer ([8]) a CVaR kockdzati mérték minimalizalasat kétlépcsés szto-
chasztikus feladatként irta fel. Az & felirasukkal a kétlépcsés sztochasztikus
modellek megoldasara alkalmas algoritmusokkal is meg lehet oldani a modellt.
Az eljardst tovdbbfejlesztette Fabian, aki tobbperiédusi portfélié modelleket
oldott meg ([7]).

Sztochasztikus programozési feladatok megoldaséra (nemcsak kétlépcsés,
hanem egyéb tipusiiakra is) egy 1j heurisztikus algoritmus a Dedk &ltal ki-
fejlesztett SRA algoritmus ([3,6,4,5]), amely alkalmas akdr nagyméretli szto-
chasztikus feladatok megoldasara is. Ebben a cikkben az SRA algoritmust
hasznéltam C'VaR kockézati mérték minimalizdlasara.

A cikk felépitése a kovetkezd: a 2. fejezetben a C'VaR kockazati mérték
minimalizalasara felirt portfélié modellt mutatom be, a 3. fejezetben az SRA
algoritmust ismertetem roviden. A 4. fejezetben az SRA algoritmus imple-
mentéldsat mutatom be C'VaR kockdzati mérték minimalizdldséra. A szé-
mitasi eredményeket az 5. fejezet mutatja be.

A cikkben a kovetkezd jeloléseket alkalmazom: x vektor i-edik koordiné-
tajat x; jeloli. Y valdszintiségi valtozot, Y pedig valészintségi vektorvaltozot
jelol. YiazY valoszintiségi vektorvaltozd egy realizacidjdt jeloli, ennek i-
edik koordindtdja pedig Y; .

2 A CVaR modell

Legyen Y egy valdsziniiségi véltozd, amely egy dontéshozo lehetséges (pénzben
mért) veszteségét (a nyereség negativ veszteségként értelmezendd) fejezi ki.
Az egyszeriliség kedvéért legyen Y folytonos valészinliségi valtozo, melynek
stirtiségfiiggvénye f(y), eloszlastiiggvénye pedig F(y). Ehhez az Y valdszi-
nliségi valtozéhoz tartozé VaRg kockdzati mérték megadja azt az értéket,
amelynél a dontéshozo [ valdszinlséggel nem veszit tobbet:

VaRs = F~'(1-p),
ahol F~1(.) az F(y) eloszlésfiiggvény éltaldnositott inverze:

Fl(w) = inf {F(y) > w}
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A dontéshozé vagyonat jellemzdéen nem egy értékpapirba helyezi, ezért
Y tobb valdsziniségi valtozo osszegeként all el6. Portfolié optimalizalasi fe-
ladatok esetén a dontéshozoé n értékpapirba fektetheti tokéjét, ezek jovObeni
értékét jelolje Y; valdszinliségi valtozd. A doéntéshozd xi, o, ...z, Osszegeket
fektet az értékpapirokba. A jév6beli vagyont ekkor az >~ ; x,;Y; Gsszeg adja
meg, tehat ¥ = —>"  2;Y;. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy
a dontéshozé egységnyi tokével rendelkezik, ekkor x; valtozdk az optimalis
valasztds esetén az eszkOzok ardnyat mutatjak, Y; valdszintiségi valtozdk
pedig az eszkéz hozamat.

Ugyanehhez az Y valészintiségi valtozohoz tartozé C'VaRg feltételes koc-
kazati mérték megadja, hogy varhatéan mennyit veszit a dontéshozd, ha a
veszteség meghaladja VaRg értéket:

CVaRs=E(Y|Y > VaRg) = E(Y|Y > F~1(p)) (1)

Rockafellar és Uryasev ([12]) megmutatta, hogy folytonos valdszinfiségi
valtozok esetén a CVaRg a

min z + (1 - 8) 7 E([Y — 2]7) (2)

feladat megolddsaként is megkaphatd, ahol [z]1 x pozitiv részét jeloli. Meg-
mutathatd, hogy a (2) kifejezés optimumhelye? (z véltozé optimélis értéke)
VaRg.

Amennyiben Y nem folytonos valdsziniiségi véltozé az (1) képlettel meg-
adott definici6 tovabbi pontositdsra szorul?, és rdaddsul a (2) minimuma nem
feltétleniil egyezik meg az (1) képlettel megadott értékkel, ezért Pflug [10] azt
javasolja, hogy a (2) képletet tekintsiik definiciénak. Pflug olyan eloszldsokkal
foglalkozik, ahol az eloszlasfiiggvényben ugrasok lehetnek. Altalénos eloszl4-
sokra Rockafellar és Uryasev [13] dolgozta ki az elméletet.

Portfélié optimalizalas esetén szeretnénk minimalizalni C'V aRg kockazati
mértéket, feltéve hogy a dontéshozénak van valamekkora hozamelvarasa (r*).
Most ezt a feladatot kétlépcs6s modell segitségével irjuk fel>. Ekkor a dontési
probléma:

rﬁi? c'x+ 24+ E(Qe(x,2,Y)),

feltéve, hogy:

n
E T; = 17
i=1

> mB(Y;) >,
i=1
A masodik 1épcso:

QC(X,Z,Y) = (1 - ﬂ)_lmyinya

3Elképzelhets, hogy az optimumhely nem egyértelmii, a részletekrdl lasd.: [13]
4A részletekrdl lasd: [13]
5A felirast Kiinzi-Bay és Mayer ([8]) adta meg.
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feltéve, hogy:

n
Y 2 - ZxL}/L —Z,
=1

y >0,

ahol Y; valdszintiségi valtozé az i-edik eszkoz hozamat mutatja, x; dontési
valtozé az i-edik eszkozbe fektetett tOke ardanyat jelenti, z az optimalizalashoz
hasznalt segédvaltozé, B pedig a C'VaR kockdzati mértékhez tartozé kiilsé
paraméter (megbizhatésdgi szint). Az x; dontési véltozokra feltehetiink nem-
negativitasi korldtot, de ez technikailag nem sziikséges (meg lehet engedni
fedezetlen eladdsokat is).

Amennyiben Y7,Y3, ..., Y, valészintliségi véltozok diszkrét eloszldsiak (és
korlatosak), akkor a kétlépcsés feladatot meg lehet oldani lineéris programo-
zasi feladatként (ldsd: [12]). Elterjedt médszer, hogy folytonos valdsziniiségi
véltozdkat is diszkretizdlnak (vagy mintdt vesznek), és igy linedris progra-
mozasi feladatként oldjak meg. Kihasznélva a specialitasokat Kunzi-Bay és
Mayer ([8]) megadott egy hatékony eljardst a C'VaR optimalizaldsok esetére.
Ugyanakkor a diszkretizdlds magas dimenzidk (sok eszkoz) esetén problema-
tikus lehet (lasd: [4]).

Masik lehetséges médszer kétlépcsés sztochasztikus problémék megolda-
sara a Monte Carlo integraldsos technikak, amelynek egyik képviselGje az
SRA algoritmus.

3 Az SRA algoritmus

Az SRA (Successive Regression Approximations) egy mostandban kifejlesztett
heurisztikus algoritmus sztochasztikus programozasi feladatok megoldasara®.
Ezek koziil most csak a kétlépcsOs programozési feladatok megoldasat mu-
tatom be.

Tekintstlink egy kétlépcsds sztochasztikus programozasi feladatot az alabbi
form&aban:

m)én c'x+ B(Qco(x,2)),

feltéve, hogy:
Ax = b,

x > 0.
A masodik 1épcso:

QC’ (Xa Z) = r%;n qua

feltéve, hogy:
Ax+ Wy =17,

y=>0.

6 Az algoritmust Dedk Istvan fejlesztette ki.



CVaR szamitdas SRA algoritmussal 65

A feladatban a nehézséget a E(Qc(x,Z)) varhaté érték kiszdmitdsa je-
lenti. A varhaté érték kiszdmitésa problematikus, de egy konkrét pontban a
fiiggvényre nem nehéz torzitatlan becslést adni: legyen Z!, Z2, ..., ZF a Z
valészintiségi vektorvaltozd k fiiggetlen realizaciéja, ekkor

El W

k
p(x) = 7Y Qo(x,Z"). 3)
i=1
az B(Qc(x,Z)) értéknek egy torzitatlan becslése”.

Az SRA algoritmus alapgondolata az, hogy az E(Q¢(x,Z)) nehezen ki-
szamithaté fiiggvényt egy kvadratikus fiiggvénnyel kozeliti, és az optimum
kozelében elkezdi 'pontositani’ ezt a fiiggvényt. Az algoritmus induldsahoz
sziikségiink van kezdépontokra. Véletlenszertien felvesziink x* kezdépontokat
(mondjuk [ darabot), és ezekre a kezdSpontokra kiszdmitjuk a p;(x*) becslése-
ket. Rendelkeziink S; = {x?, p;(x’)}\Z} pontok halmazaval, ezekre a pontokra
egy

q(x) =x'Dix +bl'x+¢.
alaku kvadratikus fliggvényt illesztiink.

Az eredeti elsé 1épesé feladatot helyettesitjik a

m)én cTx + q(x),

feltéve, hogy:
Ax = b,

x>0

feladattal, ami kvadratikus programozasi feladat. Kiszamitjuk a feladat op-
timalis megoldasat. Ha a kapott pont ’elég jo', megallunk, ha nem, kisza-
mitjuk az optimumhoz a p(x) becslést, hozzdvessziik az eddigi pontokhoz,
és visszatériink a kvadratikus kozelitéshez (az algoritmus részletesebb leirdsa
megtalalhaté: [6,4,5]).

Az ’elég j6&’ megéllasi kritérium lehet valamilyen pontossig (statisztikai
hibahatér) megkovetelése (ldsd példdul: [9]).

Az SRA algoritmus jél teljesit sztochasztikus problémék megolddsiban,
de hidnyzik az elméleti bizonyitdsa. A cikk kovetkez6 részében azt szén-
dékozom demonstralni, hogy C'VaR kockazati mérték minimalizdlasara is
hasznalhaté az algoritmus.

4 Az SRA algoritmus implementalasa

4.1 Alapfeladat

A CVaR kockizati mérték minimalizaldsi feladatot a kovetkezd formdban
szokas felirni:

minz + B(Qo(x. 2, Y)),

7A gyakorlatban nem ezt a becslés célszerti alkalmazni. A részletekrél lasd: [6]
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feltéve, hogy:

in = 1,

i=1

> wB(Y;) >

i=1

A masodik 1épcso:
Qc(x,2,Y)=(1— ﬂ)_l min y,
y

feltéve, hogy:

n
Yy > = ZxL}/L -z,
i=1

y >0,

ahol Y; valdszintiségi valtozé az i-edik eszkoz hozamat mutatja, x; dontési
valtozé az i-edik eszkozbe fektetett tOke ardanyat jelenti, z az optimalizalashoz
hasznalt segédvaltozé, B pedig a C'VaR kockdzati mértékhez tartozé kiilsé
paraméter (megbizhatdsdgi szint).

Természetesen a konkrét optimalizaldshoz szitkségiink van Y1, Y2, ..., Y4
realizdcidkra. A Qc(x,z,Y) fliggvényt a mintadtlaggal helyettesitjiik, ekkor
a masodik 1épcso a kovetkezd alakot Olti:

-~ - 1 Kl
1 X2 _ ; ,
Qc(x,2, Y, Y, ..., YT = =9 r%}n E Yj,

j=1
feltéve, hogy:

n
yitz>—Y Y/,  j=1l.qg
=1

y; =20, j=1.g
Ezen a felirason csak annyiban valtoztattam, hogy a z valtozéban végzett

optimalizdlast nem az els6, hanem a mésodik lépcsében végeztem. Az dltalam
megoldott feladat3?:

m)énE(QC(X, Y Y?, ...,?q)),

feltéve, hogy:
i=1

8A célfiiggvényhez hozza lehet adni egy linedris koltségtagot, tovabba az elsé 1épcséhdz
tetszéleges linedris korlét is hozzdirhatd, az algoritmus valtozatlan formaban miikédik.

9A célfiiggvény helyett az SRA algoritmus implementaldsakor itt is k minta 4tlaga &ll.
A részletek a 4.5. alfejezetben vannak kifejtve, a célfiiggvény pontos meghatdrozasa a (4)
képletben taldlhaté.
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i=1

A masodik 1épcso:
o - . 1<
Qe(x, Y, Y? ..., YY) =minz + ——— Yi
) 2,y (1 — ﬂ)q J; J

feltéve, hogy:

n

yj+22—zxifﬁj, Jj=1l.gq,
=1

z,y; > 0, j=1.4q

A véltoztatdsnak az az értelme, hogy a mésodik 1épcsé igy egy CVaR szé-
mités, a portfélié optimalizélds pedig az elsé 1épcsében torténik. A mésodik
1épcs6 kiszamitasat nem kell linedris programozési feladatként megoldani. A
masodik 1épcs6hoz tartozo linedris programozasi feladat optimélis megoldasa
megadja a portfélio veszteségének realizacidi kozil azok ardnyat, amelyek
esetén a veszteségek a fels6 [ kvantilisbe esnek, ami viszont linearis progra-
mozasi feladat nélkiil is kiszamithatd, jelentés futasi idét spérolva.

Ennek a kétlépcsos sztochasztikus feladatnak a megoldasara a 3. fejezet-
ben leirt SRA algoritmust hasznéltam, kisebb véltoztatdsokkal.

4.2 Kezd6 pontok meghatarozasa

Az els6 valtoztatds a kezdd pontok megvélasztasandl tortént: olyan induld
pontokat valasztottam, amelyek rajta vannak az els6 1épcsé korlatai altal
kifeszitett hipersikon. Tovabbi valtoztatas, hogy kijeloltem egy kozéppontot,
és a véletleniil felvett pontok e kézéppont koriil helyezkednek el. A kézéppont
az elsé 1épes korlatai altal kifeszitett hipersik origéhoz legkdzelebbi pontjal®.
Az volt mogotte a heurisztikus megfontolds, hogy a diverzifikdlas elényei
miatt — nem szélséséges esetben — az optimum is valahol az egységszimplex
"kozepén’ lesz, igy a megfelel6 kozéppont kornyékén felvett pontok jol leirjak
a potlas feladat kozelitését.

4.3 Kvadratikus kozelités

Az eredeti SRA algoritmus fontos jellemzdje, hogy a regresszios kozelités
el6éllitasandl minden kordbbi pontot felhaszndl, igy a kozelités egyre pon-
tosabba valik. Mégis fontos, hogy az optimum koézelében 1évé pontokat job-
ban figyelembe vegyiik, mint az optimumtdl tdvolabb 1é6vé pontokat. Az ere-
deti SRA algoritmus ezt a kbvetelményt tigy oldja meg, hogy minden ponthoz
egy silyt rendel, annak fiiggvényében, hogy (vélhetéen) mennyire van tévol

10A Kkorlatok kozott mindig szerepel a Zn

o1 Ti = 1 feltétel, tehdt ez a pont rajta van

az egységszimplexen.
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az optimumtdl. Az implementédldsnal mas utat kévettem: amennyiben ele-
gendé pont all rendelkezésre, az indulé pontokat (de csak azokat) kihagytam
a kvadratikus kozelités eldéallitdsanal. A heurisztikus gondolat az volt ezen
eljaras mogott, hogy indulaskor sziikség van a generalt pontok szorédaséra,
hogy a négyzetes kozelités felvegye a konvex kvadratikus alakot. Amikor
viszont az algoritmus mar 'kitapogatta’ az optimum kortlbeli helyét, az op-
timumtol tavol 1évé pontok mar csak hatraltatnak.

4.4 A CVaR becslés torzitottsaga

Felmertilt az a probléma, hogy a pétlas feladat optimalis célfiiggvénye torzi-
tottan becsiili CVaRg értéket. Az 1. tdbldzat szamszerlien szemlélteti a
torzitas mértékét sztenderd normélis eloszlds esetén. A tédbldzatban az elem-
szam azt mutatja, hogy hany generalt véletlen szam alapjan szamoltam a
CVaRp,9 becslését. A becslési eljarast megismételtem 10000-szer minden
elemszam esetén. A tdbldzat mdsodik oszlopa mutatja C'VaRy g becslések
atlagat, a harmadik a 95%-os konfidencia intervallumot, a negyedik pedig egy
becsléshez sziikséges id6 atlagdt (médsodpercben). A tdbldzatbdl jol latszik,
hogy az elemszam novekedésével csokken a torzitds mértéke, de linedrisnal
gyorsabban né a sziikséges idé.

95%-0s konfidencia intervallum
Elemszdm | Elméleti érték  Atlag  Alsé hatdra Fels8 hatéra 1d8
100 1,755 1,734 1,730 1,738 0,00004
500 1,755 1,750 1,749 1,752 0,00022
2500 1,755 1,754 1,753 1,755 0,00206
12500 1,755 1,755 1,754 1,755 0,03370
62500 1,755 1,755 1,754 1,755 0,70220

1. tdbldzat. A CVaR becslés torzitdsa. Az els§ oszlop megadja a becsléshez generdlt
véletlenszamok szamét, a masodik oszlopban szerepel az elméleti érték, a harmadikban a CVaR
becslések dtlaga, a negyedik és 6todikben a 95%-o0s konfidencia intervallum alsé és fels6 hatéra,
a hatodik oszlopban pedig a becsléshez sziikséges id6 atlaga szerepel masodpercben.

Fontos hangsilyozni, hogy a torzitds nem az SRA algoritmus kévetkez-
ménye, az akkor is jelen van, ha a C'VaR kockazati mérték optimalizaléasi
feladatot linedris programozasi feladatként oldjuk meg!!.

4.5 Az Qc(x,Y) érték becslése

A 3. fejezetben a (3) képlettel adtunk egy becslést a mdsodik 1épcsé cél-
fliggvényének értékére. Jelen CVaR kockazati mérték optimalizdlas esetén a
masodik 1épcsé becslése ugy torténik, hogy generalunk véletlen szamokat és
vesszilk a fels6 0 kvantilis dtlagat. Kérdés, hogy hany szamot generdljunk,
megismételjiikk-e az eljarast, és ha igen, hanyszor. Egy CVaR becsléshez

11 Megjegyezziik, hogy az 1. tabldzat eredményei 6sszhangban vannak Mak Morton és
Wood [9] elméleti eredményeivel.
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generdlt valtozdk szdmat elemszamnak hivom a tovdbbiakban. Az elemszé-
mot ugy kell megvalasztani, hogy kellben nagy legyen a torzitas megfeleld
csokkentése céljabol, ugyanakkor ne legyen a sziikségesnél nagyobb, a futési
id6 miatt. Egy C'VaR becslés ingadozasa még akkor is jelent6s, ha a torzitas
mér elenyész6 (14sd 1. tabldzat). Emiatt célszerii még viszonylag nagy elem-
szam esetén is tobb C'VaR becslésnek venni az atlagat. Ismétlések szamaként
fogok arra utalni, hogy pontosan hany C'VaR becslésnek veszem az atlagat.
Képletben:

e

k
p(x) = ZQC(X, YUY Y, 4)
i=1
ahol ¢ az elemszam, k pedig az ismétlések szama.

Az elemszam és ismétlések szama kiviilrél adott paraméter, amelyet a
dontéshozé altal elvart pontossdg alapjan lehet meghatarozni.

5 Szamitasi eredmények

A kutatés jelen szakaszdban a Rockafellar és Uryasev ([12]) cikkben kozolt
adatokkal szamoltam, hogy az eredményeket lehessen mas eredményekhez
viszonyitani.

Rockafellar és Uryasev ([12]) a cikkiikben 3 eszkozt vizsgdlnak: S&P
500 részvényindex (S&P 500), hosszi tdvi amerikai allamkotvény portfolid
(Gov Bond) és kis tékésitettségli amerikai véllalati portfélié (Small Cap). Az
eszkozok esetén a varhatd értéket és a szorast a 2. és 3. tdabla mutatja.

Eszkoz Atlagos hozam
S&P 500 0,0101110
Gov Bond 0,0043532
Small Cap 0,0137058

2. tdbldzat. Az eszk6zok hozama

S&P 500 Gov Bond Small Cap
S&P 500 0,00324625  0,00022983  0,00420395
Gov Bond | 0,00022983  0,00049937  0,00019247
Small Cap | 0,00420395 0,00019247  0,00764097

3. tabldzat. A portfélié kovarianciamaéatrixa

A 3 eszkoz eloszlasara egylittes normalis eloszlast tételeznek fel. Egyiittes
normalis eloszlas esetén a CVaR optimélis portfélié és a Markowitz optima-
lis portfélié egybeesik (ldsd: [12]). A Markowitz-féle modell megolddsa egy
kvadratikus optimalizalas eredménye, aminek az értékét a 4. tdbldzat mutat-
ja. Az optimadlis portfdlié esetén a 90%-o0s, 95%-0s és 99%-0s CVaR értékeket
az J. tabldzat adja meg.
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S&P 500 Gov Bond Small Cap
0,452013  0,115573 0,432414

4. tdbldzat. Optimélis eszkozsilyok

=09 =09 [(=0,99
0,096975  0,115908  0,152977

5. tabldzat. CVaR értékek az optimélis portfélidra

Rockafellar es Uryasev ([12]) kozol futdsi eredményeket, de minden be-
allitdsrdl csak egyet. A 6. tdbldzatban olyan eredményeket kozlok, amelyek
minden elemszamhoz 100 futas eredményeit Osszegzik, igy az optimum mind-
ségérol jobb képet kapunk. Rockafellar es Uryasev CPLEX solvert hasznalt,
én viszont MINOS megoldét. Az eredményeket azért is kozlom, mert igy a
kiilonbségek az algoritmusok kiilénbségének tudhaték be és nem a solverek
kiilénbségének (és nem mellesleg ugyanazon a gépen futtattam mindkét al-
ternativat). A 6. tdbldzat kiillonb6z6 elemszdmok esetén mutatja az algorit-
mus futdsi eredményeit. Az els6 oszlop az elemszamot mutatja, a masodik
a CVaRy g becslések atlaga. Lathatd, hogy ha az elemszdm kicsi, a C'VaR
becslés lefelé torzit. Mivel a feladat 3 eszkozt tartalmaz és két korlatot,
ezért az eszkozok kozil csak egynek az értékét (ardnyat) lehet szabadon
megvalasztani (S&P 500), ennek dtlagdt mutatja a 6. tdbldzatban a harmadik
oszlop. A negyedik oszlop a futdshoz sziikséges id6 dtlaga mdsodpercben. Az
atlagértékek alatt zardjelben a szoérasok szerepelnek.

Elemszdm | CVaR  S&P 500 1dé
100 0,09251  0,38099 0,0
(0,01169)  (0,26894)  (0,0)

500 0,09676  0,43688 0,0
(0,00557)  (0,15367)  (0,0)

2500 0,09725  0,45195 1,4
(0,00234)  (0,07267)  (0,1)

12500 0,09702  0,45557 58,9
(0,00095)  (0,03232)  (6,3)

6. tdbldzat. Futdsi eredmények — linedris programozasi feladat. Az els§ oszlop az opti-
malizdldshoz haszndlt minta elemszdmat mutatja, a masodik a CVaR becslések atlagéat, a har-
madik az optimalizdlds sordn az S&P 500 eszkoz optimdlis értékeinek atlagat, a negyedik oszlop
pedig az optimalizdldshoz sziikséges id6 dtlagat masodpercben. Az dtlagértékek alatt zardjelben
a széras szerepel.

Az SRA algoritmushoz a kédot Lahey Fortran nyelvben irtam meg. A
algoritmushoz sziikséges solver a MINOS. A futtatdsokat egy 1,6 GHz AMD
Sempron szamitégépen végeztem.

A 7. tabldzat kiilénbozé bedllitdsok esetén mutatja meg az algoritmus
futési eredményeit. Az els6 oszlop az elemszdmot mutatja, a masodik pedig
azt, hogy egy p;(x?) érték eléallitasdhoz hany becslésnek vettem az dtlagat
(ismétlések szdma). A harmadik oszlopban szerepelnek a CVaRy 9 becslések
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atlagai. Lathato, hogy ha az elemszam kicsi, a CVaR becslés itt is lefelé
torzit. Mivel a feladat 3 eszkozt tartalmaz és két korlatot, ezért az eszk6zok
koziil csak egynek az értékét (ardnyat) lehet szabadon megvélasztani, az algo-
ritmus az elsé eszkozt valasztja meg. Ennek atlagat mutatja a 7. tablazatban
a negyedik oszlop. Az 6tédik oszlop azt mutatja, hogy hany iteracié utén all
le az algoritmus, a hatodik pedig a futdshoz sziikséges id6 mdsodpercben. Az
atlagértékek alatt zardjelben a szoérasok szerepelnek.

Elemszam  Ismétlés CVaR S&P 500  # Iteracié 1dé
100 100 0,09572 0,45479 4614 16,6
(0,00113)  (0,01620) (1564) (5,1)
100 1000 0,09536 0,45234 1924 60,4
(0,00036)  (0,00828) (608) (20,9)
100 10000 0,09542 0,45230 829 244.3
(0,00012)  (0,00398) (251) (73,9)
1000 100 0,09678 0,45314 1988 127,5
(0,00034)  (0,00830) (610) (39,1)
1000 1000 0,09683 0,45178 876 554,8
(0,00012)  (0,00389) (211) (134,1)
1000 10000 0,09682 0,45216 346 2189,1
(0,00004)  (0,00200) (140) (884,7)
10000 10 0,09691 0,45388 1914 858,1
(0,00039) (0,01036) (588) (337,0)

7. tabldzat. Futasi eredmények — SRA algoritmus. Az els és mésodik oszlop az optimalizdldshoz
haszndlt minta elemszamat és az ismétlésék szamat mutatja, a harmadik a CVaR becslések
atlagdt, a negyedik az optimalizdlds sordn az S&P 500 eszkoz optimadlis értékeinek &atlagat,
az Otodik a szilikséges iteracidk szamadanak atlagat, a hatodik oszlop pedig az optimalizdldshoz
sziikséges id6 atlagdt masodpercben. Az dtlagértékek alatt zardjelben a szérds szerepel.

A 7. tablazatbdl jol 1atszik, hogy az SRA algoritmus képes az optimalizalasi
feladat megoldéséara. A tédblazatbdl jol latszik, hogy ha noveljiik az ismétlések
szamat, vagy az elemszamot, akkor pontosabb eredményt kapunk. Jol latszik
az a kett6ség is, hogy ha az a célunk, hogy a C'VaR értéket pontosan megkap-
juk, akkor az elemszamot kell névelni, ha a viszont az optimalis portfélié meg-
talalasa a célunk, akkor kisebb elemszdamot és tobb ismétlést kell valasztani.

Erdemes a futdsi eredményeket a linedris programozasi algoritmus futasi
eredményeivel Osszehasonlitani. Az Gsszehasonlitdsndl nem az azonos elem-
szamot kell 6sszehasonlitani, hiszen mas a tartalma az elemszamnak a két
esetben. Sokkal szerencsésebb, ha ugy hasonlitjuk Ossze az eredményeket,
hogy azonos futasi id6 alatt milyen pontossagot ér el az algoritmus. Példaul
linedris programozasi feladat esetén 12500-as elemszam nagyjabdl ugyanannyi
id6t igényel, mint az SRA algoritmus 100 elemszammal és 1000 ismétléssel.
A vizsgalt esetben a linedris programozasi feladat kisebb torzitdssal (0,09702
vs. 0,09536), de nagyobb szérassal (0,00095 vs. 0,00036) becsili a CVaR
értéket. Az optimalis portfélié megtalalasandl egyértelmiien az SRA algorit-
mus a jobb. A linedris programozdsi feladat esetében az optimaélis portf6li-
sulyokat csak nagy szorassal tudja meghatdrozni az algoritmus. Nagyobb
elemszam valasztasa viszont lényegesen meghosszabbitja a futési idot.
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A kozolt futési eredményekbdl messzemend kovetkeztetéseket nem érdemes
levonni, de annyit ki lehet jelenteni, hogy az SRA algoritmus versenyképes a
Rockafellar es Uryasev ([12]) altal felirt linedris programozasi feladattal.

6 (")sszefoglalés

Ebben a cikkben C'VaR portfélié optimalizéldsi feladatot oldottam meg SRA
algoritmussal. Numerikus futtatasi adatok alapjan kijelentheto, hogy az algo-
ritmus képes elvégezni az optimalizalasi feladatot és az is, hogy az algoritmus
versenyképes a linearis programozasi feladatként valo felirassal.

Lehetséges tovabblépési irany annak felhasznédldsa, hogy az SRA algorit-
mus nem csak kétlépcsOs sztochasztikus feladatok megoldasara képes, hanem
pl. valészintiséggel korlatozott feladatok megoldasara is. Ez megnyitja az
utat afelé, hogy az adatokban meglévé bizonytalansagot figyelembe vegyiik
az optimalizaciénal.
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CVAR MINIMIZATION BY THE SRA ALGORITHM

The risk measure C'VaR is becoming more and more popular in recent years. In
this paper we use C'VaR for portfolio optimization. We formulate the problem as a
two-stage stochastic programming model. We apply the SRA algorithm, which is
a recently developed heuristic algorithm, to minimizing CVaR.



