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T¶ABL¶AZATOK ADATV¶EDELME ¶ES GR¶AF
OPTIMALIZ¶ACI¶O1

FARAG¶O MIKL¶OS
KÄozponti Statisztikai Hivatal

Ebben a cikkben az adatv¶edelem egy r¶egi probl¶em¶aj¶at helyezzÄuk ¶uj megvil¶a-
g¶³t¶asba. K¶et dimenzi¶os t¶abl¶azatok publik¶al¶asakor az adatszolg¶altat¶o bizonyos
¶erz¶ekeny cell¶akat ,,letakar", azonban e cell¶ak n¶emelyik¶enek tartalma a kÄozÄolt
tÄobbi cella¶ert¶ekb}ol ¶es a sor- ¶es oszlopÄosszesenekb}ol esetenk¶ent kisz¶am¶³that¶o.
Cellahelyek egy halmaz¶at v¶edettnek nevezzÄuk, ha azt letakarva egyik cella
¶ert¶eke sem sz¶am¶³that¶o ki egy¶ertelm}uen. A cellahelyeket r¶acspontokk¶ent ke-
zelve el}oszÄor elemi eszkÄozÄokkel karakteriz¶aljuk a v¶edett halmazokat, mint
ortogon¶alis sokszÄogek cs¶ucshalmazainak uni¶oit. A v¶edetts¶egre tÄobb szÄuks¶e-
ges ¶es el¶egs¶eges felt¶etelt is adunk, felt¶arjuk a v¶edett halmazok hierarchi¶aj¶at ¶es
¶erdekes tulajdons¶agaikat. Ha egy halmaz nem v¶edett, akkor ki kell eg¶esz¶³teni
¶ujabb, minim¶alis sz¶am¶u, m¶asodlagosan letakart elemmel. Az irodalomban ezt
,,secondary suppression"-nak nevezik. Gus¯eld (1988) ¶es m¶asok megoldott¶ak
az optimaliz¶aci¶os probl¶em¶at ¶ugy, hogy a t¶abl¶azat cellahely halmazait bijekt¶³ve
megfeleltett¶ek p¶aros gr¶afoknak ¶es az ¶³gy el}o¶allt feladatra |b}ov¶³tsÄunk egy
p¶aros gr¶afot minim¶alis sz¶am¶u ¶el hozz¶aad¶as¶aval h¶³d¶elmentes p¶aros gr¶a®¶a|
line¶aris idej}u algoritmust adtak. Mi egy ¶uj, egyszer}u, line¶aris idej}u algorit-
must adunk erre a gr¶af b}ov¶³t¶esi feladatra.

Bevezet¶es

Az adatv¶edelem egyik tipikus probl¶em¶aja, hogy egy sz¶amokat tartalmaz¶o
t¶abl¶azat kibocs¶at¶oja a t¶abl¶azat n¶eh¶any elem¶et nem k¶³v¶anja kÄozÄolni ¶es ez¶ert
azokat ,,letakarja" (egy egyezm¶enyes karaktert, pl. ,,x"-et ¶³r a hely¶ebe).
Azonban mivel a sorok, illetve oszlopok Äosszeg¶et, a ,,peremeket" hi¶anytalanul
mell¶ekeli, a letakart sz¶amok a peremekb}ol esetleg m¶egis egy¶ertelm}uen ki-
sz¶am¶³that¶ok, hiszen minden letakart elemet tartalmaz¶o sorra ¶es oszlopra fel
lehet ¶³rni egy-egy egyenletet. A felfedhet}os¶eget, azaz az egy¶ertelm}u kisz¶a-
m¶³that¶os¶agot viszont meg lehet akad¶alyozni p¶otl¶olagosan kiv¶alasztott elemek
letakar¶as¶aval, ezzel ,,megv¶edve" az eredeti sz¶amokat. A c¶el, mint ¶altal¶aban
az adatv¶edelemben, az egy¶ertelm}us¶eg megakad¶alyoz¶asa. Ha a letakart cella
csup¶an egyetlen ¶ert¶eket vehet fel, a letakar¶as ¶ertelmetlen. A probl¶ema els}o
l¶at¶asra is eg¶esz¶ert¶ek}u line¶aris algebrai megkÄozel¶³t¶est sugall, ¶es val¶oban ez is
a legelterjedtebb kezel¶esi m¶odja, azonban semmik¶epp sem a leggyorsabb.

Az els}o feladat meg¶allap¶³tani a letakart cell¶akr¶ol, hogy van-e kÄozÄottÄuk
felfedhet}o. Ha igen, akkor ¶ujabb elemeket kell letakarni (,,secondary suppres-
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sion"), lehet}oleg min¶el kevesebbet, ¶ugy, hogy a kib}ov¶³tett cellahalmaz egyik
¶ert¶eke se legyen egy¶ertelm}uen kisz¶am¶³that¶o. A t¶abl¶azat cell¶aihoz bizonyos
esetekben s¶ulyokat lehet rendelni, melyek a cella letakar¶as¶aval elvesz}o in-
form¶aci¶ot m¶erik. Ilyenkor ¶erdemes a m¶asodlagosan letakart cell¶ak sz¶am¶anak
Äosszege helyett a s¶ulyok Äosszeg¶et minimaliz¶alni. Esweran ¶es Tarjan (1976)
bel¶att¶ak, hogy |m¶ar k¶et kÄulÄonbÄoz}o s¶uly eset¶en is| a probl¶ema (gr¶afelm¶eleti
megfelel}oje) NP-teljes. Szok¶asos m¶eg a minimum feladathoz csatolni azt
a gyakorlatban ¶altal¶aban teljesÄul}o felt¶etelt, hogy a letakart sz¶amok nem-
negat¶³vak. Ekkor egyes felfedhetetlen cell¶ak nyilv¶an felfedhet}ov¶e min}osÄulnek.
A dolgozat ezt a felt¶etelt nem t¶argyalja.

KiderÄul, hogy a cell¶ak felfedhet}os¶ege nem fÄugg a cell¶ak ¶ert¶ekeit}ol, csak
a cellahelyek halmaz¶anak ,,alakj¶at¶ol". Az 1. fejezet a v¶edett halmazok ge-
ometriai karakteriz¶al¶as¶aval ¶es tulajdons¶agaik felt¶erk¶epez¶es¶evel foglalkozik, a
2. fejezet pedig |gr¶afelm¶eleti eszkÄozÄokkel| egy line¶aris idej}u algoritmust
ad az optim¶alis b}ov¶³t¶esre.

Gyakorlati szempontb¶ol szerencs¶esnek bizonyult az a kÄorÄulm¶eny, hogy a
szerz}o ,,k¶es}on" vette ¶eszre a cellahely halmazok ¶es a p¶aros gr¶afok kÄozÄotti
megfelel¶est, ¶³gy a v¶edett halmazok karakteriz¶aci¶oj¶at kÄozvetlenÄul adta meg,
ellent¶etben m¶as szerz}okkel (Gus¯eld, 1988). Ez pedig annyira egyszer}unek ¶es
szeml¶eletesnek bizonyult, hogy alkalmaz¶as¶aval egy szok¶asos m¶eret}u t¶abl¶azat
kÄozread¶oja, pl. egy statisztikai hivatal dolgoz¶oja gr¶afelm¶eleti ismeretek ¶es
speci¶alis szoftverek n¶elkÄul is kÄonnyen, ,,szemre", megtal¶alja a v¶edend}o halmaz
val¶oban v¶edett elemeinek j¶o r¶esz¶et. A tÄobbit pedig egy az optimumhoz kÄozeli
m¶eret}u v¶edett halmazzal lefedi.

1 A v¶edett halmazok

KÄonny}u bel¶atni, hogy ha egy legal¶abb 2£2-es t¶abl¶azat Äosszes ,,bels}o" elem¶et
letakarjuk, akkor egyikÄuk ¶ert¶eke sem sz¶am¶³that¶o ki egy¶ertelm}uen a sor- ¶es
oszlopÄosszesenekb}ol.

Vizsg¶aljunk meg p¶eld¶aul egy 2 £ 2-es t¶abl¶azatot:

Vil¶agos egyr¶eszt, hogy ha a n¶egy bels}o elem valamelyik¶et nem takarjuk
le, akkor a letakartak mind egy¶ertelm}uen kisz¶am¶³that¶ok egy-egy kivon¶assal.
M¶asr¶eszt ha mindet letakarjuk, akkor egyiket sem lehet egy¶ertelm}uen ki-
sz¶am¶³tani, ugyanis ha egy sz¶amn¶egyes ,,kiadja" az Äosszeseneket, akkor az a
sz¶amn¶egyes is, amelyet ¶ugy kapunk, hogy az eredeti egyik ,,¶atl¶oj¶at" alkot¶o
k¶et elemet megnÄoveljÄuk egy tetsz}oleges c konstanssal, a m¶asik kett}ot pedig
¡c-vel.
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Ez az ¶eszrev¶etel a dolgozat kiindul¶opontja. Az 1. ¶abra ¶altal¶anosan mutatja
a probl¶em¶at. J¶o lenne, ha a letakart, szÄurk¶evel jelzett sz¶amok egyike sem le-
hetne egy¶ertelm}uen rekonstru¶alhat¶o a tÄobbib}ol, bele¶ertve az Äosszeseneket is.

1. ¶abra.

A szÄurke cell¶ak tartalm¶anak egy¶ertelm}us¶eg¶ehez elegend}o vizsg¶alni a jobb
oldali ¶abr¶at, a tÄobbi sz¶am nyilv¶an redund¶ans. Amint azt l¶atni fogjuk, a
letakart hat cella mindegyike felvehet tÄobb ¶ert¶eket, azonban, ha a 11-est tar-
talmaz¶o cell¶at nem takarn¶ank le (ekkor a 24 ¶es 13 Äosszesen ¶ert¶ekek helyett
rendre 13 ¶es 2 ¶allna), akkor a tÄobbi cella egyetlen ¶ert¶eket vehetne fel, azt, ame-
lyet tartalmaz. Val¶oj¶aban b¶armelyik cell¶at felfedve, a m¶asik Äot egy¶ertelm}uen
ad¶odik.

A jobb oldali ¶abra r¶aad¶asul m¶ar tÄukrÄozi azt a ponthalmaz szeml¶eletet,
amelyet alkalmazni fogunk, ugyanis hamarosan kiderÄul, hogy a jobb oldali ¶ab-
r¶an megmaradt sz¶amok is ¶erdektelenek: csak a |cell¶akhoz rendelt| pontok
egym¶ashoz viszony¶³tott helyzet¶et}ol fÄugg, hogy a cell¶ak tartalma egy¶ertelm}u-e
vagy sem | b¶armilyen Äosszesenek eset¶en.

1. De¯n¶³ci¶o. Egy adott m¶eret}u m £ n-es t¶abl¶azat (m; n > 1) elemhe-
lyeit pontoknak nevezzÄuk. Ezeket sor-oszlop indexp¶arjuk teh¶at egy¶ertelm}uen
meghat¶arozza. Ponthalmazokat fogunk vizsg¶alni, azaz az X = f (u; v) : u =
1; 2; . . . ; m; v = 1; 2; . . . ; ng halmaz r¶eszhalmazait. Egy A µ X ponthal-
maz kitÄolt¶ese az eg¶esz t¶abl¶azat sz¶amokkal val¶o feltÄolt¶ese ¶ugy, hogy az A-n
k¶³vÄuli elemeket 0-val tÄoltjÄuk ki, azaz a kÄovetkez}o fÄuggv¶eny: fA : X ! R,
melyre fA(a) = 0 (a 62 A). Az fA(a) (a 2 A) val¶os sz¶am az a elem
¶ert¶eke. Gyakran elhagyjuk a fels}o indexet, ha A egy¶ertelm}uen adott. Az
A halmaz egy fA kitÄolt¶es¶enek peremoszlopa (a ,,sorÄosszesenek") az az m
hossz¶us¶ag¶u vektor, amelynek i-edik eleme (i = 1; . . . ;m) a t¶abl¶azat i-edik
sor¶aba es}o A-beli elemek ¶ert¶ekeinek Äosszege (teh¶at azokban a sorokban, ame-
lyek nem tartalmaznak A-beli elemeket, a peremoszlopban null¶ak ¶allnak).
Hasonl¶oan de¯ni¶aljuk fA peremsor¶at , amely teh¶at A azonos oszlopba es}o
elemei ¶ert¶ek¶enek szumm¶aib¶ol ¶all. Az fA kitÄolt¶es pereme a peremoszlopb¶ol
¶es peremsorb¶ol ¶all¶o P = (P1; P2) rendezett p¶ar. Azt mondjuk, hogy az fA

kitÄolt¶es P -perem}u kitÄolt¶ese A-nak. Ha a perem csak 0-kat tartalmaz, akkor
fA 0-perem}u kitÄolt¶ese A-nak.
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Term¶eszetesen bizonyos ponthalmazokra bizonyos (P1; P2) p¶arok semmi-
lyen kitÄolt¶esnek nem peremei, m¶asok meg tÄobbnek is. Mi a m¶asokat ked-
veljÄuk. Hiszen ha egy peremhez egy elemnek tÄobb kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶eke is tar-
tozik, akkor a t¶abl¶azat ezen helye ,,v¶edett a perem mellett".

2. De¯n¶³ci¶o. Az a 2 A pontot v¶edi A a P perem mellett, ha van A-nak
legal¶abb k¶et P -perem}u kitÄolt¶ese ¶ugy, hogy a kÄulÄonbÄoz}ok¶eppen van kitÄoltve.

Az al¶abbiakban a nagyon egyszer}u t¶etelek eset¶eben ,,T¶etel" helyett ,, ¶Al-
l¶³t¶as"-t ¶³runk. A kÄovetkez}o ¶all¶³t¶asb¶ol kiderÄul, hogy a v¶edelem mindig ,,uni-
verz¶alis".

1. ¶All¶³t¶as. Ha az a pontot v¶edi A valamely P perem mellett, akkor b¶armely
m¶asik P 0 perem mellett is.

Val¶oban, legyen f1 ¶es f2 k¶et P -perem}u kitÄolt¶ese A-nak, melyekre f1(a) 6=
f2(a), tov¶abb¶a legyen valamely g1 kitÄolt¶es pereme P 0 6= P . Akkor g2 = g1 +
f2¡f1 is P 0 perem}u kitÄolt¶es, mivel f2¡f1 0-perem}u, ¶es nyilv¶an g2(a) 6= g1(a).
¶Ertelmes teh¶at a kÄovetkez}o de¯n¶³ci¶o:

2'. De¯n¶³ci¶o. Az a 2 A pontot v¶edi A, ha van A-nak legal¶abb k¶et azonos
perem}u kitÄolt¶ese ¶ugy, hogy a kÄulÄonbÄoz}ok¶eppen van kitÄoltve. Az A halmaz
v¶edi egy B r¶eszhalmaz¶at , ha B minden pontj¶at v¶edi. Ha teh¶at a-t v¶edi
A ¶es az X t¶abl¶azatban A-t ,,letakarjuk", akkor a-t nem lehet egy¶ertelm}uen
kisz¶am¶³tani semmilyen peremb}ol.

2. ¶All¶³t¶as. Az a 2 A pontot akkor ¶es csak akkor v¶edi A, ha l¶etezik A-nak
0-perem}u kitÄolt¶ese ¶ugy, hogy a hely¶ere tetsz}oleges, el}ore adott, 0-t¶ol kÄulÄonbÄoz}o
sz¶amot (p¶eld¶aul 1-et) ¶³runk.

Val¶oban, ha f1 ¶es f2 a 2' De¯n¶³ci¶oban szerepl}o k¶et kitÄolt¶ese A-nak, azaz
megegyez}o perem}uek ¶es f1(a) 6= f2(a), akkor f = c(f1 ¡ f2)=[f1(a) ¡ f2(a)]
(c 2 R) egy 0-perem}u kitÄolt¶es, melyre f(a) = c. Ford¶³tva pedig, ha f egy
0-perem}u kitÄolt¶ese A-nak, melyre f(a) 6= 0, akkor b¶armely c 6= 1-re cf is
0-perem}u kitÄolt¶ese A-nak ¶es cf(a) 6= f(a).

3. De¯n¶³ci¶o. Az A halmaz v¶edett, ha v¶edi Äonmag¶at. Ez azt jelenti, hogy
letakar¶as¶aval egyik eleme sem sz¶am¶³that¶o ki a peremb}ol.

Az al¶abbi k¶et halmaz Äosszes eleme v¶edett egy kiv¶etellel, a ?-lel jelÄolt pon-
tok ugyanis egyetlen ¶ert¶eket vehetnek csup¶an fel, ak¶arhogyan tÄoltjÄuk a tÄobbit.
P¶eld¶aul b¶armely 0-perem}u kitÄolt¶ese eset¶en, ha a *-gal jelÄolt elem ¶ert¶eke c,
akkor a **-gal jelÄolt elem csak ¡c lehet, teh¶at a ? hely¶ere mindig csak 0
kerÄulhet.

2. ¶abra.
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Nyilv¶anval¶oak tov¶abb¶a az al¶abbi ¶all¶³t¶asok:

3. ¶All¶³t¶as. Ha a egyedÄuli A-belik¶ent ¶all egy sorban, akkor A nem v¶edi a-t.
Teh¶at kell, hogy legyen m¶eg vele egy sorban ¶es egy oszlopban is egy-egy elem.
S}ot, ezeket is v¶edeni kell , ez¶ert:

4. ¶All¶³t¶as. Legal¶abb 4 pontb¶ol kell ¶allnia A-nak ahhoz, hogy legyen v¶edett
eleme.

5. ¶All¶³t¶as. Ha a-t v¶edi A, akkor b¶armely A-n¶al b}ovebb halmaz is v¶edi. Ha
a-t v¶edi A, de b-t (b 2 A) nem v¶edi, akkor A n fbg is v¶edi a-t. Az ¶all¶³t¶as els}o
fel¶eb}ol kÄovetkezik:

6. ¶All¶³t¶as. V¶edett halmazok uni¶oja is v¶edett , mert ha A ¶es B egyar¶ant v¶edi
minden saj¶at elem¶et, akkor az 5. ¶All¶³t¶as miatt A [ B is v¶edi }oket.

4. De¯n¶³ci¶o. T¶eglalapnak nevezzÄuk azt a pontn¶egyest, amelynek elemei
pontosan k¶et sorba ¶es k¶et oszlopba esnek. T¶eglalapr¶acsnak nevezzÄuk azt a
k ¢ l pontb¶ol ¶all¶o (k; l > 1) halmazt, amelynek elemei k sz¶am¶u sorban ¶es l
sz¶am¶u oszlopban helyezkednek el.

3. ¶abra.

7. ¶All¶³t¶as. Ha A t¶eglalap, akkor v¶edett.

Ugyanis tekintsÄuk A egy kitÄolt¶es¶et. Ekkor ha a f}o¶atl¶o k¶et v¶egpontj¶anak
¶ert¶ek¶et c-vel megnÄoveljÄuk, a m¶asik k¶et pont¶et pedig c-vel csÄokkentjÄuk, akkor
a perem nem v¶altozik.

8. ¶All¶³t¶as. Egy t¶eglalapr¶acs is v¶edett , mivel t¶eglalapok uni¶oja.

A t¶eglalap ¶altal¶anos¶³t¶asak¶ent bevezetÄunk egy alapvet}o halmazt¶³pust.

5. De¯n¶³ci¶o. Egy A halmaz ciklus, ha pontjai egy a1; a2; . . . ; an ism¶etl}od¶es
n¶elkÄuli sorozatba rendezhet}ok ¶ugy, hogy b¶armely (ai; ai+1; ai+2) egym¶ast kÄo-
vet}o elemh¶armas¶ara (i = 1; . . . ; n ¡ 1 ¶es an+1 = a1) fenn¶all, hogy ai ¶es ai+1

egy sorban (oszlopban) van, a
i+1

¶es a
i+2

pedig egy oszlopban (sorban).

Azaz A egy gr¶afnak tekinthet}o, m¶egpedig egy olyan kÄornek, amelynek
egym¶ast kÄovet}o ¶elei |melyek az egym¶ast kÄovet}o pontokat kÄotik Äossze| a
t¶abl¶azatban mer}olegesek egym¶asra. Ha a fenti de¯n¶³ci¶oban nem kÄotjÄuk ki
an+1 = a1-et, akkor az A halmaz egy ¶ut a1 ¶es an+1 kÄozÄott.

 
               téglalap         téglalaprács 
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4. ¶abra.

1. T¶etel. Ha az A halmaz ciklus, akkor v¶edett.

Bizony¶³t¶as. Legyen adott A egy f1 kitÄolt¶ese, azaz adottak az f1(ai)
¶ert¶ekek (ai 2 A, i = 1; . . . ; n). Most konstru¶alunk egy m¶asik ugyanolyan
perem}u kitÄolt¶es¶et A-nak, amely minden ai-hoz egy m¶asik ¶ert¶eket rendel. Ad-
junk hozz¶a A ¶ert¶ekeihez |a kÄor ment¶en haladva| v¶altakozva c-t ¶es ¡c-t
(c > 0), azaz legyen f2(ai) = f1(ai) + c(¡1)i+1, (i = 1; . . . ; n). KÄonnyen
l¶athat¶o, hogy f2(a1) ¶es f2(an) kitÄolt¶ese mindig kÄulÄonbÄozik. ¶Es mivel A
peremoszlop¶anak minden eleme f2(a2k+1) + f2(a2k+2) alak¶u kifejez¶esek |
azaz f2(a2k+1)+ f2(a2k+2) + c¡ c ¶ert¶ek}uek| Äosszegek¶ent ¶all el}o (ha p¶eld¶aul
v¶³zszintesen indultunk el a1-b}ol), teh¶at a peremoszlop (¶es hasonl¶oan a perem-
sor) ¶ert¶eke megegyezik a k¶et kitÄolt¶es eset¶en. 2

6. De¯n¶³ci¶o. Az A halmaz egy f kitÄolt¶ese tÄok¶eletes kitÄolt¶ese A-nak, ha
0-perem}u kitÄolt¶es ¶es f(a) 6= 0, 8a 2 A.

2. T¶etel. Egy A halmaz akkor ¶es csak akkor v¶edett, ha van tÄok¶eletes
kitÄolt¶ese.

Bizony¶³t¶as. A 2. ¶All¶³t¶as szerint el¶eg csak az egyik ir¶anyt igazolni. Legyen
A = fa1; a2; . . . ; ang v¶edett halmaz. Ekkor l¶eteznek A-nak olyan 0-perem}u
f1; f2; . . . ; fn, kitÄolt¶esei, melyekre fi(ai; ) 6= 0, ai 2 A. A g = c1f1 + c2f2 +
. . . + cnfn (ci 2 R) kitÄolt¶es tÄok¶eletes, felt¶eve, hogy a ci egyÄutthat¶ok ¶ugy
vannak v¶alasztva, hogy c1f1+c2f2+. . .+ckfk ¶es ck+1fk+1 az f a1,a2,. . .,ak+1 g
halmazhoz k¶et diszjunkt halmazt rendel (k = 1; . . . ; n ¡ 1). Ez el¶erhet}o
p¶eld¶aul akkor, ha ck+1=ck el¶eg nagy (k = 1; . . . ; n¡ 1). Ha ugyanis ck+1fk+1

az a1; a2; . . . ; ak+1 helyeken felvett legkisebb abszol¶ut ¶ert¶ek}u z¶erust¶ol kÄulÄon-
bÄoz}o ¶ert¶eke nagyobb, mint c1f1 +c2f2 +. . .+ckfk legnagyobb abszol¶ut ¶ert¶ek}u
felvett ¶ert¶eke, akkor c1f1 + c2f2 + . . . + ckfk+1 z¶erust¶ol kÄulÄonbÄozik ezeken a
helyeken. Egy enn¶el j¶oval ,,gazdas¶agosabb" konstrukci¶ot tartalmaz a 6. T¶etel
2. kÄovetkezm¶enye. 2

7. De¯n¶³ci¶o. Egy v¶edett halmaz minim¶alis v¶edett halmaz , ha nincs v¶edett
val¶odi r¶eszhalmaza.

3. T¶etel. Egy v¶edett halmaz akkor ¶es csak akkor minim¶alis v¶edett halmaz,
ha minden tÄok¶eletes kitÄolt¶ese egyetlen tÄok¶eletes kitÄolt¶es skal¶arszorosa.

Bizony¶³t¶as. Egyr¶eszt legyenek A ¶es B, B ½ A v¶edett halmazok ¶es fA, fB

egy-egy tÄok¶eletes kitÄolt¶esÄuk. Ekkor b¶armely olyan c 2 R-re, amelyre teljesÄul,
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hogy minden a 2 A-ra cfB(a) 6= ¡fA(a), cfB +fA A-nak egy fA-t¶ol ,,l¶enye-
gesen kÄulÄonbÄoz}o" (nem skal¶arszorz¶oban elt¶er}o) tÄok¶eletes kitÄolt¶ese. E felt¶etelt
kiel¶eg¶³ti minden el¶eg nagy c, m¶egpedig: c > maxa2A fA(a)= mina2A fB(a).

M¶asr¶eszt legyen f ¶es g k¶et l¶enyegesen kÄulÄonbÄoz}o tÄok¶eletes kitÄolt¶ese A-nak.
Ekkor tetsz}oleges rÄogz¶³tett a 2 A-ra alkalmas c eset¶en f(a) = cg(a) ¶es l¶etezik
a0 2 A, melyre f(a0) 6= cg(a0). ¶Igy a 0-perem}u h = f ¡ cg kitÄolt¶esre teljesÄul
h(a) = 0 ¶es h(a0) 6= 0. Teh¶at A-nak azon Aa;a0 r¶eszhalmaza, amelyhez h

0-t¶ol kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶eket rendel, nemÄures ¶es A-nak val¶odi r¶esze. ¶Es mivel h
tÄok¶eletes kitÄolt¶ese Aa;a0 -nek, a 2. T¶etel szerint Aa;a0 v¶edett halmaz. Teh¶at A
nem minim¶alis. 2

8. De¯n¶³ci¶o. Az A ¶es B halmazokat fÄuggetlen halmazoknak nevezzÄuk, ha A
elemei ,,nem l¶atj¶ak" B elemeit, azaz nincs olyan a 2 A ¶es b 2 B, amelyek egy
sorba, vagy egy oszlopba esnek. Egy halmaz ÄosszefÄugg}o, ha nem bonthat¶o fel
fÄuggetlen halmazok uni¶oj¶ara.

FÄuggetlen halmazok teh¶at diszjunktak is. Nyilv¶anval¶o, hogy az A halmaz
akkor ¶es csak ÄosszefÄugg}o, ha b¶armely k¶et pontja kÄozÄott van A pontjaib¶ol ¶all¶o
¶ut. (L¶asd az 5. de¯n¶³ci¶o v¶eg¶et.)

9. De¯n¶³ci¶o. Egy halmazt p¶aros halmaznak nevezÄunk, ha az X t¶abl¶azat
minden sor¶ab¶ol ¶es oszlop¶ab¶ol p¶aros sz¶am¶u elemet tartalmaz.

9. ¶All¶³t¶as. Minden ciklus konstrukci¶oj¶ab¶ol ad¶od¶oan ÄosszefÄugg}o ¶es p¶aros.

10. ¶All¶³t¶as. Ha C p¶aros ¶es C = A [ B, A ¶es B fÄuggetlenek, akkor A ¶es B
is p¶aros halmaz.

Ha ugyanis vagy A vagy B nem p¶aros ¶es fÄuggetlenek, akkor C sem lehet
p¶aros.

11. ¶All¶³t¶as. Ha C v¶edett ¶es C = A [ B, A ¶es B fÄuggetlenek, akkor A ¶es B
is v¶edett halmaz.

A 2. T¶etelb}ol, hiszen ha p¶eld¶aul A-nak nincs tÄok¶eletes kitÄolt¶ese, akkor
A [ B-nek sincs.

Az al¶abbi t¶etel azt mutatja, hogy a ,,ciklus" ¶es a ,,p¶aros" tulajdons¶ag
l¶enyeg¶eben ekvivalensek.

4. T¶etel. Az X t¶abl¶azat egy A halmaza akkor ¶es csak akkor p¶aros, ha el}o¶all
diszjunkt ciklusok uni¶ojak¶ent. Ekkor teh¶at A v¶edett.

Bizony¶³t¶as. A 9. ¶All¶³t¶as miatt ¶es mert diszjunkt p¶aros halmazok uni¶oja
p¶aros halmaz, csak az egyik ir¶anyt kell igazolni, tov¶abb¶a a 11. ¶All¶³t¶as miatt
elegend}o a t¶etelt ÄosszefÄugg}o A halmazra bel¶atni.

Legyen teh¶at A ÄosszefÄugg}o p¶aros halmaz ¶es kezdjÄunk el l¶epdelni az elemein
egy utat bej¶arva, azaz egy tetsz}oleges a1-b}ol |mondjuk v¶³zszintesen| kiin-
dulva ism¶etl¶es n¶elkÄul ¶es v¶altakoz¶o ir¶anyban, azaz ai ¶es ai+1 minden i 2 N -re
vagy egy sorban vagy egy oszlopban van, azonban ai, ai+1 ¶es ai+2 m¶ar nem
esik sem egy sorba sem egy oszlopba. Ez a sorozat A p¶aros volta miatt ad-
dig nem akad el, am¶³g an+1 = a1-hez nem ¶ertÄunk | fÄugg}olegesen. Mivel
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a ,,felsorolt" B1 halmaz p¶aros, s}ot ciklus, a marad¶ek A n B1 is p¶aros. ¶Igy
ennek b¶armelyik elem¶eb}ol kiindulva az elj¶ar¶as megism¶etelhet}o ¶es folytathat¶o
eg¶eszen addig, am¶³g A elemei el nem fogynak. A keletkezett Bj halmazok
ciklusok, p¶aronk¶ent diszjunktak, tov¶abb¶a teljesÄul A = B1 [ B2 [ . . .. 2

10. De¯n¶³ci¶o. Ha egy ciklus minden sora ¶es oszlopa pontosan k¶et elemet
tartalmaz, akkor azt mondjuk, hogy a ciklus C2-t¶³pus¶u. Ha egy ciklus nem
C2-t¶³pus¶u, azaz van legal¶abb n¶egy elemet tartalmaz¶o sora vagy oszlopa, akkor
C2+-t¶³pus¶u.

Megjegyz¶es. Minden C2-t¶³pus¶u ciklus alkalmas sor- ¶es oszlopcser¶ekkel l¶epcs}o
alak¶u ortogon¶alis sokszÄogekbe vihet}o (l¶asd a 4. ¶abra bal oldali halmaz¶at).

5. T¶etel. Egy ciklus akkor ¶es csak akkor bonthat¶o fel k¶et diszjunkt ciklus r¶esz
uni¶oj¶ara, ha C2+-t¶³pus¶u.

Bizony¶³t¶as. a) Ahhoz, hogy a diszjunkt A ¶es B ciklusok uni¶oja ciklus legyen,
szÄuks¶eges, hogy l¶ass¶ak egym¶ast. Ekkor viszont lesz olyan sor vagy oszlop,
amelyben A [ B-nek legal¶abb n¶egy eleme van.

b) Essenek a C2+-t¶³pus¶u C halmaz a; b; c; d; . . . elemei egy sorba. KÄonny}u
meggondolni, hogy C ¶es az }ot de¯ni¶al¶o kÄor az ¶altal¶anoss¶ag megszor¶³t¶asa
n¶elkÄul ¶atrajzolhat¶o az al¶abbi alakba, ahol az ¶³vek ciklusokat jelÄolnek.

5. ¶abra.

Ha az 5. ¶abr¶an l¶athat¶o kis ¶³vek vagy a nagy ¶³v b¶armelyik¶et |azaz az azt
alkot¶o pontok egyÄuttes¶et, bele¶ertve a k¶et v¶egpontot is| A-val jelÄoljÄuk, akkor
A ¶es B = C n A egyar¶ant ciklus. 2

Megjegyz¶es. R¶aad¶asul az a; b; c; d; . . . elemek kÄozÄul is kerÄult mindk¶et halmazba
(p¶aros sz¶am¶u) elem.

KÄovetkezm¶eny 1. Tetsz}oleges ciklus ¶es ¶³gy tetsz}oleges p¶aros halmaz el}o¶all
C2-t¶³pus¶u p¶aronk¶ent diszjunkt ciklusok uni¶ojak¶ent. (Kiv¶eve persze, ha maga
is C2-t¶³pus¶u.) Ezek m¶ar nem bonthat¶ok tov¶abb ciklusokra.

Az ut¶obbi k¶et t¶etelb}ol ¶es az im¶enti megjegyz¶esb}ol ez kÄozvetlenÄul ad¶odik.
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Megjegyz¶es. Ha egy ciklusb¶ol elhagyunk egy ciklust, nem biztos, hogy a
megmaradt r¶esz is ciklus (kÄonnyen adhat¶o egy 12 elem}u p¶elda a kiindul¶o
halmazra), azonban a marad¶ek nyilv¶an diszjunkt ciklusok uni¶oja, hiszen p¶aros
halmazb¶ol p¶arosat vettÄunk el.

KÄovetkezm¶eny 2. A minim¶alisan v¶edett halmazok pontosan a C2-t¶³pus¶u
ciklusok .

6. T¶etel (felbont¶asi/karakteriz¶aci¶os t¶etel). Egy t¶abl¶azat valamely A halmaza
akkor ¶es csak akkor v¶edett, ha el}o¶all ciklusok uni¶ojak¶ent.

Bizony¶³t¶as. Mivel v¶edett halmazok uni¶oja v¶edett halmaz, el¶eg bel¶atni, hogy
egy v¶edett A halmaz minden pontj¶at tartalmazza A-nak valamely r¶esz-ciklusa
(vagy k¶epszer}uen: ¶atmegy rajta egy ciklus). S}ot elegend}o bel¶atni a kÄovetkez}o
lemm¶at:

LEMMA: Ha a-t v¶edi A, akkor a-t tartalmazza A-nak egy r¶eszciklusa.

TegyÄuk fel, hogy a nem eleme A egyetlen ciklus¶anak sem. Ekkor legyen A1,
illetve A2 az a-t¶ol kÄulÄonbÄoz}o Äosszes olyan A-beli pontok halmaza, melyek az
a-val egy oszlopba, illetve egy sorba es}o pontokb¶ol (ilyenekb}ol a 3. ¶All¶³t¶as
szerint legal¶abb egy-egy van) el¶erhet}oek olyan ¶uttal, amely nem tartalmazza
a-t. Ekkor az ÄosszefÄugg}o A0 = A1 [ A2 [ fag µ A a felt¶etel szerint h¶arom
diszjunkt halmaz uni¶oja, ahol A1 ¶es A2 fÄuggetlenek is, mivel ellenkez}o esetben
a-t tartalmazn¶a egy ciklus.

KÄonny}u elk¶epzelni |b¶ar a bizony¶³t¶ashoz nem szÄuks¶eges|, hogy A0 sor-
¶es oszlopcser¶ekkel az 6. ¶abr¶an l¶athat¶o helyzetbe hozhat¶o (a k¶et t¶eglalap A1

¶es A2 ,,t¶eglalap burk¶at" jelÄoli, a ,,hat¶arpontokat" feltÄuntettÄuk, a ,,bels}o"
pontokat nem; A n A0 nem l¶atszik az ¶abr¶an, hiszen nincs szerepe). Ha most
bel¶atjuk, hogy A0 minden 0-perem}u f kitÄolt¶es¶ere f(a) = 0, akkor a 2. ¶All¶³t¶as
szerint A0 nem v¶edi a-t, teh¶at A sem v¶edi (mivel A n A0 ¶es A0 fÄuggetlenek,
ha az el}obbi nemÄures) ¶es ¶³gy igaz a lemma. Legyen teh¶at f egy 0-perem}u
kitÄolt¶ese A0-nek.

6. ¶abra.
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Ekkor az A1 halmaz a-val egy oszlopba es}o elemeinek ¶ert¶ekÄosszege s =
0, hiszen ez az ¶ert¶ek el}o¶all ¶ugy, hogy A1 elemei sorÄosszegeinek (mind 0)
Äosszeg¶eb}ol kivonjuk az a-t nem tartalmaz¶o oszlopok oszlopÄosszegeit (mind
0). Mivel f 0-perem}u kitÄolt¶es, ¶³gy s + f(a) = 0 is fenn¶all, azaz f(a) = 0.
Teh¶at a lemma ¶es ¶³gy a t¶etel is igaz. 2

KÄovetkezm¶eny 1. Egy A halmaz akkor ¶es csak akkor v¶edett, ha el}o¶all C2-
t¶³pus¶u ciklusok uni¶ojak¶ent. (Az 5. T¶etel alapj¶an.)

Teh¶at a v¶edett halmazok ,,tulajdonk¶eppeni l¶epcs}ok" uni¶oi (l¶asd a 10. De-
¯n¶³ci¶o alatti megjegyz¶est).

A felbont¶asi t¶etelb}ol a 2. T¶etel egy ¶ujabb bizony¶³t¶asa ad¶odik, a tÄok¶eletes
kitÄolt¶es egy gazdas¶agosabb konstrukci¶oj¶aval:

KÄovetkezm¶eny 2. Egy A halmaz akkor ¶es csak akkor v¶edett, ha van eg¶esz
¶ert¶ek}u tÄok¶eletes kitÄolt¶ese.

Bizony¶³t¶as. A 2. ¶All¶³t¶as szerint, ha f egy tÄok¶eletes eg¶esz ¶ert¶ek}u kitÄolt¶ese
A-nak, akkor A v¶edett. Ford¶³tva, legyen a v¶edett A halmaz az A1; . . . Ak

ciklusok uni¶oja. JelÄolje fi (i = 1; . . . ; k) Ai olyan kitÄolt¶es¶et, amely Ai ele-
meihez ci-t vagy ¡ci-t rendel (a k¶et lehets¶eges kitÄolt¶esb}ol b¶armelyiket), ahol
ci = 2i¡1. Ekkor f1 + . . . + fk eg¶esz ¶ert¶ek}u ¶es tÄok¶eletes kitÄolt¶ese A-nak,
mivel ha a 2 Ai, akkor jf1(a)j + . . . + jfi¡1(a)j · 2i¡1 ¡ 1 < 2i¡1 = jfi(a)j
(i = 2; . . . ; k). Ha A ÄosszefÄugg}o, akkor a m¶eg mindig nem t¶ul gazdas¶agos kon-
strukci¶o szerint a kitÄoltÄott ¶ert¶ekek abszol¶ut ¶ert¶ekei az [1; 2k¡1] intervallumba
es}o eg¶esz sz¶amok.

A kÄulÄonbÄoz}o tulajdons¶ag¶u v¶edett halmazok hierarchi¶aj¶at Äosszefoglalja az
al¶abbi implik¶aci¶o-s¶ema:

t¶eglalap ) t¶eglalapr¶acs )
) C2 halmaz (, minim¶alis v¶edett halmaz , l¶enyeg¶eben egy tÄok¶eletes kitÄolt¶ese van) )
) ciklus (, diszjunkt C2 halmazok uni¶oja, ÄosszefÄugg}o) )
) p¶aros halmaz (, diszjunkt C2 halmazok uni¶oja) )
) v¶edett halmaz (, C2 halmazok uni¶oja , van tÄok¶eletes kitÄolt¶ese)

Egy p¶elda olyan v¶edett halmazra, mely nem p¶aros ¶es nem is ¶all el}o disz-
junkt ciklusok uni¶ojak¶ent: a 2 £ 3-as t¶eglalapr¶acs.

2 A b}ov¶³t¶esi algoritmus

Az eddigiek alapj¶an kÄonnyen lehet gyors ¶es ,,el¶eg j¶o" algoritmusokat el}o¶al-
l¶³tani a b}ov¶³t¶esi feladat megold¶as¶ara, azaz egy tetsz}oleges A halmaz v¶edett
halmazokkal val¶o lefed¶es¶ere. P¶eld¶aul t¶eglalapok uni¶oj¶aval vagy egy p¶aros hal-
mazzal vagy ezek kombin¶aci¶oj¶aval. Ezek r¶aad¶asul gyorsan k¶odolhat¶o elj¶ar¶asok.
S}ot, amint arra a bevezet}oben is utaltunk, nem t¶ul nagy m¶eret}u A eset¶en
,,szemre" kÄonnyen meg lehet tal¶alni A ciklusait, azaz a v¶edett elemeket.
A tÄobbin pedig kÄonnyen ,,¶atfektethet}ok" ciklusok n¶eh¶any |a minim¶alis-
hoz kÄozeli sz¶am¶u| m¶asodlagosan kijelÄolt pont letakar¶as¶aval, sz¶am¶³t¶og¶ep
haszn¶alata n¶elkÄul. Ezt szeml¶elteti az al¶abbi p¶elda:
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7. ¶abra.

A 7. ¶abr¶an a szÄurk¶evel jelzett cell¶akat (pontokat) akarjuk letakarni. A
c¶el olyan ciklusokat tal¶alni, amelyeknek min¶el tÄobb szÄurke pont az eleme
(sarokpontja). L¶athat¶o, hogy k¶et cella, a 90-es ¶es a 32-es tartalm¶u kiv¶etel¶evel
mindegyik cella eleme valamely ciklusnak. Egyetlen pont (a kÄorrel jelzett)
felv¶etel¶evel, azaz egy ¶uj cella letakar¶as¶aval azonban ezek is bevonhat¶ok egy
harmadik ciklusba, amelynek negyedik pontja a 85-Äos tartalm¶u cella. Ezzel
teh¶at minden szÄurke pont v¶edett¶e v¶alik. (MegjegyezzÄuk, hogy a ,,72-es" cella
helyett megfelelt volna az alatta l¶ev}o 49-es, 3-as vagy 96-os tartalm¶u is.)

Van-e azonban gyors algoritmus a b}ov¶³t¶esi probl¶ema optim¶alis megold¶as¶a-
ra, azaz minim¶alis sz¶am¶u ¶ujabb cella letakar¶as¶ara? A fenti p¶elda megold¶asa
nyilv¶an optim¶alis.

Most megmutatjuk, hogy az eddig bevezetett fogalmak ¶es kimondott
¶all¶³t¶asok ¶atfogalmazhat¶ok gr¶afelm¶eleti fogalmakk¶a ¶es ¶all¶³t¶asokk¶a. A b}ov¶³t¶esi
feladat optim¶alis megold¶as¶ara ¶³gy m¶ar ismert gr¶afelm¶eleti t¶etelek ¶es algorit-
musok ¶allnak rendelkez¶esÄunkre.

Egy t¶abl¶azat A ponthalmazaihoz kÄolcsÄonÄosen egy¶ertelm}uen p¶aros gr¶afok
rendelhet}oek a kÄovetkez}ok¶eppen:

12. De¯n¶³ci¶o. FeleltessÄuk meg egy t¶abl¶azat A ponthalmaz¶anak a GA =
GA(U; V; E) p¶aros gr¶afot, ahol U ¶es V diszjunkt nemÄures halmazok a kÄovet-
kez}o tulajdons¶agokkal: ¶Alljon U azon ui elemekb}ol (pontokb¶ol), amelyek a
t¶abl¶azat i-edik sor¶anak felelnek meg, felt¶eve ha az tartalmaz A-beli pontot.
Hasonl¶oan, V ¶alljon az A-beli elemeket tartalmaz¶o oszlopoknak megfeleltetett
vj pontokb¶ol. Az ¶elek E halmaz¶at pedig de¯ni¶alja a kÄovetkez}o: ui ¶es vi kÄozÄott
pontosan akkor van ¶el, ha a t¶abl¶azat i-edik sor¶anak j-edik eleme A-beli pont.
Azt mondjuk, hogy GA az A ponthalmaz gr¶afja.

Vil¶agos, hogy GA nem tartalmaz izol¶alt pontot, tov¶abb¶a, hogy A akkor
¶es csak akkor ¶all el}o egy t¶abl¶azatbeli B halmazb¶ol a t¶abl¶azaton v¶egrehajtott
elemi sor-, illetve oszlopcser¶ek valamely sorozat¶aval, ha GA ¶es GB izomorf
gr¶afok.

12. ¶All¶³t¶as. KÄozvetlenÄul GA de¯n¶³ci¶oj¶ab¶ol ad¶odik, hogy az al¶abbiak ekvi-
valensek:

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

52 25 48 60 48 9 65 24 33 43 36 89 52 25 48 60 48 9 65 24 33 43 36 89

34 38 90 49 17 68 66 66 57 1 85 66 34 38 90 49 17 68 66 66 57 1 85 66

32 49 28 65 47 18 76 27 72 39 77 31 32 49 28 65 47 18 76 27 72 39 77 31

21 43 72 80 42 85 89 26 39 19 32 19 21 43 72 80 42 85 89 26 39 19 32 19

15 8 87 86 46 89 12 31 74 34 52 65 15 8 87 86 46 89 12 31 74 34 52 65

28 29 49 51 69 35 95 88 61 80 34 7 28 29 49 51 69 35 95 88 61 80 34 7

64 12 15 1 58 35 77 73 85 42 15 19 64 12 15 1 58 35 77 73 85 42 15 19

22 35 20 20 73 43 59 78 95 20 40 61 22 35 20 20 73 43 59 78 95 20 40 61

35 19 3 84 8 30 4 8 89 61 52 65 35 19 3 84 8 30 4 8 89 61 52 65

32 27 57 15 18 68 57 17 25 34 10 34 32 27 57 15 18 68 57 17 25 34 10 34

21 89 96 57 87 54 0 60 59 18 32 73 21 89 96 57 87 54 0 60 59 18 32 73

3 48 61 85 7 50 17 73 2 24 61 47 3 48 61 85 7 50 17 73 2 24 61 47



110 Farag¶o Mikl¶os

(i) az A halmaz ÄosszefÄugg}o (ii) GA ÄosszefÄugg}o gr¶af

Minden gr¶af egy¶ertelm}uen felbonthat¶o maxim¶alis (tov¶abb nem b}ov¶³thet}o)
ÄosszefÄugg}o, p¶aronk¶ent fÄuggetlen komponensek uni¶oj¶ara. Ismert gr¶afelm¶eleti
t¶etel (pl. Hajnal, 2003) a kÄovetkez}o: egy G gr¶af valamely e ¶ele akkor ¶es
csak akkor nem ¶ele egyetlen G-beli kÄornek sem, ha e-t elhagyva a gr¶afb¶ol,
a kapott gr¶afnak tÄobb komponense lesz, mint G-nek. Ekkor e-t h¶³d¶elnek
nevezik. Ha az ÄosszefÄugg}o, legal¶abb h¶arom szÄogpont¶u G-gr¶afnak minden ¶ele
valamely kÄornek ¶ele (,,kÄor¶el"), akkor G-t k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}onek nevezik.

Bel¶athat¶o, hogy az al¶abbi h¶arom ¶all¶³t¶as ekvivalens: (i) G k¶etszeresen
¶elÄosszefÄugg}o (ii) G-nek nincs h¶³d¶ele (iii) G b¶armely k¶et pontj¶at ÄosszekÄoti k¶et
¶ut, amelyeknek nincs kÄozÄos ¶ele.

Mivel az A-beli C2 halmazoknak a GA gr¶af kÄorei felelnek meg ¶es ford¶³tva,
ez¶ert a felbont¶asi t¶etel szerint:

13. ¶All¶³t¶as. Egy A halmaz akkor ¶es csak akkor v¶edett, ha GA minden ¶ele
kÄor¶el. Ekkor GA p¶aronk¶ent fÄuggetlen, k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o komponensekre
bonthat¶o.

A 8. ¶abra p¶aros gr¶afj¶anak (ez ellen}orizhet}o) szaggatottal jelzett h¶³d¶elei
v¶edtelen pontoknak felelnek meg az eredeti t¶abl¶azatban, a tÄobbi ¶el kÄor¶el,
teh¶at valamely v¶edett pont k¶epe.

8. ¶abra.

¶Erdemes felsorolni A ¶es GA n¶eh¶any egym¶asnak megfelel}o ,,objektum¶at".
Eml¶ekeztetÄunk arra, hogy egy gr¶af vonala nem tartalmazhat ¶elism¶etl}od¶est,
egy ¶utja vagy egy kÄore pedig m¶eg pontism¶etl}od¶est sem.

T¶abl¶azatok halmazai P¶aros gr¶afok
ponthalmaz (a t¶abl¶azatban) { p¶aros gr¶af
pont { ¶el
pontok sz¶ama az i-edik sorban { ui foksz¶ama
p¶aros halmaz { minden foksz¶am p¶aros a gr¶afban
ciklus (mindig p¶aros) { z¶art vonal (mindig p¶aros foksz¶am¶u pontokb¶ol ¶all)
C2-t¶³pus¶u halmaz { kÄor (foksz¶am ´ 2)
t¶eglalapr¶acs { teljes gr¶af
fÄuggetlen halmazok { fÄuggetlen gr¶afok
ÄosszefÄugg}o halmaz { ÄosszefÄugg}o gr¶af (b¶armely k¶et pont kÄozÄott van ¶ut)
ÄosszefÄugg}o p¶aros halmaz { ÄosszefÄugg}o Euler gr¶af , van z¶art Euler vonala

(minden foksz¶am p¶aros)
v¶edett pont /nem v¶edett pont { kÄor¶el / h¶³d¶el
v¶edett halmaz { h¶³d¶elmentes gr¶af , minden ¶ele kÄor¶el
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¶Erdekes anal¶ogia, hogy a 4. T¶etel annak a klasszikus gr¶afelm¶eleti t¶etelnek
a ,,t¶abl¶azat-nyelvi" megfelel}oje, hogy ,,egy gr¶afban akkor ¶es csak akkor van
z¶art Euler-vonal, ha minden cs¶ucsnak foksz¶ama p¶aros." A bizony¶³t¶asok is
anal¶ogak.

Az al¶abbi algoritmus egy tetsz}oleges A halmazhoz konstru¶al minim¶alis
sz¶am¶u pont hozz¶aad¶as¶aval egy A-t lefed}o A0 v¶edett halmazt. Az algoritmus
az els}odlegesen letakart pontok sz¶ama szerint line¶aris idej}u lesz, azaz a l¶ep¶es-
sz¶am kisebb lesz, mint ajAj+b, ahol a ¶es b alkalmas konstansok. Az algoritmus
,,magja" egy olyan elj¶ar¶as lesz, amely megoldja p¶aros f¶ak k¶etszeresen Äossze-
fÄugg}o p¶aros gr¶a®¶a b}ov¶³t¶es¶et minim¶alis sz¶am¶u ¶uj ¶el beiktat¶as¶aval, a fa ¶eleinek
sz¶ama szerint line¶aris sz¶am¶u l¶ep¶esben.

EL}OK¶ESZ¶IT¶ES
Ismeretes (pl. Hajnal, 2003), hogy egy gr¶af minden ÄosszefÄugg}o kom-

ponense egy¶ertelm}uen felbonthat¶o diszjunkt alkomponensekre, melyek vagy
maxim¶alis k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o r¶eszgr¶afok vagy Äon¶all¶o pontok, ¶es melyeket
h¶³d¶elek kÄotnek Äossze (ha legal¶abb k¶et alkomponens van). B¶armely k¶et al-
komponenst legfeljebb egy h¶³d¶el kÄot Äossze. Az alkomponensek ¶es a h¶³d¶elek
egyÄuttesen alkotj¶ak a komponenst (8. ¶abra). P¶eld¶aul egy fa alkomponen-
sei a szÄogpontjai, h¶³d¶elei pedig az ¶elei. TekintsÄuk az A halmazt ¶es gr¶afj¶at,
GA-t. A 13. ¶All¶³t¶as szerint A pontosan akkor v¶edett halmaz, ha GA minden
komponense egyetlen k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o alkomponensb}ol ¶all.

R¶eg¶ota ismertek olyan algoritmusok (Tarjan, 1972), amelyek elv¶egzik a
G(V;E) gr¶af komponensekre bont¶as¶at (a gr¶af minden pontj¶at besorsz¶amozva
az azt tartalmaz¶o komponens sorsz¶am¶aval) valamint az alkomponensekre
bont¶ast line¶aris |O(jV j + jEj)| id}oben, ¶es a h¶³d¶eleket is hozz¶arendelik a
megfelel}o alkomponens-p¶arokhoz.

ALGORITMUS-KEZDET
Ezent¶ul GA-t rÄoviden G-vel jelÄoljÄuk. El}oszÄor elv¶egezzÄuk a G p¶aros gr¶af

komponensekre ¶es alkomponensekre bont¶as¶at. Ha G minden komponense
k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o, akkor A v¶edett, az algoritmus le¶all.

Ellenkez}o esetben:
A) Foglalkozzunk el}oszÄor azzal az esettel, amikor G ÄosszefÄugg}o. Mivel

G p¶aros gr¶af, minden pontja besz¶³nezhet}o k¶et sz¶³n, mondjuk a zÄold ¶es k¶ek
egyik¶evel ¶ugy, hogy ¶el csak kÄulÄonbÄoz}o sz¶³n}u pontokat kÄothet Äossze. Olyan
algoritmust adnunk, amely G-be ¶ugy h¶uz be a ,,sz¶³nszab¶aly" betart¶as¶aval
minim¶alis sz¶am¶u ¶elt, hogy a kapott p¶aros gr¶afban minden ¶el kÄor¶el lesz.

TekintsÄuk azt a T (G) gr¶afot, amelyet ¶ugy kapunk G-b}ol, hogy annak |
m¶ar el}o¶all¶³tott| alkomponenseit ,,Äosszeh¶uzzuk" egy-egy pontt¶a. Azaz az ¶uj
gr¶afban minden pont egy-egy¶ertelm}uen megfelel G egy (esetleg egy pontb¶ol
¶all¶o) alkomponens¶enek, ¶es a pontok kÄozt pontosan akkor h¶uzunk ¶elt ¶el, ha
a megfelel}o alkomponensek kÄozÄott volt (h¶³d-) ¶el. T (G) egy fa. A val¶oban
Äosszeh¶uzott, azaz egyn¶el tÄobb pontb¶ol ¶all¶o alkomponensekb}ol (ezek legal¶abb
k¶et k¶ek ¶es k¶et zÄold pontot tartalmaznak) keletkezett T (G)-beli pontok sz¶³ne
legyen k¶ekesszÄold, a tÄobbi pont pedig ÄorÄokÄolje G-beli sz¶³n¶et. T (G)-re teh¶at
egy ¶altal¶anos¶³tott sz¶³nszab¶aly teljesÄul: k¶ek pont k¶ekkel, zÄold pont zÄolddel
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nincs ÄosszekÄotve.
Nyilv¶an elegend}o most m¶ar a T (G) f¶at minim¶alis sz¶am¶u ¶el beh¶uz¶as¶aval

k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}ov¶e b}ov¶³teni { a sz¶³nszab¶aly betart¶as¶aval. Hiszen ha
e egy az a ¶es b pontok kÄoz¶e ¶ujonnan beh¶uzott ¶el T (G)-ben, akkor G-ben
beh¶uzva egy ¶elt a T¡1(a) ¶es T¡1(b) alkomponensek egy-egy ellenkez}o sz¶³n}u
pontja kÄoz¶e, a kapott G0 is k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o gr¶af lesz.

A T (G)-t minim¶alis sz¶am¶u ¶el beh¶uz¶as¶aval k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o ki-
b}ov¶³t}o algoritmus legfontosabb tov¶abbi l¶ep¶eseit az al¶abbi t¶etel bizony¶³t¶asa
tartalmazza. B¶ar a t¶etelben mell}ozzÄuk a k¶ekeszÄold pontokat is tartalmaz¶o
f¶akat, ezeket azonban a v¶eg¶en egyszer}uen elint¶ezzÄuk.

El}oszÄor a T (G) f¶at a szok¶asos m¶odon ,,gyÄokereztetjÄuk", azaz egy tetsz}ole-
ges legal¶abb m¶asodfok¶u pontj¶ab¶ol, a gyÄok¶erb}ol kiindulva, t}ole elfel¶e mutat¶o
ir¶any¶³t¶assal l¶atjuk el. RÄogz¶³tett gyÄok¶er eset¶en az ir¶any¶³t¶as nyilv¶an egy¶ertel-
m}u. Az ezt v¶egz}o line¶aris idej}u algoritmus megjelÄoli a leveleket, tov¶abb¶a
minden pontot megc¶³mk¶ez a gyÄok¶ert}ol val¶o t¶avols¶ag¶aval, a ,,szintj¶evel", azaz
a pontb¶ol a gyÄok¶erhez vezet}o egyetlen ¶ut ¶eleinek sz¶am¶aval. Ekkor T (G)-t a
p¶aros gr¶afokn¶al megszokott m¶odon¶³gy is jelÄolhetjÄuk: T (A;B;F ), ahol A ¶es B
az ir¶any¶³t¶as ¶altal gener¶alt p¶aros, ill. p¶aratlan szinteken elhelyezked}o (k¶ek, ill.
zÄold) pontok, E pedig az ¶elek halmaza. F¶ak eset¶en a line¶aris id}ore szok¶asosan
alkalmazott O(jEj), O(jV j), O(jEj + jV j) kifejez¶esek (jEj ¶es jV j = jAj + jBj
az ¶elek, ill. cs¶ucsok sz¶ama) egyszerre teljesÄulnek, hiszen jV j ¡ jEj = 1, ez¶ert
egyszer}uen ezt ¶³rjuk: O(T ).

6. T¶etel. Egy T = T (A;B;F ) gyÄokereztetett fa max(jKj; jZj) ¶uj ¶el beh¶uz¶a-
s¶aval k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o p¶aros gr¶a®¶a b}ov¶³thet}o, ahol K µ A ¶es Z µ B
rendre a fa k¶ek, illetve zÄold leveleinek halmaza. Enn¶el kevesebb ¶el nem ele-
gend}o. A b}ov¶³t}o ¶elek O(T ) id}oben val¶o megad¶as¶at a bizony¶³t¶as tartalmazza.

Bizony¶³t¶as. Az al¶abbi ¶all¶³t¶as als¶o becsl¶est ad a beh¶uzand¶o ¶elek sz¶am¶ara.

14. ¶All¶³t¶as. T (G) minden level¶eb}ol, azaz els}ofok¶u pontj¶ab¶ol ki kell indulnia
egy ¶ujonnan beh¶uzott ¶elnek ahhoz, hogy T (G) minden ¶el¶eb}ol kÄor¶el legyen. A
levelekbe fut¶o ¶elek nyilv¶anval¶oan csak ¶³gy lesznek kÄor¶elek.

1) Legyen el}oszÄor jKj = jZj.
² 0. l¶ep¶es (k = 0)

P¶aros¶³tsuk Äossze tetsz}olegesen a k¶ek leveleket a zÄoldekkel. Ha jKj = jZj = 1,
akkor egy ¶elt beh¶uzva a k¶et lev¶el kÄoz¶e, a kapott gr¶af nyilv¶anval¶oan egyetlen
kÄort alkot. Ha jKj = jZj > 1, akkor az egyes p¶arok tagjai kÄozÄotti egyetlen
utat a f¶aban kÄonny}u megadni: az adott lev¶elp¶ar tagjaib¶ol ind¶³tott, egy-egy az
ir¶any¶³t¶assal ellent¶etesen, ,,felfel¶e" vezet}o ¶ut biztosan tal¶alkozik egy pontban,
,,legk¶es}obb" a gyÄok¶erben. Az Äosszes ilyen ¶ut eme |p¶aronk¶ent fÄuggetlen|
kiindul¶o fT0;1; T0;2; . . . ; T0;jKj g rendszer¶et jelÄolje F0. Ha ez tartalmazn¶a a T
fa Äosszes ¶el¶et, akkor a p¶arok tagjait egy-egy ¶uj ¶ellel ÄosszekÄotve el}o¶allna egy
T -t r¶eszgr¶afk¶ent tartalmaz¶o k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o gr¶af. Az egyes utakon
m¶eg egyszer v¶egighaladva c¶³mk¶ezzÄuk meg az ¶eleket ¶es a pontokat az ¶ut zÄold
v¶egpontj¶aval.
0. l¶ep¶es v¶ege
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Ezut¶an sz¶eless¶egi keres¶essel bej¶arjuk T -t, azaz v¶egigmegyÄunk a pontjain,
szintenk¶ent, a gyÄok¶ert}ol t¶avolodva.

² 1. l¶ep¶es (k = 1)
R¶al¶epÄunk a p0-ra, T gyÄoker¶ere. Az els}o l¶ep¶es el}ott a rendelkez¶esre ¶all¶o F0

rendszerre teljesÄulnek az al¶abbi tulajdons¶agok, ha k hely¶ebe mindenhol 1-et
¶³runk:

a. T minden levele pontosan egy Tk¡1;j f¶anak levele. Ebb}ol kÄovetkez}oen
Tk¡1;j -k p¶aronk¶ent fÄuggetlen gr¶afok. Ford¶³tva: mindegyik Tk¡1;j fa
minden levele T -nek is levele.

b. Tk¡1;j -nek ugyanannyi zÄold ¶es k¶ek levele van, ¶es ezek Äossze vannak
p¶aros¶³tva.

c. Tk¡1;j -t kieg¶esz¶³tve az Äosszep¶aros¶³tott leveleket ÄosszekÄot}o egy-egy ¶uj
¶ellel: k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o gr¶af ¶all el}o.

d. Tk¡1;j minden ¶ele ¶es pontja c¶³mk¶ezve van Tk¡1;j valamelyik zÄold level¶evel.

Mivel p0 foksz¶ama legal¶abb 2, jelÄoljÄon e ¶es f egy-egy bel}ole kiindul¶o ¶elt
(9.a ¶abra). Ekkor p0-b¶ol e-n keresztÄul elindulunk egy c¶³mk¶ezetlen ¶elekb}ol
¶all¶o tetsz}oleges se ¶utvonalon az els}o c¶³mk¶ezett pontig, amelyet jelÄoljÄon re.
Ez nyilv¶an valamelyik F0-beli T e fa gyÄokere, hiszen T fa. Hasonl¶oan, p0-b¶ol
az f-fel kezd}od}o tetsz}oleges sf ¶utvonalon eljutunk az F0-beli T f f¶aig az rf

pontban. T e ¶es T f val¶oj¶aban egy-egy ¶ut. JelÄolje T1;1 a k¶et fa ¶es az }oket
ÄosszekÄot}o ¶utvonal, azaz T e, T f , se ¶es sf egyes¶³t¶es¶evel el}o¶allt f¶at. (Az els}o
index: k.) Ezut¶an tekintsÄuk az re ¶es rf pontok c¶³mk¶ej¶et, azaz a k¶et Äosszetev}o
fa egy-egy zÄold level¶et, valamint k¶ek p¶arjukat. V¶egezzÄunk el kÄoztÄuk p¶arcser¶et
a sz¶³nszab¶alyt betart¶o egyetlen lehets¶eges m¶odon (b.). Ekkor, ha az ¶uj T1;1

f¶aban minden p¶ar kÄoz¶e beh¶uzunk egy ¶elt, k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o gr¶afot
kapunk (c.), hiszen a k¶et Äosszetev}o fa kÄozÄott e-n (¶es f -en) ¶at is vezet ¶ut,
valamint a p¶arcser¶eben r¶eszt vev}o leveleket ÄosszekÄot}o ¶eleken ¶at is (mindj¶art
kett}o). V¶egÄul az ÄosszekÄot}o ¶utvonal Äosszes re ¶es rf kÄozÄotti ¶el¶et ¶es pontj¶at,

teh¶at p0-t is, c¶³mk¶ezzÄuk meg re c¶³mk¶ej¶evel. ¶Igy T1;1 minden pontja ¶es ¶ele
c¶³mk¶ezve lesz egy zÄold level¶evel (d.).
1. l¶ep¶es v¶ege

Az els}o l¶ep¶es eredm¶enyek¶ent el}o¶allt egy ¶uj, eggyel csÄokkent elemsz¶am¶u
rendszer: F1 = fT1;1; T1;2; . . . g, ahol T1;1 k¶et ,,eredeti", azaz F0-beli fa
Äosszevon¶as¶aval ¶es az }oket ÄosszekÄot}o ¶ut ,,bekebelez¶es¶evel" keletkezett, a tov¶abbi
elemek pedig a megmaradt |¶atjelÄolt| eredeti f¶ak (a.). Az F1 rendszer teh¶at
rendelkezik az a-d. tulajdons¶agokkal. Mivel T1;1 tartalmazza a gyÄokeret, F1

az al¶abbi tulajdons¶aggal is rendelkezik:

e. A k > 0 l¶ep¶es megt¶etele ut¶an: minden olyan T -beli pont, amelyre m¶ar
r¶al¶eptÄunk, a p0 gyÄoker}u Tk;1 fa pontja.
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9.a ¶abra 9.b ¶abra

² k. l¶ep¶es (k > 1)
A l¶ep¶es megt¶etele el}ott rendelkez¶esÄunkre ¶all az Fk¡1 = f Tk¡1;1; Tk¡1;2; . . . g
fa-rendszer, amelyben az els}ot kiv¶eve mindegyik fa az eredeti F0-beli, m¶eg
¶erintetlen f¶ak valamelyike.

Ez a l¶ep¶es az 1. l¶ep¶es egyszer}us¶³tett v¶altozata (9.b ¶abra). Az 1. l¶ep¶esben
k¶et eredeti f¶ab¶ol el}o¶all¶³tottuk a T1;1 f¶at. Ezut¶an m¶ar minden l¶ep¶esben egy-egy
¶ujabb eredeti f¶at olvasztunk bele az el}oz}o l¶ep¶esben el}o¶all¶³tott Tk¡1;1 f¶aba a
sorban mÄogÄotte ¶all¶ok kÄozÄul, a kettejÄuket ÄosszekÄot}o ¶uttal egyÄutt, egy¶uttal
elv¶egzÄunk egy alkalmas p¶arcser¶et a levelek kÄozÄott, m¶³g v¶egÄul egyetlen fa
marad: Tn;1 = T .

Ha az aktu¶alis p pontb¶ol kiindul¶o Äosszes ¶el c¶³mk¶ezett, azaz a p-b}ol lefel¶e
indul¶o Äosszes nem Fk¡1-hez tartoz¶o ¶elre egyszer m¶ar r¶al¶eptÄunk (ak¶ar p-b}ol
kiindulva, ak¶ar m¶ar kor¶abban, p valamelyik el}odj¶eb}ol), azaz p ,,ki lett fejtve"
akkor a sz¶eless¶egi bej¶ar¶as szerinti kÄovetkez}o pontra l¶epÄunk, ezt jelÄolve p-
nek. Ellenkez}o esetben legyen e egy p-b}ol lefel¶e ir¶anyul¶o c¶³mk¶ezetlen, azaz
nem Fk¡1-hez tartoz¶o ¶el. Most is, mint az 1. l¶ep¶esben, induljunk el p-
b}ol egy az e-vel kezd}od}o, c¶³mk¶ezetlen ¶elekb}ol ¶all¶o tetsz}oleges se ¶utvonalon,
am¶³g eljutunk a m¶eg ¶erintetlen T e 2 Fk¡1 n Tk¡1;1 fa re gyÄoker¶ebe. Az e.
tulajdons¶ag miatt Tk¡1;1 tartalmazza p-t. JelÄoljÄuk Tk;1-gyel a Tk¡1;1 ¶es T e

f¶ak, valamint az }oket ÄosszekÄot}o se ¶ut egyes¶³t¶es¶evel el}o¶allt f¶at. A p¶arcser¶et ¶es
a c¶³mk¶ez¶est az 1. l¶ep¶esben le¶³rtakkal megegyez}oen v¶egezzÄuk, azaz tekintsÄuk
re ¶es p c¶³mk¶ej¶et, azaz a k¶et Äosszetev}o fa egy-egy zÄold level¶et, valamint k¶ek
p¶arjukat. Ezut¶an v¶egezzÄuk el kÄoztÄuk az egyetlen lehets¶eges p¶arcser¶et. V¶egÄul
az ÄosszekÄot}o ¶utvonal Äosszes p ¶es re kÄozÄotti ¶el¶et ¶es pontj¶at c¶³mk¶ezzÄuk meg re

c¶³mk¶ej¶evel. ¶Igy Tk;1 minden pontja ¶es ¶ele c¶³mk¶ezve lesz egy zÄold level¶evel.
A k: l¶ep¶es eredm¶enyek¶ent el}o¶allt egy ¶uj, eggyel csÄokkent elemsz¶am¶u rend-

szer: Fk = fTk;1; Tk;2; . . . g, ahol az els}o tagot kÄovet}o elemek (az utols¶o l¶ep¶es
ut¶an m¶ar nincs ilyen) a m¶eg megmaradt F0-beli f¶ak.
k: l¶ep¶es v¶ege
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A k: l¶ep¶es nyom¶an el}o¶allt Fk rendszer teh¶at ugyan¶ugy rendelkezik az a-d.
tulajdons¶agokkal, mint az 1. l¶ep¶es ut¶an. Az e. tulajdons¶ag megl¶et¶et pedig
a sz¶eless¶egi bej¶ar¶as biztos¶³tja, hiszen minden p 6= p0 pont a r¶al¶ep¶es el}ott
m¶ar rendelkezik c¶³mk¶evel, amelyet valamelyik T -beli }ose kifejt¶esekor kapott,
hiszen az Äosszes p-n¶el magasabb szinten l¶ev}o pont m¶ar ki van fejtve.

Az algoritmus az eredeti f¶ak elfogy¶as¶aval, azaz n = jZj ¡ 1 l¶ep¶es ut¶an
le¶all. Az el}o¶allt Tn;1 = T fa ¶es leveleinek el}o¶allt p¶aros¶³t¶asa rendelkezik az a-
e. tulajdons¶agokkal, teh¶at azzal is, ha minden levelet ÄosszekÄotÄunk a p¶arj¶aval
egy ¶ellel, akkor k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o p¶aros gr¶afot kapunk. A 14. ¶All¶³t¶as
kÄovetkezm¶enye, hogy enn¶el |azaz jZj-n¶el| kevesebb ¶el beh¶uz¶as¶aval ezt nem
lehet el¶erni.

Az elj¶ar¶as, amely tulajdonk¶eppen K ¶es Z megfelel}o p¶aros¶³t¶as¶anak megke-
res¶ese, az ¶elek jF j sz¶ama szerint line¶aris idej}u a kÄovetkez}ok miatt: T bej¶ar¶asa-
kor minden p pontban a bel}ole kiindul¶o (se-vel vagy sf -fel jelÄolt) utak hossz¶a-
val ar¶anyos id}ot tÄoltÄunk: el}oszÄor v¶egighaladva rajtuk, m¶asodszor ,,visszafel¶e"
megc¶³mk¶ezve pontjaikat ¶es ¶eleiket. (A 0. l¶ep¶esben is ez tÄort¶enik, csak a bej¶art
¶es megc¶³mk¶ezett utakat ott a T0;j jelÄoli, amelyeket nem felÄulr}ol gener¶alunk,
hanem alulr¶ol.) Ezek az utak p¶aronk¶ent ¶eldiszjunktak ¶es egyÄuttesen el}o¶all¶³tj¶ak
T -t. Egy adott ¶ut minden egyes pontj¶ahoz k¶et ,,r¶al¶ep¶es" ¶es a c¶³mk¶ez¶es kons-
tans ideje tartozik, valamint az ¶uthoz tartoz¶o p¶arcsere bejegyz¶esi idej¶enek
r¶aes}o r¶esze. Teh¶at a id}o ajF j + b alak¶u.

2) Legyen most jZj < jKj.
Legyen Kz a k¶ek levelek egy tetsz}oleges jZj elemsz¶am¶u r¶eszhalma. El}oszÄor

el}o¶all¶³tjuk T azon legsz}ukebb T ¤ r¶eszf¶aj¶at (10. ¶abra), melynek pontosan
Z [ Kz a lev¶elzete. Ilyen fa nem lehet egyn¶el tÄobb, mert akkor metszetÄuk is
egy ugyanolyan lev¶elzet}u fa lenne. JelÄolje d a gyÄok¶er ¶es a hozz¶a legkÄozelebb
es}o Z[Kz-beli levelek t¶avols¶ag¶at, d-t a gyÄokereztet}o algoritmus megadja. A d
szinten l¶ev}o levelek halmaz¶at jelÄolje Ld. A gyÄok¶ert}ol d-n¶el nagyobb t¶avols¶agra
es}o (,,m¶elyebb szinten" l¶ev}o) levelek mindegyik¶eb}ol induljunk el a gyÄok¶er fel¶e
egy-egy ¶uton eg¶eszen a d szintig. Az utak d szint}u pontjaib¶ol ¶es Ld pont-
jaib¶ol folytassuk egy-egy ¶uton a felfel¶e halad¶ast addig, m¶³g valamelyik szinten
a megmaradt ¶elek egyetlen pontban tal¶alkoznak (legk¶es}obb T gyÄoker¶eben).
Ekkor a bej¶art utak egyÄutt nyilv¶an a keresett T ¤ f¶at adj¶ak, amelyben az
utols¶o el¶ert pontot tekinthetjÄuk gyÄok¶ernek, hiszen foksz¶ama egyn¶el nagyobb.
Eme bej¶ar¶as T ¶eleinek egy r¶esz¶en egyszer halad ¶at, teh¶at ideje O(T ).

P¶aros¶³tsuk Äossze az 1)-ben le¶³rt elj¶ar¶assal Z ¶es Kz leveleit a T ¤ f¶aban ¶es
a p¶arokat kÄossÄuk Äossze egy-egy ¶uj ¶ellel. Ezzel T ¤ Äosszes ¶ele kÄor¶el lesz. Azt
¶all¶³tjuk, hogy ha T megmaradt | k¶ek| leveleit, azaz a K n Kz-be es}oket
ÄosszekÄotjÄuk T ¤ ,,szinte" b¶armelyik zÄold pontj¶aval, p¶eld¶aul b¶armelyik zÄold
level¶evel, akkor az Äosszes T ¤-n k¶³vÄuli ¶el is belekerÄul valamilyen kÄorbe. Legyen
ugyanis e egy tetsz}oleges T ¤-on k¶³vÄuli ¶ele T -nek, v0 ¶es v00 v¶egpontokkal. Ekkor
kÄozÄulÄuk pontosan az egyikb}ol, mondjuk v'-b}ol, vezet olyan ¶ut T ¤-ba, amely
nem tartalmazza e-t, ellenkez}o esetben e kÄor¶el lenne. Az ¶ut els}o T ¤-ba
es}o pontj¶at jelÄolje u0. M¶asr¶eszt v00-b}ol egy tetsz}oleges, nem e-vel kezd}od}o
¶uton haladva T valamelyik level¶ebe ¶erkezÄunk, hiszen T ¤-ban nincs kÄor. Ez
a w-vel jelÄolt lev¶el csak K n Kz-beli lehet, ellenkez}o esetben e egy T ¤-n
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¶athalad¶o (u0 . . . v0; e; v00 . . .w . . .u0) kÄor ¶ele lenne, ahol (w . . . u0) a w ¶es u0

kÄozÄotti T ¤-beli ¶ut. Teh¶at ha w-t egy ¶uj ¶ellel ÄosszekÄotjÄuk T ¤ b¶armely u0-
t}ol kÄulÄonbÄoz}o zÄold u00 pontj¶aval, p¶eld¶aul egy zÄold lev¶ellel, akkor e benne
lesz az (u0 . . . v0; e; v00 . . .w;u00 . . . u0) kÄorben, ahol (u00 . . .u0) a w ¶es u0 kÄozÄotti
T ¤-beli |egyetlen| ¶ut. (Az u0 6= u00 kikÄot¶es biztos¶³tja, hogy val¶odi, azaz
kett}on¶el tÄobb szÄogpontb¶ol ¶all¶o kÄor jÄojjÄon l¶etre). Ha teh¶at minden K nKz-beli
levelet egyszer}uen ÄosszekÄotÄunk egy alkalmas T ¤-beli zÄold ponttal, p¶eld¶aul
egy lev¶ellel, akkor minden T ¤-on k¶³vÄuli ¶el kÄor¶el lesz. Ennek ideje nyilv¶an
c(jKj ¡ jZj) + d.

Ezzel val¶oban Äosszesen jKj sz¶am¶u ¶uj ¶elt h¶uztunk be a T f¶aba: el}oszÄor
jZj sz¶am¶ut T ¤ levelei kÄoz¶e, majd jKj ¡ jZj sz¶am¶ut K n Kz ¶es T ¤ zÄold levelei
kÄoz¶e. A 14. ¶All¶³t¶as alapj¶an pedig ism¶et kÄovetkezik, hogy enn¶el kevesebb ¶el
beh¶uz¶as¶aval nem lehet T -t k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o p¶aros gr¶a®¶a b}ov¶³teni. A
k¶et id}o Äosszege pedig felÄulr}ol becsÄulhet}o ejF j + g-vel, ahol e ¶es g alkalmas
konstansok. 2

10. ¶abra

Eddig feltettÄuk, hogy a T (G) f¶anak nincsenek k¶ekeszÄold levelei. Ha van-
nak k¶ekeszÄold levelei, m darab, ¶es jZj · jKj, akkor m · jKj ¡ jZj eset¶en
pakoljuk mindegyiket Z-be, ellenkez}o esetben osszuk el }oket Z ¶es K kÄozÄott
¶ugy, hogy a k¶et ¶³gy kib}ov¶³tett K0 ¶es Z 0 halmaz elemsz¶ama vagy legyen
egyenl}o, vagy K0-¶e legyen eggyel nagyobb. Ezzel biztos¶³tottuk K 0 ¶es Z 0 kÄozÄott
a maxim¶alis p¶aros¶³t¶ast, ¶es 1)-et vagy 2)-t v¶egrehajtva el}o¶all¶³that¶o a leveleket
ÄosszekÄot}o minim¶alis sz¶am¶u ¶el.

3) N¶eh¶any esetben az eddig le¶³rt m¶odszer nem alkalmazhat¶o. M¶egpedig
akkor, ha T (G) levelei nem kÄothet}ok Äossze sem egym¶assal (mert vagy mind
zÄoldek vagy mind k¶ekek), sem a tÄobbi bels}o ponttal (mert csak a szomsz¶edaik
m¶as sz¶³n}uek). Ezek a f¶ak pontosan az ¶un. csillag-gr¶afok. Ezeknek egy pont
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kiv¶etel¶evel |jelÄoljÄuk ezt a-val| csak els}ofok¶u pontjaik vannak, mondjuk
mind k¶ekek. Ekkor,

3a) ha a k¶ekeszÄold, akkor minden levelet egy a szomsz¶edj¶at¶ol kÄulÄonbÄoz}o
zÄold T¡1(a)-beli ponttal kÄotjÄuk Äossze (T¡1(a) legal¶abb k¶et zÄold ¶es k¶et k¶ek
pontot tartalmaz).

3b) Ha pedig a zÄold (ezek azoknak a t¶abl¶azatbeli halmazoknak felelnek
meg, amelyek pontjai egy sorban vagy oszlopban helyezkednek el), akkor
egyn¶el tÄobb lev¶el eset¶en |most el}oszÄor| fel kell venni egy ¶uj (zÄold) pontot
¶es a leveleket Äossze kell vele kÄotni (l¶asd a 11. ¶abra bal oldal¶at). V¶egÄul ha a
T (G) egy k¶et-szÄogpont¶u csillag, akkor k¶et ¶uj pont felv¶etele ¶es ,,kÄorbekÄot¶ese" a
megold¶as. Ez az eset a t¶abl¶azatban az egyetlen pontb¶ol ¶all¶o halmaz t¶eglalappal
val¶o lefed¶es¶et jelenti (a 11. ¶abra jobb oldala).

11. ¶abra

B) Ha G egyn¶el tÄobb komponensb}ol ¶all: G1; G2; . . ., akkor a T (Gi) f¶ak
kÄozÄul az 1), 2) vagy 3a) tulajdons¶ag¶uakra v¶egezzÄuk el az ott¶³rottakat,¶³gy t¶eve
k¶etszeresen ÄosszefÄugg}ov¶e }oket. A 3b) al¶a tartoz¶o T (Gi) f¶ak eset¶en ellenben |
elkerÄulend}o az ¶uj pontok felv¶etel¶et| a fa leveleit ÄosszekÄotjÄuk b¶armely m¶asik
Gj (i 6= j) komponens valamely m¶as sz¶³n}u pontj¶aval.

ALGORITMUS-V¶EG

Az im¶ent ismertetett algoritmus |az egy komponens}u 3b) esett}ol eltekint-
ve, azaz amikor az A halmaz minden pontja egy sorba vagy oszlopba esik|
a GA gr¶afhoz nem vesz hozz¶a ¶uj szÄogpontokat, hanem csup¶an ¶uj ¶eleket h¶uz
bele, azaz A-t az }ot tartalmaz¶o legsz}ukebb t¶eglalapr¶acs bizonyos pontjaival
eg¶esz¶³ti ki.

RÄoviden Äosszefoglaljuk az algoritmus l¶ep¶eseit egy pszeudo k¶od¶u program
form¶aj¶aban. A programban a Ti fa csillag-gr¶af mivolt¶ara vonatkoz¶o if fTi . . . g
alak¶u felt¶etelek ki¶ert¶ekel¶ese konstans id}ot vesz ig¶enybe, mivel ezt m¶ar kor¶ab-
ban elv¶egzi a Ti-t ir¶any¶³t¶assal ell¶at¶o alprogram. li jelÄoli Ti leveleinek sz¶am¶at.

  
 

   vastag: G(A), az egész: G(A’)  
           

       új pont 
       2 új pont   
           
          
  
          vastag: A, az egész: A’  
     
          új pontok 
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B}OV¶IT(G)
² G-t felbontjuk a Gi komponensekre (i = 1; . . . ; n) O(jV j + jEj)
for i = 1 to n
² Gi -t alkomponensekre ¶es h¶³d¶elekre bontjuk O(jVij+ jEij)
if fa h¶³d¶elek sz¶ama = 0g then
next i

else

² Gi-b}ol alkomponensei Äosszeh¶uz¶as¶aval Ti f¶at k¶esz¶³tÄunk O(Ti)
² Ti-t gyÄokereztetjÄuk, innen ir¶any¶³tjuk, majd meghat¶arozzuk a leveleit. O(Ti)
if fn = 1 & T1 egy 3b)-t¶³pus¶u csillagg then
² ¶uj pontokat veszÄunk fel (egyet vagy h¶armat): next i

end if

if fTi nem csillagg then
² a lehet}o legtÄobb k¶ek, zÄold ¶es k¶ekeszÄold levelet k¶et halmazba:
Z-be ¶es Kz-be osztjuk O(li)

² gener¶aljuk a Z-hez ¶es Kz-hez tartoz¶o minim¶alis T¤ f¶at O(Ti)
² el}o¶all¶³tjuk Z ¶es Kz kezd}o p¶aros¶³t¶as¶at O(li)
² gener¶aljuk a kezd}o p¶aros¶³t¶ashoz tartoz¶o kiindul¶o S0 ¶utrendszert O(Ti)
² el}o¶all¶³tjuk a T ¤ k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}ov¶e tev}o p¶aros¶³t¶ast O(Ti)
² a Z-n ¶es Kz-n k¶³vÄul es}o leveleket ,,bekÄotjÄuk" Z-be O(li).

else

² if fTi 3a)-t¶³pus¶u csillagg then a leveleit bekÄotjÄuk mag¶aba O(li)
² if fTi 3b)-t¶³pus¶u csillagg then a leveleit bekÄotjÄuk egy m¶asik
komponensbe O(li)

end if

end if

next i
return

A fenti program az Äosszetev}ok ideje alapj¶an O(jV j+jEj) idej}u. Az alkom-
ponensekre bont¶as ut¶ani id}o O(

Pn
i=1 jTij), azaz G h¶³d¶eleinek sz¶ama szerint

line¶aris.

Megjegyz¶es. A most ismertetett algoritmus nyilv¶anval¶oan alkalmas egy
tetsz}oleges (nem p¶aros) G gr¶af h¶³d¶elmentes gr¶a®¶a b}ov¶³t¶es¶ere minim¶alis sz¶am¶u
¶el beh¶uz¶as¶aval, ha a T fa L sz¶am¶u (sz¶³ntelen) level¶et k¶et |K ¶es Z| halmazba
soroljuk ¶ugy, hogy p¶aros L eset¶en jKj = jZj, p¶aratlan eset¶en jKj = jZj¡1, ¶es
elv¶egezzÄuk az 1) vagy 2) pontban le¶³rtakat. A 3) pontban felmerÄult speci¶alis
esetek is egyszer}usÄodnek.

Addendum

A szerz}o a cikk meg¶³r¶asa ut¶an lelt r¶a Gus¯eld (1988) gr¶afb}ov¶³t}o algorit-
mus¶ara. ¶Erdekes kÄovetkeztet¶esek ad¶odnak, ha ÄosszevetjÄuk Gus¯eld algorit-
mus¶at (rÄoviden GA) a 6. T¶etelben le¶³rttal (rÄoviden FA). Mindkett}o f¶akra
,,fut", line¶aris id}oben. Az alapÄotlet azonos: a levelek egy kezdeti p¶aros¶³t¶as¶at
p¶arcser¶ekkel addig jav¶³tani, am¶³g egy h¶³dmentes p¶aros gr¶af ¶all el}o. Azonban
a k¶et algoritmus minden egy¶eb jellemz}oj¶eben egyfajta ,,dualit¶as" ¯gyelhet}o
meg.

¡ GA el}oszÄor m¶elys¶egileg bej¶arja a f¶at, csak az¶ert, hogy besz¶amozza a
leveleket az el¶er¶es sorrendj¶eben 1-t}ol n-ig. Ezut¶an Äosszep¶aros¶³tja a leveleket:
az i-ediket a k+i-edikkel, ahol k = bn=2c, teh¶at nem tÄor}odve a sz¶³nszab¶allyal.
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Felhaszn¶alja Esweran ¶es Tarjan (1976) azon eredm¶eny¶et, hogy ezzel a p¶aros¶³-
t¶assal, a p¶arokat ÄosszekÄotve egy-egy ¶ellel, a b}ov¶³tett gr¶af h¶³dmentes2. Ezut¶an,
a sz¶³nhib¶akat kijav¶³tand¶o, a zÄold-zÄold ¶es k¶ek-k¶ek p¶arok kÄozÄott egym¶as ut¶an
p¶arcser¶eket hajt v¶egre, ¶eszrev¶eve, hogy a h¶³dmentess¶eg ilyenkor megmarad.

¡ FA el}oszÄor tal¶alomra, ,,maxim¶alisan" Äosszep¶aros¶³tja a kÄulÄonbÄoz}o sz¶³n}u
leveleket (a hoppon maradottakat a v¶eg¶en ,,bekÄoti" a f¶aba). Ezut¶an sz¶eless¶egi
keres¶es kÄozben minden l¶ep¶esben |amikor h¶³d¶elt tal¶al| egy alkalmas p¶arcser¶et
hajt v¶egre, ¶eszrev¶eve, hogy ezzel csÄokkenti a h¶³d¶elek sz¶am¶at.

ÄOsszefoglalva: GA gr¶afjai a kezdett}ol fogva h¶³d¶elmentesek, de v¶egig sz¶³n-
hib¶asak (kiv¶eve a le¶all¶askor). FA gr¶afjai a kezdett}ol fogva sz¶³nhelyesek,
de v¶egig h¶³d¶elt tartalmaznak (kiv¶eve a le¶all¶askor). GA sz¶³nhib¶as p¶arokat
cser¶el, FA sz¶³nhelyeseket. GA a m¶elys¶egi keres¶es ut¶an egyhuzamban cser¶eli
a p¶arokat, FA sz¶eless¶egi keres¶es kÄozben, l¶ep¶esenk¶ent teszi azt.

KÄoszÄonetnyilv¶an¶³t¶as

Ez¶uton szeretn¶ek kÄoszÄonetet mondani az egyik anonim lektornak a kÄulÄonÄosen
gondos jav¶³t¶as¶ert ¶es az¶ert, hogy felh¶³vta ¯gyelmemet egy fontos, a probl¶ema
¶altal¶anos¶³t¶as¶aval foglalkoz¶o cikkre. A m¶asik lektornak kÄoszÄonhet}oen b}ovÄult
a dolgozat sz¶amp¶eld¶akkal, melyek bizony¶ara kÄonnyebb¶e teszik a meg¶ert¶est.
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TABULAR DATA PROTECTION AND GRAPH OPTIMIZATION

In this article we put an old problem of data protection into a new context. Though
certain sensitive cells of published two-dimensional tables are often ,,hidden" by the
data providers, the content of some of these suppressed cells might be computed
using the available cell values and sums of rows and columns. We call a set of
cell locations protected, if none of the exact cell values can be uniquely computed.
Considering the cell locations as points on a grid we characterize the protected
sets as unions of vertex sets of orthogonal polygons. We give several necessary
and su±cient conditions for being protected, describe the hierarchy of protected
sets, and investigate their properties. When a set is not protected we consider
the problem of suppressing the fewest additional cells to protect the sensitive cells.
This process is called ,,secondary suppression" in the literature. Gus¯eld (1988)
and others solved the optimization problem by establishing a bijection between the
sets of cell locations and bipartite graphs. They gave a linear time algorithm for the
corresponding graph theory problem: making a bipartite graph edge-biconnected
by adding a minimum number of new edges. We give a new, simple linear time
algorithm for this augmentation problem.
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TUD¶ASH¶AL¶OZATOK STRUKT¶UR¶AJ¶ANAK SZEREPE EGY
EGYSZER}U ¶ALTAL¶ANOS EGYENS¶ULYI MODELLBEN1

SEBESTY¶EN TAM¶AS
PTE KÄozgazdas¶agtudom¶anyi Kar

A h¶al¶ozatok szerepe egyre kiemeltebb ¯gyelmet kap az innov¶aci¶oval foglalkoz¶o
irodalomban, a h¶al¶ozatok struktur¶alis fel¶ep¶³t¶es¶enek k¶erd¶esei pedig sz¶amos
terÄuleten keltett¶ek fel a kutat¶ok ¶erdekl}od¶es¶et. A dolgozatban azt vizsg¶aljuk,
hogy a v¶allalatok kÄozÄotti tud¶ash¶al¶ozatok strukt¶ur¶aja milyen hat¶assal van a
gazdas¶ag teljes¶³tm¶eny¶ere. Egy egyszer}u ¶altal¶anos egyens¶ulyi modellbe ¶ep¶³tjÄuk
be a h¶al¶ozati kapcsolatokon keresztÄul v¶egbemen}o tud¶as-transzfer hat¶as¶at ¶es
szimul¶aci¶os technik¶akkal vizsg¶aljuk a modell m}ukÄod¶es¶et. A kapott eredm¶e-
nyek azt mutatj¶ak, hogy a h¶al¶ozati strukt¶ura l¶enyeges hat¶assal van a gazdas¶ag
teljes¶³tm¶eny¶ere: magasabb szint}u sk¶alafÄuggetlens¶eg magasabb kibocs¶at¶ashoz
vezet. A dolgozat eredm¶enyei r¶avil¶ag¶³tanak a sokf¶eles¶eg speci¶alis dimenzi¶oinak
szerep¶ere a gazdas¶agi teljes¶³tm¶enyben: ebben az esetben is a sk¶alafÄuggetlens¶eg
pozit¶³v hat¶asa mutathat¶o ki.

Kulcsszavak: H¶al¶ozati strukt¶ura, tud¶ash¶al¶ozatok, ¶altal¶anos egyens¶uly,
sk¶alafÄuggetlens¶eg

JEL: C68, C63, C15, E13, O33

1 Bevezet¶es

Az ut¶obbi id}oben az innov¶aci¶oval foglalkoz¶o szakirodalom kiemelt ¯gyelem-
mel fordult a h¶al¶ozati strukt¶ur¶ak tanulm¶anyoz¶asa fel¶e. Ez az ¶erdekl}od¶es
r¶eszben onnan sz¶armazik, hogy a szem¶elyes kapcsolatok szerepe a tud¶as-
transzferben nyilv¶anval¶ov¶a v¶alt, m¶asr¶eszt viszont a h¶al¶ozat-elemz¶esi m¶od-
szertan az elm¶eleti ¯zika ¶es a szociol¶ogia ir¶any¶ab¶ol ÄosztÄonÄozte az innov¶aci¶oval
foglalkoz¶o szakembereket az ilyen ir¶any¶u kutat¶asok kiterjeszt¶es¶ere.

El}oszÄor a szociol¶ogiai vizsg¶alatok mutattak r¶a, hogy a t¶arsadalmi h¶al¶ozatok
nem ¶³rhat¶oak le teljes m¶ert¶ekben a v¶eletlen h¶al¶ozatok modellje seg¶³ts¶eg¶evel.2

Travers ¶es Milgram (1969) a Harvard egyetem ismerets¶egi h¶al¶ozat¶at vizsg¶alva
jutott arra a felismer¶esre, hogy az ¶atlagos el¶er¶esi ¶ut m¶eg egy ilyen kiter-
jedt kapcsolati h¶al¶ozatban is meglep}oen rÄovid, mindÄossze 5,5 l¶ep¶es. Ez az
¶ert¶ek l¶enyegesen kisebb, mint a hasonl¶o m¶eret}u v¶eletlen h¶al¶ozatban m¶erhet}o
¶ert¶ekek. Barab¶asi (2002) megeml¶³ti, hogy a relat¶³ve rÄovid ¶atlagos t¶avols¶agok

1Be¶erkezett: 2010. ¶aprilis 23. E-mail: sebestyent@ktk.pte.hu.
2V¶eletlen h¶al¶ozaton olyan h¶al¶ozatot ¶ertÄunk, amelyben a csom¶opontok kÄozÄotti kap-

csolatok l¶etez¶es¶enek val¶osz¶³n}us¶ege egyenletes a teljes h¶al¶ozaton. A v¶eletlen h¶al¶ozatok
r¶eszletesebb le¶³r¶as¶at a dolgozat m¶asodik r¶esze adja meg.
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gondolat¶at kor¶abban Karinthy Frigyes vettette fel egy ¶³r¶as¶aban, ahol meg-
lep}oen pontosan ,,el}orejelezve" a k¶es}obbi tudom¶anyos eredm¶enyeket, 5 l¶ep¶e-
ses t¶avols¶agr¶ol ¶³r (Karinthy, 1929). Granovetter (1973, 1983) tanulm¶anyai
a szorosan integr¶alt t¶arsadalmi csoportokat ÄosszekÄot}o ,,gyenge" kapcsola-
tok jelent}os¶eg¶et emelik ki, amelyek kiemelten fontosak a rÄovid el¶er¶esi utak
kialakul¶as¶aban. A rÄovid el¶er¶esi utakkal, szorosan kapcsolt lok¶alis csopor-
tokkal ¶es ezeket ÄosszekÄot}o gyenge kapcsolatokkal jellemezhet}o h¶al¶ozatokat
kisvil¶agoknak nevezi a szakirodalom (Csermely, 2005).3

A v¶eletlen h¶al¶ozatok jellemezhet}oek egy reprezentat¶³v csom¶oponttal, va-
gyis egy ¶atlagos kapcsolati sz¶ammal. Ez azt jelenti, hogy az ¶atlagost¶ol l¶e-
nyegesen kisebb vagy l¶enyegesen nagyobb kapcsolati sz¶amok el}ofordul¶as¶anak
val¶osz¶³n}us¶ege elhanyagolhat¶o. Barab¶asi (2002) azonban azt emeli ki, hogy
a val¶os h¶al¶ozatok nem jellemezhet}oek reprezentat¶³v szerepl}ovel: n¶eh¶any cso-
m¶opont rendk¶³vÄul nagy sz¶am¶u kapcsolattal rendelkezik, m¶³g a csom¶opontok
tÄobbs¶ege kev¶es kapcsolattal b¶³r. Az ¶atlagos foksz¶am ugyan megadhat¶o, azon-
ban a h¶al¶ozat strukt¶ur¶aj¶at nagy r¶eszben a nagysz¶am¶u kapcsolattal rendelkez}o,
extrem¶alis elemek hat¶arozz¶ak meg: egy-egy ilyen csom¶opont kies¶ese adott
esetben a h¶al¶ozat sz¶etes¶es¶ehez vezethet. Ezt a speci¶alis strukt¶ur¶at sk¶alafÄug-
getlen h¶al¶ozatnak nevezik, ami a h¶al¶ozat foksz¶ameloszl¶as¶anak speci¶alis tulaj-
dons¶ag¶ara utal.4 Barab¶asi ¶es munkat¶arsai azt a fontos felismer¶est mutatt¶ak
be, hogy a val¶os¶agban el}ofordul¶o h¶al¶ozatok nagy r¶esze ilyen sk¶alafÄuggetlen
tulajdons¶agot mutat (kÄozleked¶esi h¶al¶ozatok, t¶arsadalmi kapcsolath¶al¶ok, pub-
lik¶aci¶os h¶al¶ozatok, krist¶alyszerkezetek, feh¶erjeh¶al¶ozatok, stb.) (Barab¶asi ¶es
Albert, 1999; Barab¶asi ¶es szerz}ot¶arsai, 2000; Barab¶asi, 2002). Barab¶asi ¶es
Albert (1999) egy egyszer}u modellt is felv¶azolnak, amely a sk¶alafÄuggetlens¶eg
kialakul¶as¶at magyar¶azza. A k¶es}obbiekben ezt a modellt is r¶eszletesebben
ismertetjÄuk majd.

A h¶al¶ozatok megjelen¶ese az innov¶aci¶o irodalm¶aban tulajdonk¶eppen egy
logikus gondolatmenet eredm¶enye. A gazdas¶agi nÄoveked¶essel foglalkoz¶o szak-
irodalom hamar felismerte, hogy a hossz¶u t¶av¶u nÄoveked¶es kulcsa a tech-
nol¶ogiai fejl}od¶es, vagy m¶as szemszÄogb}ol n¶ezve a tud¶as felhalmoz¶asa (csak
p¶eldak¶ent: Solow, 1956; Romer, 1990; Grosman ¶es Helpman, 1991; Aghion ¶es
Howitt, 1992). Ez a felismer¶es az innov¶aci¶o, vagyis az ¶uj tud¶as keletkez¶es¶enek
¶es a di®¶uzi¶o, azaz a tud¶as gazdas¶agban tÄort¶en}o elterjed¶es¶enek k¶erd¶eseit veti
fel. A tud¶as terjed¶es¶evel foglalkoz¶o empirikus szakirodalom kimutatta, hogy
sz¶amottev}o lok¶alis hat¶asok ¶erv¶enyesÄulnek a tud¶as terjed¶es¶eben: a m¶as v¶allala-
tokt¶ol, vagy a gazdas¶ag m¶as szerepl}oit}ol sz¶armaz¶o tud¶as nagyobb m¶ert¶ekben
hat a t¶erben kÄozelebb tal¶alhat¶o v¶allalatokra vagy m¶as szerepl}okre, mint a t¶er-
ben t¶avolabb elhelyezked}okre (Ja®e, 1989; Feldman, 1994; Anselin ¶es szerz}o-
t¶arsai, 1997). Ja®e ¶es Trajtenberg (1996) azonban azt is megmutatj¶ak, hogy
a t¶erbeli hat¶asok id}ovel gyengÄulnek, Audretsch ¶es Feldman (1996) pedig arra
h¶³vj¶ak fel a ¯gyelmet, hogy a tud¶as terjed¶es¶enek lokaliz¶alts¶aga mark¶ansabb
azokban az ¶agazatokban, ahol a tud¶as fontos kompetit¶³v faktor.

3A kisvil¶agok egy form¶alis modellj¶et adja Watts ¶es Strogatz (1998) tanulm¶anya.
4A sk¶alafÄuggetlens¶eg ¶es a foksz¶ameloszl¶as kapcsolata bemutat¶asra kerÄul a dolgozat

m¶asodik r¶esz¶eben. A t¶em¶ar¶ol r¶eszletesen l¶asd: Chung ¶es Lu (2006).
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Ezek az empirikus vizsg¶alatok r¶eszben hozz¶aj¶arultak ahhoz is, hogy a
kÄozgazdas¶agi mainstream irodalomba visszat¶erjen a t¶erbelis¶eg k¶erd¶ese. Ez
az irodalom Marshall (1890) nyom¶an lok¶alis agglomer¶aci¶os extern¶ali¶akr¶ol
besz¶el, amelyeknek egyik l¶enyeges vetÄulete a tud¶as t¶erben korl¶atos terjed¶ese
(Johansson ¶es Forslund, 2008). Az egyes interpret¶aci¶ok ugyanakkor sokszor
csak od¶aig mennek el, hogy a helyi agglomer¶aci¶ot egy olyan kÄozegnek fogj¶ak
fel, ahol a tud¶as szabadon ¶aramlik, ¶es a k¶erd¶eses hat¶arvonal e tud¶ashoz val¶o
hozz¶af¶er¶es tekintet¶eben valamilyen t¶erbeli korl¶atot jelent.5 Breschi ¶es Lissoni
(2003) azonban r¶amutatnak arra, hogy a szem¶elyes kapcsolatok jelent}os¶ege
a tud¶as-¶araml¶asban ¶es ez¶altal a helyi agglomer¶aci¶os hat¶asokban ¶arnyaltabb
megkÄozel¶³t¶est k¶³v¶an. Felh¶³vj¶ak a ¯gyelmet arra, hogy a t¶erbeli kÄozels¶eget
ink¶abb a t¶arsadalmi kÄozels¶eg (social proximity) kÄozel¶³t}o v¶altoz¶ojak¶ent lehet
felfogni. A t¶erbeli kÄozels¶eg annyiban fontos, amennyiben hozz¶aj¶arul a t¶ar-
sadalmi kapcsolatok ¶es az azokban foglalt bizalom kialakul¶as¶ahoz. Mivel
a t¶erbeli kÄozels¶eg a kapcsolatok ¶es a bizalom kialakul¶as¶at nagy m¶ert¶ekben
el}oseg¶³ti, e kapcsolatok lok¶alisan s}ur}uek lesznek ¶es az innov¶aci¶os (vagy t¶agabb
¶ertelemben gazdas¶agi) aktivit¶as t¶erbeli koncentr¶aci¶oja olyan sz¶³nben t}unik
fel, mint a tud¶as-spilloverekhez val¶o hozz¶af¶er¶es fontos m¶ediuma. Ez pedig
elfedi azt a val¶os helyzetet, hogy a spilloverek szem¶elyes kapcsolatokon ¶es
t¶arsadalmi h¶al¶ozatokon keresztÄul fejtik ki hat¶asukat,¶³gy a tud¶astranszfer csak
annyiban lok¶alis, amennyiben az alapj¶aul szolg¶al¶o h¶al¶ozatok is azok. Ezen a
gondolati vonalon egyes tanulm¶anyok megmutatj¶ak, hogy a tud¶as-spilloverek
lok¶alis hat¶asai csup¶an a munkaer}o r¶egi¶ok kÄozÄotti viszonylagos immobilit¶as¶an
alapulnak (Zucker ¶es szerz}ot¶arsai, 1994; Almeida ¶es Kogut 1999; Balconi ¶es
szerz}ot¶arsai, 2004).

A h¶al¶ozati m¶odszertannal foglalkoz¶o gondolati ir¶anyzat ¶es az innov¶aci¶o
h¶al¶ozati megkÄozel¶³t¶es¶evel kapcsolatos szakirodalom ezen a ponton Äosszefon¶od-
nak. A technol¶ogiai di®¶uzi¶ot, azaz a tud¶as terjed¶es¶et le¶³r¶o modellekben
el}oszÄor Abrahamson ¶es Rosenkopf (1997) fogalmazza meg explicit m¶odon a
h¶al¶ozatok szerep¶et: modelljÄukben arra keresik a v¶alaszt, hogy milyen struk-
tur¶alis jellemz}ok ¶all¶³tanak akad¶alyokat az innov¶aci¶ok teljes elterjed¶ese el¶e.
Cowan ¶es Jonard (2004) valamint Cowan (2005) olyan statikus h¶al¶ozati mo-
delleket mutatnak be, amelyekben a tud¶as terjed¶ese tud¶as-csere vagy tud¶as-
emisszi¶o form¶aj¶aban val¶osul meg. Eredm¶enyeik azt mutatj¶ak, hogy a kor¶ab-
ban bemutatott kis vil¶ag strukt¶ur¶ak a leghat¶ekonyabbak a tud¶as terjed¶ese
szempontj¶ab¶ol.

A h¶al¶ozati modellek egy m¶asik kÄore a h¶al¶ozati kapcsolatok dinamik¶aj¶at
is vizsg¶alja: melyek azok a strukt¶ur¶ak, amelyek stabilan fennmaradnak, ha
a h¶al¶ozat tagjai Äon¶all¶oan alak¶³thatj¶ak kapcsolataikat. Jackson ¶es Wolinsky
(1996) gr¶afelm¶eleti, Bala ¶es Goyal (2000) j¶at¶ekelm¶eleti alapokon vizsg¶alja a
kapcsolatok kialakul¶as¶anak dinamik¶aj¶at. Eredm¶enyeik szerint a stabil (Nash-
egyens¶ulyi) strukt¶ur¶ak a kapcsolatok fenntart¶as¶anak relat¶³v haszn¶at¶ol ¶es kÄolt-
s¶eg¶et}ol fÄugg}oen m¶as-m¶as form¶at Äoltenek. Cowan ¶es szerz}ot¶arsai (2006) a
strukt¶ura mellett a tud¶as-b¶azisok viszony¶anak k¶erd¶eseit t¶argyalja: modelljÄuk

5Tal¶an Kaldor (1966) haszn¶alta els}ok¶ent a ,,mennyb}ol hull¶o manna" hasonlatot a tud¶as
terjed¶es¶enek ilyenfajta felfog¶asa kapcs¶an.
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k¶et vez¶erl}o ereje egyr¶eszt a kapcsolatok bizalom-¶ep¶³t}o szerepe, amely a kÄozÄos
innov¶aci¶os tev¶ekenys¶eg (v¶arhat¶o) hat¶ekonys¶ag¶at nÄoveli az egyÄuttm}ukÄod¶es
eredm¶enyess¶ege kock¶azat¶anak csÄokkent¶es¶evel, m¶asr¶eszt pedig a kapcsolatok
azon hat¶asa, hogy az egyÄuttm}ukÄod¶es a tud¶asb¶azisok kÄozel¶³t¶ese r¶ev¶en a kÄozÄos
innov¶aci¶o (v¶arhat¶o) hat¶ekonys¶ag¶at csÄokkenti. Sebesty¶en (2010) hasonl¶o, stra-
t¶egiai kapcsolat-kialak¶³t¶ason alapul¶o modellt mutat be, amellyel a sokf¶eles¶eg
szerep¶et vizsg¶alja az innov¶aci¶os folyamatban. Carayol ¶es Roux (2006) egy
olyan modellt mutatnak be, amely a h¶al¶ozat dinamikus form¶al¶od¶asa mel-
lett t¶erbeli von¶asokat is tartalmaz. Megmutatj¶ak, hogy a tud¶as transzfer¶al-
hat¶os¶ag¶anak nagy kÄozbÄuls}o tartom¶anyaiban kisvil¶agok alakulnak ki, rÄovid
el¶er¶esi utakkal ¶es magas klaszterezetts¶eggel. ¶Igy sikerÄul gazdas¶agi, kÄolts¶eg-
haszon megfontol¶asokon alapul¶o magyar¶azatot adniuk arra a jelens¶egre, hogy
a h¶al¶ozati kapcsolatok jellemz}oen lok¶alisan alakulnak ¶es ¶³gy a tud¶as¶araml¶as
is lok¶alis.

Ez a dolgozat az eddig le¶³rt gondolati ¶³v lez¶ar¶asa ir¶any¶aba k¶³s¶erel meg egy
l¶ep¶est tenni. A gazdas¶agi nÄoveked¶es k¶erd¶esei elvezetnek az innov¶aci¶o szere-
p¶ehez, az innov¶aci¶o kapcs¶an a lokalit¶as ¶es a h¶al¶ozatok szerepe merÄul fel, a
h¶al¶ozatok szempontj¶ab¶ol pedig a h¶al¶ozati strukt¶ura v¶alik ¶erdekes terepp¶e. A
h¶al¶ozatok strukt¶ur¶aja jelent}os hat¶assal lehet a tud¶as-transzfer hat¶ekonys¶ag¶ara,
m¶ert¶ek¶ere. A kor¶abban bevezetett kisvil¶ag fogalom seg¶³ts¶eg¶evel ez kÄonnyen
¶erz¶ekeltethet}o: min¶el tÄobb ¶atkÄot}o kapcsolatot tal¶alunk a lok¶alis csoportok kÄo-
zÄott, ann¶al gyorsabb lesz az innov¶aci¶o terjed¶ese. A sk¶alafÄuggetlen strukt¶ur¶ak
eset¶en is hasonl¶o hipot¶ezissel ¶elhetÄunk. A sk¶alafÄuggetlen kapcsolati strukt¶ura
a n¶eh¶any centr¶alis szerepl}o r¶ev¶en a h¶al¶ozat relat¶³ve elszigeteltebb pontjain
keletkez}o tud¶ast is gyorsan k¶epes sz¶etter¶³teni a rendszer eg¶esz¶eben.

A h¶al¶ozati modellek a strukt¶ura ¶es a h¶al¶ozati teljes¶³tm¶eny kÄozÄotti kapcso-
latot elemzik, ezek azonban parci¶alis modellek: jellemz}oen a h¶al¶ozat elemei
(csom¶opontjai) rendelkeznek valamilyen inform¶aci¶oval (tud¶assal), amelyet
azt¶an a h¶al¶ozati strukt¶ura ,,sz¶etoszt" a h¶al¶ozat tagjai kÄozÄott. Ugyanakkor
nem merÄul fel annak a k¶erd¶ese, hogy a csom¶opontok gazdas¶agi szerepl}ok,
amelyek m¶as kontextusban gazdas¶agi kapcsolatban ¶allnak egym¶assal. A dol-
gozat c¶elja ¶es egyben ¶ujdons¶aga egy olyan modell bemutat¶asa ¶es elemz¶ese,
amely a tud¶ash¶al¶ozatok struktur¶alis k¶erd¶eseit egy ¶altal¶anos egyens¶ulyi mo-
dellbe foglalja. Ezzel tulajdonk¶eppen a h¶al¶ozatok parci¶alis modellez¶ese fel}ol
egy, eddig hi¶anyz¶o l¶ep¶est tesz a gazdas¶agi nÄoveked¶est le¶³r¶o egyens¶ulyi kÄoz-
gazdas¶agi modellek ir¶any¶aba, egy¶uttal az itt le¶³rt gondolati ¶³v lez¶ar¶asa fel¶e.
Ugyanakkor a dolgozat tov¶abbi ¶ujdons¶aga az is, hogy a h¶al¶ozati strukt¶ura
hat¶as¶at mutatja be az adott ¶altal¶anos egyens¶ulyi keretben.

A dolgozat fel¶ep¶³t¶ese a kÄovetkez}o. A 2. szakaszban egy rÄovid kit¶er}oben a
h¶al¶ozatok reprezent¶aci¶oja ¶es a h¶al¶ozatelm¶elettel kapcsolatos (a dolgozatban
is el}ofordul¶o) legfontosabb fogalmak ismertet¶es¶ere kerÄul sor. Ezt kÄovet}oen a
3. szakasz adja meg a vizsg¶alt ¶altal¶anos egyens¶ulyi modell le¶³r¶as¶at, majd a
4. szakasz mutatja be a dolgozatban alkalmazott h¶al¶ozati modellt. Az 5. sza-
kasz kit¶er a numerikus szimul¶aci¶ok sor¶an alkalmazott param¶eter-¶ert¶ekek meg-
hat¶aroz¶as¶ara, majd a 6. szakasz elemzi a modell szimul¶aci¶oj¶anak eredm¶enyeit.
V¶egÄul a dolgozat legfontosabb meg¶allap¶³t¶asait ÄosszegezzÄuk.
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2 H¶al¶ozatok reprezent¶aci¶oja

A modell kÄozponti eleme a v¶allalatok kÄozÄotti h¶al¶ozati kapcsolatok strukt¶ur¶aja.
A h¶al¶ozati kapcsolatokat a modellben az ¶un. kapcsolati m¶atrix ¶³rja le. Egy
N csom¶oponttal rendelkez}o (N elem}u) gr¶afot egy N £N -es kapcsolati m¶atrix
de¯ni¶al, amely m¶atrix elemei a sor ¶es az oszlop index¶enek megfelel}o csom¶o-
pontok kÄozÄotti kapcsolatot mutatj¶ak. A m¶atrix ¶altal¶anos form¶aja:

(1) A =

0
BB@

a11 a12 ¢ ¢ ¢ a1N

a21 a22 ¢ ¢ ¢ a2N
...

...
. . .

...
aN1 aN2 ¢ ¢ ¢ aNN

1
CCA :

A m¶atrix eleme nulla, ha a k¶et csom¶opont kÄozÄott nincsen ¶el ¶es null¶at¶ol
kÄulÄonbÄoz}o, ha van ¶el. A kapcsolati m¶atrix lehet bin¶aris, ebben az esetben csak
a kapcsolat l¶etez¶es¶et vizsg¶aljuk, ha pedig az ¶elek s¶ulyozottak, akkor a kapcso-
latok intenzit¶as¶at is ¯gyelembe vesszÄuk. A kapcsolati m¶atrix szimmetrikus,
ha a gr¶af ir¶any¶³tatlan, ir¶any¶³tott gr¶af eset¶en azonban nem felt¶etlenÄul szim-
metrikus. A dolgozatban haszn¶alt modellben a tud¶ash¶al¶ozatot ir¶any¶³tatlan,
bin¶aris kapcsolati m¶atrix¶³rja le, azaz a kapcsolatok intenzit¶as¶anak ¶es a tud¶as-
¶araml¶as ir¶any¶anak vizsg¶alat¶at¶ol eltekintÄunk. A kapcsolati m¶atrix ¶altal¶anos
eleme teh¶at: aij 2 f0; 1g, tov¶abb¶a igaz, hogy aij = aji.

A fenti egyszer}us¶³t¶esek term¶eszetesen megszor¶³t¶o jelleg}uek, ugyanakkor
a t¶argyal¶as kezelhet}o keretek kÄozÄott tart¶asa ¶erdek¶eben szÄuks¶egesek. A kap-
csolater}oss¶eg explicit ¯gyelembe v¶etel¶et}ol eltekintÄunk, mivel ez addicion¶alis
param¶eter-halmazok ¯gyelembev¶etel¶et k¶³v¶ann¶a, ez¶altal a modell elemz¶es¶et
megnehez¶³ten¶e. Az itt vizsg¶alt struktur¶alis form¶ak ugyanakkor nem felt¶etle-
nÄul ig¶enylik a s¶ulyozott kapcsolatok ¯gyelembe v¶etel¶et. Ennek ellen¶ere a mo-
dell tartalmazza a kapcsolater}oss¶eg explicit ¯gyelembev¶etel¶enek lehet}os¶eg¶et,
a k¶es}obb bevezetend}o spillover param¶eteren keresztÄul. A kapcsolatok ir¶any¶³-
totts¶ag¶anak be¶ep¶³t¶es¶et tekintve egy ilyen v¶altoztat¶as ¶erdemben nem m¶odos¶³tja
a modell m}ukÄod¶es¶et.

A tov¶abbiakban alkalmazott fontos h¶al¶ozatelm¶eleti fogalom a foksz¶am-
eloszl¶as ¶es a sk¶alafÄuggetlens¶eg. Egy h¶al¶ozatban egy csom¶opont foksz¶ama
alatt az adott csom¶opont kapcsolatainak sz¶am¶at ¶ertjÄuk. Jelen esetben a
foksz¶am egyszer}uen:

(2) si =
NX

j=1

aij ; i = 1; . . . ;N :

Ismert foksz¶amok eset¶en fel¶³rhat¶o e foksz¶amok eloszl¶asa, amely az egyes
foksz¶am-¶ert¶ekek gyakoris¶ag¶at mutatja meg. A foksz¶ameloszl¶as ¶es a h¶al¶ozat
eg¶esz¶enek egy fontos mutat¶oja az ¶atlagos foksz¶am, ami az egyedi foksz¶am-
¶ert¶ekek egyszer}u ¶atlaga.

A h¶al¶ozatelm¶elet (gr¶afelm¶elet) eleinte ¶ugy tekintett a val¶os h¶al¶ozatokra,
mint v¶eletlen h¶al¶ozatokra (Barab¶asi, 2002). Ez azt jelenti, hogy a h¶al¶ozat cso-
m¶opontjai kÄozÄotti kapcsolatok minden rendszer n¶elkÄul, v¶eletlenszer}uen jÄon-
nek l¶etre. Els}o r¶an¶ez¶esre ez a meg¶allap¶³t¶as meg is ¶allja a hely¶et, hiszen a val¶os
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h¶al¶ozatok kapcsolatainak kialakul¶as¶aban minden bizonnyal nagym¶ert¶ek}u v¶e-
letlenszer}us¶eg van. Ezen a vonalon Erd}os ¶es R¶enyi (1959) munk¶aj¶at kÄovet}oen
a v¶eletlen h¶al¶ozatoknak sz¶eles irodalma alakult ki (Bollob¶as, 2001).

V¶eletlen h¶al¶ozatok fel¶ep¶³t¶es¶ere egy rendk¶³vÄul egyszer}u algoritmus adhat¶o.
Haladjunk v¶egig valamennyi lehets¶eges kapcsolaton (azaz minden (i; j) cso-
m¶opontp¶aron, vagy m¶ask¶eppen a kapcsolati m¶atrix minden aij elem¶en) ¶es egy
el}ore de¯ni¶alt q val¶osz¶³n}us¶eggel hozzunk l¶etre kapcsolatot a k¶et csom¶opont
kÄozÄott (¶all¶³tsuk a m¶atrixelem ¶ert¶ek¶et 0-r¶ol 1-re). Az¶³gy l¶etrejÄott h¶al¶ozatoknak
sz¶amos ¶erdekes tulajdons¶aga van, jelen esetben azonban az a legl¶enyegesebb,
hogy a kialakul¶o h¶al¶ozatban a foksz¶amok Poisson-eloszl¶ast kÄovetnek, amely
j¶ol jellemezhet}o egy ¶atlagos foksz¶ammal,6 ebb}ol fakad¶oan pedig nem alkalmas
a sk¶alafÄuggetlen strukt¶ur¶ak le¶³r¶as¶ara.

Ahogyan a bevezet}oben m¶ar kiemeltÄuk, Barab¶asi (2002) ¶eppen arra h¶³vja
fel a ¯gyelmet, hogy a val¶os h¶al¶ozatok a legtÄobb esetben tipikusan sk¶alafÄug-
getlenek, ahol n¶eh¶any s¶ulyponti szerepl}onek nagyon sok kapcsolata van, m¶³g
a tÄobbs¶egnek kevesebb. Ebben az esetben a foksz¶am-eloszl¶as nem Poisson-el-
oszl¶as. Mik¶ent Barab¶asi ¶es Albert (1999) kimutatj¶ak, a sk¶alafÄuggetlen h¶al¶o-
zatok eset¶en a foksz¶ameloszl¶as tipikusan az al¶abbi hatv¶anyfÄuggv¶ennyel ¶³rhat¶o
le:

(3) P (s) = Ás¡± ;

ahol P (s) az s foksz¶am¶ert¶ek el}ofordul¶as¶anak val¶osz¶³n}us¶ege, Á ¶es ± pedig
pozit¶³v konstansok. Csermely (2005) Äosszefoglal¶asa alapj¶an a ± kitev}o ¶ert¶ekei
a legkÄulÄonf¶el¶ebb h¶al¶ozatokban tipikusan 1,5 ¶es 3 kÄozÄotti ¶ert¶eket vesznek fel,
ezen belÄul a kÄulÄonf¶ele t¶arsadalmi h¶al¶ozatokra sz¶amolt ¶ert¶ekek jellemz}oen az
1,5{2,5 kÄozÄotti tartom¶anyban tal¶alhat¶oak. A ± kitev}o ¶ert¶eke alkalmas m¶erc¶eje
lehet a sk¶alafÄuggetlens¶egnek: a foksz¶ameloszl¶ast le¶³r¶o fÄuggv¶eny gÄorbÄuletek¶ent
ugyanis azt tÄukrÄozi, hogy milyen s¶ulya van a kÄoztes, ¶atlagos foksz¶am ¶ert¶ekek-
nek. Min¶el nagyobb a gÄorbÄulet, ann¶al kisebb a kÄoztes ¶ert¶ekek el}ofordul¶as¶anak
val¶osz¶³n}us¶ege: a h¶al¶ozat n¶eh¶any centr¶alis, nagyon sok kapcsolattal rendelkez}o
szerepl}ore ¶es nagyon sok periferikus, alacsony foksz¶am¶u szerepl}ore tagoz¶odik.
Min¶el kisebb a gÄorbÄulet, ann¶al tÄobben lesznek a kÄoztes foksz¶am¶ert¶ekkel ren-
delkez}o csom¶opontok. A ± param¶eter ¶ert¶eke ismert h¶al¶ozatra meghat¶arozhat¶o
a foksz¶amok gyakoris¶agi eloszl¶as¶ara illesztett fÄuggv¶eny seg¶³ts¶eg¶evel.7

Amennyiben a h¶al¶ozat v¶eletlenszer}u, ¶ugy a fenti hatv¶anyfÄuggv¶eny a fok-
sz¶ameloszl¶ast nem ¶³rja le megfelel}oen: az alacsonyabb foksz¶am¶ert¶ekek el}ofor-
dul¶asi val¶osz¶³n}us¶ege kisebb, a nagyon nagy ¶ert¶ekek el}ofordul¶as¶anak val¶osz¶³n}u-
s¶ege pedig elhanyagolhat¶o. A (3) fÄuggv¶eny term¶eszetesen ekkor is illeszthet}o
a foksz¶ameloszl¶asra, csak az illeszt¶es hib¶aja nÄovekszik meg. Ugyanakkor
v¶arhat¶o, hogy v¶eletlenszer}u h¶al¶ozat eset¶en ± ¶ert¶eke null¶ahoz tart, ahogy a
foksz¶ameloszl¶as elveszti a hatv¶anyfÄuggv¶enyre jellemz}o aszimmetri¶aj¶at ¶es a
Poisson eloszl¶asra jellemz}o szimmetrikusabb form¶at Äolti.

6Ir¶any¶³tatlan h¶al¶ozat eset¶en a h¶al¶ozat m¶eret¶enek nÄoveked¶es¶evel az ¶atlagos foksz¶am
q(N ¡ 1)-hez tart.

7A (3) egyenlet logaritm¶alt form¶aban standard regresszi¶os m¶odszerekkel becsÄulhet}o.
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Barab¶asi ¶es Albert (1999) egy algoritmust javasolnak arra vonatkoz¶oan,
hogy mik¶ent jÄonnek l¶etre (¶all¶³that¶ok el}o) sk¶alafÄuggetlen h¶al¶ozatok. Ez az
algoritmus a dolgozat 4. szakasz¶aban kerÄul bemutat¶asra.

3 A modell le¶³r¶asa

Ebben a szakaszban a h¶al¶ozati kapcsolatokat integr¶al¶o ¶altal¶anos egyens¶ulyi
modell bemutat¶as¶ara kerÄul sor. A h¶al¶ozati kapcsolatok egyel}ore csak az (1)
ÄosszefÄugg¶esben de¯ni¶alt A kapcsolati m¶atrix form¶aj¶aban jelennek meg, a
kapcsolatok kialakul¶as¶at le¶³r¶o h¶al¶ozati modellt a 4. szakaszban t¶argyaljuk.
El}oszÄor a modell k¶³n¶alati, majd keresleti oldala kerÄul bemutat¶asra, v¶egÄul az
egyens¶ulyi helyzet meghat¶aroz¶as¶aval z¶arul a szakasz.

3.1 A modell k¶³n¶alati oldala

A h¶al¶ozatok explicit ¯gyelembe v¶etele szÄuks¶egess¶e teszi, hogy a modellt az
egyes v¶allalatok szintj¶en ¶ertelmezzÄuk. Ennek megfelel}oen a termel¶esi fÄugg-
v¶enyre az al¶abbi speci¯k¶aci¶o adhat¶o:

(4) yi = KiL
®
i ; i = 1; . . . ;N ;

ahol yi az i-edik v¶allalat ¶altal el}o¶all¶³tott output, Li az i-edik v¶allalat ¶altal fel-
haszn¶alt munkamennyis¶eg. Az ÄosszefÄugg¶esben szerepl}o Ki t¶enyez}o kiemelten
fontos szerepet j¶atszik: ez jelÄoli a v¶allalat sz¶am¶ara hozz¶af¶erhet}o, a termel¶esben
produkt¶³van felhaszn¶alhat¶o tud¶ast. Ebb}ol a szempontb¶ol Ki hasonl¶³that¶o a
,,hagyom¶anyos" termel¶esi fÄuggv¶enyek technol¶ogiai egyÄutthat¶oj¶ahoz, vagy m¶as
szavakkal a teljes t¶enyez}o-termel¶ekenys¶eghez. Mivel a dolgozat a tud¶as¶aram-
l¶asra ¶es ennek h¶al¶ozati strukt¶ur¶aj¶ara f¶okusz¶al, a j¶ol t¶argyalhat¶os¶ag ¶erdek¶eben
a t}oket¶enyez}o explicit modellez¶es¶et}ol eltekintÄunk.8 A (4) termel¶esi fÄuggv¶eny
rugalmass¶agi param¶eter¶enek (®) ¶ertelmez¶ese a szok¶asos.

A h¶al¶ozat be¶ep¶³t¶ese a modellbe a termel¶esi fÄuggv¶eny Ki v¶altoz¶oj¶an keresz-
tÄul val¶osul meg, ehhez azonban szÄuks¶eg van a h¶al¶ozatok valamilyen matemati-
kai interpret¶aci¶oj¶ara. Ezeket a kapcsolatokat az el}oz}o szakaszban bemutatott
m¶odszerrel modellezzÄuk.

A tud¶ash¶al¶ozatok explicit ¯gyelembe v¶etel¶ehez ¶ertelemszer}uen szÄuks¶eges
a tud¶as matematikai reprezent¶aci¶oja is: a gazdas¶agmodellez¶esi irodalomban
elterjedt m¶odon a tud¶ast egy val¶os sz¶am reprezent¶alja. Term¶eszetesen ez
a m¶odszer a tud¶as sz¶amos fontos dimenzi¶oj¶at ¯gyelmen k¶³vÄul hagyja, azon-
ban egyszer}us¶eg¶en¶el fogva alkalmas arra, hogy n¶eh¶any l¶enyeges aspektust
megragadjunk ¶es vizsg¶alhassunk. L¶enyeges szempont azonban az is, hogy
jelen esetben a tud¶as tÄobbdimenzi¶os jellege nem explicit m¶odon, a v¶allalatok
¶altal kÄozvetlenÄul birtokolt tud¶asterÄuletek sokf¶eles¶eg¶eben jelenik meg, hanem
a h¶al¶ozaton keresztÄul hozz¶af¶erhet}o, adott esetben elt¶er}o jelleg}u tud¶as-forr¶asok
tekintet¶eben.

8A hasonl¶o speci¯k¶aci¶o nem ritka a makromodellez¶esi irodalomban, l¶asd p¶eld¶aul Fujita
et al. (1999) vagy Duarte ¶es Wolman (2002) modelljeit.
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A v¶allalatok a saj¶at (auton¶om) tud¶as egy adott szintj¶evel jellemezhet}oek,
amelyet az ¶un. tud¶as-vektor hat¶aroz meg. Ha a gazdas¶agban N sz¶am¶u
v¶allalat m}ukÄod¶es¶et t¶etelezzÄuk fel, akkor ez a tud¶as-vektor az al¶abbi form¶aban
¶³rhat¶o fel:

(5) k = (k1; k2; . . . ; kN) :

A k vektor elemei az egyedi v¶allalatok tud¶asszintjeit reprezent¶alj¶ak, amely
tud¶asszintek a modell exog¶en v¶altoz¶oi. A valamennyi v¶allalat sz¶am¶ara adott
(4) termel¶esi technol¶ogia mellett teh¶at a gazdas¶ag termel¶esi oldal¶at a ki

¶ert¶ekek eloszl¶asa jellemzi.
A tud¶ash¶al¶ozatok szerepe ebben a kontextusban az, hogy az egyes v¶alla-

latok tud¶asb¶azisait Äosszekapcsolja, ¶³gy a v¶allalatok ¶altal felhaszn¶alhat¶o, ren-
delkez¶esre ¶all¶o tud¶as elt¶er a saj¶at tud¶asb¶azist¶ol. Ezen ÄosszefÄugg¶es modellbe
¶ep¶³t¶es¶ehez az egyedi tud¶asszintek h¶al¶ozaton keresztÄul tÄort¶en}o aggreg¶al¶as¶ara
van szÄuks¶eg. Feltev¶esÄunk szerint az egyes v¶allalatok tud¶asa nem tÄok¶eletesen
helyettes¶³thet}o. Ez azt jelenti, hogy a v¶allalatok mindegyike egy kicsit m¶as
technol¶ogiai terÄuleten m}ukÄodik,¶³gy b¶armely m¶as v¶allalat tud¶asa ¶ert¶ekes tÄobb-
letet jelenthet egy adott v¶allalat sz¶am¶ara. Ez a nem tÄok¶eletes helyettes¶³the-
t}os¶eg azonban ¶ertelmezhet}o ¶ugy is, hogy a v¶allalatok az azonos technol¶ogiai
terÄulet (ipar¶ag) ellen¶ere m¶as tud¶as-b¶azist alak¶³tottak ki: m¶as technik¶akkal
m¶as elj¶ar¶asokkal, szervezeti rutinokkal oper¶alnak, ¶³gy egy m¶asik v¶allalatt¶ol
sz¶armaz¶o tud¶as e kÄulÄonbs¶egek r¶ev¶en hordozza azt a szinergi¶at, ami a nem
tÄok¶eletes helyettes¶³thet}os¶egben nyilv¶anul meg. Mindezek alapj¶an a kÄulÄonbÄoz}o
v¶allalatokt¶ol sz¶armaz¶o tud¶as aggreg¶al¶as¶at az al¶abbi CES technol¶ogia ment¶en
v¶egezzÄuk el:

(6) Ki = ki +

0
@

NX

j=1

aij(µkj)
½

1
A

1=½

; i = 1; . . . ;N :

A (6) egyenletben Ki a (4) termel¶esi fÄuggv¶enyb}ol m¶ar ismert, a v¶allalat
¶altal felhaszn¶alhat¶o, hozz¶af¶erhet}o tud¶ast jelÄoli, ki az i-edik v¶allalat saj¶at
tud¶asszintje, amely egy az egyben hozz¶aj¶arul a felhaszn¶alhat¶o tud¶ashoz. A
tÄobbi v¶allalatt¶ol sz¶armaz¶o tud¶as aggreg¶alt ,,¶ert¶ek¶et" adja meg a jobb oldali
z¶ar¶ojelben tal¶alhat¶o kifejez¶es, amely a j¶ol ismert Dixit-Stiglitz aggreg¶ator
egy speci¶alis form¶aja. ½ az egyes v¶allalatok tud¶asa kÄozÄotti helyettes¶³t¶es
param¶etere, a helyettes¶³t¶es rugalmass¶aga 1=(1 ¡ ½).

A helyettes¶³t¶esi param¶eter ¶ert¶ek¶ere a 0 < ½ < 1 kikÄot¶est tesszÄuk, amire
az¶ert van szÄuks¶eg, hogy a CES aggreg¶atorban ad¶od¶o ,,isoquantok" az orig¶ora
konvexek legyenek. Ez a kit¶etel tulajdonk¶eppen annak a kÄonnyen bel¶athat¶o
ÄosszefÄugg¶esnek felel meg, hogy a partner-v¶allalatokt¶ol sz¶armaz¶o tud¶as (kj)
hat¶arhozama csÄokken}o. A k¶et sz¶els}os¶eges lehet}os¶eg az¶ert z¶arhat¶o ki, mivel
½ = 0 eset¶en a (6) kifejez¶esben az 1=½ hatv¶anykitev}o csak hat¶ar¶ert¶eken
¶ertelmezhet}o, illetve ½ = 1 eset¶en a helyettes¶³t¶es tÄok¶eletes lenne. A to-
v¶abbiakban, funkci¶oj¶ab¶ol ad¶od¶oan, a (6) ÄosszefÄugg¶esre tud¶as-aggreg¶atork¶ent
hivatkozunk.
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A (6) aggreg¶atorban szerepl}o aij a kor¶abban de¯ni¶alt A kapcsolati m¶atrix
megfelel}o elemeit reprezent¶alja. Mivel aij ¶ert¶eke csak nulla ¶es egy lehet, ez¶ert
jelent}os¶ege abban ¶all, hogy az aggreg¶atorban csak azon v¶allalatok tud¶asa
ad¶odik Äossze, amelyek az adott i-edik v¶allalat kÄozvetlen szomsz¶edjai a h¶al¶o-
zatban. Tov¶abbi param¶eter µ, amely a tud¶astranszfer er}oss¶eg¶et m¶eri. ¶Ert¶eke
de¯n¶³ci¶o szerint 0 ¶es 1 kÄoz¶e esik: ha ¶ert¶eke 0, akkor a partnerek tud¶as¶ab¶ol
semmi nem ¶erz¶ekelhet}o, ha ¶ert¶eke 1, akkor maxim¶alisan k¶epes a v¶allalat a
partnerek tud¶as¶at felhaszn¶alni. A 0 ¶es 1 kÄozÄotti ¶ert¶ek az¶ert relev¶ans, mivel
egyr¶eszt az egyes v¶allalatok kÄozÄotti kÄulÄonbs¶egek ok¶an, m¶asr¶eszt pedig a kom-
munik¶aci¶o eleve adott inform¶aci¶os torz¶³t¶as¶ab¶ol fakad¶oan nagy val¶osz¶³n}us¶eggel
a partnerek tud¶as¶anak csup¶an egy r¶esze v¶alik haszn¶alhat¶ov¶a a tud¶astranszfert
kÄovet}oen. Cohen ¶es Levinthal (1990) nyom¶an a µ param¶eter ¶ertelmezhet}o
a v¶allalatok abszorpci¶os k¶epess¶egek¶ent, vagyis azon k¶epess¶egk¶ent, hogy a
kÄornyezetÄukb}ol sz¶armaz¶o inform¶aci¶okat, tud¶ast milyen m¶ert¶ekben k¶epesek
saj¶at tud¶asb¶azisukba integr¶alni. E szempontb¶ol term¶eszetesen a param¶eter
¶ertelmez¶ese meglehet}osen restrikt¶³v, mivel az abszorpci¶os k¶epess¶egek nem
fÄuggetlenek a v¶allalat jellemz}oit}ol (saj¶at tud¶as nagys¶aga, kutat¶as-fejleszt¶esi
r¶aford¶³t¶asok, stb.) de kÄornyezeti t¶enyez}okt}ol sem (amilyen p¶eld¶aul a tech-
nol¶ogiai lehet}os¶egek szerepe az ipar¶agban, vagy a tud¶as jellege).9 Carayol ¶es
Roux (2009) nyom¶an a µ param¶eter ¶ertelmezhet}o a tud¶as tacit vagy kodi-
¯k¶alt jellege szempontj¶ab¶ol is. E szerint a megkÄozel¶³t¶es szerint a tud¶as tacit
vagy kodi¯k¶alt jelleg¶et}ol fÄugg}oen kev¶esb¶e vagy jobban transzfer¶alhat¶o, ¶³gy a
tud¶as¶araml¶as sor¶an keletkez}o vesztes¶egek att¶ol fÄuggenek, hogy milyen t¶³pus¶u
tud¶as ¶atad¶as¶ara kerÄul sor. ¶Igy µ alacsony ¶ert¶eke ink¶abb tacit, m¶³g µ magasabb
¶ert¶eke ink¶abb kodi¯k¶alt tud¶asra utal.

A modell k¶³n¶alati oldal¶at teh¶at h¶arom t¶enyez}o adja. A v¶allalatok exog¶en
k tud¶asvektora, a v¶allalatok kÄozÄotti kapcsolatokat le¶³r¶o A kapcsolati m¶atrix,
az ezekre ¶epÄul}o (6) tud¶as-aggreg¶ator, valamint a v¶allalatok kibocs¶at¶as¶at meg-
hat¶aroz¶o (4) termel¶esi fÄuggv¶eny.

A modell a kÄozgazdas¶agi irodalomban elterjedt monopolisztikus verseny-
modell elemeire ¶ep¶³t. Egyfel}ol a partner-v¶allalatokt¶ol sz¶armaz¶o tud¶as-elemek
korl¶atozott helyettes¶³thet}os¶ege miatt szÄuks¶eges a tÄok¶eletes verseny ¶es ¶³gy a
v¶allalatok homogenit¶as¶anak felad¶asa. Ha ugyanis a v¶allalatok tud¶as-b¶azisai
egym¶ast korl¶atozottan helyettes¶³tik, az a v¶allalatok tud¶asa ¶es az alkalma-
zott technol¶ogi¶ak (folyamatok, rutinok, stb.) kÄozÄott l¶etez}o kÄulÄonbs¶egeket
implik¶al. ¶Igy a v¶allalat ¶altal el}o¶all¶³tott term¶ekek is, legal¶abbis n¶eh¶any di-
menzi¶o ment¶en ¶es minim¶alisan, kÄulÄonbÄoz}oek lesznek, ¶³gy a term¶ekek tÄok¶eletes
helyettes¶³thet}os¶ege m¶ar nem alkalmazhat¶o feltev¶es. M¶asfel}ol viszont a h¶al¶o-
zati kapcsolatok dinamik¶aj¶anak endog¶en modellez¶ese k¶³v¶ann¶a meg a tÄok¶eletes
versenyt}ol ¶es a homog¶en v¶allalatokt¶ol elt¶er}o piaci strukt¶ura feltev¶es¶et. Ilyen
esetekben ugyanis egy adott kapcsolat ¶ert¶eke a v¶allalat sz¶am¶ara att¶ol fÄugg,
hogy a m¶asik v¶allalat milyen addicion¶alis tud¶ast k¶epes ny¶ujtani sz¶am¶ara.
¶Igy ahhoz, hogy a h¶al¶ozati kapcsolatokr¶ol sz¶ol¶o dÄont¶es ne puszt¶an a kapcso-
latok sz¶am¶ar¶ol tÄort¶en}o dÄont¶esre reduk¶al¶odjon, hanem a konkr¶et partnerek

9Egy kor¶abban m¶ar eml¶³tett kiterjeszt¶es eset¶en a µ param¶eter kapcsolat-speci¯kus he-
terogenit¶as¶at felt¶etelezhetjÄuk, ami a h¶al¶ozati kapcsolatok s¶ulyoz¶as¶aval ekvivalens.
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kiv¶alaszt¶asa is jelen legyen a dÄont¶esben, ahhoz a potenci¶alis partnereknek
kÄulÄonbÄoz}oeknek kell lenniÄuk, legal¶abb minim¶alisan elt¶er}o tud¶asb¶azissal, amely
az el}oz}oek alapj¶an m¶ar implik¶alja a v¶egterm¶ekek piac¶an tapasztalhat¶o hetero-
genit¶ast. Jelen dolgozat ugyan a h¶al¶ozati kapcsolatok dinamik¶aj¶anak explicit
modellez¶es¶evel nem foglalkozik, egy k¶es}obbi kiterjeszt¶es sor¶an a monopo-
lisztikus alap fontos eleme lehet a dinamikus vizsg¶alatoknak.

3.2 A modell keresleti oldala

Minthogy a v¶allalatok monopolisztikusan versenyz}oek, ¶³gy az ¶altaluk el}o¶all¶³-
tott term¶ekek a fogyaszt¶ok sz¶am¶ara nem tÄok¶eletes helyettes¶³t}ok. JelÄolje az
i-edik v¶allalat ¶altal el}o¶all¶³tott term¶ekb}ol fogyasztott mennyis¶eget xi. A fo-
gyaszt¶ok a kÄulÄonbÄoz}o term¶ekek fogyaszt¶as¶ab¶ol jutnak hasznoss¶aghoz, a hasz-
noss¶agi fÄuggv¶enyt pedig Dixit ¶es Stiglitz (1977) modellje alapj¶an az al¶abbi
form¶aban ¶³rjuk fel:

(7) U =

Ã
NX

i=1

x¾
i

!1=¾

:

A hasznoss¶agi fÄuggv¶eny fenti speci¯k¶aci¶oja konstans helyettes¶³t¶esi rugalmas-
s¶agot felt¶etelez az egyes term¶ekek kÄozÄott, amelynek ¶ert¶eke: " = 1=(1 ¡ ¾).
Ak¶arcsak a kor¶abban de¯ni¶alt tud¶asaggreg¶atorban a ½ param¶eter, ¾ helyet-
tes¶³t¶esi param¶eterk¶ent ¶ertelmezhet}o ¶es kikÄotjÄuk r¶a a 0 < ¾ < 1 felt¶etelt.
¶Igy a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny kÄozÄombÄoss¶egi gÄorb¶ei (hiperfelÄuletei) az orig¶ora
konvexek lesznek, ami az egyes term¶ekek csÄokken}o hat¶arhaszn¶at mutatja.

A h¶aztart¶asok ¶altal elkÄolthet}o Äosszes nomin¶alis jÄovedelmet jelÄolje I . ¶Igy
a h¶aztart¶asok kÄolts¶egvet¶esi korl¶atja egyszer}uen a kÄovetkez}o alakot Äolti:

(8) I =
NX

i=1

pixi :

Adottnak v¶eve a rendelkez¶esre ¶all¶o I jÄovedelmet, a h¶aztart¶asok dÄont¶esi prob-
l¶em¶aja a (7) hasznoss¶agi fÄuggv¶eny maximaliz¶al¶as¶at jelenti a (8) kÄolts¶egvet¶esi
korl¶at ¯gyelembev¶etel¶evel. A fÄuggel¶ekben megtal¶alhat¶o levezet¶es alapj¶an a
fenti probl¶ema megold¶asak¶ent az i-edik term¶ek kereslet¶ere az al¶abbi Äossze-
fÄugg¶es ad¶odik:

(9) xi = p¡"
i

I
PN

j=1 p1¡"
j

; i = 1; . . . ;N ;

ahol " = 1=(1 ¡ ¾).
E levezet¶esek sor¶an teh¶at rendelkez¶esÄunkre ¶all a modell-gazdas¶ag egy els}o

le¶³r¶asa: a k¶³n¶alati oldalt a k tud¶as-vektor, az A kapcsolati m¶atrix, a (6)
tud¶as-aggreg¶ator valamint az (N darab) (4) termel¶esi fÄuggv¶eny alkotj¶ak, a
keresleti oldalt pedig a (szint¶en N darab) (9) keresleti fÄuggv¶eny hat¶arozza
meg.
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3.3 ¶Altal¶anos egyens¶uly

A fenti modell-gazdas¶agban a v¶allalatok pro¯tfÄuggv¶enye a kÄovetkez}o:10

(10) ¼i = piyi ¡ wLi ¡ zsi ;

ahol w az egys¶egnyi munka kÄolts¶ege (munkab¶er), si a v¶allalat ¶altal fenntartott
h¶al¶ozati kapcsolatok sz¶ama, m¶³g z egy kapcsolat fenntart¶as¶anak a kÄolts¶ege.
A v¶allalat kapcsolatainak sz¶ama egyszer}uen fel¶³rhat¶o a kapcsolati m¶atrix
seg¶³ts¶eg¶evel, ahogy azt a (2) egyenletben l¶athattuk.

Minthogy a feladat gazdas¶ag ¶altal¶anos egyens¶ulyi helyzet¶enek a megha-
t¶aroz¶asa, valamennyi piacon egyens¶ulyt kell felt¶eteleznÄunk. Jelen esetben ez
egyr¶eszt N sz¶am¶u egyedi term¶ekpiac egyens¶uly¶at jelenti, amelyet egyenk¶ent
az xi = yi egyenl}os¶egek ¶³rnak le, m¶asr¶eszt pedig a munkapiacra vonatkoz¶o
egyens¶ulyi felt¶etelt. Felhaszn¶alva a term¶ekpiaci egyens¶uly felt¶eteleit, a terme-
l¶esi fÄuggv¶eny inverz¶et, valamint a keresleti fÄuggv¶enyt, a (10) pro¯tfÄuggv¶enyt
az al¶abbi form¶ara hozhatjuk:
(11)

¼i = p1¡"
i

I
PN

j=1 p1¡"
j

¡wK
¡1=®
i p

¡"=®
i

Ã
I

PN
j=1 p1¡"

j

!1=®

¡rsi ; i = 1; . . . ;N :

Minthogy a h¶al¶ozati kapcsolatok (az A m¶atrix elemei) exog¶en adotts¶agk¶ent
jelennek meg a modellben, az eleve adott k tud¶asvektor ¶es a kapcsolati
m¶atrix egyÄuttesen meghat¶arozz¶ak a v¶allalatok Ki rendelkez¶esre ¶all¶o tud¶as¶at.
Enn¶elfogva ez a tud¶asszint a v¶allalatok sz¶am¶ara adotts¶agot jelent, ak¶arcsak
a kapcsolatok rÄogz¶³tetts¶eg¶eb}ol fakad¶oan a kapcsolati kÄolts¶egek (rsi), tov¶abb¶a
a munkab¶er (w). A v¶allalat sz¶am¶ara adotts¶agk¶ent jelenik meg ezen k¶³vÄul az
Äosszes nomin¶alis jÄovedelem (I) ¶es a versenyt¶arsak ¶arai is (pj). ¶Igy viszont a
(11) pro¯tfÄuggv¶eny a v¶allalatok szemszÄog¶eb}ol csup¶an egyetlen dÄont¶esi v¶alto-
z¶ot, a term¶ek ¶ar¶at (pi) tartalmazza.

A pro¯tmaximaliz¶aci¶os feladat megold¶asa sor¶an szok¶asos feltev¶es az, hogy
a v¶allalatok egyenk¶ent relat¶³ve kicsinyek a piac eg¶esz¶ehez viszony¶³tva, ¶³gy a
saj¶at ¶araiknak a (11) pro¯tfÄuggv¶enyben tal¶alhat¶o

P
j p1¡"

j Äosszegre gyakorolt
hat¶as¶at elhanyagolhat¶onak tekintik. Ez a technikai megold¶as a levezet¶eseket
¶es a kapott eredm¶enyeket egyszer}us¶³ti, ugyanakkor l¶enyegi torz¶³t¶asokat nem
okoz a kÄovetkeztet¶esek szempontj¶ab¶ol. Figyelembe v¶eve ezt az egyszer}us¶³t¶est,
valamint azt a kor¶abbi meg¶allap¶³t¶ast, hogy a v¶allalatok ¶altal felhaszn¶alt mun-
ka ugyan v¶altozhat, a kapcsolatok ¶es ezen keresztÄul a kapcsolatok fenntart¶a-
s¶ahoz kÄot}od}o kÄolts¶egek rÄogz¶³tettek (¶es ezzel egyÄutt a kapcsolatok v¶altoz¶asa
miatt a kibocs¶at¶as ¶es az ¶ar sem v¶altozik) a v¶allalatok optim¶alis ¶ardÄont¶es¶ere

10A pro¯tfÄuggv¶eny e speci¯k¶aci¶oja nem tartalmazza explicit m¶odon a tud¶as el}o¶all¶³t¶a-
s¶anak kÄolts¶egeit. Mivel a v¶allalat-speci¯kus ki auton¶om tud¶asszintek a modell exog¶en
adotts¶agai, ezek el}o¶all¶³t¶asi kÄolts¶ege m¶ultbeli ¯x kÄolts¶egk¶ent jelenik meg ¶es a pro¯tmaxi-
mum sz¶am¶³t¶asa sor¶an nem j¶atszik szerepet. A m¶as v¶allalatokt¶ol sz¶armaz¶o tud¶as kÄolts¶eg¶et
pedig a kapcsolatok fenntart¶as¶anak z kÄolts¶ege reprezent¶alja.
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az al¶abbi ÄosszefÄugg¶es ad¶odik:11

(12) pi = w'K
¡ '

®
i

µ
"

(" ¡ 1)®

¶'
Ã

I
PN

j=1 p1¡"
j

! 1¡®
® '

; i = 1; . . . ; N ;

ahol ' az ® ¶es ¾ param¶eterek fÄuggv¶enye: ' = (® ¡ ®¾)=(1 ¡ ®¾). A
fenti ÄosszefÄugg¶es teh¶at azt mutatja, hogy a v¶allalat pro¯tmaximaliz¶al¶o ¶ara
a munkab¶ert}ol, a v¶allalat ¶altal hozz¶af¶erhet}o tud¶ast¶ol (Ki), a versenyt¶arsak
¶arait¶ol (pj), a nomin¶alis jÄovedelemt}ol (I) ¶es a modell param¶etereit}ol (® ¶es ¾)
fÄugg. Minthogy ' ¶ert¶eke pozit¶³v, ez¶ert a b¶erek nÄoveked¶ese az ¶arakat nÄoveli,
a versenyt¶arsak ¶arainak nÄoveked¶ese szint¶en pozit¶³van hat a saj¶at term¶ek
¶ar¶ara, ak¶arcsak az Äosszes nomin¶alis jÄovedelem nÄoveked¶ese. Ezzel szemben
a v¶allalatok ¶altal felhaszn¶alhat¶o tud¶as (Ki) nÄoveked¶ese az optim¶alis ¶arat
csÄokkenti.

A monopolisztikus verseny modellj¶eben tipikus feltev¶es, hogy a pro¯t
z¶erus. Ez azonban egyÄutt j¶ar a v¶allalatok sz¶am¶anak endogenit¶as¶aval, ami
a piacon l¶ev}o v¶allalatok sz¶am¶anak nÄoveked¶es¶evel (csÄokken¶es¶evel) az el¶erhet}o
pro¯tot csÄokkenti (nÄoveli), ¶³gy a hossz¶u t¶av¶u ¶agazati egyens¶ulyban a pro¯t
z¶erus. A modellben a v¶allalatok sz¶ama azonban szÄuks¶egk¶eppen rÄogz¶³tett,
mivel a v¶allalatok h¶al¶ozata is a modell r¶esz¶et k¶epezi ¶es e h¶al¶ozat dinamik¶aj¶at
nem vizsg¶aljuk (vagyis a csom¶opontok sz¶ama adott). Ezen okn¶al fogva a
pro¯t z¶erus volt¶at sem tesszÄuk fel.

A modell lez¶ar¶asak¶ent a munkapiac egyens¶ulyi helyzet¶et biztos¶³t¶o egyenlet
meghat¶aroz¶as¶ara van szÄuks¶eg. Ehhez ¯gyelembe kell venni, hogy a v¶allalatok
optim¶alis ¶ardÄont¶ese az adott peremfelt¶etelek kÄozepette meghat¶arozza a ki-
bocs¶at¶as (yi) ¶es a felhaszn¶alt munkaer}o mennyis¶eg¶et (Li) is. A modellben
a munkak¶³n¶alati dÄont¶est nem vesszÄuk explicite ¯gyelembe, a munkak¶³n¶alat
rÄogz¶³tett. Ezt az exog¶en munkak¶³n¶alatot L-sal jelÄolve a munkapiac egyens¶ulyi
helyzet¶et az al¶abbi egyszer}u ÄosszefÄugg¶es ¶³rja le:

(13)
NX

i=1

Li = L :

A gazdas¶ag ¶altal¶anos egyens¶ulyi helyzet¶et¶³gy N +1 egyenlet¶³rja le, amib}ol N
a v¶allalatok pro¯tmaximaliz¶al¶o ¶ar¶ara fel¶³rt (12) ÄosszefÄugg¶eseket jelent, illetve
a plusz egy a munkapiaci egyens¶ulyt le¶³r¶o (13) egyenletet. Ez az N+1 egyenlet
tartalmazza az ¶altal¶anos egyens¶uly valamennyi felt¶etel¶et, mivel a (12) egyen-
letek m¶ar tartalmazz¶ak a h¶aztart¶asok optim¶alis (hasznoss¶agot maximaliz¶al¶o)
dÄont¶es¶et csak¶ugy, mint a term¶ekpiaci egyens¶ulyi helyzetek felt¶etel¶et, valamint
a v¶allalatok pro¯tmaximaliz¶aci¶os dÄont¶es¶et is. Ezt eg¶esz¶³ti ki a (13) egyenlet a
munkapiaci egyens¶uly felt¶etel¶evel, ¶³gy teh¶at adott valamennyi piac egyens¶ulyi
felt¶etele, tov¶abb¶a valamennyi szerepl}o optim¶alis dÄont¶ese. Az egyens¶ulyt le¶³r¶o

11A levezet¶est l¶asd a fÄuggel¶ekben.
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egyenletrendszer teh¶at az al¶abbi:
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Az N+1 egyenlethez N+1 v¶altoz¶o tartozik: az ¶arvektor (p = (p1; p2; . . . ; pN ))
¶es a munkab¶er (w). A modell sz¶am¶ara adotts¶agot jelentenek ¶ertelemszer}uen
az ® ¶es ¾ param¶eterek, ezen t¶ul pedig az exog¶en h¶al¶ozati kapcsolatok miatt
a rendelkez¶esre ¶all¶o tud¶asb¶azisok vektora (a Ki ¶ert¶ekek), a rendelkez¶esre ¶all¶o
munkamennyis¶eg (L), valamint az Äosszes nomin¶alis jÄovedelem (I).

A fenti felsorol¶asb¶ol tal¶an a nomin¶alis jÄovedelem (I) exogenit¶asa ig¶enyel
n¶emi magyar¶azatot. B¶ar az ¶arakat explicite kezeljÄuk, a modell val¶oj¶aban
re¶almodell: az ¶arak konkr¶et nagys¶ag¶ara ¶eppen az¶ert tudunk Äon¶all¶o ¶ert¶eket
meghat¶arozni, mert adott az Äosszes nomin¶alis jÄovedelem. Ebb}ol kÄovetkez}oen
az I v¶altoz¶ot nem csak nomin¶alis jÄovedelemk¶ent, hanem p¶enzmennyis¶egk¶ent
is felfoghatjuk.

4 Egy h¶al¶ozati modell

Az el}obbiekben bemutatott modell lehet}os¶eget ad arra, hogy a tud¶ash¶al¶ozatok
¶es strukt¶ur¶ajuk szerep¶et ¶ertelmezzÄuk ¶es ¶ert¶ekeljÄuk a modell keretein belÄul.
Ehhez azonban a h¶al¶ozatok ¶es a h¶al¶ozati strukt¶ura explicit ¯gyelembev¶etel¶ere
van szÄuks¶eg. A h¶al¶ozat strukt¶ur¶aj¶at az (1) kapcsolati m¶atrix egy adott re-
aliz¶aci¶oja, azaz a m¶atrix elemeinek egy adott kombin¶aci¶oja hat¶arozza meg.
KÄonnyen igazolhat¶o, hogy N alacsony ¶ert¶eke eset¶en is rendk¶³vÄul sok ilyen
kombin¶aci¶o l¶etezhet, ¶³gy a h¶al¶ozati strukt¶ura ilyen szempontb¶ol tÄort¶en}o keze-
l¶ese meglehet}osen neh¶ezkes volna. Mivel c¶elunk a kÄulÄonbÄoz}o h¶al¶ozati strukt¶u-
r¶ak szerep¶enek vizsg¶alata, ehhez a h¶al¶ozati strukt¶ur¶ak sz¶am¶ara bizonyos refe-
rencia-pontokat (kateg¶ori¶akat) szÄuks¶eges meghat¶arozni. Ebben a szakaszban
k¶et ilyen referencia-pont ¶es ezekhez kapcsol¶od¶oan egy h¶al¶ozati modell be-
mutat¶as¶ara kerÄul sor, amelyet k¶es}obb az ¶altal¶anos egyens¶ulyi modellbe in-
tegr¶alunk.

Barab¶asi ¶es Albert (1999) egy egyszer}u algoritmust javasolnak arra vonat-
koz¶oan, hogy mik¶ent jÄonnek l¶etre (¶all¶³that¶ok el}o) sk¶alafÄuggetlen h¶al¶ozatok.
Az algoritmus k¶et fontos eleme a h¶al¶ozatok nÄoveked¶ese ¶es az ¶un. preferenci¶alis
kapcsol¶od¶as. El}obbi azt jelenti, hogy a h¶al¶ozathoz egyre ¶ujabb ¶es ¶ujabb cso-
m¶opontokat adunk hozz¶a, m¶³g az ut¶obbi azt tÄukrÄozi, hogy az ¶ujonnan csatla-
koz¶o csom¶opontok ¶ugy alak¶³tj¶ak ki ¶uj kapcsolataikat, hogy nagyobb val¶osz¶³-
n}us¶eggel csatlakoznak olyan, m¶ar a h¶al¶ozatban l¶ev}o csom¶opontokhoz, ame-
lyeknek foksz¶ama magasabb. Ez a k¶et jelens¶eg egyÄuttesen vezet ahhoz, hogy
a kialakul¶o h¶al¶ozatok sk¶alafÄuggetlenek lesznek. A preferenci¶alis kapcsol¶od¶as
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¶ertelemszer}uen egyre nagyobb szerepet biztos¶³t azoknak a csom¶opontoknak,
amelyek tÄobb kapcsolattal rendelkeznek, ugyanakkor a nÄoveked¶es puszta t¶enye
is a sk¶alafÄuggetlens¶eget er}os¶³ti, hiszen a legtÄobb kapcsolattal ¶eppen a legr¶e-
gebbi, legid}osebb csom¶opontok fognak rendelkezni (Barab¶asi, 2002; Sebesty¶en
¶es Parag, 2010). A tanulm¶anyban a Barab¶asi-Albert modell egy speci¶alis m¶o-
dos¶³t¶as¶at vezetjÄuk be, amely lehet}os¶eget ad arra, hogy egy norm¶alt param¶eter
seg¶³ts¶eg¶evel a sk¶alafÄuggetlens¶eg kÄulÄonbÄoz}o fokait ¶erjÄuk el egy h¶al¶ozatban. A
modell az al¶abbi algoritmust kÄoveti:

² Alak¶³tsunk ki egy M elem}u v¶eletlen h¶al¶ozatot, melynek ¶atlagos foksz¶ama
d.12

² Adjunk hozz¶a a h¶al¶ozathoz egy ¶uj csom¶opontot ¶es az ¶uj, valamint a
m¶ar l¶etez}o csom¶opontok kÄozÄott hozzunk l¶etre d sz¶am¶u kapcsolatot.13

Az egyes kapcsolatok kialak¶³t¶asa sor¶an az al¶abbi forgat¶okÄonyvek szerint
j¶arunk el:

{ r val¶osz¶³n}us¶eggel az ¶uj kapcsolat a legtÄobb kapcsolattal rendelkez}o
olyan partnerhez kapcsol¶odik, amelyikkel az adott csom¶opont m¶eg
nincsen kapcsolatban.

{ 1¡r val¶osz¶³n}us¶eggel a kapcsolat v¶eletlenszer}uen jÄon l¶etre egy olyan
csom¶oponttal, amelyikkel az adott csom¶opont m¶eg nincsen kapcso-
latban.

² A fenti l¶ep¶est iter¶aljuk, am¶³g a h¶al¶ozat m¶erete el nem ¶eri N-et.

A fenti algoritmus seg¶³ts¶eg¶evel olyan h¶al¶ozatok hozhat¶oak l¶etre, ame-
lyek N csom¶oponttal ¶es d ¶atlagos foksz¶ammal rendelkeznek, m¶³g r ¶er¶etk¶et}ol
fÄugg}oen a sk¶alafÄuggetlens¶eg (centraliz¶alts¶ag) m¶ert¶eke a h¶al¶ozatban kÄulÄonbÄoz}o.
A v¶eletlenszer}us¶eg az r param¶eteren keresztÄul l¶ep be a modellbe. Ha r = 1,
akkor egy sz¶els}os¶egesen centraliz¶alt h¶al¶ozatot kapunk eredm¶enyÄul, ahol a
kezdeti h¶al¶ozat tagjainak rendk¶³vÄul sok kapcsolata van, m¶³g a tÄobbieknek
csup¶an d. Amennyiben r = 0, ¶ugy a kapcsolatok v¶eletlenszer}uen alakulnak
ki, m¶³g r nÄoveked¶es¶evel a foksz¶am egyre nagyobb s¶ulyt kap.

A h¶al¶ozat strukt¶ur¶aja szempontj¶ab¶ol k¶et fontos jelens¶eg ad¶odik. Egyfel}ol
a h¶al¶ozat csak speci¶alis esetben lehet sz¶els}os¶egesen centraliz¶alt, mivel a kezdeti
h¶al¶ozat v¶eletlenszer}us¶ege csak abban az esetben teszi lehet}ov¶e a szigor¶uan
csillag-topol¶ogi¶aj¶u h¶al¶ozat kialakul¶as¶at, ha r = 1 mellett M = 2 vagy M = 1
¶es d = 1. Minden m¶as esetben r = 1-re egy szorosan kapcsolt kÄozponti mag
kÄorÄul jÄon l¶etre a csom¶opontok egy kev¶es kapcsolattal rendelkez}o periferikus
halmaza. M¶asfel}ol pedig azt is hozz¶a kell tennÄunk, hogy r = 0 eset¶en sem ka-
punk teljes m¶ert¶ekben v¶eletlen h¶al¶ozatot, mivel a v¶eletlenszer}us¶eg ellen¶ere a
h¶al¶ozat nÄoveked¶es¶enek id}obeli dimenzi¶oja azt eredm¶enyezi, hogy a kor¶abban
csatlakoz¶o csom¶opontok automatikusan tÄobb kapcsolattal rendelkeznek.

12A v¶eletlen h¶al¶ozatot kialak¶³t¶o algoritmus val¶osz¶³n}us¶egi param¶etere ennek megfelel}oen
d=(M ¡ 1).
13Speci¶alis esetben, ha d nagyobb, mint a potenci¶alis partnerek sz¶ama, akkor a kapcsolati

sz¶amot ez ut¶obbira m¶odos¶³tjuk.
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Ezek alapj¶an meg¶allap¶³that¶o, hogy az r param¶eter Äonmag¶aban csak kor-
l¶atozottan k¶epes a v¶eletlen ¶es a sk¶alafÄuggetlen (centr¶alis) h¶al¶ozatok kÄozÄotti
¶atmenet lek¶epez¶es¶ere. A h¶al¶ozati modellnek azonban van k¶et tov¶abbi para-
m¶etere is: a h¶al¶ozat (v¶egs}o) m¶eret¶et ad¶o N ¶es a kiindul¶asi h¶al¶ozat m¶eret¶et ad¶o
M param¶eterek. Mivel a kiindul¶asi h¶al¶ozatot v¶eletlenszer}unek felt¶etelezzÄuk,
ez¶ert a v¶egs}o h¶al¶ozat v¶eletlenszer}us¶eg¶et az is befoly¶asolja, hogy az indul¶o h¶a-
l¶ozat mekkora a v¶egs}o h¶al¶ozathoz k¶epest. Ezt az m = M=N ar¶any hat¶arozza
meg. Min¶el kÄozelebb van ez az ar¶any egyhez, ann¶al v¶eletlenszer}ubb a h¶al¶ozat
(mivel a sk¶alafÄuggetlens¶eget kialak¶³t¶o algoritmus rÄovidebb ideig m}ukÄodik),
null¶ahoz kÄozel¶³t}o ar¶any mellett viszont a sk¶alafÄuggetlens¶eg nÄovekszik.

1. ¶abra. V¶eletlenszer}us¶eg ¶es sk¶alafÄuggetlens¶eg a m¶odos¶³tott Barab¶asi-Albert modellben

A fenti h¶al¶ozati modell seg¶³ts¶eg¶evel egyszer}u szimul¶aci¶o v¶egezhet}o az r ¶es
az m param¶eterek relev¶ans ¶ert¶ekeire (mindk¶et param¶eter a 0 ¶es 1 kÄozÄotti tar-
tom¶anyban mozoghat). A szimul¶aci¶ok sor¶an a h¶al¶ozat m¶eret¶et N = 50-nek,
az ¶atlagos foksz¶amot 6-nak v¶alasztva valamennyi param¶eter-kombin¶aci¶ora
1000 futtat¶ast v¶egeztÄunk. A futtat¶asok sor¶an a kapott foksz¶ameloszl¶asra a (3)
egyenletnek megfelel}o hatv¶anyfÄuggv¶enyt illesztve ¶es a kapott kitev}ok ¶ert¶ek¶et
az 1000 futtat¶asra ¶atlagolva kaphatunk k¶epet a h¶al¶ozati modell m}ukÄod¶es¶er}ol.
Az eredm¶enyeket Äosszegzi az 1. ¶abra az r ¶es az m param¶eterek ter¶eben. A
vil¶agos ¶arnyalatok magasabb, a sÄot¶etek alacsonyabb szint}u sk¶alafÄuggetlens¶eget
jelentenek. A sk¶alafÄuggetlens¶eg m¶ert¶ek¶et a (3) egyenletben bevezetett ±
kitev}o seg¶³ts¶eg¶evel m¶erjÄuk.

Az ¶abr¶ar¶ol l¶athat¶o, hogy a vizsg¶alt k¶et param¶eter ter¶eben a v¶eletlenszer}u
h¶al¶ozatokt¶ol (bal als¶o tartom¶any) az eg¶eszen centraliz¶alt h¶al¶ozatokig (jobb
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fels}o tartom¶any) juthatunk el. A kÄoztes terÄuleteken a sk¶alafÄuggetlens¶eg kÄu-
lÄonbÄoz}o fokait mutatja a kialakul¶o h¶al¶ozat.

5 Szimul¶aci¶ok ¶es param¶eter-¶ert¶ekek

Az el}oz}o pontban bemutatott ¶altal¶anos egyens¶ulyi modell h¶al¶ozati strukt¶u-
r¶akkal kib}ov¶³tett v¶altozata a h¶al¶ozat csom¶opontjainak (a gazdas¶agi egys¶egek-
nek) egyedi modellez¶ese miatt analitikusan nem oldhat¶o meg. Ennek ok¶an
a modellt numerikus m¶odszerekkel oldjuk meg, ami ahhoz vezet, hogy a pa-
ram¶eterekre speci¯kus ¶ert¶ektartom¶anyokat ¶es ¶ert¶ekeket kell de¯ni¶alnunk. A
modell numerikus megold¶as¶anak algoritmus¶at a fÄuggel¶ek tartalmazza, a to-
v¶abbiakban a param¶eterek rÄogz¶³t¶es¶enek elveit adjuk meg. Az elemz¶esek sor¶an
az egyes param¶eterek nem minden esetben kerÄulnek rÄogz¶³t¶esre, amennyiben
viszont igen, ¶ugy az al¶abbi elveket alkalmazzuk.

5.1 RÄogz¶³tett param¶eter-¶ert¶ekek

Kor¶abban m¶ar kiemeltÄuk, hogy a modellben a v¶allalatok rÄogz¶³tett sz¶am¶aval
dolgozunk, ami egyben a h¶al¶ozat csom¶opontjainak sz¶am¶at is jelenti. A para-
m¶eter rÄogz¶³t¶ese arra ad lehet}os¶eget, hogy a h¶al¶ozati strukt¶ura v¶altoz¶asainak
hat¶as¶at elv¶alasszuk a h¶al¶ozat m¶eret¶enek v¶altoz¶asa ¶altal okozott hat¶asokt¶ol. A
h¶al¶ozat m¶eret¶et N = 50-nek v¶alasztjuk, aminek praktikus oka, hogy¶³gy kezel-
het}o h¶al¶ozat-m¶eretet kapunk, ami a numerikus szimul¶aci¶ok sor¶an hasznos a
hat¶ekony er}oforr¶as-kihaszn¶al¶as szempontj¶ab¶ol. A h¶al¶ozat m¶eret¶et a bemuta-
tott elemz¶esek teljes tartom¶any¶an rÄogz¶³tjÄuk.

A tud¶as-h¶al¶ozatot meghat¶aroz¶o param¶eterek kÄozÄul rÄogz¶³t¶esre kerÄul R,
a kapcsolatok ¶atlagos sz¶ama is, melyet 6-nak v¶alasztunk. Minthogy N is
rÄogz¶³tett, ¶³gy a h¶al¶ozatok s}ur}us¶ege is adott (12%). Ennek a k¶es}obbiekben
l¶enyeges kÄovetkezm¶enye lesz az eredm¶enyek ¶ert¶ekel¶ese szempontj¶ab¶ol. A
h¶al¶ozatot le¶³r¶o param¶eterek kÄozÄul egyetlen futtat¶as sor¶an sem rÄogz¶³tjÄuk az
r ¶es az m param¶etereket, mivel ezek (a h¶al¶ozat m¶eret¶evel egyÄutt) hat¶arozz¶ak
meg a strukt¶ur¶at, ami az elemz¶es f¶okusza.

Az elemz¶esek egy r¶esz¶eben rÄogz¶³t¶esre kerÄul a nomin¶alis jÄovedelem (p¶enz-
mennyis¶eg). Mivel a modell kor¶abban m¶ar eml¶³tett dichot¶omi¶aja ok¶an I
¶ert¶ek¶enek csak az ¶arv¶altoz¶ok abszol¶ut nagys¶ag¶anak meghat¶aroz¶asa sor¶an van
jelent}os¶ege, ¶³gy ¶ert¶ek¶et I = 100-nak ¶all¶³tjuk be. Hasonl¶o m¶odon egyes fut-
tat¶asokban rÄogz¶³tjÄuk a munkak¶³n¶alat nagys¶ag¶at is: L = 100. A szimul¶aci¶ok
egy r¶esz¶en¶el szint¶en rÄogz¶³tjÄuk ½ ¶es µ ¶ert¶ek¶et: ½ = 0; 5, µ = 0; 8. Ezek a v¶a-
laszt¶asok term¶eszetesen Äonk¶enyesek, azonban a tov¶abbi vizsg¶alatok sor¶an ezt
a rÄogz¶³tetts¶eget feloldjuk.

Egyes futtat¶asok sor¶an rÄogz¶³t¶esre kerÄulnek az ® ¶es ¾ param¶eterek. Mivel
e k¶et param¶eter a sz¶eles kÄorben elterjedt ¶es alkalmazott DSGE modellek szer-
ves r¶esz¶et k¶epezi, ¶ert¶ekÄuk a makroÄokon¶omiai szakirodalom alapj¶an kÄonnyen
meghat¶arozhat¶o. KÄulÄonbÄoz}o DSGE modellekben haszn¶alt, becsÄult vagy ka-
libr¶alt ¶ert¶ekeket tartalmaz az 1. t¶abl¶azat a vizsg¶alt k¶et param¶eterre vonatko-
z¶oan. J¶ol l¶athat¶o, hogy a param¶eterek ¶ert¶ekei j¶ol de¯ni¶alhat¶o tartom¶anyban
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sz¶or¶odnak. A szimul¶aci¶ok sor¶an az egyedi ¶ert¶ekek ¶atlag¶at alkalmazzuk, ¶³gy ®
¶es ¾ ¶ert¶ek¶et rendre 0,7-es ¶es 0,85-os szinten rÄogz¶³tjÄuk.

Szerz}o Orsz¶ag ® ¾
Smets-Wouters (2007) USA 0,81 0,90
Ratto et al. (2009) Euroz¶ona 0,52 0,90
Dib (2001) Kanada 0,67 0,83
Mendoza (1991) Kanada 0,68
Harrison et al. (2005) Anglia 0,69 0,91
Adolfson et al. (2007) Sv¶edorsz¶ag 0,71 0,82
Jakab-Vil¶agi (2008) Magyarorsz¶ag 0,83 0,83
Baksa et al. (2009) Magyarorsz¶ag 0,72
Erceg et al. (2006) USA 0,83
Christo®el et al. (2008) Euroz¶ona 0,70
¶Atlag 0,70 0,85

1. t¶abl¶azat. DSGE modellek struktur¶alis param¶eterei

6 Szimul¶aci¶os eredm¶enyek

A tov¶abbiakban a fent bemutatott modell szimul¶aci¶oi sor¶an kapott ered-
m¶enyek bemutat¶as¶ara kerÄul sor. El}oszÄor a h¶al¶ozati strukt¶ur¶at kÄozvetlenÄul
meghat¶aroz¶o k¶et param¶eter (r ¶es m) kiv¶etel¶evel a modell valamennyi m¶as
param¶eter¶et rÄogz¶³tjÄuk az el}oz}o pontban megadott ¶ert¶ekek mellett, ¶³gy kiz¶a-
r¶olag a strukt¶ura 1. ¶abr¶an bemutatott kÄulÄonbÄoz}o realiz¶aci¶oi ¶es a gazdas¶agi
teljes¶³tm¶eny kÄozÄotti kÄolcsÄonhat¶as vizsg¶alhat¶o. Ezt kÄovet}oen Monte Carlo szi-
mul¶aci¶o seg¶³ts¶eg¶evel valamennyi tov¶abbi param¶eter v¶altoz¶asa mellett m¶erjÄuk
fel a strukt¶ura hat¶as¶at. V¶egÄul olyan elemz¶eseket mutatunk be, amelyek a
v¶allalati tud¶asszintek nem egyenletes eloszl¶as¶at felt¶etelezik.

6.1 ¶Altal¶anos egyens¶uly homog¶en tud¶asszintek eset¶en

A fentieknek megfelel}oen a kÄovetkez}o numerikus szimul¶aci¶ot vizsg¶aljuk. A
m¶odos¶³tott Barab¶asi-Albert modell r ¶es m param¶etereinek kÄulÄonbÄoz}o kom-
bin¶aci¶oi mellett kialakul¶o h¶al¶ozati strukt¶ur¶at alapul v¶eve megoldhat¶o az ¶alta-
l¶anos egyens¶ulyi modell (a szimul¶aci¶o sor¶an haszn¶alt algoritmus a fÄuggel¶ekben
kerÄul bemutat¶asra). A modell tov¶abbi param¶etereit az el}oz}o szakaszban
megadott ¶ert¶ekeken rÄogz¶³tjÄuk. A most rÄogz¶³t¶esre kerÄul}o param¶eterek v¶al-
toz¶as¶anak hat¶as¶at k¶es}obb r¶eszletesebben is megvizsg¶aljuk, egyel}ore csup¶an a
h¶al¶ozati strukt¶ur¶at reprezent¶al¶o r ¶es m param¶eterek hat¶as¶anak elemz¶ese a
c¶el.

A modell tov¶abbi fontos exog¶en v¶altoz¶oja a v¶allalatok auton¶om tud¶as-
szintjeit le¶³r¶o k vektor. Ennek ¶ert¶ekeit a most bemutatand¶o szimul¶aci¶ok
sor¶an azonosan egys¶egnyinek v¶alasztjuk. Ez azt jelenti, hogy a v¶allalatok
homog¶enek tud¶asszintjÄuk tekintet¶eben. Ezt az egyszer}us¶³t¶est a k¶es}obbiekben
feloldjuk, azonban jelen esetben lehet}os¶eget teremt arra, hogy a strukt¶ura
hat¶as¶at a v¶allalatok tud¶asszintbeli heterogenit¶as¶at¶ol elkÄulÄon¶³tve t¶argyaljuk.
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A modellt megoldva az ¶altal¶anos egyens¶ulyra jellemz}o output v¶altoz¶ok
ad¶odnak, melyek kÄozÄul a kibocs¶at¶ast emeljÄuk ki a dolgozatban. A vizsg¶alat
sor¶an valamennyi (r; m) kombin¶aci¶ora 1000 fÄuggetlen futtat¶ast v¶egeztÄunk
majd a kapott eredm¶enyeket ¶atlagolva kÄuszÄobÄoltÄuk ki a h¶al¶ozati modell szto-
chasztikus jelleg¶eb}ol fakad¶o variabilit¶ast. Az egyes param¶eter-kombin¶aci¶ok
mellett ad¶od¶o kibocs¶at¶as-¶ert¶ekeket mutatja a 2. ¶abra.14 A vil¶agos ¶arnyalatok
magasabb, a sÄot¶etebb ¶arnyalatok alacsonyabb kibocs¶at¶asi szinteket jelÄolnek,
illetve az 1. ¶abr¶ahoz hasonl¶oan az ¶abra bal als¶o tartom¶any¶aban a v¶elet-
lenszer}ubb, a jobb fels}o tartom¶any fel¶e haladva pedig egyre centraliz¶altabb
h¶al¶ozatokat tal¶alunk.

Az ¶abra alapj¶an j¶ol l¶athat¶o, hogy az ¶altal¶anos egyens¶ulyi modell alapj¶aul
szolg¶al¶o tud¶ash¶al¶ozat strukt¶ur¶aja jelent}os hat¶assal lehet a kibocs¶at¶asra. Ala-
csonyabb szint}u kibocs¶at¶as ad¶odik a v¶eletlenszer}ubb ¶es magasabb a sk¶ala-
fÄuggetlen strukt¶ur¶at mutat¶o h¶al¶ozatok eset¶en. Az is fontos eredm¶eny, hogy
a sk¶alafÄuggetlens¶egnek nem tal¶alhat¶o egy kÄoztes optim¶alis szintje: a legna-
gyobb kibocs¶at¶asi szintet a legink¶abb centraliz¶alt h¶al¶ozati strukt¶ur¶ak mellett
tapasztaljuk.

2. ¶abra. A kibocs¶at¶as alakul¶asa a h¶al¶ozati strukt¶ura fÄuggv¶eny¶eben

Nagyon fontos kiemelnÄunk, hogy az ¶abr¶an l¶athat¶o tendenci¶ak kiz¶ar¶ola-
gosan a h¶al¶ozat strukt¶ur¶aj¶anak v¶altoz¶as¶ab¶ol fakadnak. Ha ugyanis vissza-
tekintÄunk a m¶asodik szakasz elej¶en bevezetett (4) termel¶esi fÄuggv¶enyre ¶es
(6) tud¶as-aggreg¶atorra, akkor kÄonnyen bel¶athatjuk, hogy a v¶allalatok ¶altal
kialak¶³tott kapcsolatok sz¶ama Äonmag¶aban pozit¶³v hat¶assal van a kibocs¶at¶asra.

14Az ¶abr¶an a kibocs¶at¶asszintek nem abszol¶ut nagys¶agukban, hanem a v¶eletlen h¶al¶ozat
(r = 0 ¶es m = 1) kibocs¶at¶asi szintj¶ehez viszony¶³tva kerÄulnek feltÄuntet¶esre.
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Az alkalmazott h¶al¶ozati modell jelent}os¶ege ¶eppen abban ¶all, hogy minden
esetben azonos ¶atlagos kapcsolati sz¶amot adnak eredm¶enyÄul. Az indul¶o h¶al¶o-
zat ¶atlagos foksz¶am¶at param¶eterk¶ent ¶all¶³tjuk be, majd a h¶al¶ozatot kialak¶³t¶o
algoritmus minden egyes ¶uj csom¶opontja pontosan egyforma sz¶am¶u kapcso-
latot alak¶³t ki, ¶³gy a kapcsolatok ¶atlagos sz¶ama a h¶al¶ozatokban mindv¶egig
azonos.15 ¶Igy teh¶at a fenti ¶abr¶an l¶athat¶o hat¶as nem fakadhat abb¶ol a trivi¶alis
meg¶allap¶³t¶asb¶ol, hogy tÄobb kapcsolat tÄobb hozz¶af¶erhet}o tud¶ast ¶es ez¶altal ma-
gasabb termel¶ekenys¶eget ¶es kibocs¶at¶ast jelent. Az eredm¶enyek teh¶at azt
bizony¶³tj¶ak, hogy mag¶anak a h¶al¶ozati strukt¶ur¶anak, vagyis a kapcsolatok
egym¶ashoz k¶epest vett elhelyezked¶es¶enek is kÄulÄon szerepe van a gazdas¶agi
teljes¶³tm¶eny alakul¶as¶aban.

3. ¶abra. A v¶allalatok egyedi kibocs¶at¶asi szintjeinek relat¶³v sz¶or¶od¶asa kÄulÄonbÄoz}o h¶al¶ozati

strukt¶ur¶ak eset¶en

A modell seg¶³ts¶eg¶evel vizsg¶alhat¶o az ¶arsz¶³nvonal alakul¶asa is, ezek az
eredm¶enyek azonban trivi¶alisnak tekinthet}oek, hiszen adott nomin¶alis ki-
bocs¶at¶as (p¶enzmennyis¶eg) mellett a magasabb aggreg¶alt kibocs¶at¶ashoz ala-
csonyabb ¶arsz¶³nvonalnak kell t¶arsulnia. A szimul¶aci¶os eredm¶enyek ezt meg-
er}os¶³tik: a sk¶alafÄuggetlens¶eg nÄoveked¶es¶evel az ¶arsz¶³nvonal csÄokken. Enn¶el
¶erdekesebb k¶erd¶es annak vizsg¶alata, hogy az egyedi v¶allalatok kibocs¶at¶asa
milyen m¶ert¶ekben sz¶or¶odik kÄulÄonbÄoz}o h¶al¶ozati strukt¶ur¶ak eset¶en. Ehhez az

15A teljes pontoss¶ag ¶erdek¶eben fontos megjegyezni, hogy a kiindul¶asi pontul szolg¶al¶o
v¶eletlen h¶al¶ozatban az ¶atlagos foksz¶am nem lehet pontosan a param¶eter szerinti ¶ert¶ek. Ezt
a variabilit¶ast azonban kis kezdeti h¶al¶ozat eset¶en a k¶es}obb a h¶al¶ozatba integr¶alt sz¶amos
csom¶opont pontosan meghat¶arozott ¶es azonos kapcsolati sz¶ama ellens¶ulyozza, nagy h¶al¶ozat
eset¶en pedig a v¶eletlen h¶al¶ozat ¶atlagos foksz¶ama is egyre pontosabban kÄozel¶³ti a param¶eter-
¶ert¶eket.
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egyes futtat¶asok sor¶an kisz¶amoljuk a v¶allalatok egyedi kibocs¶at¶asi szintjei-
nek relat¶³v sz¶or¶as¶at, mint az egyenl}otlens¶eg m¶ert¶ek¶et. Az eredm¶enyeket a
m¶ar ismert strukt¶ur¶aban mutatja a 3. ¶abra. A vil¶agos ¶arnyalatok nagyobb
sz¶or¶od¶ast, a sÄot¶etebb ¶arnyalatok kisebb sz¶or¶od¶ast mutatnak.

Az ¶abra alapj¶an hasonl¶o tendenci¶at tal¶alunk, mint a kibocs¶at¶as eset¶en: a
sk¶alafÄuggetlens¶eg magasabb szintjei mellett a v¶allalatok kibocs¶at¶asi szintjei
egyenl}otlenebbÄul oszlanak el. Ez azonban csak tendenci¶aj¶aban igaz, mivel a
v¶allalati kibocs¶at¶asi szintek sz¶or¶od¶as¶anak egy j¶ol l¶athat¶o maximuma van a
vizsg¶alt param¶etert¶er bal fels}o tartom¶any¶aban. Ez kÄozepesen sk¶alafÄuggetlen
h¶al¶ozati strukt¶ur¶at takar, ahol a kiindul¶o h¶al¶ozat relat¶³ve kicsi, ugyanakkor
a h¶al¶ozat fejl}od¶ese sor¶an a preferenci¶alis kapcsol¶od¶as alacsony s¶ullyal van
jelen, vagyis a kapcsolatok v¶eletlenszer}uen alakulnak ki. M¶as szavakkal, olyan
h¶al¶ozati strukt¶ura eset¶en tal¶aljuk a legnagyobb m¶ert¶ek}u diverzit¶ast a v¶alla-
latok kÄozÄott, amelyn¶el a sk¶alafÄuggetlens¶eget els}osorban a h¶al¶ozat nÄoveked¶ese
(az ,,id}osebb" csom¶opontok kÄozponti helyzete) ¶es kev¶esb¶e a preferenci¶alis
kapcsol¶od¶as alak¶³tja ki.

Ha ÄosszevetjÄuk a 2. ¶es a 3. ¶abra eredm¶enyeit, akkor az is l¶athat¶o, hogy a
vizsg¶alt rendszer legmagasabb teljes¶³tm¶eny¶ehez (er}osen sk¶alafÄuggetlen h¶al¶o-
zat) kÄozepes m¶ert¶ek}u diverzit¶as t¶arsul. Ez arra enged kÄovetkeztetni, hogy a
rendszer teljes¶³tm¶enye szempontj¶ab¶ol sem a t¶ulzott, sem pedig a korl¶atozott
sokf¶eles¶eg nem kedvez}o.

A fenti elemz¶es seg¶³ts¶eg¶evel sikerÄult r¶avil¶ag¶³tani arra, hogy a gazdas¶agi
tev¶ekenys¶eg alapj¶aul szolg¶al¶o tud¶ash¶al¶ozatok strukt¶ur¶aja hat¶assal van az agg-
reg¶alt kibocs¶at¶asra. A sk¶alafÄugetlens¶eg ¶es a kibocs¶at¶as kÄozÄott pozit¶³v kapcso-
lat fedezhet}o fel, a nagyobb kibocs¶at¶as azonban a v¶allalatok kÄozÄotti nÄovekv}o
m¶ert¶ek}u egyenl}otlens¶eggel t¶arsul. Fontos azonban azt is megvizsg¶alni, hogy
a kapott k¶epet mennyiben ¶arnyalja, ha a modell eddig rÄogz¶³tett param¶etereit
megv¶altoztatjuk. Ennek ¶erdek¶eben egy olyan szimul¶aci¶os strat¶egi¶at alkalma-
zunk, amely bizonyos ¶ertelemben anal¶og a modell megold¶as¶anak analitikus
levezet¶es¶evel, amennyiben lehet}os¶eget ny¶ujt arra, hogy a modell-param¶eterek
output (endog¶en) v¶altoz¶okra gyakorolt hat¶as¶at nyomon kÄovessÄuk.

Ehhez a statisztik¶aban j¶ol ismert Monte Carlo szimul¶aci¶ok elv¶et vesszÄuk
alapul, amelynek a l¶enyege, hogy a modell param¶etereit v¶eletlenszer}u kom-
bin¶aci¶oban v¶alasztjuk meg. A m¶odszer sor¶an kÄulÄonbÄoz}o (v¶eletlen) param¶eter-
kombin¶aci¶okra oldjuk meg a modellt ¶es feljegyezzÄuk a param¶eterek valamint
az eredm¶enyv¶altoz¶ok ¶ert¶ek¶et. A l¶ep¶est elegend}o alkalommal elv¶egezve egy
egyszer}u keresztmetszeti adatb¶azishoz jutunk, amelyben egy rekord egy fut-
tat¶as param¶eter¶ert¶ekeit ¶es az eredm¶enyv¶altoz¶ok ¶ert¶ekeit tartalmazza. Az
eredm¶enyv¶altoz¶ok ¶es a param¶eterek ¶ert¶ekei kÄozÄotti kapcsolat az adatb¶azis
alapj¶an statisztikai eszkÄozÄokkel vizsg¶alhat¶o, ¶³gy az eddig ¯xnek vett para-
m¶eterek hat¶asa is bevonhat¶o az elemz¶esbe. Az al¶abbi elemz¶es elv¶egz¶es¶ehez
Äosszesen 10 000 futtat¶ast v¶egeztÄunk el v¶eletlenszer}uen v¶alasztott param¶eter-
¶ert¶ekekkel, majd egyszer}u regresszi¶o-anal¶³zis seg¶³ts¶eg¶evel vizsg¶aljuk a h¶al¶ozati
strukt¶ura ¶es a modell eredm¶enyv¶altoz¶oi kÄozÄotti kapcsolatot, amelyben a ma-
gyar¶az¶o v¶altoz¶ok szerep¶et a modell param¶eterei, a magyar¶azott v¶altoz¶o sze-
rep¶et pedig a modell eredm¶enyv¶altoz¶oi tÄoltik be.
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Homog¶en Norm¶alis Sk¶alafÄuggetlen
v¶allalatok eloszl¶as eloszl¶as

Konstans 43290; 9¤¤¤ 43646; 4¤¤¤ 59846; 3¤¤¤

(0,0000) (0,0000) (0,0000)

® 17008;2¤¤¤ 16732;3¤¤¤ 21509;2¤¤¤

(0,0000) (0,0000) (0,0000)

¾ 9301;38¤¤¤ 9609;26¤¤¤ 11690;2¤¤¤

(0,0000) (0,0000) (0,0000)

µ 18193;7¤¤¤ 18255;7¤¤¤ 27364;4¤¤¤

(0,0000) (0,0000) (0,0000)

½ ¡110716¤¤¤ ¡109700¤¤¤ ¡150761¤¤¤
(0,0000) (0,0000) (0,0000)

I 2;42332 2;3559 ¡5;2669
(0,5295) (0,5353) (0,2503)

L 49;1607¤¤¤ 49;4303¤¤¤ 60;3038¤¤¤

(0,0000) (0,0000) (0,0000)

r 11048¤¤¤ 9361;66¤¤¤ 11807;6¤¤¤

(0,0000) (0,0000) (0,0000)

M ¡381;97¤¤¤ ¡374;84¤¤¤ ¡516;54¤¤¤
(0,0000) (0,0000) (0,0000)

¹ ¡1492;8¤¤ 5517;42¤¤¤

(0,0499) (0,0000)

Korrig¶alt R2 0,517941 0,511605 0,56544

2. t¶abl¶azat. Regresszi¶os eredm¶enyek a param¶eter-vari¶aci¶os szimul¶aci¶ok alapj¶an

Az 2. t¶abl¶azat tartalmazza a kibocs¶at¶asra fel¶³rt regresszi¶os modell ered-
m¶enyeit, amelyben valamennyi param¶etert magyar¶az¶o v¶altoz¶ok¶ent szerepel-
tettÄuk. A t¶abl¶azat tartalmazza a szok¶asos statisztikai outputokat.16

Az eredm¶enyekb}ol (els}o oszlop, homog¶en v¶allalatok) az l¶athat¶o, hogy a h¶a-
l¶ozati strukt¶ura 2. ¶abr¶an kimutatott hat¶asa szigni¯k¶ans marad abban az eset-
ben is, ha a modell tÄobbi param¶eter¶et nem rÄogz¶³tjÄuk, vagyis tendenci¶aj¶aban a
sk¶alafÄuggetlens¶eg aggreg¶alt kibocs¶at¶asra gyakorolt pozit¶³v hat¶asa fennmarad.
Ezt az r param¶eterre kapott pozit¶³v, valamint az M param¶eterre kapott
negat¶³v regresszi¶os koe±ciens mutatja.17

Az aggreg¶alt termel¶esi fÄuggv¶eny k¶et param¶etere, ® ¶es L pozit¶³v hat¶assal
van a kibocs¶at¶asra, amely trivi¶alis eredm¶eny, tekintve a termel¶esi fÄuggv¶eny
speci¯k¶aci¶oj¶at. A term¶ekvari¶ansok kÄozÄotti helyettes¶³thet}os¶eget kifejez}o ¾
param¶eter eset¶eben szint¶en pozit¶³v hat¶ast kapunk, ami azt mutatja, hogy
nagyobb fok¶u helyettes¶³thet}os¶eg magasabb aggreg¶alt kibocs¶at¶assal p¶arosul.
Ez az eredm¶eny tulajdonk¶eppen a piacon ¶erv¶enyesÄul}o monopol-hat¶asok ¶es a
kibocs¶at¶as kÄozÄotti j¶ol ismert ÄosszefÄugg¶est tÄukrÄozi.18 A spilloverek er}oss¶eg¶et
mutat¶o µ param¶eter hat¶asa szint¶en pozit¶³v, ami logikus kÄovetkeztet¶esnek
t}unik, hiszen a magasabb spillover azt jelenti, hogy minden egy¶eb t¶enyez}o
v¶altozatlans¶aga mellett a v¶allalatokhoz tÄobb tud¶as ¶aramlik m¶as szerepl}okt}ol,

16Z¶ar¶ojelben az adott koe±ciens p-¶ert¶eke tal¶alhat¶o, a csillagok sz¶ama pedig rendre 10, 5
¶es 1 sz¶azal¶ekos szigni¯kancia szinteket jelÄol.
17Az M param¶eter v¶altoz¶asa N rÄogz¶³tetts¶ege ok¶an megegyezik az m param¶eter v¶altoz¶a-

s¶aval.
18Min¶el er}osebb a v¶allalatok monopolereje, azaz a term¶ekdi®erenci¶al¶as foka, ann¶al na-

gyobb a holtteher-vesztes¶eg. A helyettes¶³thet}os¶eg nÄoveked¶ese a homog¶en term¶ekek ¶es ¶³gy
a tÄok¶eletes verseny ir¶any¶aba mozd¶³tja a gazdas¶agot, ami a holtteher-vesztes¶eget csÄokkenti.
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¶³gy saj¶at felhaszn¶alhat¶o tud¶asb¶azisuk magasabb lesz, ami az egyedi ¶es az agg-
reg¶alt kibocs¶at¶asi szintek nÄoveked¶es¶et eredm¶enyezi. A v¶allalatok tud¶asb¶azisai
kÄozti helyettes¶³thet}os¶eget m¶er}o ½ param¶eter eset¶eben negat¶³v egyÄutthat¶ot
kapunk: min¶el tÄok¶eletesebb a helyettes¶³t¶es, ann¶al kisebb a kibocs¶at¶as. Ez
az eredm¶eny azt mutatja, hogy a magasabb kibocs¶at¶asi szintek a v¶allalatok
magasabb fok¶u heterogenit¶asa eset¶en ¯gyelhet}oek meg. V¶egÄul megeml¶³tjÄuk,
hogy a nomin¶alis jÄovedelem nincsen kimutathat¶o hat¶assal a kibocs¶at¶asra, ami
a modell kor¶abban m¶ar hangs¶ulyozott dichotomikus jelleg¶eb}ol nyilv¶anval¶oan
kÄovetkezik ¶es az elemz¶es ezt a dichot¶omi¶at meger}os¶³ti.

6.2 ¶Altal¶anos egyens¶uly heterog¶en v¶allalati tud¶asszintek
eset¶en

Az el}oz}o pontban azzal a feltev¶essel ¶eltÄunk, hogy a v¶allalatok (auton¶om)
tud¶asszintjei azonosak. Ez a feltev¶es term¶eszetesen feloldhat¶o, ekkor azonban
a tud¶asszintek eloszl¶as¶ara vonatkoz¶oan kell addicion¶alis feltev¶eseket tennÄunk.
A tov¶abbiakban k¶et esetet vizsg¶alunk. Egyr¶eszt egy olyan szitu¶aci¶ot, amikor
a tud¶asszintek norm¶alis eloszl¶ast kÄovetnek, m¶asr¶eszt pedig egy olyan esetet,
amikor a tud¶asszintek sk¶alafÄuggetlen eloszl¶assal jellemezhet}oek.

6.2.1 Norm¶alis eloszl¶as a tud¶asszintekben

Ez az eset tulajdonk¶eppen az el}oz}o pontban vizsg¶alt szitu¶aci¶o egy logikus
kiterjeszt¶esek¶ent foghat¶o fel. TegyÄuk fel, hogy a v¶allalatok auton¶om tud¶as-
szintje ki » N(1; ¹) norm¶alis eloszl¶ast kÄovet. Az eloszl¶as v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶enek
megv¶alaszt¶asa mindÄossze sk¶al¶az¶asi hat¶assal b¶³r, mivel a nagyobb v¶allalati
tud¶asszintek ceteris paribus nagyobb hat¶ekonys¶agot ¶es nagyobb kibocs¶at¶asi
szintet eredm¶enyeznek. A sz¶or¶as megv¶alaszt¶asa l¶enyegesebb, itt a ¹ = 0
v¶alaszt¶assal az el}oz}o pont elemz¶es¶et kapjuk vissza, jelen esetben azonban a
sz¶or¶ast a (0;0,5) intervallumon vizsg¶aljuk. A 4. ¶abra mutatja a kibocs¶at¶as
alakul¶as¶at a h¶al¶ozat sk¶alafÄuggetlens¶ege ¶es a tud¶asszintek eloszl¶as¶anak sz¶or¶asa
fÄuggv¶eny¶eben.19 A kÄonnyebb ¶ertelmez¶es ¶erdek¶eben a kibocs¶at¶asi szinteket a
sk¶alafÄuggetlens¶eg valamennyi szintj¶en (fÄugg}oleges tengely) a ¹ = 0 esethez
viszony¶³tjuk (a sÄot¶et ¶arnyalatok alacsonyabb, a vil¶agos ¶arnyalatok pedig ma-
gasabb kibocs¶at¶ast mutatnak).

19A h¶al¶ozat sk¶alafÄuggetlens¶eg¶et jelen esetben egy dimenzi¶ora sz}uk¶³tjÄuk a kor¶abbi kett}o
helyett. A modell param¶etereit csup¶an a 2. ¶es 3. ¶abra ¶atl¶oja ment¶en v¶altoztatjuk, vagyis az
r ¶es m param¶eterek ¶ert¶ekeit egym¶assal Äosszekapcsolva v¶altoztatjuk. Az ¶abr¶an a fÄugg}oleges
tengelyen az r param¶eter ¶ert¶ekei szerepelnek, de az el}obbiek miatt ez jelen esetben az m
param¶eter ¶ert¶ek¶et is meghat¶arozza: r = 0 eset¶en m = 1 ¶es ford¶³tva.
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4. ¶abra. Kibocs¶at¶as a tud¶asszintek sz¶or¶as¶anak fÄuggv¶eny¶eben

Az ¶abr¶ar¶ol az l¶athat¶o, hogy a kibocs¶at¶as tipikusan alacsonyabb azokban
az esetekben, amelyekben a v¶allalatok tud¶asszintjeinek sz¶or¶od¶asa nagyobb,
ez a tendencia azonban a sk¶alafÄuggetlens¶eg magasabb fokain v¶alik igaz¶an
¶erz¶ekelhet}ov¶e. Alacsony sk¶alafÄuggetlens¶eg eset¶en (a tud¶ash¶al¶ozat nagyobb
v¶eletlenszer}us¶ege mellett, amennyiben r < 0;2) a tud¶asszintek sz¶or¶asa nem
hat ¶erdemben a kibocs¶at¶asra. A 4. ¶abr¶an ugyan kisz}urtÄuk a sk¶alafÄuggetlens¶eg
kÄozvetlen hat¶as¶at, de az eredm¶enyek azt mutatj¶ak, hogy a kor¶abban tapasz-
talt pozit¶³v ÄosszefÄugg¶es a sk¶alafÄuggetlens¶eg ¶es a kibocs¶at¶as kÄozÄott a tud¶as-
szintek sz¶or¶as¶at¶ol fÄuggetlenÄul mark¶ansan kimutathat¶o.

A v¶allalatok egyedi kibocs¶at¶asi szintjeinek sz¶or¶as¶at vizsg¶alva nem tal¶al-
hat¶o ¶erdemi ÄosszefÄugg¶es a tud¶asszintek sz¶or¶asa ¶es a v¶allalatok kÄozÄotti he-
terogenit¶as kÄozÄott. Ez azt mutatja, hogy l¶enyegi kÄulÄonbs¶eg fedezhet}o fel a
tud¶asszintekben jelentkez}o sokf¶eles¶eg valamint a v¶allalatok kibocs¶at¶asi szint-
jeiben jelentkez}o sokf¶eles¶eg kÄozÄott. M¶³g az els}o a modell exog¶en eleme, a
m¶asodik endog¶en, ez¶ert a tud¶asszintekben meg¯gyelt sokf¶eles¶eg magyar¶az¶o
t¶enyez}oje lehet a kibocs¶at¶asi szintekben meg¯gyelhet}o sokf¶eles¶egnek. Jelen
esetben azt l¶atjuk, hogy a tud¶asszintek nagyobb sz¶or¶od¶asa nem magyar¶azza
meg kibocs¶at¶asi szintekben tapasztalt nagyobb sz¶or¶od¶ast.

A 2. t¶abl¶azat m¶asodik oszlop¶aban l¶athat¶o a norm¶alis eloszl¶as¶u tud¶asszin-
tekre elv¶egzett szimul¶aci¶ok regresszi¶os elemz¶ese. Az eredm¶enyek itt is azt
mutatj¶ak, hogy a sk¶alfÄuggetlens¶eg kibocs¶at¶asra gyakorolt pozit¶³v hat¶asa fenn-
marad, ugyanakkor a tud¶asszintek sz¶or¶od¶as¶anak szigni¯k¶ans negat¶³v hat¶asa
van a kibocs¶at¶asra.
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6.2.2 Sk¶alafÄuggetlen eloszl¶as a tud¶asszintekben

Mindamellett, hogy az auton¶om tud¶asszintek v¶allalatok kÄozÄotti sz¶or¶od¶asa re-
¶alis feltev¶es, az eloszl¶asra tett feltev¶es meglehet}osen Äonk¶enyes. Az el}oz}o pont-
ban a normalit¶as feltev¶es¶evel ¶eltÄunk, azonban a tud¶asszintek sk¶alafÄuggetlen
eloszl¶asa szint¶en re¶alis alternat¶³va. A tov¶abbiakban ezt az esetet vizsg¶aljuk.
A vizsg¶alatok sor¶an feltesszÄuk, hogy a v¶allalatok tud¶asszintje ki » P (1; ¹)
Pareto-eloszl¶ast kÄovet.20 Ilyen eloszl¶as eset¶en azonban felmerÄul az a k¶erd¶es
is, hogy a tud¶asszintek eloszl¶asa milyen ÄosszefÄugg¶esben van a h¶al¶ozat fok-
sz¶ameloszl¶as¶aval. Mivel a modellben mindk¶et eloszl¶as exog¶en faktor, ez¶ert
a v¶allalatok tud¶asszintjeinek ¶es foksz¶amainak eloszl¶as¶at szinkroniz¶alhatjuk.
Ehhez egyszer}uen ÄosszerendezzÄuk az adott eloszl¶as alapj¶an gener¶alt tud¶as-
szinteket ¶es a h¶al¶ozati modellb}ol ad¶od¶o foksz¶amokat ¶ugy, hogy a legnagyobb
foksz¶ammal rendelkez}o v¶allalat egyben a legnagyobb tud¶asszinttel rendelkez-
zen, stb.21 A sk¶alafÄuggetlen eloszl¶as ¹ param¶eter¶et a (0; 2) intervallumon
v¶altoztatjuk.22 Az 5. ¶abr¶an l¶athat¶o az elv¶egzett szisztematikus futtat¶asok
eredm¶enye, hasonl¶oan a 4. ¶abr¶ahoz (az ¶abr¶an a kibocs¶at¶asi szinteket most is
a ¹ = 0 esethez viszony¶³tjuk, valamennyi sk¶alafÄuggetlens¶egi szint eset¶en).

J¶ol l¶athat¶o, hogy a ¹ param¶eter nÄoveked¶ese b¶armely sk¶alafÄuggetlens¶egi
szint eset¶en pozit¶³van hat a kibocs¶at¶asi szintre. Vagyis min¶el ink¶abb ¶erv¶enye-
sÄul a sk¶alafÄuggetlens¶eg a tud¶asszintek eloszl¶as¶aban (min¶el kevesebb a kÄoztes
tud¶asszint), ann¶al magasabb kibocs¶at¶ast ¶erhet el a gazdas¶ag, fÄuggetlenÄul
a tud¶ash¶al¶ozat sk¶alafÄuggetlens¶eg¶enek m¶ert¶ek¶et}ol. B¶ar az ¶abr¶an a h¶al¶ozat
sk¶alafÄuggetlens¶eg¶enek hat¶as¶at kisz}urtÄuk, ez a hat¶as a 2. ¶abr¶an bemutatott
tendenci¶anak tov¶abbra is megfelel, vagyis a h¶al¶ozati sk¶alafÄuggetlens¶eg is
pozit¶³van hat a kibocs¶at¶asra.

Ezek alapj¶an a sk¶alafÄugetlens¶eget k¶et dimenzi¶o ment¶en ¶ertelmezve (a
tud¶ash¶al¶ozatok foksz¶ameloszl¶as¶anak sk¶alafÄuggetlens¶ege egyr¶eszt ¶es a tud¶as-
szintek eloszl¶as¶anak sk¶alafÄuggetlens¶ege m¶asr¶eszt) azt a kÄovetkeztet¶est von-
hatjuk le, hogy mindk¶et dimenzi¶o ment¶en a magasabb szint}u sk¶alafÄuggetlens¶eg
a rendszer magasabb szint}u teljes¶³tm¶eny¶evel j¶ar egyÄutt.

20Az eloszl¶as s}ur}us¶egfÄuggv¶enye: f(ki) = ¹=k¹+1i . JegyezzÄuk meg, hogy az eloszl¶as ¹
param¶etere most m¶as tartalommal rendelkezik, mint a norm¶alis eloszl¶as eset¶en. Ott a
tud¶asszintek sz¶or¶od¶as¶at mutatta, jelen esetben a sk¶alafÄuggetlens¶eg m¶ert¶ek¶et tÄukrÄozi.
21A v¶allalatok tud¶asszintje ¶es foksz¶ama kÄozÄotti teljes szinkron term¶eszetesen er}os fel-

tev¶es, azonban a szinkroniz¶aci¶o hi¶any¶aban elv¶egzett kontrollfuttat¶asok az itt bemuta-
tott szinkroniz¶alt esettel mind min}os¶egi, mind pedig mennyis¶egi szempontb¶ol azonos
eredm¶enyekre vezetnek.
22Figyelembe v¶eve a haszn¶alt eloszl¶as de¯n¶³ci¶oj¶at, a vizsg¶alt tartom¶any az empirikus

eloszl¶asok eset¶en jellemz}o sk¶alafÄuggetlens¶egi tartom¶anyt j¶arja be. Ezekn¶el az eloszl¶asokn¶al
a (3) fÄuggv¶eny ± kitev}oje tipikusan az (1; 3) tartom¶anyban tal¶alhat¶o (l¶asd p¶eld¶aul: Cser-
mely, 2005), amihez vegyÄuk ¯gyelembe, hogy ± = 1 + ¹.
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5. ¶abra. Kibocs¶at¶as a tud¶asszint-eloszl¶as sk¶alafÄuggetlens¶eg¶enek fÄuggv¶eny¶eben

Az 2. t¶abl¶azat harmadik oszlop¶aban tal¶alhat¶o eredm¶enyek a jelen eset-
re elv¶egzett Monte Carlo szimul¶aci¶ok eredm¶enyeit mutatj¶ak. Ezek alapj¶an
meger}os¶³thetjÄuk, hogy a h¶al¶ozati strukt¶ura hat¶asa nem v¶altozik a tud¶asszintek
sk¶alafÄuggetlen eloszl¶as¶anak feltev¶ese eset¶en sem: a fokozottabban sk¶alafÄug-
getlen h¶al¶ozati strukt¶ur¶ak magasabb szint}u aggreg¶alt kibocs¶at¶assal t¶arsul-
nak. A t¶abl¶azat adatai meger}os¶³tik az el}obb v¶azolt ÄosszefÄugg¶est is: a sk¶a-
lafÄuggetlens¶eg nÄoveked¶ese a tud¶asszintek tekintet¶eben is nagyobb aggreg¶alt
kibocs¶at¶assal j¶ar egyÄutt.

¶Erdemes egy fontos Äosszehasonl¶³t¶ast tennÄunk a tud¶asszintek norm¶alis el-
oszl¶asa eset¶en kapott eredm¶enyekkel. B¶ar az alkalmazott eloszl¶asok ¹ para-
m¶etere elt¶er}o interpret¶aci¶oval b¶³r a k¶et esetben, bizonyos anal¶ogia ¶eszrevehe-
t}o. A norm¶alis eloszl¶as eset¶en a param¶eter kÄozvetlenÄul a tud¶asszintek ¶atlag
kÄorÄuli sz¶or¶od¶as¶at tÄukrÄozi. A Pareto (sk¶alafÄuggetlen) eloszl¶asn¶al a param¶eter
az eloszl¶asfÄuggv¶eny gÄorbÄulet¶et tÄukrÄozi, ez¶altal pedig a nagyon magas ¶es a
nagyon alacsony kÄozÄotti ,,¶atmeneti" tud¶asszintek relat¶³v gyakoris¶ag¶at: ¹ ma-
gasabb ¶ert¶eke ezen kÄoztes ¶ert¶ekek kisebb el}ofordul¶asi val¶osz¶³n}us¶eg¶et jelenti.
Az anal¶ogia abban ¶all, hogy a sk¶alafÄuggetlens¶eg eset¶en is egyfajta sz¶or¶o-
d¶ast m¶er a param¶eter, m¶egpedig azt, hogy a v¶allalatok tud¶asszintjei milyen
m¶ert¶ekben oszlanak magas ¶es alacsony kateg¶ori¶akra.23 A norm¶alis eloszl¶as
eset¶en a sz¶or¶od¶as nÄoveked¶ese struktur¶alatlan (feh¶ar zaj), a sk¶alafÄuggetlens¶eg
eset¶eben viszont struktur¶altnak nevezhet}o: a v¶allalatok kÄozÄotti tud¶aszintbeli
kÄulÄonbs¶egek nÄoveked¶ese j¶ol meghat¶arozhat¶o form¶at kÄovet.

23Szimul¶aci¶ok seg¶³ts¶eg¶evel megmutathat¶o az is, hogy ¹ nÄoveked¶es¶evel a szimul¶alt Pareto-
eloszl¶as¶u mint¶ak sz¶or¶asa nÄovekszik a vizsg¶alt param¶etertartom¶anyon.
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Ezen interpret¶aci¶o alapj¶an viszont azt is mondhatjuk, hogy a tud¶asszintek
sz¶or¶od¶as¶anak k¶et form¶aja alapvet}oen elt¶er}o hat¶assal b¶³r a gazdas¶ag kibocs¶a-
t¶as¶ara. A feh¶er zaj jelleg}u, struktur¶alatlan sz¶or¶od¶as tipikusan csÄokkenti a
kibocs¶at¶ast, ha azonban a sz¶or¶od¶as sk¶alafÄuggetlen strukt¶ur¶at kÄovet, akkor a
sk¶alafÄuggetlens¶eg nÄoveked¶ese a kibocs¶at¶as nÄoveked¶es¶ehez vezet.

7 ÄOsszefoglal¶as

A tanulm¶any arra tett k¶³s¶erletet, hogy egy egyszer}u ¶altal¶anos egyens¶ulyi mo-
dellbe integr¶alva a h¶al¶ozati strukt¶ura szerep¶et vizsg¶alja a tud¶as¶araml¶asban, a
termel¶ekenys¶egre gyakorolt hat¶asban ¶es ez¶altal a gazdas¶agi teljes¶³tm¶enyben.
A modell analitikus megold¶as¶at numerikus szimul¶aci¶ok alkalmaz¶as¶aval helyet-
tes¶³tettÄuk, mivel a h¶al¶ozati strukt¶ur¶ak ¯gyelembev¶etele a gazdas¶agi szerepl}ok
egyedi modellez¶es¶et ig¶enyli, ¶³gy a reprezentat¶³v szerepl}ok feltev¶ese nem al-
kalmazhat¶o ¶es a modell analitikus eszkÄozÄokkel nem kezelhet}o. A h¶al¶ozati
strukt¶ur¶ak ¶ertelmez¶ese sor¶an a preferenci¶alis kapcsol¶od¶as modellj¶enek egy
speci¶alis kiterjeszt¶es¶et alkalmaztuk, amely lehet}ov¶e teszi a v¶eletlenszer}u ¶es a
sk¶alafÄuggetlen h¶al¶ozatok kÄozÄotti ¶atmenetek reprezent¶aci¶oj¶at.

A szimul¶aci¶ok sor¶an kapott eredm¶enyek egy¶ertelm}uen megmutatj¶ak, hogy
a tud¶as-h¶al¶ozatok struktur¶alis jellemz}oi l¶enyegesen befoly¶asolj¶ak a gazdas¶ag
aggreg¶alt teljes¶³tm¶eny¶et: a v¶eletlenszer}us¶eg alacsonyabb, az er}os sk¶alafÄug-
getlens¶eg magasabb kibocs¶at¶asi szinttel t¶arsul. Ez az eredm¶eny egyr¶eszt
r¶avil¶ag¶³t a h¶al¶ozati kapcsolatok strukt¶ur¶aj¶anak rejtett hat¶asaira, m¶asr¶eszt
pedig l¶enyeges adal¶ekkal szolg¶al a h¶al¶ozati strukt¶ur¶ak evol¶uci¶oj¶at tekintve.
A val¶os h¶al¶ozatok nagy sz¶ama ¶altal mutatott sk¶alafÄuggetlen strukt¶ura fel-
veti azt a hipot¶ezist, hogy a sk¶alafÄuggetlens¶eg kialakul¶asa egy olyan folya-
mat eredm¶enye, amely sor¶an a rendszer elemeinek kapcsol¶od¶asi strukt¶ur¶aja
hat¶ekonys¶agi elven, a kÄornyezeti felt¶etelekhez tÄort¶en}o legkedvez}obb alkal-
mazkod¶as ment¶en v¶alaszt¶odik ki, ¶³gy ez a folyamat bizonyos anal¶ogi¶at mu-
tat az evol¶uci¶os elk¶epzel¶esekkel (Barab¶asi, 2002; Csermely, 2005). M¶ask¶ent
fogalmazva, a sk¶alafÄuggetlen strukt¶ura a rendszer eg¶esz¶enek magasabb tel-
jes¶³tm¶eny¶et gener¶alja (term¶eszetesen mind a strukt¶ur¶at, mind a rendszert ¶es
annak teljes¶³tm¶eny¶et sz¶eles ¶ertelemben v¶eve). A tanulm¶any eredm¶enyei iga-
zolni l¶atszanak ezt az elk¶epzel¶est, hiszen a sk¶alafÄuggetlens strukt¶ura val¶oban
magasabb szint}u aggreg¶alt teljes¶³tm¶ennyel t¶arsul.

A sk¶alafÄuggetlens¶eg ¶es az aggreg¶alt teljes¶³tm¶eny kÄozÄotti kapcsolat nem
csak a tud¶ash¶al¶ozatok strukt¶ur¶aj¶anak dimenzi¶oj¶aban mutathat¶o ki, hanem a
v¶allalatok egyedi tud¶asszintjeinek eloszl¶asa eset¶en is: a gazdas¶ag kibocs¶at¶asa
nagyobb abban az esetben, ha a v¶allalatok tud¶asszintje a foksz¶ammal szink-
ronban l¶ev}o sk¶alafÄuggetlen eloszl¶ast mutat.

A dolgozat eredm¶enyei ¶erdekes kÄovetkeztet¶esekhez vezetnek a sokf¶eles¶eg
¶es az aggreg¶alt teljes¶³tm¶eny ÄosszefÄugg¶ese kapcs¶an. El}oszÄor is fontos elkÄulÄon¶³-
tenÄunk a gazdas¶agi teljes¶³tm¶enyre hat¶o, azt befoly¶asol¶o (exog¶en) sokf¶eles¶eget,
valamint a gazdas¶agi tev¶ekenys¶eg eredm¶enyek¶eppen el}o¶all¶o (endog¶en) sokf¶ele-
s¶eget. Az el}obbi tekintet¶eben azt az eredm¶enyt kapjuk, hogy a sk¶alafÄuggetlen
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strukt¶ur¶anak jelent}os szerepe van ebb}ol a szempontb¶ol. A v¶allalatok kÄozÄotti
tud¶aszintbeli sz¶or¶od¶as csÄokkenti az aggreg¶alt kibocs¶at¶ast, ha ez a sz¶or¶od¶as
feh¶er zaj jelleg}u, azonban nÄoveli a kibocs¶at¶ast, ha a tud¶asszintek sk¶alafÄug-
getlen eloszl¶ast kÄovetnek ¶es ez a sk¶alafÄuggetlens¶eg er}osebb¶e v¶alik a sz¶or¶od¶as
nÄoveked¶es¶evel. Az endog¶en sokf¶eles¶eg tekintet¶eben azt tal¶aljuk, hogy a maga-
sabb kibocs¶at¶asi szint magasabb diverzit¶assal, egyenl}otlens¶eggel j¶ar egyÄutt a
param¶eterek jelent}os tartom¶any¶an, azonban a legmagasabb kibocs¶at¶asi szint
mellett a v¶allalatok sokf¶eles¶ege m¶ers¶ekeltebb.

Az itt bemutatott ¶es elemzett modell term¶eszetesen sz¶amos ponton kieg¶e-
sz¶³thet}o, tov¶abb b}ov¶³thet}o. Egyfel}ol vizsg¶alhat¶o seg¶³ts¶eg¶evel a technol¶ogiai
diff¶uzi¶o dinamik¶aja ¶es a h¶al¶ozati strukt¶ur¶ak szerepe ebben a dinamik¶aban.
Egy tov¶abbi fontos kiterjeszt¶ese lehet a modellnek a h¶al¶ozati kapcsolatok
dinamik¶aj¶anak be¶ep¶³t¶ese, amely a h¶al¶ozati strukt¶ura endogeniz¶al¶as¶at teszi
lehet}ov¶e. ¶Erdekes kiterjeszt¶esk¶ent ad¶odik a h¶al¶ozati csom¶opontok m¶as di-
menzi¶oba helyez¶ese: amennyiben a csom¶opontokat v¶allalatok helyett r¶egi¶ok-
k¶ent ¶ertelmezzÄuk, ¶ugy a modell region¶alis szempontok elemz¶es¶ere is alkalmas
lehet. Ezen felÄul az alapul szolg¶al¶o egyens¶ulyi modell alkalmas kiterjeszt¶ese
(p¶eld¶aul az SCGE modellez¶es eszkÄozeivel) ezt a region¶alis perspekt¶³v¶at egy
komplexebb modellkeretbe helyezheti.

FÄuggel¶ek

A keresleti fÄuggv¶eny levezet¶ese

Adott a hasznoss¶agi fÄuggv¶eny ¶es a kÄolts¶egvet¶esi korl¶at. A megoldand¶o feladat:
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A feladat Lagrange fÄuggv¶enye:
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A Lagrange fÄuggv¶eny xi szerint vett els}o deriv¶altja:
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A deriv¶altat egyenl}ov¶e t¶eve null¶aval kapjuk, hogy
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Az ¶³gy kapott N egyenletb}ol ¸-kat kikÄuszÄobÄolve azt kapjuk, hogy

(F:5)
xi

xj
=

µ
pi

pj

¶ 1
¾¡1

b¶armely i; j p¶arra (¶ertelemszer}uen i = j eset¶en egyszer}u azonoss¶agot kapunk).
Ha ¶elÄunk a j = 1 helyettes¶³t¶essel, akkor a fenti ÄosszefÄugg¶est fel¶³rhatjuk, mint

(F:6) xi =

µ
pi

p1

¶ 1
¾¡1

x1 ;

azaz b¶armely xi term¶ek kereslet¶et kifejezhetjÄuk egy m¶asik term¶ek kereslete ¶es
az ¶arar¶anyok fÄuggv¶eny¶eben. A fenti ÄosszefÄugg¶eseket a kÄolts¶egvet¶esi korl¶atba
helyettes¶³tve:
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ad¶odik, amelyet kifejezve x1-re kapjuk, hogy
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:

VezessÄuk be az " = 1=(1¡¾) jelÄol¶est. ¶Igy a fenti ÄosszefÄugg¶est egyszer}us¶³thetjÄuk:

(F:9) x1 = p¡"
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I
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i=1 p1¡"
i

:

Amennyiben a fenti m}uveletsort tetsz}oleges j-re elv¶egezzÄuk, kÄonnyen bel¶at-
hat¶o, hogy a j term¶ek ir¶anti kereslet:

(F:10) xj = p¡"
j

I
PN
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i

:

TÄobbek kÄozÄott Carter (2001) megmutatja, hogy az itt haszn¶alt egyszer}u
CES hasznoss¶agi fÄuggv¶eny ¾ · 1 eset¶en konk¶av, ¶³gy a relev¶ans ¶ertelmez¶esi
tartom¶anyon az (F.10) ¶altal meghat¶arozott sz¶els}o¶ert¶ekhely glob¶alis maxi-
mumhely, vagyis hasznoss¶agmaximum. 2

A pro¯tmaximum meghat¶aroz¶asa

Adott az al¶abbi pro¯tfÄuggv¶eny:

(F:11) ¼i = p1¡"
i

I
PN

j=1 p1¡"
j

¡ wK¡1=®
i p¡"=®

i

Ã
I

PN
j=1 p1¡"

j

!1=®

:



Tud¶ash¶al¶ozatok strukt¶ur¶aj¶anak szerepe . . . 149

A fenti pro¯tfÄuggv¶eny pi szerinti deriv¶altja, ¯gyelembe v¶eve, hogy a
P

j p1¡"
j

Äosszeg megfelel}o deriv¶altja feltev¶esÄunk szerint z¶erus:
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A fenti kifejez¶est 0-ra rendezve ¶es pi-t kifejezve ad¶odik, hogy
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ahol ' = (®¡®¾)=(1¡®¾). Mivel az (F.11) pro¯tfÄuggv¶eny konvex ¶es konk¶av
szakaszokkal is rendelkezhet, ¶³gy e fÄuggv¶eny konvexit¶as¶anak/konkavit¶as¶anak
vizsg¶alat¶aval a sz¶els}o¶ert¶ek-hely jellege nem ¶allap¶³that¶o meg. Mivel azonban
a pro¯tfÄuggv¶eny sz¶amunkra relev¶ans ¶ertelmez¶esi tartom¶any¶an (pi > 0) az
(F.13) stacion¶arius pont egy¶ertelm}uen l¶etezik, elegend}o csup¶an e stacion¶arius
pont kÄornyezet¶eben vizsg¶alni a pro¯tfÄuggv¶eny m¶asodrend}u tulajdons¶agait.
Ehhez alkalmazzuk a pro¯tfÄuggv¶eny al¶abbi, egyszer}ubb form¶aj¶at:

(F:14) ¼(p) = ap1¡" ¡ bp¡"=® :

A pro¯tfÄuggv¶eny els}o deriv¶altja az (F.12) ÄosszefÄugg¶esnek megfelel}oen adhat¶o
meg, ezek alapj¶an pedig a sz¶els}o¶ert¶ekhely az al¶abbi form¶at Äolti:
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A pro¯tfÄuggv¶eny m¶asodik deriv¶altja:
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Az (F.15) sz¶els}o¶ert¶ekhely akkor maximum, ha a ¼(p) fÄuggv¶eny m¶asodik de-
riv¶altja negat¶³v az adott pontban. Az (F.16) ÄosszefÄugg¶est egyszer}us¶³tve ¶es a
maximumhely felt¶etel¶et alkalmazva azt kapjuk, hogy

(F:17)
" ¡ 1
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b
< p¡1=' ;

amibe az (F.15) k¶epletb}ol behelyettes¶³tve p ¶ert¶ek¶et a stacion¶arius pontban
egyszer}us¶³t¶es ut¶an ad¶odik a kÄovetkez}o egyszer}u ÄosszefÄugg¶es:

(F:18)
1
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1

"
:

Figyelembe v¶eve az ® param¶eterre tett 0 < ® < 1 kikÄot¶est, kÄonnyen bel¶athat¶o,
hogy a fenti felt¶etel mindig teljesÄul. Ez pedig azt jelenti, hogy a kor¶abban
meghat¶arozott optim¶alis ¶arszint val¶oban maxim¶alis pro¯tot eredm¶enyez. 2
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A szimul¶aci¶os modell algoritmusa

² Els}o l¶ep¶esk¶ent rÄogz¶³tjÄuk a modell param¶etereit.

² Ezt kÄovet}oen a 3. szakaszban bemutatott h¶al¶ozati modell seg¶³ts¶eg¶evel
el}o¶all¶³tjuk az A kapcsolati m¶atrixot.

² Az A kapcsolati m¶atrix ¶es az exog¶en v¶altoz¶ok¶ent adott k tud¶as-vektor
a (6) tud¶as-aggreg¶atoron keresztÄul meghat¶arozza a v¶allalatok sz¶am¶ara
hozz¶af¶erhet}o tud¶as mennyis¶eg¶et, Ki-t, valamennyi i v¶allalat eset¶en.

² Ezt kÄovet}oen a gazdas¶ag ¶altal¶anos egyens¶ulyi ¶allapot¶at hat¶arozzuk meg,
vagyis azt a w b¶erszintet ¶es p ¶arvektort, amelyre mind a term¶ekpiacokon,
mind pedig a munkapiacon egyens¶uly ¶all fenn. Az egyens¶uly meghat¶a-
roz¶as¶anak menete a kÄovetkez}o:

{ Kiv¶alasztunk egy indul¶o b¶erszintet. KÄozel¶³t}o v¶alaszt¶ask¶ent ad¶odik
a szimmetrikus esetben (Ki = Kj = K, minden i ¶es j eset¶en)
analitikusan is levezethet}o egyens¶ulyi b¶er.

{ A kiv¶alasztott b¶erszint ¶es a tÄobbi param¶eter alapj¶an megoldjuk az
egyens¶ulyi ¶arakat meghat¶aroz¶o (12') egyenletrendszert, ¶³gy meg-
kapjuk az adott b¶erszint eset¶en a term¶ekpiacok egyens¶uly¶at bizto-
s¶³t¶o ¶arvektort.

{ A kapott ¶arvektor ¶es a (9) keresleti fÄuggv¶enyek seg¶³ts¶eg¶evel megad-
hat¶o az egyes term¶ekekb}ol keresett ¶es a piaci egyens¶uly miatt egy-
ben termelt mennyis¶eg, azaz a v¶allalati kibocs¶at¶asok y vektora.

{ A v¶allalatok kibocs¶at¶asa a (4) termel¶esi fÄuggv¶enyek alapj¶an meg-
hat¶arozza a v¶allalatok ¶altal felhaszn¶alt munkamennyis¶eget, amit a
munkafelhaszn¶al¶as L vektora ad meg.

{ A munkafelhaszn¶al¶as vektora lehet}ov¶e teszi, hogy ellen}orizzÄuk a
munkapiaci egyens¶uly felt¶etel¶enek teljesÄul¶es¶et. Amennyiben a mun-
kapiaci egyens¶uly nem teljesÄul, ¶uj b¶erszintet v¶alasztunk ¶es ennek
seg¶³ts¶eg¶evel ism¶et elv¶egezzÄuk a fenti iter¶aci¶ot, meghat¶arozzuk az
¶arvektort, majd ebb}ol a munka-felhaszn¶al¶asi vektort. Munkapiaci
t¶ulkereslet eset¶en a b¶erszintet ¶ertelemszer}uen nÄovelni, m¶³g t¶ulk¶³n¶a-
lat eset¶en csÄokkentenÄunk kell, hogy az egyens¶ulyi helyzet ir¶any¶aba
haladjunk.

A fenti folyamat iter¶aci¶oj¶aval v¶egÄul eljutunk ahhoz a b¶erszinthez, amely-
re a munkapiac ¶es valamennyi term¶ekpiac is egyens¶ulyba kerÄul.
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THE ROLE FOR THE STRUCTURE OF KNOWLEDGE NETWORKS

IN A SIMPLE MODEL OF GENERAL EQUILIBRIUM

The role of networks gains increasing interest in the literature on innovation and
the special e®ects of network structure is in the focus of attention in a growing
number of ¯elds. In this paper we analyze the e®ects of the structure of inter-¯rm
knowledge networks on the aggregate performance of the economy relying on this
network. The e®ect of knowledge transfer through explicit network connections is
built into a simple general equilibrium model and simulation techniques are used
to analyze the resulting model. The results show that network structure has a
pronounced e®ect on the aggregate performance of the economy: a higher level of
scale-freeness in the structure leads to a higher level of aggregate output. Further
results shed light on the role of special dimensions of diversity in the aggregate
performance of the economy: scale-free structures have a positive e®ect also in this
respect.
Keywords: Network structure, knowledge networks, general equilibrium, scale-free
structures.
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¶ARFOLYAM-BEGY}UR}UZ¶ES M¶ERT¶EKE A KSH
BOLT-SZINT}U ¶ARADATB¶AZISA ALAPJ¶AN1

HERCZEG B¶ALINT
H¶ETFA Kutat¶oint¶ezet

A cikk a KÄozponti Statisztikai Hivatal bolt szint}u ¶aradatait haszn¶alja az ¶arfo-
lyam-begy}ur}uz¶es becsl¶es¶ere. A becsl¶eshez az ¶arv¶altoz¶asokat el}obb ¶arv¶altoz¶a-
sok gyakoris¶ag¶ara ¶es ¶arv¶altoz¶as ¶atlagos m¶eret¶ere bontja, majd ezekre az ¶ert¶e-
kekre becsÄuli az ¶arfolyam hat¶as¶at. Ezzel a m¶odszertannal arra az eredm¶enyre
jut, hogy 1%-os le¶ert¶ekel}od¶es 2. negyed¶ev v¶eg¶ere 0,18%-kal emeli az in°¶aci¶ot.

Kulcsszavak: ¶arfolyam-begy}ur}uz¶es, in°¶aci¶o, mikro ¶aradat. JEL k¶od: E30,
E31.

1 Bevezet¶es

Kis nyitott orsz¶agokban az ¶arolyam mozg¶asai jelent}osen befoly¶asolhatj¶ak a
belfÄoldi ¶arak dinamik¶aj¶at. Ez tÄort¶enhet egyr¶eszr}ol az import¶alt v¶egs}o fo-
gyaszt¶asra sz¶ant term¶ekek ¶ar¶an keresztÄul, m¶asr¶eszr}ol pedig a hazai term¶ekek
el}o¶all¶³t¶as¶ahoz felhaszn¶alt import¶alt nyersanyagok ¶es f¶elk¶esz term¶ekek kÄolts¶eg-
nÄovel}o hat¶as¶an keresztÄul. Az ¶arfolyam-begy}ur}uz¶es annak m¶ert¶ek¶et jelenti,
hogy h¶any sz¶azal¶ekkal v¶altoztatja meg a hazai ¶arakat (fogyaszt¶oi vagy im-
port) az ¶arfolyam 1 sz¶azal¶ekos megv¶altoz¶asa.

Az ¶arfolyam-begy}ur}uz¶es m¶ert¶ek¶et az import¶al¶o v¶allalatok ¶araz¶asi maga-
tart¶asa hat¶arozza meg. K¶et alapvet}o ¶araz¶asi strat¶egi¶at lehet megkÄulÄonbÄoztet-
ni. Az els}o szerint az import¶al¶o a termel}o v¶allalat valut¶aj¶aban hat¶arozza meg
az ¶arakat (producer currency pricing, PCP), ebben az esetben az ¶arfolyam
v¶altoz¶asainak automatikusan meg kellene jelennie a term¶ek hazai ¶ar¶aban,
azaz az ¶arfolyam begy}ur}uz¶ese 100 sz¶azal¶ekos lenne. A m¶asik strat¶egia az
import¶al¶o orsz¶ag valut¶aj¶aban hat¶arozza meg a term¶ek ¶ar¶at (local currency
pricing, LCP). Ez ut¶obbi esetben az ¶arfolyam v¶altoz¶as¶anak nem kellene hat-
nia a hazai ¶arakra, ¶³gy a begy}ur}uz¶esnek is null¶anak kellene lennie (Coricelli
et al. [2006a]).

Egy Magyarorsz¶aghoz hasonl¶o kis nyitott orsz¶ag eset¶eben, szok¶as kÄulfÄoldi
valut¶aban tÄort¶en}o ¶araz¶ast felt¶etelezni, ami az ¶arfolyam v¶altoz¶asok import
¶arakba tÄort¶en}o teljes be¶epÄul¶es¶et jelenti. Ennek ellen¶ere a fogyaszt¶oi ¶arak
eset¶eben m¶eg ebben az esetben sem term¶eszetes a teljes begy}ur}uz¶es, hiszen
egyr¶eszr}ol a fogyaszt¶oi ¶arindexben a kereskedelembe nem kerÄul}o j¶osz¶agok

1Be¶erkezett: 2010. november 4. A cikk alapj¶aul szolg¶al¶o tanulm¶any r¶eszben Magyar
Nemzeti Bank ¶altal ny¶ujtott vend¶egkutat¶oi ÄosztÄond¶³j seg¶³ts¶eg¶evel k¶eszÄult 2007 nyar¶an,
kÄulÄon kÄoszÄonettel tartozom Rei® ¶Ad¶amnak az ez id}o alatt ¶es az¶ota kapott rengeteg tan¶a-
cs¶ert ¶es seg¶³ts¶eg¶ert, minden fennmarad¶o hib¶a¶ert term¶eszetesen a szerz}o a felel}os. Email:
herczegbalint@hetfa.hu.
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¶ar¶anak is jelent}os s¶ulya van, amikre az ¶arfolyamnak nem kellene kÄozvetlenÄul
hatnia. M¶asr¶eszt ha a piacok szegment¶altak ¶es a verseny nem tÄok¶eletes
(Dornbusch [1987]), vagy az adott term¶ekek ¶ar¶aban a hazai hozz¶aadott ¶ert¶ek
magas (Burstein et al. [2003]), akkor ez szint¶en eredm¶enyezheti az 1-n¶el
kisebb begy}ur}uz¶est.

Az ¶arakra gyakorolt hat¶asa miatt a monet¶aris politika is komoly ¶erdekl}o-
d¶est mutat az ¶arfolyam-begy}ur}uz¶es ir¶ant. Egy in°¶aci¶os c¶elkÄovet¶eses rendszer-
ben a monet¶aris politika sz¶am¶ara k¶et szempont miatt is fontos lehet az ¶ar-
folyam in°¶aci¶ora gyakorolt hat¶as¶anak ismerete. Egyr¶eszt a begy}ur}uz¶es isme-
rete seg¶³thet az ¶arfolyam mozg¶as¶an keresztÄul az in°¶aci¶o jobb el}orejelz¶es¶eben.
M¶asr¶eszt az ¶arfolyam-begy}ur}uz¶es a monet¶aris transzmisszi¶onak is hangs¶ulyos
elem¶ev¶e v¶alhat. Rezessy [2006] 2001-2004-es mint¶an, Vonn¶ak [2006] pedig
1995-2004-es negyed¶eves mint¶an bizony¶³tja, hogy a magyar monet¶aris politika
k¶epes befoly¶asolni az ¶arfolyamot, Jakab et al. [2006] pedig azt, hogy az ¶arfo-
lyam csatorna a legfontosabb transzmisszi¶os csatorn¶aja a magyar monet¶aris
politik¶anak.

Az ¶arfolyam-begy}ur}uz¶est m¶er}o kor¶abbi cikkek, tanulm¶anyok Magyaror-
sz¶agra vonatkoz¶o eredm¶enyeit foglalja Äossze az 1. t¶abl¶azat . Az Äosszegy}ujtÄott
eredm¶enyek tÄobb szempont miatt is ¯gyelmet ¶erdemelnek. Egyr¶eszr}ol meg-
mutatj¶ak az ¶arfolyam-begy}ur}uz¶es m¶odszertan¶aban megtal¶alhat¶o soksz¶³n}us¶e-
get. Ebb}ol a szempontb¶ol a pap¶³rokat k¶et alapvet}o csoportra lehet felosztani.
Az els}obe azok a cikkek tartoznak2, amelyekben a kÄovetkez}ohÄoz hasonl¶o egy-
egyenletes modelleket becsÄulnek:

¢pt = ® +

pX

i=0

¯ixt¡i +

pX

i=0

°i¢et¡i + "t : (1)

Ebben az egyenletben a °i-k jelen¶³tik meg az ¶arfolyam-begy}ur}uz¶est, azaz
az 1%-os ¶arfolyamv¶altoz¶as hat¶as¶at a kiv¶alasztott ¶arindex v¶altoz¶as¶ara, ¢pt-
re. Ez az ¶arindex ¶allhat import ¶arakb¶ol vagy fogyaszt¶oi ¶arakb¶ol. A kont-
rollv¶altoz¶ok¶ent (xt) gyakran haszn¶alj¶ak az export¶al¶o orsz¶agok termel}oinek
hat¶arkÄolts¶eg v¶altoz¶as¶at (ezt ¶altal¶aban kÄulfÄoldi termel}oi ¶arindexszel vagy alap-
anyag ¶arakkal helyettes¶³tik), fogyaszt¶oi ¶arindex eset¶eben a hazai termel}ok
hat¶arkÄolts¶egeinek (gyakran hazai termel}oi ¶arindex jelen¶³ti meg) ¶es a hazai
keresletnek a v¶altoz¶asait (proxyk¶ent a kibocs¶at¶asi r¶est szok¶as haszn¶alni). A
m¶asodik csoportba azok cikkek tartoznak, amelyek lehet}ov¶e teszik a kont-
rollv¶altoz¶ok ¶es az ¶arfolyamok kÄozÄotti endogenit¶ast is, ¶es ez¶ert valamilyen vek-
tor autoregressz¶³v vagy hibakorrekci¶os modellt becsÄulnek. Emellett a m¶od-
szertan mellett sz¶ol¶o ¶erv, hogy legkisebb n¶egyezetek m¶odszer¶enek torz¶³t¶as-
mentess¶eg¶ehez szÄuks¶eges exogenit¶asi felt¶etelez¶es, miszerint csak az ¶arfolyam
hat az ¶arakra, rendk¶³vÄul er}os, ez¶ert az egy-egyenletes modellek gyakran nem
vezetnek konzisztens eredm¶enyre. Erre mutat p¶eld¶at Osbat ¶es Wagner [2005],
akik egy egy-egyenletes ¶es egy VAR alap¶u modellt becsÄulnek ugyanarra az
adatsorra, hogy bemutass¶ak az egy-egyenletes m¶odszer inkonzisztenci¶aj¶at.
Az endogenit¶ast felt¶etelez}o pap¶³rokon belÄul kÄulÄon csoportot alkotnak azok

2L¶asd p¶eld¶aul Goldberg ¶es Knetter [1997], Campa ¶es Goldber [2005]
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a pap¶³rok, amelyek hossz¶u t¶av¶u, kointegr¶aci¶os kapcsolatot felt¶eteleznek a
v¶altoz¶ok kÄozÄott, ami alapulhat a v¶as¶arl¶oer}o parit¶ason vagy m¶as elm¶eleti
megfontol¶ason. Ez a m¶odszertan alkalmaz¶asa az¶ert jelenthet el}onyt, mivel
ennek seg¶³ts¶eg¶evel meg lehet kÄulÄonbÄoztetni az ¶arfolyam ¶atmeneti ¶es tart¶os
v¶altoz¶asainak hat¶as¶at, amik a Balassa-Samuleson hat¶as miatt jelent}osek lehet-
nek egy Magyarorsz¶aghoz hasonl¶o ¶atalakul¶o orsz¶ag eset¶eben.

Cikk ¶Ar aggreg¶atum M¶odszertan Mintaa 1% ¶arfolyam-
emelked¶es
(negyed¶ev
v¶eg¶en, %)

1. 2. 4.
Darvas [2001] fogyaszt¶oi ¶arak hibakorrekci¶os 1993{2000 0,10 0,30 0,40

modell n.¶e.
Campa ¶es Goldberg import ¶arak egy egyenletes 1975{2003 0,51 n/a 0,77
[2005] ¶elelmiszer n.¶e. 0,75 n/a 0,63

energia 0,25 n/a 0,89
nyersanyagok 0,42 n/a -0,002
feldolgoz¶o ipar 0,53 n/a 0,79
nem-feldolgoz¶o 0,45 n/a 0,67
ipar

Coricelli et al. fogyaszt¶oi ¶arak kointegr¶alt 1993{2002 n/a n/a 0,97b

[2006b] VAR h.
Jakab et al. szolg¶altat¶asok SVAR 1995{2004 0,04 0,05 0,06
[2006] (kereskedelembe n.¶e.

nem kerÄul}o
term¶ekek)
feldolgoz¶o ipari 0,25 0,27 0,29
term¶ekek
(kereskedelembe
kerÄul}o term¶ekek)

Ca'Zorzi et al. fogyaszt¶oi ¶arak VAR 1988{2003 n/a n/a 0,48c

[2007] n.¶e.
Mihaljek ¶es Klau fogyaszt¶oi ¶arak egy egyenletes 1994{2001 n/a 0,54 n/a
[2008] n.¶e.

1994{2006 n/a 0,09 n/a
n.¶e. 0,34d n/a n/a

Maria-Dolores import ¶arak egy egyenletes 2000{2006 n/a 0,32 0,48
[2010] h.
Vonn¶ak fogyaszt¶oi ¶arak SVAR 1995{2006 n/a 0,13- 0,20e

[2010] n.¶e. 0,14 0,27f

Beirne ¶es Bijster- fogyaszt¶oi ¶arak kointegr¶alt 1998{2008 n/a n/a 0,37
bosch [2011] VAR h. 0,63b

a negyed¶eves (n.¶e.), havi (h.)
b a kointegr¶aci¶ob¶ol kÄovetkez}o hossz¶u t¶av¶u hat¶as
c Ca'Zorzi et al. [2007] Magyarorsz¶agra vonatkoz¶o eredm¶enyei azonban nem tekinthet}ok
robosztusnak, mivel nagyon ¶erz¶ekenyek a VAR modellben szerepl}o v¶altoz¶ok sorrendj¶ere
d ebben az esetben Mihaljek ¶es Klau [2008], Darvas [2001]-hoz hasonl¶oan a re¶al¶arfolyam
trendt}ol val¶o elt¶er¶eseit kÄulÄon kontroll¶alja.
e az ¶arfolyam mozg¶as¶at kock¶azati pr¶emium sokk okozta
f az ¶arfolyam mozg¶as¶at monet¶aris sokk okozza

1. t¶abl¶azat. ¶Arfolyam-begy}ur}uz¶es Magyarorsz¶agon { kor¶abbi eredm¶enyek
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A m¶asik dolog, amit ¶erdemes meg¯gyelni az 1. t¶abl¶azatban, az az ered-
m¶enyek soksz¶³n}us¶ege. A szerz}ok 32-50%-os rÄovid t¶av¶u begy}ur}uz¶est tal¶altak
az import ¶arakba ¶es 10-30%-ost a kiskereskedelmi ¶arakba. Hossz¶u t¶avon
a begy}ur}uz¶es m¶ert¶eke bizonyos term¶ekcsoportok import ¶arai eset¶eben el¶eri
a 90%-ot, a fogyaszt¶oi ¶arak eset¶eben viszont 6-90%-os s¶avban sz¶or¶odnak.
FelmerÄulhet a k¶erd¶es, hogy mi okozza az eredm¶enyek kÄulÄonbs¶egeit. Az els}o
k¶ezenfekv}o magyar¶azat, a fent m¶ar bemutatott m¶odszertani kÄulÄonbs¶egek. J¶ol
l¶athat¶o p¶eld¶aul, hogy a kointegr¶aci¶os m¶odszertant alkalmaz¶o cikkek (Darvas
[2001], Coricelli et al. [2006b], Beirne ¶es Bijsterbosch [2011]) ¶altal¶anoss¶agban
magasabb ¶atgy}ur}uz¶est tal¶alnak.

A m¶odszertanon t¶ul, az elt¶er}o mint¶ak is jelenthetik a kÄulÄonbs¶egek ok¶at.
A kÄulÄonbÄoz}o mint¶akban elt¶erhet p¶eld¶aul az in°¶aci¶o m¶ert¶eke ¶es Taylor [2000]
elm¶elete ¶es Ca'Zorzi et al [2007] empirikus bizony¶³t¶ekai alapj¶an az alacso-
nyabb in°¶aci¶o kisebb m¶ert¶ek}u ¶arfolyam-begy}ur}uz¶essel j¶ar egyÄutt. Coricelli
et al. [2006b] eredm¶enyei pedig azt bizony¶³tj¶ak, hogy az ¶arfolyam-begy}ur}uz¶es
nagyobb, ha a monet¶aris politika az ¶arfolyamot in°¶aci¶os horgonyk¶ent hasz-
n¶alja, hiszen ebben az esetben a monet¶aris politika is igyekszik Äosszekapcsolni
v¶arakoz¶asokban az ¶arfolyamok ¶es az ¶arak mozg¶as¶at. Mindk¶et elm¶elet alapj¶an
azt v¶arhatjuk, hogy azok az empirikus tanulm¶anyok, amelyek mint¶aj¶aban az
1995-2001 kÄozÄotti id}oszak (magas in°¶aci¶o ¶es cs¶usz¶o le¶ert¶ekel¶es §2; 25%-os
intervenci¶os s¶av mellett) nagy s¶ullyal szerepel, azok magasabb ¶atgy}ur}uz¶est
m¶ernek. Erre j¶o p¶elda, hogy mikÄozben Coricelli et al. [2006b] a 1993 ¶es
2002 kÄozÄotti id}oszakra 97%-kos ¶arfolyam ¶atgy}ur}uz¶est becsÄult, addig a ha-
sonl¶o m¶odszertanra t¶amaszkod¶o Beirne ¶es Bijsterbosch [2011] a 1998 ¶es 2008
kÄozÄotti id}oszakra csak 63%-os hossz¶u t¶av¶u ¶atgy}ur}uz¶est tal¶alt. Hasonl¶o a
helyzet Campa ¶es Goldberg [2005] ¶es Maria-Dolores [2010] eredm¶enyeivel,
ahol az import ¶arakban tÄort¶en}o ¶atgy}ur}uz¶es a megegyez}o m¶odszertan ellen¶ere
is 2/3 esett amiatt, hogy Maria-Dolores [2010] ¶altal haszn¶alt minta 2000-ben
kezd}odik.

Jelen cikk egy ¶uj adatb¶azison, a KÄozponti Statisztikai Hivatal (KSH)
2001 ¶es 2007 kÄozÄotti boltalap¶u panel ¶aradatain m¶eri a magyar ¶arfolyam-
begy}ur}uz¶est. A cikkben bemutatott, G¶abriel ¶es Rei® [2010] m¶odszertan¶an
alapul¶o becsl¶esek az ¶arfolyam-begy}ur}uz¶es dinamik¶aj¶ara, a kÄulÄonbÄoz}o ¶ar¶u cso-
portok elt¶er}o ¶arreakci¶oj¶ara ¶es az ¶arfolyam in°¶aci¶ora gyakorolt hat¶as¶ara kon-
centr¶alnak. A cikk hozz¶aadott ¶ert¶eke, hogy term¶ekszint}u magyar¶az¶o v¶altoz¶ok
seg¶³ts¶eg¶evel mikro adatokon becsÄuli az ¶arfolyam-begy}ur}uz¶est.

A becsl¶esek eredm¶enyei szerint a kÄulÄonbÄoz}o ¶arucsoportok nagyon kÄulÄonbÄo-
z}o m¶odon reag¶alnak az ¶arfolyam v¶altoz¶as¶ara ¶es gyakran a v¶altoz¶as el}ojele sem
v¶arakoz¶asoknak megfelel}o, azaz a le¶ert¶ekel}od¶es csÄokkenti a term¶ekek ¶ar¶at,
ahelyett hogy emeln¶e azokat. A term¶ekszint}u eredm¶enyek heterogenit¶asa
ellen¶ere az aggreg¶alt szint}u hat¶asok robosztusnak t}unnek. 1% ¶arfolyam le¶ert¶e-
kel}od¶es teljes hat¶asa az in°¶aci¶ot 0,06%-kal emeli az els}o negyed¶evet kÄovet}oen,
¶es 0,18%-kal a m¶asodik negyed¶ev ut¶an. Ez az eredm¶eny fele egyes r¶egebbi
eredm¶enyeknek, ¶es megkÄozel¶³t}oleg egybeesnek Vonn¶ak [2010] 1. t¶abl¶azatban
id¶ezett eredm¶enyeivel. Ez az alacsonyabb begy}ur}uz¶es kÄovetkezhet az alkal-
mazott becsl¶esi elj¶ar¶asb¶ol, ami az egy-egyenletes m¶odszertanon alapul, vagy
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abb¶ol, hogy a minta 2001-2007 kÄozÄotti, azaz egy alacsonyabb in°¶aci¶oj¶u ¶es
kev¶esb¶e kisz¶am¶³that¶o ¶arfolyam¶u id}oszakot Äolel fel.

A cikk h¶atral¶ev}o r¶esze a kÄovetkez}ok¶eppen ¶epÄul fel: el}oszÄor bemutatom a
cikkben alkalmazott m¶odszertant. Ezt az adatok bemutat¶asa kÄoveti, majd a
becsl¶es eredm¶enyei ¶es a robosztuss¶agi vizsg¶alatok ismertet¶ese kÄovetkezik. Az
utols¶o r¶esz Äosszefoglal.

2 M¶odszertan

A fent bemutatott k¶et m¶odszertani lehet}os¶eg kÄozÄul a jelen cikkben az egy-
egyenletes m¶odszertan egy v¶altozat¶at haszn¶alom, de a hazai termel}oi ¶arindex
¶arfolyamt¶ol val¶o fÄugg¶es¶et is be¶ep¶³tem a modellbe.3 A becsl¶esek azon a sz¶am-
viteli azonoss¶agon alapulnak, miszerint az in°¶aci¶ot fel lehet ¶³rni az ¶araikat
megv¶altoztat¶o boltok sz¶azal¶ek¶anak ¶es az ¶arv¶altoz¶as ¶atlagos m¶eret¶enek szor-
zatak¶ent (l¶asd Ho®mann ¶es Kurz-Kim [2006] fÄuggel¶ek¶et a r¶eszletek¶ert). Azaz

¼t = ftst ; (2)

ahol ¼t az in°¶aci¶o, ft azon boltok sz¶azal¶eka, amelyek ¶arat v¶altoztattak t-
edik id}opontban (gyakoris¶ag), az st pedig a t-edik id}opontban bekÄovetkezett
¶arv¶altoz¶asok ¶atlagos m¶erete. Term¶ekszinten tov¶abb lehet bontani a boltokat
aszerint, hogy ¶arat emeltek vagy csÄokkentettek, ¶³gy a kÄovetkez}o kifejez¶esre
lehet jutni:

¢pt = f+s+ ¡ f¡s¡ ; (3)

ahol f+ ¶es f¡ azon boltok sz¶azal¶eka, amelyek ¶arat emeltek vagy csÄokkentettek,
s+ ¶es s¡ pedig ¶atlagos ¶arnÄovel¶es ¶es ¶arcsÄokkent¶es abszol¶ut ¶ert¶eke. A (3) egyen-
let bal oldal¶an az in°¶aci¶o (¼t) ¶atlagos ¶arv¶altoz¶asra (¢pt) v¶altozott, hiszen
term¶ekszint}u adatok eset¶eben m¶ar nem lehet in°¶aci¶or¶ol besz¶elni, csak ¶atlagos
¶arv¶altoz¶asokr¶ol.

Hasonl¶oan ahhoz, ahogy G¶abriel ¶es Rei® [2010] az ¶afa eset¶eben bemu-
tatt¶ak, az ¶arfolyam eset¶eben is fel lehet t¶etelezni, hogy ¶arfolyam v¶altoz¶asa
megv¶altoztatja az ¶arnÄoveked¶esek ¶es csÄokkent¶esek gyakoris¶ag¶at ¶es m¶eret¶et. Az
intu¶³ci¶o alapj¶an egy le¶ert¶ekel}od¶est kÄovet}oen az ¶aremelked¶esek gyakoris¶ag¶anak
¶es ¶atlagos m¶eret¶enek is emelkednie kellene, az ¶arcsÄokkent¶esek gyakoris¶ag¶anak
¶es ¶atlagos m¶eret¶enek pedig csÄokkennie. Teh¶at az ¶arv¶altoz¶asok az ¶arfolyam
emelked¶ese ut¶an m¶ar a megv¶altozott gyakoris¶agokt¶ol ¶es ¶atlagos ¶arv¶altoz¶asok-
t¶ol fÄuggnek, azaz:

¢pE = f+
E s+

E ¡ f¡
E s¡

E ; (4)

ahol az E index az ¶arfolyamv¶altoz¶as ¶altal megv¶altoztatott ¶ert¶ekeket jelenti.
Az ¶arfolyam hat¶asa ekkor az ¶arfolyam ¶altal befoly¶asolt ¶es nem ¶erintett ¶atlagos

3B¶ar a kointegr¶aci¶on alapul¶o modellek bizonyos szempontb¶ol jobban illeszkednek az
¶arfolyam-begy}ur}uz¶es konzisztens becsl¶es¶ehez, de a m¶odszertan egyel}ore nehezen Äosszeegyez-
tethet}o a mikro panel ¶aradatokkal ¶es a cikk m¶asik fontos c¶elja az adatb¶azis ¶altal ny¶ujtott
adatb}os¶eg kihaszn¶al¶asa.
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¶arv¶altoz¶as kÄulÄonbs¶ege, azaz:

¢pERPT = ¢pE ¡ ¢p = (f+
E s+

E ¡ f¡
E s¡

E) ¡ (f+s+ ¡ f¡s¡) =

= (f+
E s+

E ¡ f+s+) ¡ (f¡
E s¡

E ¡ f¡s¡) ;
(5)

ahol a kifejez¶es v¶eg¶enek els}o fele az ¶arfolyam hat¶asa az ¶arnÄoveked¶esekre,
a m¶asodik fele pedig az ¶arfolyam hat¶asa az ¶arcsÄokkent¶esekre. Ezt a k¶et
hat¶ast kell megbecsÄulni, m¶egpedig olyan elj¶ar¶assal, amelyet panel adatokon
alkalmazva, ki tudja haszn¶alni a rendelkez¶esre ¶all¶o adatok b}os¶eg¶et.

M¶odszertan tov¶abbi r¶esz¶et az ¶arfolyam ¶arnÄovel¶esekre gyakorolt hat¶as¶an
keresztÄul mutatom be r¶eszletesen, de egyszer}uen lehet alkalmazni az ¶arcsÄok-
kent¶esek eset¶eben is. Ha az ¶arfolyam ¶arv¶altoz¶asok m¶eret¶ere gyakorolt mar-
gin¶alis hat¶asait szeretn¶enk becsÄulni, akkor a lehets¶eges egyenlet a kÄovetkez}o
lenne:

P1;it = ¯0Xit + U1;it ; (6)

ahol P1;it a k¶³v¶ant ¶arv¶altoztat¶as m¶eret¶et jelÄoli, Xit pedig a magyar¶az¶o v¶alto-
z¶okat (amelyek kÄozÄott szerepelne az ¶arfolyam v¶altoz¶asa is). Ezzel az egyen-
lettel az a probl¶ema, hogy P1;it nem mindig meg¯gyelhet}o, hiszen az ¶arv¶altoz-
tat¶as kÄolts¶egei megakad¶alyozhatj¶ak a v¶allalatokat abban, hogy folyamatosan
kiigaz¶³ts¶ak az ¶araikat. Teh¶at csak azokr¶ol az ¶aremel¶esekr}ol ¶all rendelkez¶esre
meg¯gyel¶es, amikor a k¶³v¶ant v¶altoz¶asok el¶eg nagyok ahhoz, hogy a menÄu
kÄolts¶egek ellen¶ere is meg¶erje a v¶allalatok sz¶am¶ara az ¶aremel¶es megl¶ep¶ese.
Ahhoz, hogy ezt bevezethessÄuk a modellbe, de¯ni¶aljuk P2;it-t egy l¶atens
v¶altoz¶ok¶ent, amire igaz, hogy:

P2;it = °0Zit + U2;it ; (7)

ahol a Zit vektorban vannak azok a faktorok, amelyek eldÄontik, hogy meg-
tÄort¶ent-e ¶arv¶altoz¶as vagy nem. Ha P2;it > 0 a (7) egyenlet alapj¶an, akkor
P1;it meg¯gyelhet}o a (6) egyenletb}ol. Teh¶at a meg¯gyelhet}o ¶arv¶altoz¶asokat
le¶³r¶o regresszi¶os egyenlet a kÄovetkez}ok¶eppen n¶ezne ki:

E(P1;it j P2;it > 0; Xit) = ¯0Xit + E(U1;it j P2;it > 0; Xit) : (8)

Emiatt az "Äonkiv¶alaszt¶as" miatt azonban a rendelkez¶esre ¶all¶o minta nem
tekinthet}o v¶eletlen mint¶anak. Ha ezt ¯gyelmen k¶³vÄul hagyn¶ank, azaz (6)
egyenlet kerÄulne becsl¶esre, amikor a t¶enyleges regresszi¶o (8) form¶at veszi fel,
az kihagyott magyar¶az¶o v¶altoz¶o miatti torz¶³t¶ast okozna. Az Äonkiv¶alaszt¶as
okozta a torz¶³t¶as korrig¶al¶as¶ara fejlesztette ki Heckmann [1979] a k¶es}obb r¶ola
elnevezett k¶etl¶epcs}os Heckmann elj¶ar¶ast. Eszerint ilyen esetben a torz¶³t¶ast
az inverz Mill-ar¶any egyenletbe ¶ep¶³t¶es¶evel lehet kikÄuszÄobÄolni, ami alapj¶an az
¶arnÄoveked¶es felt¶eteles v¶arhat¶o ¶ert¶eke a kÄovetkez}o alakot veszi fel4:

E(P1;it j P2;it > 0;Xit) = ¯0Xit + ¾½E

µ
f(°0Zit)

F (°0Zit)
j Xit

¶
; (9)

4A Heckmann elj¶ar¶as alkalmazhat¶os¶ag¶anak felt¶etele, hogy U1;it ¶es U2;it egyÄuttes elosz-
l¶asa norm¶alis.
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ahol az utols¶o h¶anyados az inverz Mill-ar¶any, az f(¢) a standard norm¶al el-
oszl¶as¶u v¶eletlen v¶altoz¶o s}ur}us¶eg fÄuggv¶enye, a F (¢) pedig a kumulat¶³v eloszl¶asi
fÄuggv¶enye.

Ezt a modell keretet alkalmazva az ¶arfolyam begy}ur}uz¶esre, a (7) egyen-
letnek megfelel}oen becsÄulÄok egy probit modellt, hogy megkapjam az (5)-Äos
egyenletben szerepl}o f+

E -t ¶es f+-t. Ez az egyenlet a kÄovetkez}o form¶at veszi
fel:

INCREASEit = ®i +
nX

j=0

¯ijNEERi;t¡j +
nX

j=0

°ijPPIi;t¡j +

+
nX

j=0

±ijFPPIi;t¡j + ÁiDit + "it ;

(10)

ahol INCREASEit egy dummy v¶altoz¶o, ami 1 ¶ert¶eket vesz fel, ha i-edik
term¶ekcsoportban t-edik id}opontban ¶aremelked¶es kÄovetkezett be, ami a (7)-
es egyenletben szerepl}o P2;it-nek felel meg. A (7)-es egyenlet Zit vektora tar-
talmazza a magyar¶az¶o v¶altoz¶okat, aminek a (10)-es egyenletben a kÄovetkez}o
v¶altoz¶ok felelnek meg. NEERit az i-edik term¶ekcsoporthoz tartoz¶o nomin¶al
e®ekt¶³v ¶arfolyam logaritmus¶anak v¶altoz¶asa a t-edik id}opontban. PPIit az
i-edik term¶ekcsoporthoz tartoz¶o hazai termel}oi ¶arindex logaritmus¶anak v¶al-
toz¶asa, m¶³g FPPIit kÄulfÄoldi termel}oi ¶arindexek logaritmus¶anak v¶altoz¶asa.
Dit-ban els}osorban h¶onap ¶es ¶ev dummy-k szerepelnek, de helyet kaptak a
2004. janu¶ari ¶es 2006. szeptemberi ¶afa emel¶es ¶es 2006. janu¶ari ¶afa csÄokkent¶es
dummy-jai is.5 Az egyenletben n k¶esleltet¶es kapott helyet.

A vizsg¶alat c¶elja a NEERit ¶atlagos v¶altoz¶as¶an felÄul az ¶arfolyam szint-
j¶eben tÄort¶ent egyszeri 1%-os emelked¶es hat¶as¶anak a m¶er¶ese. Ez a sokk
k¶et kÄulÄonbÄoz}o csatorn¶an keresztÄul hat az ¶arakra. Egyr¶eszr}ol az ¶arfolyam
emelked¶esnek lehetnek direkt hat¶asai az ¶aremelked¶esek gyakoris¶ag¶ara (teh¶at
lehetnek olyan boltok, amik kÄozvetlenÄul kÄulfÄoldÄon szerzik be a term¶ekeiket
¶es ez¶ert ¶araikat deviz¶aban k¶epezik). M¶asr¶eszr}ol, mivel a hazai termel}oi
¶arindex nem fÄuggetlen az ¶arfolyam hat¶as¶at¶ol, ez¶ert az ¶arfolyam hathat in-
direkt ¶uton a hazai termel}oi ¶arindexen keresztÄul is (ebben az esetben vagy
a hazai termel¶esi kÄolts¶egeket vagy a nagykereskedelmi ¶arakat befoly¶asolja az
¶arfolyam v¶altoz¶asa). Egy p¶eld¶an keresztÄul pr¶ob¶alom ¶erz¶ekeltetni ennek a k¶et
csatorn¶anak a m}ukÄod¶es¶et, az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert elhagyva az i indexet. Ha
a hazai termel}oi ¶arindex alakul¶as¶at a kÄovetkez}o regresszi¶oval pr¶ob¶aljuk le¶³rni:

PPIt = a +
nX

j=0

bjNEERt¡j +
nX

j=0

cjPPIt¡j +
nX

j=0

djFPPIt¡j + et ; (11)

akkor az el}oz}o h¶onapban bekÄovetkezett 1%-os ¶arfolyam emelked¶es a direkt
csatorn¶an keresztÄul +¯1-gyel emeln¶e az ¶aremel¶esek gyakoris¶ag¶at, a hazai ter-
mel}oi ¶arindexek kÄozÄul PPIt-t +b1+b0c1-gyel emeln¶e, ami +°0(b1+b0c1)-gyel
emeln¶e az ¶aremel¶esek gyakoris¶ag¶at, a PPIt¡1-t pedig +b0-val emeln¶e, ami

5Az ¶afa v¶altoz¶asok ¶arv¶altoz¶as gyakoris¶agaira ¶es m¶eret¶ere gyakorolt hat¶asr¶ol l¶asd G¶abriel
¶es Rei® [2010].
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+°1b0-lal emeln¶e az ¶aremel¶esek gyakoris¶ag¶at. Az el}oz}o mondatban szerep-
l}o ¯1, °0 ¶es °1 egyÄutthat¶ok a (10) egyenletb}ol sz¶armaznak, m¶³g a b0, b1 ¶es
a c1 koe±ciensek pedig a (11) regresszi¶ob¶ol. Ezzel a m¶odszerrel f+

E -t min-
den k¶esleltet¶esre kisz¶am¶³tottam (azaz az ¶arfolyam emelked¶es h¶onapj¶aban, egy
h¶onappal az ¶arfolyam emelked¶es ut¶an stb.). (11) egyenlet azt is bemutatja,
hogy felt¶etelezem, hogy a hazai termel}oi ¶arindex nem befoly¶asolja a peri¶o-
duson belÄuli ¶arfolyamot, azaz ebben az egyenletben az ¶arfolyam exog¶en. A
szok¶asos ¶aremel¶esi gyakoris¶ag megkap¶as¶ahoz (f+) pedig a magyar¶az¶o v¶altoz¶ok
¶atlag¶at helyettes¶³tettem vissza a (10) egyenletbe.

Szint¶en a (10) egyenletet felhaszn¶alva sz¶am¶³tottam ki az inverz Mill-
ar¶anyt, ami (9) egyenletben bemutatott felt¶eteles ¶arnÄoveked¶es v¶arhat¶o m¶e-
ret¶enek konzisztens becsl¶es¶ehez szÄuks¶eges. Ezen a m¶odon lehet becsÄulni az
(5) egyenletben haszn¶alt s+-t ¶es s+

E-t ¶ert¶ekeket. A becsÄult panel regresszi¶o a
kÄovetkez}o volt:

¢PRICEit = ®i +
nX

j=0

¯ijNEERi;t¡j +
nX

j=0

°ijPPIi;t¡j +

+
nX

j=0

±ijFPPIi;t¡j + ÁiDit + ³iINV MILLSi + "it ;

(12)

amely ÄosszefÄugg¶est csak azokra az esetekre becsÄultem, amikor ¶aremelked¶es
tÄort¶ent, azaz INCREASEit = 1. Az egyenletben a magyar¶az¶o v¶altoz¶ok
ugyanazok, mint a (10) egyenletben, kiv¶eve, hogy a Dit-b}ol elhagytam az ¶ev
dummy-kat ¶es bekerÄult a torz¶³tatlan becsl¶eshez szÄuks¶eges inverz Mill-ar¶any.

Az s+ kisz¶am¶³t¶asa a (12) egyenlet egyÄutthat¶oival ¶es a v¶altoz¶ok ¶atlagaival
tÄort¶ent, csak¶ugy mint f+ eset¶eben. Az ¶arfolyamok hat¶asa az ¶atlagos ¶aremel-
ked¶esek m¶eret¶ere (s+

E-k) ugyan¶ugy a fent le¶³rt direkt ¶es indirekt csatorn¶ak
felt¶etelez¶es¶evel tÄort¶ent, mint az f+

E -k eset¶eben.
Ugyanilyen m¶odszerrel lehet az (5) egyenlet m¶asodik fel¶eben tal¶alhat¶o

¶ert¶ekeket is kisz¶amolni (f¡, f¡
E , s¡ ¶es s¡

E). Miut¶an a 8 szÄuks¶eges elem
a rendelkez¶esre ¶all, az (5) egyenlet felhaszn¶al¶as¶aval egyszer}u kisz¶am¶³tani a
1% ¶arfolyam v¶altoz¶as hat¶as¶at a sokkot kÄovet}o kÄulÄonbÄoz}o h¶onapokban, majd
kumul¶alva azokat megn¶ezni az ¶arfolyam emelked¶es in°¶aci¶os hat¶as¶at.

3 Adatok

Az ¶altalam haszn¶alt ¶aradatb¶azis a KSH ¶altal a fogyaszt¶oi ¶arindex kisz¶am¶³t¶a-
s¶ahoz haszn¶alt kiskereskedelmi ¶arakat tartalmazza. A minta 2001 decembere
¶es 2007 j¶uniusa kÄozÄotti bolt szint}u ¶arfel¶³r¶asokat tartalmazza, azaz 68 egym¶ast
kÄovet}o h¶onapr¶ol ¶allnak rendelkez¶esre adatok. A fogyaszt¶oi ¶arindex kisz¶am¶³t¶a-
s¶ahoz haszn¶alt 896 reprezent¶ans kÄozÄul 770 maradt a mint¶aban, ami fogyaszt¶oi
kos¶ar 70,12% jelenti (l¶asd a 2. t¶abl¶azatot). Alapvet}oen k¶et ok miatt kerÄultek
ki reprezent¶ansok a mint¶ab¶ol: vagy szab¶alyozottak az ¶araik (p¶eld¶aul ¶ovodai ¶es
iskolai ¶etkeztet¶es, elektromos ¶aram, vezet¶ekes g¶az, aut¶op¶alya matric¶ak stb.)
vagy az adatgy}ujt¶es m¶odszertani probl¶em¶ai nem teszik alkalmass¶a }oket az
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¶araz¶asi viselked¶es vizsg¶alat¶ara (p¶eld¶aul ¶uj ¶es haszn¶alt aut¶ok, fapados repÄul}o-
jegyek stb.).

CPI kateg¶oria CPI kos¶ar Eredeti minta V¶egs}o minta
S¶uly Darab S¶uly Darab S¶uly Darab

feldolgozott ¶elelmiszerek 17,427 139 16,907 137 16,121 128
nem feldolgozott ¶elelmiszerek 5,665 53 5,665 53 4,151 34
ruh¶azkod¶asi cikkek 5,305 171 5,305 171 3,147 101
tart¶os fogyaszt¶asi cikkek 9,240 112 4,976 73 3,562 49
egy¶eb ipari cikkek 15,277 214 10,235 192 7,852 159
szolg¶altat¶asok 25,134 161 11,934 106 9,789 78
energia 13,203 16 6,350 8 5,468 5
szeszes italok 6,066 24 6,066 24 6,066 24
doh¶any¶aruk 2.684 6 2.684 6 2,237 6
Äosszesen 100,000 896 70,122 770 58,394 584

2. t¶abl¶azat. A reprezent¶ansok sz¶ama ¶es s¶ulya a kÄulÄonbÄoz}o mint¶akban

Az eredeti mint¶aban szerepl}o a 770 reprezent¶anshoz ¶altal¶aban havonta 80-
120 kÄulÄonbÄoz}o boltokb¶ol sz¶armaz¶o ¶armeg¯gyel¶es tartozik. Ezt megszorozva a
rendelkez¶esre ¶all¶o 68 h¶onappal ez azt jelenti, hogy egy reprezent¶anshoz meg-
kÄozel¶³t}oleg 6200 meg¯gyel¶es tartozik, a teljes minta pedig 4,684 milli¶o meg-
¯gyel¶est tartalmaz. Minden meg¯gyel¶es egy 5 jegy}u term¶ekk¶odb¶ol, ¶arb¶ol, a
bolt k¶odj¶ab¶ol, a meg¯gyel¶es h¶onapj¶ab¶ol, 3 jegy}u ¶es 5 jegy}u term¶ekkateg¶oria
k¶odb¶ol ¶all. Sajnos nem mind a 770 reprezent¶ansb¶ol ¶all rendelkez¶esre el¶eg
meg¯gyel¶es ahhoz, hogy az el}oz}o r¶eszben felv¶azolt becsl¶esi elj¶ar¶ast el lehessen
v¶egezni rajta (p¶eld¶aul motorbiciklik eset¶eben). M¶as esetekben az ¶arakat csak
szezon¶alisan gy}ujtik (p¶eld¶aul krumpli ¶es m¶as zÄolds¶egek), ami miatt tov¶abbi
186 reprezent¶anst kellett elhagyni, miel}ott a 2. t¶abl¶azatban bemutatott v¶eg-
leges mint¶aig eljutottam. Az ebben szerepl}o 584 reprezent¶ans 128 CPI cso-
portba sorolhat¶o (ezek az A fÄuggel¶ekben tal¶alhat¶oak), ez az a szint, amin
a becsl¶eseket elv¶egzem. A 128 csoport tov¶abb aggreg¶alhat¶o abba a 9 CPI
kateg¶ori¶aba, amelyek alapj¶an 2. t¶abl¶azat bemutatja a mint¶akat, ¶es ezen az
aggreg¶aci¶os szinten fogom az eredm¶enyeket prezent¶alni.

Ugyanez a 128 term¶ek csoport az, amihez a magyar¶az¶o v¶altoz¶ok illeszked-
nek, azaz a becsl¶esi elj¶ar¶as lefolytat¶as¶ahoz mind a 128 CPI csoporthoz kÄulÄon
NEERit, PPIit ¶es FPPIit id}osort ¶all¶³tottam el}o. Minden esetben a v¶altoz¶ok
logaritmus¶anak di®erenci¶aj¶at haszn¶altam magyar¶az¶o v¶altoz¶ok¶ent.

A nomin¶al e®ekt¶³v ¶arfolyam id}osor elk¶esz¶³t¶es¶ehez minden term¶ekcsoport-
hoz ki kell v¶alasztani az import¶al¶o orsz¶agokat ¶es meg kell hat¶arozni azok
s¶uly¶at az importban, hogy a s¶ulyok seg¶³ts¶eg¶evel az ¶arfolyam (¶es k¶es}obb a ter-
mel}oi ¶arindex) id}osoraik v¶altoz¶asait Äosszes¶ulyozhassam. Ehhez a m}uvelethez
a KSH term¶ekszint}u kereskedelemi statisztik¶aj¶at haszn¶altam, ami TARIC
(Integrated Tari® of the European Communities) k¶od alapj¶an ¶epÄul fel. A CPI
¶es a TARIC besorol¶as megfeleltet¶ese ut¶an minden term¶ekcsoport eset¶eben
meg lehetett hat¶arozni az import¶al¶o orsz¶agokat ¶es az importjuk m¶eret¶et. Az
orsz¶agok kiv¶alaszt¶asakor kiindul¶ask¶ent kiv¶alasztottam az Äosszes, 2003-2006
kÄozÄott Magyarorsz¶agra ¶erkez}o import alapj¶an a 20 legfontosabb kereskedelmi
partnert, majd ezt a csoportot tov¶abbi orsz¶agokkal eg¶esz¶³tettem ki, ¶ugy hogy
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minden CPI csoport eset¶eben a kiv¶alasztott orsz¶agok lefedj¶ek Magyaror-
sz¶ag importj¶anak legal¶abb 80%-t.6 Ez az elj¶ar¶as v¶egÄul Äosszesen 38 orsz¶a-
got eredm¶enyezett7, amik a B fÄuggel¶ekben kerÄulnek felsorol¶asra. Egy orsz¶ag
s¶uly¶at minden term¶ek csoport eset¶eben az adott orsz¶ag 38 orsz¶ag importj¶ahoz
viszony¶³tott ar¶anya hat¶arozta meg. Azokban az esetekben pedig, amikor a
CPI csoportnak nem volt TARIC megfelel}oje, vagy nem lehetett import¶alni
(pl. szolg¶altat¶asok) az Äosszes term¶ek importja alapj¶an sz¶am¶³tottam ki az im-
port¶al¶o orsz¶agok s¶ulyait.

A nomin¶al e®ekt¶³v ¶arfolyam kisz¶amol¶as¶ahoz, ahol lehetett, az MNB ¶arfo-
lyam adatait haszn¶altam, ahol ez nem volt lehets¶eges, ott az IMF IFS adat-
b¶azis¶ara t¶amaszkodtam. A fent ismertetett a s¶ulyokat haszn¶altam a term¶ek-
kateg¶oria szint}u kÄulfÄoldi termel}oi ¶arindex kisz¶am¶³t¶asakor is, ebben az esetben
az id}osorok tÄobbs¶ege az IMF-IFS vagy az OECD adatb¶azisb¶ol sz¶armaznak.
Az ¶arv¶altoz¶asok hazai kontroll v¶altoz¶ojak¶ent a magyar termel}oi ¶arindexet
haszn¶altam, a fel nem dolgozott ¶elelmiszer eset¶eben pedig a mez}ogazdas¶agi
termel}oi ¶arindexet. Mindk¶et adatsort a KSH gy}ujti. Itt a KSH ¶altal haszn¶alt
TE¶AOR'03 kateg¶ori¶akat kellett Äosszhangba hozni a CPI 128 csoportos¶³t¶assal.
Szolg¶altat¶asok eset¶eben a termel}oi ¶arindexet az adott szektorban jellemz}o
b¶erv¶altoz¶asokkal is kieg¶esz¶³tettem.8

A fenti m¶odon el}o¶all¶³tott magyar¶az¶o v¶altoz¶ok seg¶³ts¶eg¶evel kerÄult sor a
(10)-(12) egyenletrendszer becsl¶es¶ere.

4 Az ¶arfolyam in°¶aci¶os hat¶asa

Ebben a r¶eszben r¶at¶erek az el}oz}o r¶eszekben bemutatott becsl¶esi elj¶ar¶as ered-
m¶enyeire. Az egyenletek becsl¶esekor 6 k¶esleltet¶est haszn¶altam. El}oszÄor az (5)
egyenlet kÄulÄonbÄoz}o elemeire (gyakoris¶agok ¶es ¶arv¶altoz¶asok ¶atlagos m¶ert¶eke)
mutatom meg az ¶arfolyam 1% emelked¶es¶enek margin¶alis hat¶as¶at, majd az
in°¶aci¶ora gyakorolt kumulat¶³v hat¶as kÄovetkezik.

Az ¶aremelked¶esek gyakoris¶ag¶anak eset¶eben a v¶altoz¶as v¶art el}ojele pozit¶³v,
mivel egy le¶ert¶ekel}od¶esnek gyakoribb¶a kellene tennie az ¶aremelked¶eseket. ¶Al-
tal¶anoss¶agban az eredm¶eny meg is felel a v¶arakoz¶asoknak, hiszen egy eset
kiv¶etel¶evel (4 h¶onappal az eredeti ¶arfolyam emelked¶es ut¶an) az Äosszes¶³tett
hat¶asok pozit¶³vak, de az is l¶athat¶o a 3. t¶abl¶azat A r¶esz¶eben, hogy j¶o n¶eh¶any
esetben ¶es term¶ekkateg¶ori¶aban negat¶³v az ¶arfolyam hat¶asa az ¶aremel¶es gyako-
ris¶ag¶ara, ami ellentmond az intu¶³ci¶onak.

6Erre kieg¶esz¶³t¶esre legink¶abb gyÄumÄolcsÄok, f}uszerek, k¶av¶e ¶es ¶ekszerek eset¶eben volt
szÄuks¶eg.

7Az els}o Äotlet szerint minden term¶ekcsoport eset¶eben a 15 legnagyobb import¶al¶o
orsz¶agot vettem volna ¯gyelembe, de ez az elj¶ar¶as Äosszess¶eg¶eben 79 orsz¶agot eredm¶enyezett,
¶es ezek kÄozÄul sokhoz nem sikerÄult megfelel}o ¶arfolyam ¶es termel}oi ¶arindex id}osort tal¶alni.

8Erre kieg¶esz¶³t¶esre legink¶abb gyÄumÄolcsÄok, f}uszerek, k¶av¶e ¶es ¶ekszerek eset¶eben volt
szÄuks¶eg.
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CPI kateg¶oria s¶uly margin¶alis hat¶asa

0 1 2 3 4 5 6
h¶onap ut¶an

A. az ¶aremelked¶esek gyakoris¶ag¶ara
feldolgozott ¶elelmiszerek 0,161 -0,001 0,004 0,000 0,005 0,003 0,003 0,003
nem feldolgozott ¶elelmiszerek 0,042 -0,004 -0,003 0,007 0,003 -0,001 0,009 0,010
ruh¶azkod¶asi cikkek 0,031 0,000 0,001 -0,001 0,000 0,000 0,001 0,000
tart¶os fogyaszt¶asi cikkek 0,036 -0,001 0,000 0,001 -0,001 0,001 0,002 -0,002
egy¶eb ipari cikkek 0,079 -0,001 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
szolg¶altat¶asok 0,098 -0,001 0,001 0,000 0,003 0,002 0,002 0,004
energia 0,055 0,045 0,023 0,022 -0,007 -0,030 0,045 0,012
szeszes italok 0,061 0,000 0,001 -0,003 0,003 0,002 -0,002 0,001
doh¶any¶aruk 0,022 -0,011 -0,017 0,011 -0,023 0,000 0,027 0,001
Äosszesen 0,583 0,003 0,003 0,003 0,001 -0,002 0,007 0,003

B. az ¶aremelked¶esek ¶atlagos m¶eret¶ere
feldolgozott ¶elelmiszerek 0,161 0,176 -0,124 -0,008 -0,084 -0,055 -0,198 -0,006
nem feldolgozott ¶elelmiszerek 0,042 0,150 -0,005 0,036 0,003 -0,217 0,125 -0,100
ruh¶azkod¶asi cikkek 0,031 -0,161 -0,104 -0,367 0,118 -0,216 0,283 -0,113
tart¶os fogyaszt¶asi cikkek 0,036 0,118 0,041 -0,068 -0,078 0,038 -0,072 -0,116
egy¶eb ipari cikkek 0,079 0,161 0,031 -0,017 -0,084 -0,008 -0,035 -0,024
szolg¶altat¶asok 0,098 0,090 -0,196 0,207 -0,138 0,010 0,013 0,049
energia 0,055 -0,107 0,193 -0,077 -0,039 0,082 0,039 0,027
szeszes italok 0,061 0,167 0,061 0,097 0,001 -0,100 0,026 0,013
doh¶any¶aruk 0,022 -0,093 -0,317 0,029 -0,376 -0,368 -0,096 -0,026
Äosszesen 0,583 0,099 -0,054 0,013 -0,074 -0,056 -0,035 -0,014

C. az ¶arcsÄokkent¶esek gyakoris¶ag¶ara
feldolgozott ¶elelmiszerek 0,161 -0,001 -0,001 0,000 0,000 0,000 -0,001 0,000
nem feldolgozott ¶elelmiszerek 0,042 -0,002 -0,001 -0,008 -0,002 -0,005 -0,006 -0,005
ruh¶azkod¶asi cikkek 0,031 0,000 0,000 0,001 0,000 0,001 0,001 0,000
tart¶os fogyaszt¶asi cikkek 0,036 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000 -0,002 -0,001
egy¶eb ipari cikkek 0,079 0,001 0,001 0,001 0,001 0,001 0,000 -0,001
szolg¶altat¶asok 0,098 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
energia 0,055 -0,024 -0,031 -0,037 -0,027 -0,014 -0,063 -0,060
szeszes italok 0,061 -0,001 -0,004 -0,001 -0,002 -0,002 -0,001 0,000
doh¶any¶aruk 0,022 0,008 0,009 0,000 0,009 0,009 -0,003 -0,001
Äosszesen 0,583 -0,002 -0,003 -0,004 -0,002 -0,002 -0,007 -0,006

D. az ¶arcsÄokkent¶esek ¶atlagos m¶eret¶ere
feldolgozott ¶elelmiszerek 0,161 0,013 0,019 -0,215 0,065 0,056 -0,178 -0,161
nem feldolgozott ¶elelmiszerek 0,042 0,036 0,019 0,116 0,021 0,066 0,010 0,068
ruh¶azkod¶asi cikkek 0,031 -0,171 0,220 0,142 0,531 0,829 0,221 0,240
tart¶os fogyaszt¶asi cikkek 0,036 0,060 -0,078 0,308 -0,108 0,049 0,104 0,064
egy¶eb ipari cikkek 0,079 0,086 0,039 0,256 0,094 0,204 -0,131 -0,115
szolg¶altat¶asok 0,098 -1,796 0,979 -6,370 0,594 -3,791 2,021 -1,005
energia 0,055 -0,077 -0,143 -0,074 -0,014 -0,209 0,187 -0,026
szeszes italok 0,061 -0,134 -0,112 0,432 -0,014 0,108 -0,022 0,148
doh¶any¶aruk 0,022 -0,211 0,508 -0,627 0,145 1,341 -0,557 0,654
Äosszesen 0,583 -0,318 0,178 -1,046 0,156 -0,499 0,285 -0,169

a margin¶alis hat¶asok a kÄovetkez}o m¶odon sz¶amolhat¶oak p¶eld¶aul az ¶arnÄoveked¶es gyakoris¶aga
eset¶eben: f+

E
¡f+ (pl. 1 h¶onap ut¶ani margin¶alis hat¶as f+

E1
¡f+, ahol f+

E1
¶aremelked¶esek

gyakoris¶ag¶ara gyakorolt hat¶as 1 h¶onappal a sokk ut¶an)

3. t¶abl¶azat. 1%-os ¶arfolyam-emelked¶es hat¶asa az ¶arv¶altoz¶asok Äosszetev}oire
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Az ¶arfolyamok hat¶asa az ¶aremelked¶esek ¶atlagos nagys¶ag¶ara, ha lehets¶eges,
m¶eg ellentmond¶asosabb. Annak ellen¶ere, hogy a v¶arakoz¶asok szerint az ¶arfo-
lyamok emelked¶es¶enek nÄovelnie kellene az ¶arak emelked¶es¶enek ¶atlagos m¶ere-
t¶et a 3. t¶abl¶azat B r¶esz¶enek tanuls¶aga szerint ez alig egy-k¶et esetben jellemez}o.
Az ¶arfolyam emelked¶es¶enek csÄokkentenie kellene az ¶arcsÄokkent¶esek gyako-
ris¶ag¶at. A becsl¶es 3. t¶abl¶azat C r¶esz¶eben bemutatott eredm¶enyei ¶atlagosan
meg is felel ennek az elv¶ar¶asnak, de itt is vannak olyan eredm¶enyek, amik
ellentmondanak az intu¶³ci¶onak. Annak ellen¶ere, hogy egy ¶arfolyam le¶ert¶eke-
l}od¶esnek csÄokkentenie kellene az ¶arcsÄokkent¶esek ¶atlagos m¶eret¶et, 3. t¶abl¶azat
D r¶esz¶eben bemutatott eredm¶enyek nincsenek Äosszhangban ezzel. Ennek az
egyik oka a szolg¶altat¶asok viselked¶ese. A szolg¶altat¶asok eset¶eben ugyanis
¶altal¶anoss¶agban elegend}o meg¯gyel¶es ¶all rendelkez¶esre a becsl¶esek kivitelez¶e-
s¶ehez, de rendk¶³vÄul ritk¶ak az ¶arcsÄokkent¶esek (pl. a h¶aztart¶asi g¶epek jav¶³t¶asa
kateg¶ori¶aban 15631 ¶armeg¯gyel¶esb}ol csak 66 esetben kÄovetkezett be ¶arcsÄok-
kent¶es), ami er}osen csÄokkenti a becsl¶esek hat¶ekonys¶ag¶at.

Miut¶an (5) egyenlet minden eleme rendelkez¶esre ¶all, m¶ar haszn¶althat¶o
az ¶arfolyam v¶altoz¶asok in°¶aci¶ora gyakorolt hat¶as¶anak vizsg¶alat¶ara. ¶Altal¶a-
noss¶agban annyi elmondhat¶o, hogy 3. t¶abl¶azatban bemutatott v¶arakoz¶assal
ellent¶etes eredm¶enyek az ¶arv¶altoz¶asokra is hatottak, ¶es ¶³gy az ¶arv¶altoz¶asok
eset¶eben is megjelennek az ¶arfolyam le¶ert¶ekel}od¶es¶ere ¶arcsÄokken¶essel reag¶al¶o
term¶ek kateg¶ori¶ak. A 4. t¶abl¶azatban tal¶alhat¶o eredm¶enyek alapj¶an folyama-
tosan emelked}o begy}ur}uz¶est tapasztalhat¶o a feldolgozott ¶es a nem feldolgo-
zott ¶elelmiszerek eset¶eben ¶es az energia ¶es a szolg¶altat¶asok ¶arain¶al. Viszont
ellent¶etes a v¶arakoz¶asokkal, hogy a mind a ruh¶azati cikkek, mind pedig az
egy¶eb fogyaszt¶asi cikkek eset¶eben az ¶arfolyam emelked¶es folyamatosan csÄok-
ken}o ¶arakat eredm¶enyez. Neh¶ez erre magyar¶azatot tal¶alni, de a megold¶as
val¶osz¶³n}uleg az intenz¶³v nemzetkÄozi versenyben keresend}o, ami p¶eld¶aul az
¶atlag alatti in°¶aci¶ot is eredm¶enyezte ezekn¶el a term¶ekekn¶el. A doh¶any¶aruk
negat¶³v begy}ur}uz¶es¶ere kÄonnyebb magyar¶azatot adni, mivel az ¶arfolyam v¶alto-
z¶asokt¶ol fÄuggetlen a jÄoved¶eki ad¶o v¶altoztat¶asok torz¶³thatt¶ak az eredm¶enyeket.
Hasonl¶o okok miatt nem lehet b¶³zni a szeszes italok eredm¶enyeiben sem.

A kÄulÄonbÄoz}o kateg¶ori¶ak s¶uly¶at is felhaszn¶alva, aggreg¶alni lehet az eredm¶e-
nyeket, azaz azt is meg lehet mutatni, hogy az ¶arfolyam v¶altoz¶asa mekkora
in°¶aci¶ot okozott volna a mint¶aban szerepl}o term¶ekek ¶es szolg¶altat¶asok eset¶en.
Az eredm¶enyeket a 4. t¶abl¶azat mutatja be.
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CPI kateg¶oria s¶uly kumul¶alt in°¶aci¶os hat¶as
0 1 2 3 4 5 6

h¶onap ut¶an
feldolgozott ¶elelmiszerek 0,161 0,009 0,048 0,053 0,099 0,139 0,151 0,177
nem feldolgozott ¶elelmiszerek 0,042 0,063 -0,027 0,172 0,128 0,143 0,321 0,438
ruh¶azkod¶asi cikkek 0,031 -0,012 -0,002 -0,056 -0,043 -0,058 -0,044 -0,050
tart¶os fogyaszt¶asi cikkek 0,036 -0,012 -0,011 0,007 -0,019 -0,008 0,032 0,025
egy¶eb ipari cikkek 0,079 -0,013 -0,011 -0,021 -0,026 -0,036 -0,032 -0,022
szolg¶altat¶asok 0,098 -0,010 -0,005 -0,003 0,013 0,019 0,040 0,090
energia 0,055 0,102 0,279 0,347 0,363 0,326 0,582 0,736
szeszes italok 0,061 0,021 0,083 0,096 0,155 0,188 0,178 0,201
doh¶any¶aruk 0,022 -0,148 -0,356 -0,287 -0,551 -0,637 -0,458 -0,444
Äosszesen 0,584 0,008 0,029 0,052 0,060 0,069 0,122 0,164
Äosszesen (szeszes italok 0,501 0,014 0,040 0,062 0,076 0,086 0,141 0,186
¶es doh¶any¶aruk n¶elkÄul)a
a A szeszes italok ¶es doh¶any term¶ekek eset¶eben a jÄoved¶eki ad¶o tÄobbszÄori v¶altoztat¶asa
torz¶³thatja a becsl¶esek eredm¶enyeit

4. t¶abl¶azat. 1% ¶arfolyam-emelked¶es kumul¶alt in°¶aci¶os hat¶asa az els}o 6 h¶onapban

Az aggreg¶alt eredm¶enyt a kor¶abbi m¶er¶esek eredm¶enyeivel (l¶asd 1. t¶abl¶azat)
Äosszehasonl¶³tva l¶athat¶o, hogy az eredm¶eny majdnem fele annak, amit Darvas
[2001] becsÄult. Az }o eset¶eben 1%-os ¶arfolyam emelked¶es ¶arakra gyakorolt
azonnali hat¶asa az els}o negyed¶ev v¶eg¶ere 0,1% volt, szemben a 4. t¶abl¶azatban
tal¶alhat¶o 0,06-0,076% eredm¶ennyel. Darvas [2001] 2. negyed¶ev v¶eg¶ere a
hat¶as 0,3% ¶arfolyam-begy}ur}uz¶est m¶ert, hasonl¶o id}ohorizonton az eredm¶eny
0,164-0,186%. Az ¶en eredm¶enyeim Vonn¶ak [2010] eredm¶enyeivel van ink¶abb
Äosszhangban, aki azt tal¶alta, hogy a 2. negyed¶ev v¶eg¶ere a begy}ur}uz¶es m¶ert¶eke
0,13-0,14%. A kor¶abbi m¶er¶esekhez k¶epest alacsonyabb begy}ur}uz¶esnek sz¶amos
oka lehet. Az egyik lehet}os¶eg az alacsonyabb in°¶aci¶os kÄornyezet, ami Taylor
[2000] ¶ervel¶ese szerint jobban lehorgonyzott in°¶aci¶os v¶arakoz¶asokat ¶es ezen
keresztÄul az ¶arfolyam sokkok kisebb hat¶as¶at eredm¶enyezi. M¶asik magyar¶azat
lehet az alkalmazott m¶odszertan, az 1. t¶abl¶azat, Beirne ¶es Bijsterbosch [2011]
¶es Coricelli et al. [2006b] Äosszefoglal¶oinak tanuls¶aga szerint, az egy egyenletes
m¶odszerek gyakran alacsonyabb ¶arfolyam-begy}ur}uz¶est m¶ernek. Tov¶abbi ok¶at
jelentheti az alacsonyabb ¶atgy}ur}uz¶esnek, hogy megv¶altozott az ¶arfolyam poli-
tika, az intervenci¶os s¶av kisz¶elesed¶es¶evel az ¶arfolyam mozg¶asa kisz¶am¶³thatat-
lanabb ¶es kev¶esb¶e tart¶os, ¶³gy kevesebb t¶amaszt jelent az in°¶aci¶os v¶arakoz¶asok
befoly¶asol¶as¶ara (nomin¶alis horgony szerepe megsz}unt).

A bemutatott m¶odszertan szerint az ¶arfolyam-begy}ur}uz¶es k¶et csatorn¶an
keresztÄul hathat az ¶arakra, az egyik egy direkt csatorna, a m¶asik pedig egy
indirekt csatorna a termel}oi ¶arindexen keresztÄul. FelmerÄulhet a k¶erd¶es, hogy a
k¶et csatorna kÄozÄul melyik a fontosabb, melyik kÄozvet¶³ti a nagyobb m¶ert¶ekben
az ¶arfolyam hat¶as¶at. A k¶erd¶es megv¶alaszol¶as¶ahoz ¶ujra becsÄultem a modellt,
azzal a v¶altoztat¶assal, hogy kikapcsoltam a direkt csatorn¶at ¶es csak a termel}oi
¶arindexen keresztÄuli hat¶ast sz¶amoltam ki. Ennek a k¶³s¶erletnek az eredm¶enye
szerepel a 1. ¶abr¶an.
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1. ¶abra. 1% ¶arfolyam emelked¶es kumul¶alt in°¶aci¶os hat¶asa a termel}oi ¶arindexen keresztÄul az

els}o 6 h¶onapban9

A 1. ¶abra tanuls¶aga szerint a kÄozvetlen import¶alt fogyaszt¶oi term¶ekek
¶arain keresztÄuli direkt hat¶as negat¶³v az els}o 4 h¶onapban. Ez alapj¶an az
¶arfolyam v¶altoz¶as hamarabb megemeli a termel}oi ¶arakat ¶es azokon keresztÄul
az itthon el}o¶all¶³tott term¶ekek ¶ar¶at, mint a kÄulfÄoldr}ol import¶altak¶et. Ez lehet
a jele annak, hogy az import¶alt fogyaszt¶asra sz¶ant term¶ekek eset¶eben m¶egis
jelen van valamilyen m¶ert¶ek}u piacra ¶araz¶as. Ennek ¶arragad¶oss¶aga okozhatja,
hogy a kÄozvetlenÄul import¶alt term¶ekek ¶arai csak a 4 h¶onap k¶esleltet¶essel
kezdenek reag¶alni az ¶arfolyam le¶ert¶ekel}od¶es¶ere.

5 Robosztuss¶ag vizsg¶alatok

A 4. t¶abl¶azatban bemutatott ¶arfolyam-begy}ur}uz¶esi eredm¶enyeket k¶et m¶od-
szerrel is igyekszem ellen}orizni: az els}o egy b}ov¶³tett speci¯k¶aci¶o, ahol tov¶abbi
magyar¶az¶o v¶altoz¶ok kerÄultek a (10)-(12) egyenletrendszerbe. Ez azzal in-
dokolhat¶o, hogy a fentieken t¶ul m¶as hat¶asok is szerepet j¶atszhatnak egy-egy
term¶ekcsoport ¶armeghat¶aroz¶asi mechanizmus¶aban. Egyr¶eszt m¶eg import¶alt
term¶ekek eset¶eben is hozz¶aad¶odhat a hazai disztrib¶uci¶o kÄolts¶ege a term¶ek
¶ar¶ahoz (Burstein et al. [2003]). Ezt a hat¶ast az adott j¶osz¶agkateg¶oria nagy-
¶es kiskereskedelem b¶ereinek v¶altoz¶asa ¶³rhatja le magyar¶az¶o v¶altoz¶ok¶ent az
egyenletekben. M¶asr¶eszr}ol a kereslet v¶altoz¶asa is szerepet j¶atszhat az ¶arak
alakul¶as¶aban, emiatt a kiskereskedelmi forgalom v¶altoz¶as¶aval is b}ov¶³tettem

9A szeszes italok ¶es doh¶any term¶ekek eset¶eben a jÄoved¶eki ad¶o tÄobbszÄori v¶altoztat¶asa
torz¶³thatja a becsl¶esek eredm¶enyeit ez¶ert az ¶abra a doh¶any ¶es szeszes italok n¶elkÄuli kumul¶alt
in°¶aci¶os hat¶asokat mutatja be.
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a (10) ¶es a (12) egyenletet. A harmadik hozz¶aadott v¶altoz¶o az IMF nyers-
anyag ¶arindex¶enek v¶altoz¶asa, ami a termel}oi ¶arindexet meghat¶aroz¶o (11)-es
egyenletbe ¶ep¶³tettem be.

A kis- ¶es nagykereskedelmi b¶erek alakul¶as¶ahoz a KSH adatb¶azis¶at haszn¶al-
tam (szint¶en TE¶AOR'03 alapj¶an rendezve). A keresleti hat¶asokat megjelen¶³t}o
kiskereskedelmi forgalom adatait a KSH 10 term¶ekcsoportot ¶arus¶³t¶o boltt¶³-
pusra (pl. ¶elelmiszer-, ital-, doh¶any¶aru-kiskereskedelem) lebontva gy}ujti. A
hazai termel}oi ¶arindexet magyar¶az¶o egyenletbe pedig az IMF ¶arupiaci ¶arinde-
xe kerÄult tov¶abbi magyar¶az¶o v¶altoz¶onak. L¶athat¶o, hogy ezeket az id}osorokat
m¶ar nem lehetett annyira ¯noman hozz¶ailleszteni a haszn¶alt 128 CPI cso-
porthoz, mint ak¶ar a nomin¶al e®ekt¶³v ¶arfolyam, ak¶ar a hazai termel}oi ¶arindex
eset¶eben.

A m¶asodik robosztuss¶ag vizsg¶alat vektor autoregressz¶³v (VAR) modellen
alapszik ¶es az a c¶elja, hogy eredm¶eny ne a kor¶abban m¶ar tÄobbszÄor eml¶³tett
endogenit¶asi probl¶em¶ak kÄovetkezm¶enye legyen (pl. ha a termel}oi ¶arindex be-
foly¶asolja az ¶arfolyamot). Ennek ellen}orz¶es¶ere mind a 128 term¶ekcsoport-
ra kÄulÄon modellt becsÄultem, ahol az endog¶en v¶altoz¶ok sorrendje NEER,
PPI , CPI ¶es egyszer}u als¶o h¶aromszÄog identi¯k¶aci¶ot haszn¶alok a sokkok
identi¯k¶aci¶oj¶ahoz (FPPI exog¶en v¶altoz¶ok¶ent szerepel az egyenletekben). A
NEER, PPI ¶es FPPI id}osorok ugyanazok, mint a kor¶abban m¶ar bemuta-
tottak, de a fogyaszt¶oi ¶arindexhez a KSH ¶altal aggreg¶alt id}osorokat haszn¶al-
tam. A VAR becsl¶es ¶es el}oz}o eredm¶enyek Äosszehasonl¶³that¶os¶aga ¶erdek¶eben
itt is 6 k¶esleltet¶est ¶ep¶³tettem a modellekbe ¶es ugyanazokal a s¶ulyokkal Äossze-
geztem az eredm¶enyÄul kapott 128 impulzus v¶alasz fÄuggv¶enyt, mint amit az
el}oz}o becsl¶esekn¶el is haszn¶altam.

2. ¶abra. 1% ¶arfolyam emelked¶es kumul¶alt in°¶aci¶os hat¶asa a VAR m¶odszertannal az els}o 6

h¶onapban10

10A szeszes italok ¶es doh¶any term¶ekek eset¶eben a jÄoved¶eki ad¶o tÄobbszÄori v¶altoztat¶asa
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A 2. ¶abra mutatja a k¶et robosztuss¶agi vizsg¶alat eredm¶eny¶et, ¶es az Äossze-
hasonl¶³that¶os¶ag ¶erdek¶eben a 4. t¶abl¶azatban szerepl}o eredm¶eny is szerepel az
¶abr¶an. A VAR modell eset¶eben egy 1 sz¶azal¶ekos sokk kumul¶alt hat¶as¶at mu-
tatja az ¶abra. Az ¶abr¶an j¶ol l¶athat¶o, hogy az aggreg¶alt eredm¶enyek nagyon
hasonl¶oak, mind m¶eretben, mind pedig dinamik¶aban.

3. ¶abra. Robosztuss¶agi vizsg¶alatok term¶ekcsoportonk¶ent { 1%-os ¶arfolyam emelked¶es kumul¶alt

hat¶asa az els}o 6 h¶onapban11

torz¶³thatja a becsl¶esek eredm¶enyeit, ez¶ert az ¶abra a doh¶any ¶es szeszes italok n¶elkÄuli ku-
mul¶alt in°¶aci¶os hat¶asokat mutatja be. A b}ov¶³tett speci¯k¶aci¶oban nem szerepelnek bi-
zonyos szolg¶altat¶asok, mivel begy}ur}uz¶esÄuk robbant (171 eszpressz¶ok¶av¶e, 630 test¶apol¶asi
szolg¶altat¶as, 640 j¶arm}ujav¶³t¶as karbantart¶as ¶es a 691 fel nem sorolt szolg¶altat¶asok)
11A b}ov¶³tett speci¯k¶aci¶oban nem szerepelnek bizonyos szolg¶altat¶asok, mivel

begy}ur}uz¶esÄuk robbant (171 eszpressz¶ok¶av¶e, 630 test¶apol¶asi szolg¶altat¶as, 640 j¶arm}ujav¶³t¶as
karbantart¶as ¶es a 691 fel nem sorolt szolg¶altat¶asok)
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Azonban ha term¶ekkateg¶ori¶ank¶ent n¶ezzÄuk meg a kÄulÄonbÄoz}o becsl¶esi elj¶ar¶a-
sok eredm¶enyeit, akkor jelent}os kÄulÄonbs¶egeket lehet meg¯gyelni (3. ¶abra). A
feldolgozott ¶es a nem feldolgozott ¶elelmiszer, illetve az energia ¶arak eset¶eben a
h¶arom begy}ur}uz¶es dinamik¶aja hasonl¶o, de az eredm¶enyek sz¶or¶odnak. A nem
feldolgozott ¶elelmiszerek eset¶eben p¶eld¶aul a VAR eredm¶enyei k¶etszer nagyob-
bak, mint az alap speci¯k¶aci¶o ¶es h¶aromszor akkor¶ak, mint a b}ov¶³tett speci¯k¶a-
ci¶o eset¶eben. A tÄobbi term¶ekcsoportr¶ol ez a kÄozÄos dinamika nem mondhat¶o
el. A ruh¶azati cikkekn¶el a VAR becsl¶es l¶og ki a csÄokken}o dinamik¶ab¶ol, a
szolg¶altat¶asok eset¶eben a b}ov¶³tett modell eredm¶enyei robbannak az utols¶o
h¶onapban, az egy¶eb fogyaszt¶asi cikkek eset¶eben szint¶en a b}ov¶³tett modell
m¶er pozit¶³v begy}ur}uz¶est, szemben a m¶asik k¶et m¶odszerrel.

6 ÄOsszefoglal¶o

A KSH ¶altal az in°¶aci¶o kisz¶am¶³t¶as¶ahoz haszn¶alt adatb¶azis¶an becsÄultem az
¶arfolyam 1%-os v¶altoz¶as¶anak hat¶as¶at az ¶arv¶altoz¶asok gyakoris¶ag¶ara, ¶atlagos
m¶eret¶ere ¶es az in°¶aci¶ora. Ehhez minden term¶ekkateg¶ori¶ahoz az CPI 128 agg-
reg¶aci¶os szinten saj¶at nomin¶al e®ekt¶³v ¶arfolyam, kÄulfÄoldi termel}oi ¶es hazai
termel}oi ¶arindex id}osort k¶esz¶³tettem. Ezeknek a magyar¶az¶o v¶altoz¶oknak a
seg¶³ts¶eg¶evel megbecsÄultem az ¶arfolyam hat¶as¶at az ¶arv¶altoz¶asok gyakoris¶ag¶ara
¶es ¶atlagos m¶ert¶ek¶ere, majd ezekb}ol az eredm¶enyekb}ol aggreg¶altam az ¶arfolyam
hat¶as¶at az in°¶aci¶ora.

Az eredm¶enyek vegyesek. Egyr¶eszr}ol tÄobb kateg¶ori¶aban a rossz hat¶asok
el}ojele (pl. az ¶arfolyam le¶ert¶ekel}od¶es csÄokkenti az ¶aremelked¶esek m¶eret¶et),
m¶asr¶eszr}ol viszont az aggreg¶alt eredm¶enyek viszonylag robosztusak a kÄulÄon-
bÄoz}o speci¯k¶aci¶ok kÄozÄott. Eszerint 1% le¶ert¶ekel}od¶es 0,06% ¶aremelked¶est okoz
1 negyed¶ev ut¶an ¶es 0,186% a m¶asodik negyed¶ev v¶eg¶ere. Ez a 18%-os ¶arfolyam-
begy}ur}uz¶es az el}oz}o 6 h¶onapos becsl¶esek als¶o hat¶ar¶an tal¶alhat¶o, de Äosszeha-
sonl¶³that¶o Vonn¶ak [2010] eredm¶enyeivel. Ez az alacsonyabb becsÄult begy}u-
r}uz¶es kÄovetkezhet az alkalmazott becsl¶esi elj¶ar¶asb¶ol, ami az egy-egyenletes
m¶odszertanon alapul, vagy abb¶ol, hogy a minta 2001-2007 kÄozÄotti, azaz egy
alacsonyabb in°¶aci¶oj¶u ¶es kev¶esb¶e kisz¶am¶³that¶o ¶arfolyam¶u id}oszakot Äolel fel.

Tov¶abbi ¶erdekess¶eg, hogy az ¶arfolyam direkt ¶es indirekt hat¶as¶anak el-
kÄulÄon¶³t¶esekor, arra a meg¯gyel¶esre jutottam, hogy az indirekt csatona csak
4. h¶onap ut¶an kezd el hatni az ¶aremelked¶esekre. Ez alapj¶an az ¶arfolyam-
v¶altoz¶as hamarabb megemeli a termel}oi ¶arakat ¶es azokon keresztÄul az itthon
el}o¶all¶³tott term¶ekek ¶ar¶at, mint a kÄulfÄoldr}ol import¶altak¶et. Ez lehet a jele
annak, hogy az import¶alt fogyaszt¶asra sz¶ant term¶ekek eset¶eben m¶egis jelen
van valamilyen m¶ert¶ek}u piacra ¶araz¶as.

Maradtak m¶eg b}oven k¶erd¶esek, kutat¶asi lehet}os¶egek a magyar ¶arfolyam
begy}ur}uz¶essel kapcsolatban. Meg lehet pr¶ob¶alni a hibakorrekci¶os m¶odszert
is alkalmazni a mikro panel adatokon. Tov¶abbi k¶erd¶esk¶ent felmerÄulhet, hogy
vannak-e nem-line¶aris hat¶asai az ¶arfolyamnak: kÄulÄonbÄozhet-e a hat¶asa egy
kis ¶es nagy ¶arfolyam v¶altoz¶asnak, vagy egy le¶ert¶ekel}od¶esnek fel¶ert¶ekel}od¶est}ol?
¶Erdemes lenne ezeket a k¶erd¶eseket jÄov}obeli kutat¶asok t¶em¶aj¶av¶a tenni.
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A fÄuggel¶ek. 128 CPI kateg¶oria ¶es m¶odos¶³tott
s¶ulyuk a fogyaszt¶oi kos¶arban

CPI kateg¶oria S¶uly CPI kateg¶oria S¶uly

100 sert¶esh¶us 1,0690 315 f¶er¯l¶abbeli 0,3488
101 marha- ¶es borj¶uh¶us 0,1320 316 f¶er¯ing, -feh¶ernem}u 0,2314
103 bels}os¶egek 0,0830 317 f¶er¯harisnya, -zokni 0,1670
104 barom¯h¶us 0,8900 323 n}oi szoknya, bl¶uz, nadr¶ag 0,0807
105 szal¶ami, sz¶arazkolb¶asz, sonka 0,6870 324 n}oi fels}o kÄotÄott¶aru 0,0278
106 p¶arizsi, kolb¶asz, hurka 0,8240 325 n}oi l¶abbeli 0,3793
107 h¶uskonzerv 0,0750 326 n}oi feh¶ernem}u 0,1575
108 hal 0,0587 327 n}oi harisnya, zokni 0,1643
109 halkonzerv 0,0600 330 gyermekkab¶at 0,0660
110 toj¶as 0,3760 332 gyermekfels}oruha 0,1119
111 tej 1,4580 334 gyermek fels}o kÄotÄott¶aru 0,0437
112 sajt 0,3810 335 gyermekl¶abbeli 0,1785
113 tejterm¶ekek (sajt n¶elkÄul) 1,2330 336 gyermekfeh¶ernem}u 0,0276
120 vaj, vajkr¶em 0,0750 337 gyermekharisnya, -zokni 0,0570
121 sert¶es- ¶es barom¯zsirad¶ek 0,1900 338 ruh¶azat 3 ¶ev alattiaknak 0,1806
122 ¶etkez¶esi szalonna 0,1670 340 divat¶aru 0,0907
123 ¶etolaj 0,3840 341 rÄovid¶aru 0,1110
124 margarin 0,2870 342 b}orÄond, t¶aska, b}ord¶³szm}u 0,0790
130 liszt, dara 0,3300 400 szobab¶utor 0,7065
131 rizs, h¶antolm¶anyok 0,2300 401 konyha ¶es egy¶eb b¶utor 0,2554
132 keny¶er 1,6060 402 h}ut}oszekr¶eny, fagyaszt¶og¶ep 0,2313
133 p¶eksÄutem¶enyek 0,3750 403 mos¶og¶ep, centrifuga 0,2590
134 sz¶arazt¶eszta 0,3520 404 f}ut}o ¶es f}oz}oberendez¶esek 0,4367
135 cukor 0,5060 405 porsz¶³v¶og¶ep, varr¶og¶ep 0,2910
136 csokol¶ad¶e, kaka¶o 0,3525 413 ker¶ekp¶ar 0,2710
137 cukr¶asz¶aru, fagylalt 0,2867 420 r¶adi¶o 0,0370
138 ¶edesipari lisztes¶aru 0,2490 421 telev¶³zi¶o 0,2250
139 cukorka, m¶ez 0,1894 422 video, magnetofon, lemezj¶atsz¶o 0,3456
141 friss zÄolds¶eg, f}ozel¶ek 0,5227 424 f¶enyk¶epez}og¶ep, ¶ora, hangszer 0,2536
142 friss hazai- ¶es d¶eligyÄumÄolcs 0,3327 431 ¶ekszerek 0,2500
143 gyÄumÄolcs-, zÄolds¶egl¶e, szÄorp 0,6320 507 palackos g¶az 0,7230
144 tart¶os¶³tott zÄolds¶eg, f}ozel¶ek 0,2130 510 lak¶asjav¶³t¶o, -karbantart¶o cikkek 0,7498
145 tart¶os¶³tott gyÄumÄolcs 0,0280 520 b¶utorszÄovet, sz}onyeg, fÄuggÄony 0,3810
146 sz¶araz hÄuvelyesek 0,0490 521 ¶agy- ¶es asztalnem}u 0,3830
147 di¶o, m¶ak, mogyor¶o 0,1270 522 ed¶eny, konyhafelszerel¶es 0,4271
150 tart¶os¶³tott h¶usos ¶etelek 0,0940 523 lak¶asfelszerel¶es, alkatr¶esz 0,4380
151 tart¶os¶³tott h¶ustalan ¶etelek 0,2290 524 bark¶acsol¶asi kell¶ekek 0,0790
152 f}uszerek, ¶etel¶³zes¶³t}ok 0,5590 525 h¶aztart¶asi fogy¶oanyagok 0,6320
160 ¶ettermi ¶etkez¶es (nem el}o¯zet¶eses) 0,8556 526 mos¶o- ¶es tiszt¶³t¶oszerek 1,1220
161 munkahelyi ¶es el}o¯z. menÄu ¶etkez¶es 1,3720 530 test¶apol¶asi cikkek 1,3310
164 bÄuf¶e¶aruk 0,2850 531 gy¶ogyszer, gy¶ogy¶aru 0,1249
170 k¶av¶e (bolti) 0,6810 540 j¶arm}ualkatr¶esz 0,5120
171 eszpressz¶ok¶av¶e 0,2480 541 j¶arm}uÄuzemanyag 4,7450
172 tea 0,0750 553 tanszer, ¶³r¶oszer 0,2960
173 alkoholmentes Äud¶³t}oitalok 1,0625 554 sportszer, j¶at¶ek 0,3715
180 bor 1,0610 555 hanglemez, magn¶okazetta 0,1660
181 sÄor 3,0300 556 fotocikk, ¯lm 0,0720
182 tÄom¶eny ital 1,9750 557 videokazetta, fejhallgat¶o 0,2160
190 doh¶any¶aruk 2,2367 560 vir¶ag, d¶³sznÄov¶eny 0,3360
300 pamut- ¶es pamut t¶³pus¶u szÄovet 0,0850 561 hobbi ¶allattart¶as 0,2150
301 gyapj¶u- ¶es gyapj¶u t¶³pus¶u szÄovet 0,0245 601 ruhajav¶³t¶as, -k¶esz¶³t¶es, kÄolcsÄonz¶es 0,0950
302 egy¶eb szÄovetek 0,0180 610 lakb¶er 0,0400
312 f¶er¯ÄoltÄony 0,0675 612 t¶arsash¶az kÄozÄos kÄolts¶eg 1,3760
313 f¶er¯nadr¶ag, -zak¶o 0,3282 613 lak¶asjav¶³t¶as, -karbantart¶as 1,2200
314 f¶er¯ fels}o kÄotÄott¶aru 0,0358 615 szem¶etsz¶all¶³t¶as stb. 0,9270
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CPI kateg¶oria S¶uly CPI kateg¶oria S¶uly

620 h¶aztart¶asi berendez¶es jav¶³t¶asa 0,1700 660 kultur¶alis cikkek jav¶³t¶asa 0,1280
621 takar¶³t¶as, mosat¶as 0,1580 661 oktat¶asi szolg¶altat¶as 0,6315
630 test¶apol¶asi szolg¶altat¶as 0,8290 663 mozi 0,0607
631 eg¶eszs¶egÄugyi szolg¶altat¶as 0,3755 664 tv-el}o¯zet¶es 0,4720
640 j¶arm}ujav¶³t¶as, -karbantart¶as 1,2940 665 sportrendezv¶enyek, m¶uzeum 0,2316
642 g¶epkocsi kÄolcsÄonz¶es, gar¶azsb¶erlet 0,1270 681 ÄudÄul¶es belfÄoldÄon nem beutal¶oval 0,5508
644 taxi 0,1940 690 f¶enyk¶ep¶eszeti szolg¶altat¶as 0,2980
647 tehersz¶all¶³t¶as 0,0940 691 fel nem sorolt szolg¶altat¶asok 0,5173

B. fÄuggel¶ek. A nomin¶al e®ekt¶³v ¶arfolyam ¶es a kÄulfÄoldi
termel}oi ¶arindex id}osorok el}o¶all¶³t¶as¶ahoz haszn¶alt orsz¶agok

Orsz¶ag S¶uly Orsz¶ag S¶uly

1 Argent¶³na 0,0002 20 Jap¶an 0,0310
2 Ausztr¶alia 0,0003 21 K¶³naa 0,0581
3 Ausztria 0,0827 22 Lengyelorsz¶ag 0,0376
4 Belgium 0,0230 23 N¶emetorsz¶ag 0,2956
5 Braz¶³lia 0,0024 24 Olaszorsz¶ag 0,0549
6 Bulg¶aria 0,0015 25 Oroszorsz¶ag 0,0718
7 Chile 0,0000 26 Rom¶ania 0,0181
8 Csehorsz¶ag 0,0300 27 Spanyolorsz¶ag 0,0146
9 D¶ania 0,0067 28 Sv¶ajc 0,0138

10 D¶el-Korea 0,0171 29 Sv¶edorsz¶ag 0,0136

11 EgyesÄult ¶Allamok 0,0166 30 Szingap¶ur 0,0088
12 EgyesÄult Kir¶alys¶ag 0,0268 31 Szlov¶akia 0,0236
13 Finnorsz¶ag 0,0091 32 Szlov¶enia 0,0073
14 Franciaorsz¶ag 0,0487 33 ThaifÄold 0,0025
15 Hollandia 0,0472 34 TÄorÄokorsz¶ag 0,0059
16 Hongkong 0,0134 35 Uganda 0,0001
17 Horv¶atorsz¶ag 0,0023 36 Ukrajna 0,0108
18 India 0,0018 37 Uruguay 0,0000
19 Izrael 0,0014 38 Vietn¶am 0,0004
a Tajvan is bele¶ertve.
Megjegyz¶es. A 20 legf}obb import¶al¶o orsz¶ag (2003-2006
kÄozÄott eur¶oban m¶ert importjuk alapj¶an), kieg¶esz¶³tetve
plusz orsz¶agokkal ¶ugy, hogy minden CPI kateg¶ori¶aban
a mint¶aban szerepl}o orsz¶agok lefedj¶ek a Magyarorsz¶ag-
ra ¶erkez}o import legal¶abb 80%-t (Erre kieg¶esz¶³t¶esre
legink¶abb gyÄumÄolcsÄok, f}uszerek, k¶av¶e ¶es ¶ekszerek eset¶eben
volt szÄuks¶eg.).
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THE EFFECT OF EXCHANGE RATE ON PRICES USING THE

HUNGARIAN CSO'S STORE-LEVEL PRICE QUOTAS DATABASE

This paper uses store level price panel data to estimate exchange rate pass through
on prices and in°ation. I decompose price changes into frequency and average size
of price changes, and estimate the e®ect of exchange rate on them. With this
methodology I ¯nd that 1% depreciation causes about 0,18% rise in the in°ation
after two quarters. Keywords: exchange rate pass-through, in°ation, micro price
data. Journal of Economic Literature (JEL) code: E30, E31.
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EGY HIBRID ELJ¶AR¶AS A TÄOBB MEGVAL¶OS¶IT¶ASI
M¶OD¶U ER}OFORR¶AS-KORL¶ATOS PROJEKTÄUTEMEZESI

PROBL¶EMA MEGOLD¶AS¶ARA1

SZENDR}OI ETELKA
PTE Pollack Mih¶aly M}uszaki Kar

A tanulm¶any egy hibrid algoritmust mutat be a tÄobb megval¶os¶³t¶asi m¶od¶u
er}oforr¶as-korl¶atos projektek Äutemez¶esi probl¶em¶aj¶anak megold¶as¶ara. Az is-
mertetett megkÄozel¶³t¶esben egy harm¶oniakeres}o algoritmust kombin¶altunk egy
¶uj ¶es hat¶asos ,,head-tail" lok¶alis keres}o elj¶ar¶assal, amely egy vegyes eg¶esz-
¶ert¶ek}u line¶aris programoz¶asi modellen (MILP) alapszik. Az ¶uj megkÄozel¶³t¶es
l¶enyeg¶enek ¶es ¶eletk¶epess¶eg¶enek igazol¶as¶ara a j¶ol ismert PSPLIB tesztkÄonyvt¶ar
J30MM halmaz¶ara vonatkoz¶o sz¶am¶³t¶asi eredm¶enyeket tesszÄuk kÄozz¶e. A ,,head-
tail" jav¶³t¶as gener¶al¶as¶ara egy j¶ol ismert MILP megold¶o szoftvert (CPLEX)
alkalmaztunk.

Kulcsszavak: tÄobb megval¶os¶³t¶asi m¶od¶u er}oforr¶as-korl¶atos projektÄuteme-
z¶es, heurisztikus ¶es metaheurisztikus technik¶ak, harm¶oniakeres}o optimaliz¶al¶as,
hibrid elj¶ar¶asok, projektmenedzsel¶es, sz¶am¶³t¶asi eredm¶enyek

1 Bevezet¶es

A tanulm¶any egy hibrid algoritmust ismertet a tÄobb megval¶os¶³t¶asi m¶od¶u
er}oforr¶as-korl¶atos projektÄutemez¶esi probl¶ema megold¶as¶ara (MRCPSP, Multi-
mode Resource-Constrained Project Scheduling Problem). Az algoritmus
a ,,Sounds of Silence" (,,Csend hangjai") harm¶oniakeres}o metaheurisztik¶an
alapul, amelyet Cs¶ebfalvi [7] fejlesztett ki az er}oforr¶as-korl¶atos Äutemez¶esi fe-
ladatok megold¶as¶ara ¶es Cs¶ebfalvi at al. [5] fejlesztette tov¶abb az MRCPSP
feladatok eset¶ere. Mag¶at a harm¶oniakeres}o (HS) metaheurisztik¶at eredetileg
Lee ¶es Geem [16] dolgozta ki a zenei improviz¶aci¶os folyamatok anal¶ogi¶ajak¶ent,
ahol a zen¶eszek improviz¶al¶as¶anak c¶elja a min¶el tÄok¶eletesebb harm¶onia el¶er¶ese.
A bemutatott tov¶abbfejlesztett algoritmus az eredeti ,,Sounds of Silence"
harm¶oniakeres}o metaheurisztika ¶es egy ¶uj, hat¶ekony, a MILP formul¶an ala-
pul¶o ,,head-tail" lok¶alis keres}o elj¶ar¶as kombin¶aci¶oja. A m¶odos¶³tott modell
v¶aza a Szendr}oi [23] tanulm¶anyban kerÄult ismertet¶esre, r¶eszletes sz¶am¶³t¶asi,
futtat¶asi eredm¶enyek n¶elkÄul. Jelen tanulm¶any m¶elyebben ismerteti az algorit-
must ¶es r¶eszletes futtat¶asi eredm¶enyekkel t¶amasztja al¶a annak hat¶ekonys¶ag¶at.
A m¶odos¶³t¶as l¶enyege, hogy az eredetileg teljesen v¶eletlenszer}u kezd}o reper-
to¶art helyettes¶³tjÄuk egy el}ooptimaliz¶alt mel¶odiahalmazzal, amely a relax¶alt
megold¶asb¶ol v¶eletlen perturb¶aci¶oval keletkezik. A ,,head-tail" elj¶ar¶as megpr¶o-
b¶alja csÄokkenteni a projekt teljes id}oszÄuks¶eglet¶et azoknak az er}oforr¶asoknak

1Be¶erkezett: 2010. j¶ulius 11. E-mail: szendroi@pmmk.pte.hu.
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az ¶ujraeloszt¶as¶aval, amelyeket a HS elj¶ar¶as a kezd}o ¶es befejez}o tev¶ekeny-
s¶egekhez rendelt. A lok¶alis keres}o elj¶ar¶as kihaszn¶alja azt a t¶enyt, hogy egy
gyors ¶es hat¶ekony megold¶o szoftver haszn¶alata a kism¶eret}u MILP probl¶em¶ak-
ra elfogadhat¶o id}on belÄul k¶epes megold¶ast adni. Az aj¶anlott metaheuriszti-
ka hat¶ekonys¶ag¶anak ¶es ¶eletk¶epess¶eg¶enek bizony¶³t¶as¶ara, kÄozÄoljÄuk a sz¶am¶³t¶asi
eredm¶enyeket, amelyeket a j¶ol ismert ¶es n¶epszer}u PSPLIB tesztkÄonyvt¶ar
J30MM r¶eszhalmaz¶an v¶egzett futtat¶asok [14] sor¶an kaptunk. A ,,head-tail"
megold¶as gener¶al¶as¶ahoz egy korszer}u MILP szoftvert (CPLEX 8.1) alkalmaz-
tunk.

Az er}oforr¶as-korl¶atos tÄobb megval¶os¶³t¶asi m¶od¶u projektÄutemez¶esi prob-
l¶em¶ak (MRCPSP) irodalma rendk¶³vÄul szerte¶agaz¶o, sz¶amos megkÄozel¶³t¶est,
megold¶asi m¶odszert dolgoztak ki a probl¶ema megold¶as¶ara. Jelen dolgozat
terjedelmi korl¶atai nem teszik lehet}ov¶e, hogy a teljes irodalmat r¶eszletesen
¶attekintse, csak n¶eh¶any jelent}os munka megeml¶³t¶es¶ere v¶allalkozhat. Az MR-
CPSP probl¶em¶ak c¶elja a projekt id}otartam¶anak (makespan) minimaliz¶al¶asa,
az er}oforr¶askorl¶atok ¶es a tÄobb megval¶os¶³t¶asi m¶od ¯gyelembev¶etel¶evel. A
tÄobb megval¶os¶³t¶asi m¶od¶u projektekben a tev¶ekenys¶egek er}oforr¶as szÄuks¶eglete
¶es v¶egrehajt¶as¶anak id}otartama fÄugg a megval¶os¶³t¶asi m¶od megv¶alaszt¶as¶at¶ol.
Kism¶eret}u probl¶em¶ak megold¶as¶ara j¶ol haszn¶alhat¶ok az optim¶alis megold¶ast
ad¶o egzakt m¶odszerek, m¶³g nagym¶eret}u probl¶em¶ak eset¶en a gyakorlatban
heurisztikus m¶odszereket ¶es metaheurisztik¶akat alkalmaznak.

Az egzakt elj¶ar¶asokat kidolgoz¶o kutat¶ok kÄozÄul Talbot [24] volt az els}o, aki
egy lesz¶aml¶al¶asi(enumeration) s¶em¶at publik¶alt a feladat megold¶as¶ara. Pat-
terson at al. [20] egy lesz¶amol¶ason alapul¶o branch and bound algoritmust
tett kÄozz¶e, amelyben egy keres¶esi fa gener¶al¶as¶aval jutnak el az optim¶alis
megold¶ashoz. Sprecher et al. [22], Hartmann ¶es Drexl [11] valamint Sprecher
¶es Drexl [21] branch and bound algoritmusokat kÄozÄoltek, melyben kÄulÄonbÄoz}o
els}obbs¶egi szab¶alyokat alkalmaznak a keres¶esi fa metsz¶es¶ehez. Demeule-
meester [8] egy m¶elys¶egi keres¶est kombin¶al a branch and bound elj¶ar¶assal.

Heurisztikus elj¶ar¶asokat publik¶alt Drexl ¶es GrÄunewald [9], ÄOzdamar ¶es
Ulusoy [19], Boctor [2,3], Kolish ¶es Drexl [15]. Drexl ¶es GrÄunewald egy szto-
chasztikus Äutemez¶esi modellt tett kÄozz¶e, m¶³g ÄOzdamar ¶es Ulusoy egy lok¶alis
korl¶atokon alapul¶o elemz¶esi m¶odszert alkalmaz. Boctor els}o munk¶aj¶aban pri-
orit¶asi szab¶alyokon alapul¶o heurisztik¶akat javasol, m¶³g a m¶asodik munk¶aj¶aban
egy kritikus ¶ut m¶odszeren alapul¶o heurisztikus algoritmust publik¶al. Kolish
¶es Drexl egy lok¶alis keres}o heurisztik¶at mutat be, amely h¶arom f¶azisb¶ol ¶all.

A metaheurisztikus elj¶ar¶asokat kÄozl}o munk¶ak kÄozÄul evol¶uci¶os algoritmu-
sokat alkalmaz ÄOzdamar [18], Hartmann [10], Alcaraz et al. [1], Lova at
al. [17]. J¶ozefowska et al. [13], Bouleimen ¶es Lecocq [4] a szimul¶alt h}ut¶es
elv¶et alkalmazza. Zhang et al. [26] a r¶eszecske rajz¶as (particle swarm) opti-
maliz¶al¶o elj¶ar¶ast haszn¶alja az MRCPSP probl¶ema megold¶as¶ara.
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N A val¶os¶agos tev¶ekenys¶egek sz¶ama
M A tev¶ekenys¶egek megval¶os¶³t¶asi m¶odjainak sz¶ama
m Megval¶os¶³t¶asi m¶odok indexe m 2 f1; 2; . . . ;Mg
i az i-edik tev¶ekenys¶eg indexe i 2 f1; 2; . . . ;Ng
Dim az i-edik tev¶ekenys¶eg id}otartama az m-edik megval¶os¶³t¶asi m¶odban
i! j i tev¶ekenys¶eg a j tev¶ekenys¶eg el}ozm¶enye
PS az i! j els}obbs¶egi (megel}oz}o-r¶akÄovetkez}o) kapcsolatok halmaza
R a meg¶ujul¶o er}oforr¶as t¶³pusok sz¶ama
C a nem-meg¶ujul¶o er}oforr¶asok sz¶ama
Rimr az i-edik tev¶ekenys¶eg er}oforr¶as-szÄuks¶eglete az r-edik meg¶ujul¶o er}oforr¶asb¶ol az

m-edik megval¶os¶³t¶asi m¶odban
Rr az r-edik meg¶ujul¶o er}oforr¶as fels}o korl¶atja
Cc a c-edik nem-meg¶ujul¶o er}oforr¶as fels}o korl¶atja
Cimc az i-edik tev¶ekenys¶eg er}oforr¶as-szÄuks¶eglete a c-edik nem-meg¶ujul¶o er}oforr¶asb¶ol

az m-edik megval¶os¶³t¶asi m¶odban
T A projekt id}oszÄuks¶eglet¶enek fels}o korl¶atja (a tev¶ekenys¶egek id}otartam¶anak

Äosszege)
Xims bin¶aris v¶altoz¶o, Xims 2 f0; 1g ¶ert¶eke 1, ha az i-edik tev¶ekenys¶eg az m-edik

megval¶os¶³t¶asi m¶odban s id}opontban kezd}odik el, egy¶ebk¶ent 0.
T a projekt id}operi¶odusainak sz¶ama t 2 f1; 2; . . . ; T g
Xi az i-edik tev¶ekenys¶eg kezd}oid}opontja nem korl¶atos esetben
Xim az i-edik tev¶ekenys¶eg legkor¶abbi kezd¶esi id}opontja az m-edik megval¶os¶³t¶asi

m¶odban a nem korl¶atos, (csak els}obbs¶egi korl¶atokat kiel¶eg¶³t}o) esetben
Xim az i-edik tev¶ekenys¶eg legk¶es}obbi kezd¶esi id}opontja az m-edik megval¶os¶³t¶asi

m¶odban a nem korl¶atos, (csak els}obbs¶egi korl¶atokat kiel¶eg¶³t}o) esetben
s A tev¶ekenys¶eg kezd¶esi id}opontja az Xim, Xim id}ointervallumban
Mi Az i-edik tev¶ekenys¶eg megval¶os¶³t¶asi m¶odja
Wimst Bin¶aris v¶altoz¶o, ¶ert¶eke 1, ha a tev¶ekenys¶eg akt¶³v a t id}operi¶odusban,

egy¶ebk¶ent 0.

1. t¶abl¶azat. A modellben haszn¶alt jelÄol¶esek list¶aja

2 A modell

A vizsg¶alt modellÄunkben a kÄovetkez}o ¶all¶³t¶asokb¶ol indulunk ki: A projekt N
darab val¶os tev¶ekenys¶egb}ol ¶all, amelyeket 1-t}ol N -ig sorsz¶amozunk. Min-
den i tev¶ekenys¶eg, i 2 f1; 2; . . . ; Ng az M -f¶ele megval¶os¶³t¶asi m¶od valame-
lyik¶eben val¶osul meg. JelÄolje a 0-dik ¶es az N + 1-dik l¶atsz¶olagos tev¶ekenys¶eg
a projekt egyedi kezdet¶et ¶es v¶eg¶et. A tev¶ekenys¶egek v¶egrehajt¶as¶at megel}oz}o-
r¶akÄovetkez}o (els}obbs¶egi) felt¶etelek ¶es er}oforr¶as korl¶atok befoly¶asolj¶ak. A
megel}oz}o-r¶akÄovetkez}o kapcsolat meghat¶arozza, hogy egy adott tev¶ekenys¶eg
addig nem kezd}odhet meg, am¶³g az azt megel}oz}o tev¶ekenys¶egek be nem fe-
jez}odnek. JelÄolje PS halmaz,

PS = f i ! j j i 6= j; i 2 f0; 1; . . . ;Ng; j 2 f1; 2; . . . ; N + 1g g

a tev¶ekenys¶egek kÄozÄotti els}obbs¶egi felt¶etelek halmaz¶at, ahol a ny¶³l szimb¶olum
azt jelzi, hogy a j tev¶ekenys¶eg csak az i tev¶ekenys¶eg befejez¶ese ut¶an kezd}odhet
el. Az er}oforr¶asok k¶et nagy csoportba sorolhat¶ok, a meg¶ujul¶o ¶es a nem-
meg¶ujul¶o er}oforr¶asok csoportj¶aba. A meg¶ujul¶o er}oforr¶asfajt¶ak sz¶am¶at jelÄolje
R, a nem-meg¶ujul¶o er}oforr¶asfajt¶ak sz¶am¶at jelÄolje C. Az i-edik tev¶ekenys¶eg
v¶egrehajt¶asa, i 2 f1; 2; . . . ;Ng az m-edik megval¶os¶³t¶asi m¶odban, m 2 f1; 2;
. . . ;Mg, Dim id}oegys¶eget ig¶enyel. JelÄolje Rr az id}oegys¶eg alatt rendelkez¶esre
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¶all¶o r-edik meg¶ujul¶o er}oforr¶as korl¶atj¶at, ahol r 2 f1; 2; . . . ; Rg. Legyen Cc

a projekt teljes er}oforr¶askorl¶atja a c-edik, c 2 f1; 2; . . . ; Cg nem-meg¶ujul¶o
er}oforr¶asra vonatkoz¶oan. JelÄolje Rimr az i-edik tev¶ekenys¶eg id}oegys¶egre es}o
meg¶ujul¶o er}oforr¶asig¶eny¶et az m-edik megval¶os¶³t¶asi m¶odban, az r-edik er}o-
forr¶asb¶ol. Legyen Cimc az i-edik tev¶ekenys¶egnek a nem-meg¶ujul¶o er}ofor-
r¶asig¶enye a c-edik er}oforr¶asb¶ol az m-edik megval¶os¶³t¶asi m¶odban. JelÄolje
T az els}obbs¶egi ¶es er}oforr¶askorl¶atokat kiel¶eg¶³t}o projekt id}otartam¶anak fels}o
korl¶atj¶at:

T =
NX

i=1

max(Dim j m 2 f1; 2; . . . ; Mg) : (1)

JelÄolje Xi az i-edik, i 2 f1; 2; . . . ;Ng tev¶ekenys¶eg kezdet¶et, ¶es legyen
[Xim;Xim] az az id}ointervallum, amelyben az i-edik tev¶ekenys¶eg az m-edik
megval¶os¶³t¶asi m¶odban elkezd}odhet m 2 f1; 2; . . . ;Mg. Az Xim (Xim) jelÄoli
az i-dik tev¶ekenys¶eg legkor¶abbi (legk¶es}obbi) lehets¶eges kezd}oid}opontj¶at az m-
edik m¶odban, az er}oforr¶askorl¶atok n¶elkÄuli esetben rÄogz¶³tett legk¶es}obbi pro-
jektbefejez¶esnek megfelel}oen. Az MRCPSP c¶elja, hogy megfelel}o megval¶os¶³-
t¶asi m¶odot tal¶aljon a tev¶ekenys¶egek sz¶am¶ara, ¯gyelembe v¶eve az els}obbs¶egi- ¶es
er}oforr¶askorl¶atokat ¶ugy, hogy a projekt v¶egrehajt¶as¶anak id}oszÄuks¶eglete mini-
m¶alis legyen. JelÄoljÄuk a modell dÄont¶esi v¶altoz¶oit az Xims bin¶aris v¶altoz¶okkal,
amelyek ¶ert¶eke 1, ha az i-edik tev¶ekenys¶eg az m-edik m 2 f1; 2; . . . ; Mg
megval¶os¶³t¶asi m¶odban kerÄul Äutemez¶esre s kezd¶esi id}ovel, egy¶ebk¶ent az ¶ert¶eke
legyen 0. A modell a kÄovetkez}o formul¶akkal ¶³rhat¶o le:

min[XN+1] = X¤
N+1 (2)

XN+1 · T + 1 (3)

MX

m=1

XimX

s=Xim

Xims = 1 ; i = 1; 2; . . . ; N (4)

MX

m=1

XimX

s=X
im

s ¤ Xims · XN+1 ; i ! N + 1 2 PS (5)

MX

m=1

XimX

s=X
im

(s + Dim) ¤ Xims ·
MX

m=1

XjmX

s=X
jm

s ¤ Xjms ; i ! j 2 PS (6)

NX

i=1

MX

m=1

XimX

s=X
im

Wimst ¤ Rimr ¤ Xims · Rr ; t = 1; 2; . . . ; T; r = 1; 2; . . . ; R

(7)

Wimst =

½
1 ha s · t ^ t < s + Dim

0 ha t < s _ t ¸ s + Dim
(8)

NX

i=1

MX

m=1

XimX

s=Xim

Cimc ¤ Xims · Cc ; c = 1; 2; . . . ; C (9)
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Xi =
MX

m=1

XimX

s=Xim

s ¤ Xims ; i = 1; 2; . . . ; N (10)

Mi =
MX

m=1

XimX

s=Xim

m ¤ Xims ; i = 1; 2; . . . ;N (11)

X = fX1;X2; . . . ;XNg (12)

M = fM1; M2; . . . ; MNg (13)

Xims 2 f0; 1g ; i = 1; 2; . . . ;N ; m = 1; 2; . . . ; M ; s = Xim; . . . ; Xim

(14)

A (4) felt¶etel biztos¶³tja, hogy minden i-edik tev¶ekenys¶eg v¶egrehajt¶asa pon-
tosan egyszer, egyetlen megval¶os¶³t¶asi m¶odban ¶es a megval¶os¶³t¶asi m¶odj¶anak
megfelel}o id}ointervallumban kezd}odj¶ek el. A (5-6) felt¶etelek az els}obbs¶egi
(megel}oz¶esi-r¶akÄovetkez¶esi) rel¶aci¶okat ¶³rj¶ak le. Az id}operi¶odusokban rendelke-
z¶esre ¶all¶o meg¶ujul¶o er}oforr¶as t¶³pusokra vonatkoz¶o korl¶atokat a (7-8) felt¶etelek
adj¶ak meg. A (9) felt¶etel a teljes nem-meg¶ujul¶o er}oforr¶as kapacit¶as korl¶atot
¶³rja le. A dÄont¶esi v¶altoz¶okra vonatkoz¶o felt¶eteleket a (10-14) kifejez¶esek tar-
talmazz¶ak. V¶egÄul, de nem utols¶o sorban, a (2) kifejez¶es a modell c¶elfÄuggv¶e-
nye, amely a projekt v¶egrehajt¶as¶anak id}oszÄuks¶eglet¶et minimaliz¶alja.

Az MRCPSP modell szeml¶eltet¶es¶ere egy 30 val¶os¶agos tev¶ekenys¶egb}ol ¶all¶o
projektet mutatunk be. A projektben 2 meg¶ujul¶o ¶es 2 nem-meg¶ujul¶o er}oforr¶as
haszn¶alhat¶o fel a tev¶ekenys¶egek v¶egrehajt¶asakor. A val¶os tev¶ekenys¶egek min-
degyike a h¶arom megval¶os¶³t¶asi m¶od valamelyik¶eben hajthat¶o v¶egre. A be-
mutat¶asra kerÄul}o projektp¶elda a J30MM-10-1, amely a ,,legnehezebb" kate-
g¶ori¶aba tartozik a PSPLIB tesztkÄonyvt¶ar J30MM tÄobb megval¶os¶³t¶asi m¶od¶u
projekthalmaz¶ab¶ol, amelyet Kolisch ¶es Sprecher [14] hozott l¶etre. Az 1. ¶abr¶an
l¶athat¶o Äutemez¶es az er}oforr¶askorl¶atok ¯gyelembe v¶etele n¶elkÄul kapott legko-
r¶abbi J30MM-10-1 projektÄutemez¶es, v¶eletlenszer}uen gener¶alt megval¶os¶³t¶asi
m¶odokkal. A tev¶ekenys¶egeket t¶eglalapokkal, a tev¶ekenys¶egek kÄozÄotti kapcso-
latokat vonalakkal szeml¶eltetjÄuk. A val¶odi tev¶ekenys¶egeket az i : m form¶a-
ban jelÄoljÄuk. Az egys¶egnyi l¶atsz¶olagos forr¶as (nyel}o) tev¶ekenys¶egeket a >
(<) szimb¶olumok jelzik. A meg¶ujul¶o (nem-meg¶ujul¶o) er}oforr¶as felhaszn¶al¶asi
hisztogramokban sÄot¶etebb szÄurke sz¶³n jelÄoli azokat az id}operi¶odusokat, ame-
lyekben az er}oforr¶as szÄuks¶eglet az er}oforr¶askorl¶atokat meghaladja.
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1. ¶abra. Legkor¶abbi J30MM-10-1 projektÄutemez¶es a v¶eletlenszer}uen gener¶alt m}ukÄod¶esi

m¶odokkal

A 2. ¶abra az els}o ¶abr¶an bemutatott modell egy optim¶alis (minim¶alis
id}otartam¶u er}oforr¶as korl¶atokat kiel¶eg¶³t}o) Äutemez¶es¶et, szimplex m¶odszerrel
kapott egzakt megold¶as¶at mutatja. Meg kell jegyeznÄunk, hogy tÄobb optim¶alis
megold¶as is lehets¶eges.
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2. ¶abra. A J30MM-10-1 projekt egy optim¶alis Äutemez¶ese

3 Az algoritmus

A harm¶oniakeres}o (HS) algoritmust Lee ¶es Geem [16] dolgozta ki a zenei imp-
roviz¶aci¶o anal¶ogi¶aj¶ara, ahol a zen¶eszek egy jobb harm¶onia el¶er¶es¶ere tÄoreked-
nek. A harm¶oniakeres}o elj¶ar¶asban az optimaliz¶al¶asi feladat a kÄovetkez}ok¶eppen
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¶³rhat¶o le:

max
n

f(X) j X =
©

Xi j Xi · Xi · Xi; i 2 f1; 2; . . . ;Ng
ªo

; (15)

A zene nyelv¶en X egy dallam, amelynek eszt¶etikai ¶ert¶ek¶et az f(X) fÄuggv¶eny
¶³rja le. Min¶el magasabb f(X) ¶ert¶eke, ann¶al jobb a hangz¶as min}os¶ege. A
zenekarban a zen¶eszek sz¶ama N, ¶es az i-edik zen¶esz, i = f1; 2; . . . ; Ng az
Xi dallam megsz¶olal¶as¶a¶ert felel. Az improviz¶aci¶os folyamatot k¶et param¶eter
vez¶erli:

² A reperto¶ar ¯gyelembe v¶eteli r¶at¶anak megfelel}oen (RCR, repertoire
consideration rate) minden zen¶esz v¶alaszt egy dallamot a saj¶at reper-
to¶arj¶ab¶ol az RCR r¶at¶anak megfelel}o val¶osz¶³n}us¶eggel, vagy egy teljesen
v¶eletlen ¶ert¶ek alapj¶an (1 ¡ RCR ) val¶osz¶³n}us¶eggel;

² A hangmagass¶agi r¶at¶anak megfelel}oen (SAR, sound adjusting rate)
egy, a zen¶esz saj¶at reperto¶arj¶ab¶ol v¶alasztott hang SAR val¶osz¶³n}us¶eggel
m¶odosul.

Az algoritmus egy teljesen v¶eletlenszer}u ,,reperto¶ar betÄolt}o" f¶azissal kezd}odik,
ezt kÄovet}oen a zenekar improviz¶alni kezd. Az improviz¶aci¶o sor¶an, ha egy
¶uj dallam jobb, mint a reperto¶ar legrosszabb darabja, akkor a reperto¶ar
legrosszabb darabj¶at helyettes¶³tjÄuk a jobb dallammal. A HS algoritmus k¶et
legfontosabb param¶etere a reperto¶ar m¶erete ¶es az improviz¶aci¶ok sz¶ama. A
HS algoritmus egy ,,explicit" algoritmus, mivel kÄozvetlenÄul a hangokon fejti
ki hat¶as¶at.

A Cs¶ebfalvi f¶ele SoS algoritmus ¶es ebben a tanulm¶anyban szerepl}o algorit-
mus is implicit m¶odon kezeli a hangokat, ¶³gy be kellett vezetni a ,,karmester"
fogalm¶at a probl¶ema megold¶as¶ahoz. A HS-beli improviz¶aci¶o v¶eletlenszer}uen
v¶alasztott hangok v¶eletlenszer}u m¶odos¶³t¶as¶at jelenti. Az SoS-ben ¶es az itt be-
mutatott algoritmusban is az improviz¶aci¶o egy a karmester ¶altal v¶alasztott
dallam m¶odos¶³t¶asa.

El}oszÄor megmutatjuk, hogyan lehet az eredeti feladatot a zene vil¶ag¶aba
¶attranszform¶alni. A zene vil¶ag¶aban az er}oforr¶aspro¯lok egy ,,tÄobbsz¶olam¶u
dallamot" alkotnak. TegyÄuk fel, hogy minden sz¶olamban csak a ,,magas
hangok" hallhat¶oak, ¶³gy a transzform¶alt probl¶ema a kÄovetkez}o lesz: KeressÄuk
a legrÄovidebb ,,Sounds of Silence (Csend hangjai)" mel¶odi¶at az improviz¶aci¶o
sor¶an, vagyis a legrÄovidebb csendet! Term¶eszetesen a zenei anal¶ogi¶aban
szerepl}o ,,magas hang" a projektÄutemez¶esben az er}oforr¶askorl¶at ¶atl¶ep¶es¶et
(t¶ulmunka) jelenti.

A zenei anal¶ogia nyelv¶en fogalmazva a tÄobb megval¶os¶³t¶asi m¶od¶u pro-
jektÄutemez¶esi probl¶ema a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o le:



Egy hibrid elj¶ar¶as . . . 185

Zenei anal¶ogia MRCPSP modell
A zenekar N zen¶eszb}ol ¶all A projekt N tev¶ekenys¶egb}ol ¶all
Zen¶esz Tev¶ekenys¶eg
Minden i zen¶esz jellemezhet}o egy disz-
junkt¶³v tÄobbsz¶olam¶u hanghalmazzal ¶es a
hang lej¶atsz¶as¶ahoz szÄuks¶eges energi¶aval

Minden i tev¶ekenys¶eg tÄobb megval¶os¶³t¶asi
m¶oddal ¶es er}oforr¶as ig¶ennyel rendelkezik

Polifonikus dallam Er}oforr¶aspro¯l
Magas, hallhat¶o hang T¶ulmunka, er}oforr¶askorl¶at t¶ull¶ep¶ese
Sz¶olam Er}oforr¶ast¶³pus (meg¶ujul¶o)
Hangok megsz¶olal¶asi sorrendje Tev¶ekenys¶egek sorrendje, Äutemez¶es
Zen¶esz bel¶ep¶esi id}opontja A tev¶ekenys¶eg kezd¶esi id}opontja
El}oad¶ashoz szÄuks¶eges energia Nem meg¶ujul¶o er}oforr¶as

Az MRCPSP esetben minden i zen¶esz, i 2 f1; 2; . . . ; Ng jellemezhet}o egy
diszjunkt¶³v tÄobbsz¶olam¶u hanghalmazzal, ¶es a nem-meg¶ujul¶o er}oforr¶ast egy
adott energiat¶³pusb¶ol sz¶armaz¶o, az el}oad¶ashoz szÄuks¶eges ,,energiak¶ent" inter-
pret¶alva, a nem-meg¶ujul¶o er}oforr¶ast egy hang megsz¶olaltat¶as¶ahoz szÄuks¶eges
,,¯zikai energi¶anak" tekinthetjÄuk, vagy az el}oad¶as min}os¶eg¶enek ellen}orz¶es¶ehez
szÄuks¶eges ,,spiritu¶alis" energiak¶ent foghatjuk fel. Term¶eszetes felt¶etelez¶es az
is, hogy mindegyik energia fajt¶ab¶ol a zenekar ,,teljes" energi¶aja korl¶atozott
¶es a teljes energi¶at az el}oad¶as sor¶an felhaszn¶alj¶ak.

Minden l¶ep¶esben minden zen¶esz egy ISi, ISi 2 [1;M ] val¶osz¶³n}us¶egi ¶ert¶eket
ad (m¶odos¶³t) a ,,legjobb" Mi mel¶odi¶ar¶ol, ¶es egy IPi, IPi 2 [¡1; 1] val¶osz¶³n}us¶egi
¶ert¶eket ad arr¶ol, hogy mikor k¶³v¶anja megsz¶olaltatni a dallamot, azaz a ,,leg-
jobb" bel¶ep¶esi Xi id}opontr¶ol nyilatkozik. A nagy pozit¶³v (negat¶³v) ¶ert¶ek azt
jelenti, hogy a zen¶esz amilyen kor¶an (k¶es}on) csak lehet, olyan kor¶an (k¶es}on)
k¶³v¶an bel¶epni a dallamba. Az elk¶epzel¶es l¶enyege a 3-4. ¶abr¶akon l¶athat¶o. A
3. ¶abr¶an szerepl}o ¼im s¶uly¶ert¶ek, amely annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy a kiv¶alasz-
tott (x) ¶ert¶ek az m § 0:5 kÄornyezet¶ebe esik, a kÄovetkez}ok¶eppen de¯ni¶alhat¶o:

¼im =

Z m+0:5

m¡0:5

Gauss(x; ISi; ¾) dx ; i = f1; 2; . . . ; Ng m = f1; 2; . . . ;Mg ;

(16)
ahol ISi a v¶arhat¶o ¶ert¶ek, ¾ a sz¶or¶as. Az eredeti v¶altozatban a reperto¶ar
feltÄolt¶esi f¶azisban ISi ¶ert¶ek¶et norm¶alis eloszl¶asb¶ol gener¶aljuk

ISi = RandomGauss(¹; ¾); 1 · ISi · M ; ¹ = 1; ¾ = 1 param¶eterekkel.
(17)

A bemutatott m¶odos¶³tott v¶altozatban a relax¶alt megold¶asb¶ol v¶eletlenszer}u
perturb¶aci¶oval egy el}o-optimaliz¶alt reperto¶art hozunk l¶etre:

ISi = RandomGauss( ~Mi; ¾); 1 · ISi · M ; (18)

ahol ~Mi, 1 · ~Mi · M , i 2 f1; 2; . . . ; Ng a relax¶alt m¶od ¶ert¶ek a relax¶alt
megold¶asb¶ol. Az el}ooptimaliz¶al¶askor a reperto¶art az adott multim¶odos szi-
tu¶aci¶onak megfelel}oen ¶all¶³tjuk el}o, kikeverjÄuk azokat a val¶osz¶³n}us¶egeket, ame-
lyek diszjunkt¶³v dallamokhoz tartozhatnak. A m¶odos¶³tott v¶altozatban ¾ az
algoritmus egy ,,b}uvÄos sz¶ama" mivel a kezd}o reperto¶ar v¶altozatoss¶ag¶ara nagy
hat¶assal van ez az ¶ert¶ek. Minden heurisztik¶anak vannak ¶all¶³that¶o param¶eterei,
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a mi esetÄunkben ez a ,,b}uvÄos sz¶am" az ¶all¶³that¶o param¶eter. Az el}ozetes ered-
m¶enyeinknek megfelel}oen egy j¶o be¶all¶³t¶as a kÄovetkez}o lehet: 0:1 · ¾ · 0:2.
Kezdetben a v¶alaszt¶as szabads¶aga nagy, majd az improviz¶aci¶ok sor¶an, az
id}ovel csÄokken a v¶alaszt¶as szabads¶aga, azaz ¾ ¶ert¶eke csÄokken.

3. ¶abra. Egy ISi elk¶epzel¶es a ,,legjobb" megval¶os¶³t¶asi m¶odr¶ol (M = 3)

4. ¶abra. Egy IPi elk¶epzel¶es a ,,legjobb" poz¶³ci¶or¶ol

Az improviz¶aci¶os f¶azisban a r¶egi ISi (IPi) az eloszl¶as v¶arhat¶o ¶ert¶eke lesz,
amelyb}ol az ¶uj, perturb¶alt ISi (IPi) ¶ert¶ekek keletkeznek, ahol a ¾ sz¶or¶as
folyamatosan csÄokken (l¶asd 5-6. ¶abra).

5. ¶abra. ISi perturb¶aci¶oja

1
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6. ¶abra. IPi perturb¶aci¶oja

Az eredeti HS algoritmusban a zen¶eszek szabads¶aga maxim¶alis, ¶es az im-
proviz¶aci¶o de¯n¶³ci¶oja t¶avol van a val¶os¶agt¶ol. A HS-ben egy improviz¶aci¶o a
v¶eletlenszer}uen v¶alasztott hangok v¶eletlenszer}u m¶odos¶³t¶asainak halmaza. A
mi megkÄozel¶³t¶esÄunkben az improviz¶aci¶o a tÄobb¶e vagy kev¶esb¶e harmonikus
mel¶odia v¶eletlenszer}u perturb¶aci¶oj¶at jelenti, ez¶ert az improviz¶aci¶o val¶oban
kÄozelebb van a val¶os¶aghoz.

Az algoritmus l¶enyege nagyon egyszer}u: az elj¶ar¶as a reperto¶ar feltÄolt¶esi
f¶azis¶aval kezd}odik. Ezut¶an minden improviz¶aci¶os l¶ep¶esben a karmester kiv¶a-
laszt egy dallamot (min¶el rÄovidebb a dallam, ann¶al nagyobb az es¶ely, hogy
azt v¶alasztja a karmester), a zen¶eszek m¶odos¶³tj¶ak saj¶at elk¶epzel¶eseiket, majd
a karmester Äosszegy}ujti a m¶odos¶³tott elk¶epzel¶eseket ¶es egy MILP ¶es egy LP
probl¶em¶at old meg, az¶ert hogy kiegyenl¶³tse a tÄobb¶e vagy kev¶esb¶e ellent¶etes
elk¶epzel¶eseket a jobb harm¶oni¶ar¶ol.

A MILP a kÄovetkez}ok¶eppen ¶³rhat¶o le:

max

"
NX

i=1

MX

m=1

¼im ¤ Yim

#
(19)

MX

m=1

Yim = 1 ; i 2 f1; 2; . . . ;Ng (20)

NX

i=1

MX

m=1

Cimc ¤ Yim · Cc ; c 2 f1; 2; . . . ; Cg (21)

Yim 2 f0; 1g : (22)

A MILP eredm¶enye egy energia korl¶atot kiel¶eg¶³t}o dallamkombin¶aci¶o M =
fM1;M2; . . . ; MNg, amely maximaliz¶alja a zen¶eszek megel¶egedetts¶eg¶et. A
projektÄutemez¶esi probl¶em¶ara visszautalva a MILP eredm¶enye az er}oforr¶as-
korl¶atokat kiel¶eg¶³t}o megval¶os¶³t¶asi m¶odok halmaza lesz. Elm¶eletileg ez a MILP
modell egy ¶ugynevezett tÄobb-v¶alaszt¶asos tÄobb-dimenzi¶os h¶atizs¶ak probl¶ema

1
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(MMKP), sz¶amos gyors ¶es hat¶ekony probl¶emamegold¶o lehet}os¶eggel. G. Cs¶eb-
falvi ¶es A. Cs¶ebfalvi [5] egy egyszer}u probl¶ema-speci¯kus heurisztik¶at fej-
lesztett ki a probl¶ema megold¶as¶ara, amely versenyk¶epes az elterjedt MILP
megold¶o szoftverekkel (p¶eld¶aul: CPLEX).

Az LP probl¶ema, amely maximaliz¶alja a zen¶eszek megel¶egedetts¶eg¶et a
hang poz¶³cion¶al¶as¶aval, a kÄovetkez}o:

min

"
NX

i=1

IPi ¤ Xi

#
(23)

Xi + Di · Xj ; i ! j 2 PS ; Di = DiMi
(24)

Xi · Xi · Xi ; i 2 f1; 2; . . . ; Ng : (25)

A feladat v¶altoz¶oit a hangok (tev¶ekenys¶egek) kezd¶esi id}opontjai alkotj¶ak. A
felt¶etelrendszer a hangok (tev¶ekenys¶egek) kÄozÄotti kapcsolatokat (kÄovet}o hang
kezd¶esi id}opontja nem lehet kisebb, mint a megel}oz}o hang kezd¶esi id}opont-
ja+hossza) ¶³rja le. Az optimaliz¶al¶as eredm¶enye egy Äutemez¶es (dallam), ame-
lyet a karmester arra haszn¶al, hogy meghat¶arozza a hangok (zen¶eszek) v¶egs}o
kezd¶esi (bel¶ep¶esi) sorrendj¶et. A karmester l¶etrehoz egy ,,hangn¶elkÄuli", az
energia korl¶atnak megfelel}o mel¶odi¶at a kiv¶alasztott hangok (tev¶ekenys¶egek)
adott sorrendbe helyez¶es¶evel, ¶es Äutemezi }oket a lehets¶eges legkor¶abbi (leg-
k¶es}obbi) kezd¶esi id}opontra.

Ezut¶an a j¶ol ismert forward-backward improvement (FBI) elj¶ar¶assal (l¶asd
Tormos ¶es Lova [25]) ¶es az ¶uj ,,head-tail" lok¶alis keres}o heurisztik¶aval, a
karmester megpr¶ob¶alja jav¶³tani a l¶etrehozott dallam min}os¶eg¶et. Term¶esze-
tesen a karmester megjegyzi az addigi legrÄovidebb lehets¶eges mel¶odi¶at, azaz
Äutemez¶est.

A ,,head-tail" lok¶alis keres}o algoritmus csak egyetlen hangolhat¶o param¶e-
terrel rendelkezik, amely a ,,head-tail" m¶erete. Ha ez a param¶eter egyenl}o
eggyel, akkor csak a projekt kezd}o ¶es befejez}o elemeit haszn¶alja fel az ¶ujraallo-
k¶al¶asi folyamatban. Ha ez az ¶ert¶ek egyenl}o kett}ovel, akkor a kezd}o tev¶ekeny-
s¶egek ¶es az }oket kÄozvetlenÄul kÄovet}ok valamint a befejez}o tev¶ekenys¶egek ¶es az
}o kÄozvetlen megel}oz}o tev¶ekenys¶egei alkotj¶ak a ,,head-tail" halmazt. A head-
tail algoritmus seg¶³ts¶eg¶evel ¶ujraoszthatjuk a nem meg¶ujul¶o er}oforr¶asokat a
projekt eleje ¶es v¶ege kÄozÄott, ha ez azt eredm¶enyezi, hogy a projekt id}otartama
rÄovidebb lesz. Term¶eszetesen min¶el nagyobb a ,,head-tail" m¶erete, ann¶al
nagyobb az es¶ely arra, hogy a projekt id}oszÄuks¶eglete csÄokkenthet}o az er}oforr¶a-
sok ¶ujraallok¶al¶as¶aval. Meg kell jegyezni, a sz¶am¶³t¶asi kÄolts¶egek dr¶amaian meg-
nÄovekedhetnek a ,,head-tail" m¶eret¶enek fÄuggv¶eny¶eben. ¶Igy teh¶at egyens¶ulyt
kell teremtenÄunk a kÄolts¶egek ¶es a min}os¶eg kÄozÄott.

4 Sz¶am¶³t¶asi eredm¶enyek

Az algoritmust a j¶ol ismert PSPLIB (http://129.187.106.231/psplib/) teszt-
kÄonyvt¶ar J30MM alkÄonyvt¶ar¶anak projektjein teszteltÄuk. A J30 halmaz-
ban a val¶os¶agos tev¶ekenys¶egek sz¶ama 30, k¶et meg¶ujul¶o ¶es k¶et nem-meg¶ujul¶o
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er}oforr¶as szÄuks¶eglettel. Mindegyik val¶odi tev¶ekenys¶eget a h¶arom megval¶os¶³-
t¶asi m¶od valamelyik¶eben lehet v¶egrehajtani. A J30 halmaz 640 projektb}ol ¶all,
de n¶eh¶any projektre nem l¶etezik els}obbs¶egi ¶es er}oforr¶as korl¶atokat kiel¶eg¶³t}o
megold¶as, ez¶ert ezeket nem vettÄuk ¯gyelembe. Erre a halmazra nem ismert
az Äosszes optim¶alis megold¶as, ¶³gy el}oszÄor az optim¶alis megold¶asokat hoztuk
l¶etre.

Az egzakt megold¶asok gener¶al¶as¶ara a j¶ol ismert MILP megold¶o szoftvert
(CPLEX 8.1) haszn¶altuk, alap¶ertelmezett be¶all¶³t¶asokkal, 900 sec-os id}okorl¶at-
tal. A megadott id}okorl¶aton belÄul 382 esetben sikerÄult az optim¶alis megold¶ast
el¶erni a CPLEX haszn¶alat¶aval, amely nagyon j¶ol jelzi az MRCPSP neh¶ezs¶egi
fok¶at. Az itt bemutatott algoritmus Visual C++(R) 6.0 ¶es Visual Basic(R) 6.0
nyelven ¶³r¶odott.

A sz¶am¶³t¶asi eredm¶enyeket az algoritmus egy 1.8 GHz Pentium IV IBM
PC t¶³pus¶u sz¶am¶³t¶og¶epen tÄort¶en}o futtat¶as¶aval ¶all¶³tottuk el}o. A g¶ep 256 MB
mem¶ori¶aval rendelkezett ¶es Microsoft Windows XP(R) oper¶aci¶os rendszer fu-
tott rajta. A futtat¶asi eredm¶enyeket a 2-5. t¶abl¶azatokban foglaltuk Äossze. A
megold¶as min}os¶eg¶et a projekt id}oszÄuks¶eglet¶enek ¶es az optim¶alis id}oszÄuks¶eglet
¶ert¶ek¶enek sz¶azal¶ekos elt¶er¶es¶evel m¶ertÄuk (QM). Minden projekt p¶eld¶anyra
vonatkoz¶oan 30 egym¶ast¶ol fÄuggetlen futtat¶ast v¶egeztÄunk, hogy az eredm¶e-
nyeink statisztikailag is szigni¯k¶ansak legyenek.

¶Atlag Sz¶or¶as Minim¶alis Maxim¶alis Megoldott
id}o id}o esetek

25.44 98.82 0.02 665.00 382

2. t¶abl¶azat. Megold¶asi id}o CPLEX 8.1 (sec)

Iter¶aci¶ok M¶odszer Megold¶as Megold¶asi id}o
min}os¶ege ¹ (sec) ¾ (sec)
Elt¶er¶es(%)

100 standard reperto¶ar 8.14 3.581 7.781
100 el}o-optimaliz¶alt reperto¶ar 1.53 1.550 2.779
100 el}o-optimaliz¶alt reperto¶ar + head-tail-1 1.38 4.140 6.614
100 el}o-optimaliz¶alt reperto¶ar + head-tail-2 0.50 24.267 9.345

3. t¶abl¶azat. ,,Sounds of Silence" eredm¶enyek

A 4. t¶abl¶azatban a minim¶alis, a maxim¶alis ¶es az ¶atlagos elt¶er¶eseket, vala-
mint a sz¶or¶ast mutatjuk be 30 egym¶ast¶ol fÄuggetlen futtat¶asra vonatkoz¶oan,
standard reperto¶ar eset¶eben. A negat¶³v ¶ert¶ekek azt mutatj¶ak, hogy jobb
megold¶ast tal¶alt a bemutatott algoritmus az egzakt CPLEX megold¶asn¶al.
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P¶eld¶any neve Minimum Maximum ¶Atlag Sz¶or¶as
QM (%) QM (%) QM (%)

J30MM-14-2 0.00 6.25 3.12 1.1606
J30MM-14-10 0.00 3.45 1.73 1.7545
J30MM-22-2 -5.13 -5.13 -5.13 0.0000
J30MM-22-8 3.03 9.09 8.69 1.3155
J30MM-25-1 2.94 14.71 8.82 3.3684
J30MM-34-5 2.22 6.67 5.56 1.5192
J30MM-35-9 -2.70 -2.70 -2.70 0.0000
J30MM-38-10 -7.50 -7.50 -7.50 0.0000
J30MM-39-3 2.00 4.00 2.07 0.3651
J30MM-39-5 -10.81 -10.81 - 10.81 0.0000
J30MM-39-8 -2.22 -2.22 -2.22 0.0000
J30MM-40-1 -7.32 -4.88 5.45 1.0496
J30MM-40-3 0.00 5.56 1.39 2.1596
J30MM-41-5 7.50 7.50 7.50 0.0000
J30MM-42-2 -6.90 -3.45 -4.37 1.5517
J30MM-42-5 5.71 8.57 6.00 0.8727
J30MM-42-7 -6.06 3.03 -1.41 2.6069
J30MM-43-6 0.00 10.34 6.32 2.7281
J30MM-46-1 0.00 5.71 2.10 1.4887
J30MM-46-3 -15.79 -5.26 -9.65 3.1945
J30MM-46-5 2.94 11.76 7.15 2.5236
J30MM-46-9 -2.27 0.00 -0.08 0.4144
J30MM-47-3 -3.23 6.45 3.01 2.3862
J30MM-47-5 0.00 0.00 0.00 0.0000
J30MM-48-3 -5.41 2,70 -3.06 2.7255
J30MM-54-3 -12.00 0.00 -6.93 2.7660
J30MM-62-2 0.00 0.00 0.00 0.0000
J30MM-62-3 0.00 3.85 2.70 1.7945

4. t¶abl¶azat. Min}os¶egi mutat¶o (QM) ¶ert¶ekek 30 fÄuggetlen futtat¶asra

A t¶abl¶azatban l¶athat¶o ¶ert¶ekek azt mutatj¶ak, hogy a J30MM-22-2, J30MM-
35-9, J30MM-38-10, J30MM-39-5, J30MM-39-8, J30MM-40-1, J30MM-42-2,
¶es a J30MM-46-3 esetekre vonatkoz¶oan a hibrid algoritmus jobb megold¶ast
tal¶alt, mint az egzakt CPLEX ¶altal adott optimum. Fontos megjegyezni,
hogy a J30MM-22-2, J30MM-35-9, J30MM-38-10, J30MM-39-5, J30MM-39-
8 esetekben a sz¶or¶as ¶ert¶eke 0.0000, ami azt mutatja, hogy mind a 30 fÄuggetlen
futtat¶as ugyanazt a megold¶ast adta. A J30MM-47-5 ¶es J30MM-62-30 esetek-
ben a sz¶or¶as szint¶en 0.000, ¶es a 30 fÄuggetlen fut¶asn¶al kapott eredm¶eny mege-
gyezik a CPLEX ¶altal adott eredm¶ennyel. Ez a bemutatott hibrid algoritmus
robusztus ¶es hat¶ekony tulajdons¶ag¶at bizony¶³tja.

Az 5. t¶abl¶azatban a vizsg¶alt esetek CPU felhaszn¶al¶asi idej¶et gy}ujtÄottÄuk
Äossze, szint¶en 30 egym¶ast¶ol fÄuggetlen fut¶asokra vonatkoz¶oan.
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P¶eld¶any neve ¶Atlagos id}o sec Min id}o sec Max id}o sec Sz¶or¶as
J30MM-14-2 3.1921 2.3910 4.0930 0.4990
J30MM-14-10 1.2883 0.7490 3.5540 0.6468
J30MM-22-2 0.4259 0.2520 0.6060 0.0828
J30MM-22-8 0.4336 0.1860 0.6420 0.0995
J30MM-25-1 0.3976 0.2050 0.5270 0.0772
J30MM-34-5 4.4782 3.4280 5.8310 0.6140
J30MM-35-9 7.1133 5.4790 9.4320 0.9328
J30MM-38-10 3.7818 2.8890 4.5220 0.3704
J30MM-39-3 8.2220 6.3240 11.4020 1.2037
J30MM-39-5 3.0148 2.3430 4.0290 0.3526
J30MM-39-8 1.8616 1.4050 2.6730 0.2755
J30MM-40-1 8.1606 5.8620 10.9770 1.2722
J30MM-40-3 5.6851 4.0190 7.8760 0.8806
J30MM-41-5 5.2309 3.4060 7.8730 0.8387
J30MM-42-2 8.9140 5.7620 15.2710 2.1945
J30MM-42-5 16.8075 8.9740 44.1380 6.8167
J30MM-42-7 3.9662 3.1460 6.4170 0.6649
J30MM-43-6 6.6160 3.3730 10.7850 1.96654
J30MM-46-1 4.9304 3.7170 6.4900 0.6255
J30MM-46-3 5.4374 3.3970 7.6860 1.0986
J30MM-46-5 5.8117 4.0500 8.7030 1.1988
J30MM-46-9 4.9696 3.8870 5.7170 0.3703
J30MM-47-3 6.2602 4.2940 9.7590 1.2650
J30MM-47-5 6.9102 5.0200 11.2050 1.4175
J30MM-48-3 4.4953 3.4510 5.5500 0.5164
J30MM-54-3 9.0400 6.2750 16.8730 2.2133
J30MM-62-2 0.4501 0.2940 0.6100 0.0740
J30MM-62-3 0.4831 0.3560 0.6870 0.0676
¶Atlag, sz¶els}o¶ert¶ek 4.9421 0.1860 44.1380 1.2922

5. t¶abl¶azat. Felhaszn¶alt CPU id}o 30 egym¶ast¶ol fÄuggetlen futtat¶asra vonatkoz¶oan

ÄOt esetben (J30MM-22-2, J30MM-22-8, J30MM-25-1, J30MM-62-2 ¶es
J30MM-62-3) a maxim¶alis fut¶asi id}o (CPU id}o) 1 m¶asodpercn¶el kisebb volt.
Hat esetben a maxim¶alis fut¶asi id}o 10 ¶es 17 m¶asodperc kÄoz¶e esett. A J30MM-
42-5 eset maxim¶alis CPU id}o felhaszn¶al¶asa j¶oval magasabb volt, mint a tÄobbi
eset¶e. A m¶ar eml¶³tett J30MM-42-5 eset kiv¶etel¶evel, az ¶atlagos fut¶asi id}ok
10 m¶asodpercn¶el kisebbek voltak. Az ¶atlagos fut¶asi id}o az Äosszes p¶eld¶any 30
fÄuggetlen futtat¶as¶ara vonatkoz¶oan 4.9421 m¶asodperc volt.

Az eredm¶enyek alapj¶an ¶all¶³that¶o, hogy a bemutatott algoritmus a J30MM
halmazon versenyk¶epes a jelenleg legjobb J30MM-re alkalmazott popul¶aci¶o
alap¶u heurisztik¶aval, 5000 iter¶aci¶oval (egy szimul¶alt h}ut¶es algoritmus, ame-
lyet Bouleimen ¶es Lecocq [4] fejlesztett ki), amely biztat¶o el}ozetes eredm¶eny.
Ebben az esetben az ¶atlagos elt¶er¶es az optim¶alis megold¶ast¶ol 2.61%. A
legjobb megold¶ast a J30MM halmazra Jarboui et al. [12] publik¶alt¶ak (2.35%),
de a megold¶asi id}ot vagy egy¶eb m¶as min}os¶egi param¶etert nem kÄozÄoltek.

5 ÄOsszefoglal¶as

Ebben a tanulm¶anyban bemutattunk egy jav¶³tott harm¶oniakeres}o metaheu-
risztik¶at az MRCPSP-re. A bemutatott algoritmusban az eredeti ,,Sounds
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of Silence" harm¶oniakeres}o algoritmust kombin¶altuk egy ¶uj, hat¶ekony ,,head-
tail" lok¶alis keres}o elj¶ar¶assal, amely a vegyes eg¶esz¶ert¶ek}u line¶aris (MILP)
formul¶an alapul ¶es az eredetileg teljesen v¶eletlenszer}u kezd}o reperto¶art (v¶elet-
lenszer}u megval¶os¶³t¶asi m¶odok ¶es tev¶ekenys¶eg kezd}o id}opontok), helyettes¶³tet-
tÄuk egy el}o-optimaliz¶alt dallamhalmazzal, amelyet egy relax¶alt megold¶asb¶ol
¶all¶³tottunk el}o v¶eletlen perturb¶aci¶oval. Az improviz¶aci¶os l¶ep¶esek sor¶an a
MILP ¶es LP formul¶ak megold¶as¶aval az egyes tev¶ekenys¶egek megval¶os¶³t¶asi
m¶odj¶ara vonatkoz¶o list¶at ¶es egy, a tev¶ekenys¶egek sorrendj¶ere vonatkoz¶o list¶at
kapunk. A ,,karmester" ezekhez a megval¶os¶³t¶asi m¶odokhoz ¶es tev¶ekenys¶egek-
hez pr¶ob¶al megfelel}o Äutemez¶est tal¶alni. A tov¶abbi l¶ep¶esek sor¶an mindig azt
az Äutemez¶est cser¶eljÄuk, amelyn¶el van jobb, rÄovidebb Äutemez¶es. Ezut¶an az al-
goritmus a head-tail elj¶ar¶assal megpr¶ob¶alja tov¶abb csÄokkenteni a projekt tel-
jes id}oszÄuks¶eglet¶et, a kezd}o ¶es befejez}o tev¶ekenys¶egekhez rendelt er}oforr¶asok
¶ujraeloszt¶as¶aval. Az optimaliz¶al¶as eredm¶enye egy optim¶alis, legrÄovidebb er}o-
forr¶as-korl¶atos tÄobb megval¶os¶³t¶asi m¶od¶u projektÄutemez¶es. A sz¶am¶³t¶asi ered-
m¶enyek azt mutatt¶ak, hogy a ,,Sounds of Silence" algoritmus jav¶³tott tÄobb
megval¶os¶³t¶asi m¶od¶u verzi¶oja egy gyors ¶es magas min}os¶eg}u algoritmus.
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A HYBRID OPTIMIZATION ALGORITHM FOR SOLVING MULTI-MODE

RESOURCE-CONSTRAINED PROJECT SCHEDULING PROBLEMS

This paper presents a hybrid algorithm for the multi-mode resource-constrained
project scheduling problem (MRCPSP). In the presented approach a harmony
search algorithm is combined with a new and e®ective ,,head-tail" local search
procedure based on a mixed integer linear programming (MILP) formulation. In
order to illustrate the essence and viability of the proposed new approach, we
present computational results for the J30MM set from PSPLIB. To generate the
,,head-tail" improvements a state-of-the-art callable MILP solver (CPLEX) was
used.
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T¶ARSAS ¶AGI H¶IREK

Besz¶amol¶o a XXXIX. Magyar Oper¶aci¶okutat¶asi
Konferenci¶ar¶ol

A Bolyai J¶anos Matematikai T¶arsulat (BJMT) a Magyar Oper¶aci¶okutat¶asi
T¶arsas¶aggal (MOT) ¶es a Gazdas¶agmodellez¶esi T¶arsas¶aggal (GMT), mint
t¶arsszervez}okkel egyÄuttm}ukÄodve 2011. szeptember 28-30-¶an rendezte meg a
XXIX. Magyar Oper¶aci¶okutat¶asi Konferenci¶at a balaton}oszÄodi ÄudÄul}osz¶all¶oban.
A szervez}obizotts¶ag elnÄoke Jord¶an Tibor (ELTE, BJMT), titk¶ara M¶adi-Nagy
Gergely (ELTE, MOT), tagjai pedig Ligeti Cs¶ak (GMT) ¶es Recski Andr¶as
(BME, BJMT) voltak.

A konferencia programbizotts¶aga az al¶abbiak szerint ¶allt Äossze:

A programbizotts¶ag elnÄoke: Sz¶antai Tam¶as (BME, BJMT, MOT),
titk¶ara: Ill¶es Tibor (BME, BJMT, MOT),
tagjai: Frank Andr¶as (ELTE, BJMT),

Jord¶an Tibor (ELTE, BJMT),
Csendes Tibor (SZTE, MOT),
Bessenyei Istv¶an (PTE, GMT),
Tallos P¶eter (BCE, GMT).

Plen¶aris el}oad¶as¶aban Zalai Ern}o |Br¶ody ut¶an szabadon| ¶ujra szemÄugyre
vette a rokon tÄobbszektoros modellek kÄozÄotti hasonl¶os¶agokat ¶es elt¶er¶eseket,
tov¶abb¶a ¶attekintette az e modellek ter¶en v¶egzett kutat¶asok fontosabb eredm¶e-
nyeit r¶amutatva a tÄobbszektoros egyens¶ulyi modellek egy ¶erdekes k¶erd¶es¶ere.

Recski Andr¶as plen¶aris el}oad¶as¶aban a Haj¶os GyÄorgy ¶es Gallai Tibor inter-
vallumgr¶afokkal kapcsolatos eredm¶enyeire ¶epÄul}o hat¶ekony algoritmusok tÄobb
alkalmaz¶asi lehet}os¶eg¶et mutatta be, r¶eszletesen t¶argyalva a VLSI chipek ter-
vez¶ese sor¶an felmerÄul}o probl¶em¶akat.

A harmadik plen¶aris el}oad¶ast Kir¶aly Tam¶as tartotta a GMPLS vez¶erelt
optikai h¶al¶ozatokban felmerÄul}o h¶al¶ozattervez¶esi feladatokr¶ol. Ennek sor¶an
p¶eld¶aul olyan l¶adapakol¶asi feladatokat kellett megoldani, ahol csak a szab-
v¶anyok ¶altal megengedett m¶eretek szerepelhettek.

A Gazdas¶agmodellez¶esi T¶arsas¶ag ElnÄoks¶ege 2000. febru¶ar 21-i Äul¶es¶en ha-
t¶arozta el a Krek¶o B¶ela-d¶³j alap¶³t¶as¶at. A d¶³jat a gazdas¶agmodellez¶es terÄulet¶en
folytatott eredm¶enyes kutat¶omunk¶a¶ert, illetve a T¶arsas¶ag szakmai tev¶ekeny-
s¶eg¶enek tart¶os, akt¶³v seg¶³t¶es¶e¶ert lehet elnyerni. A d¶³jat ¶evente egy alkalom-
mal, a Gazdas¶agmodellez¶esi T¶arsas¶ag mindenkori ElnÄoks¶ege mint kurat¶orium
¶³t¶eli oda. Az egyhang¶u dÄont¶es ¶ertelm¶eben az ez ¶evi d¶³jazott Kov¶acs Erzs¶ebet,
aki a biztos¶³t¶asi rendszerek, kÄulÄonÄosen a nyugd¶³jbiztos¶³t¶asok terÄulet¶en kifej-
tett kiemelked}o tudom¶anyos munk¶ass¶aga ¶es a Gazdas¶agmodellez¶esi T¶arsas¶ag
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¶erdek¶eben v¶egzett tev¶ekenys¶ege alapj¶an (bele¶ertve akt¶³v szerkeszt}obizotts¶agi
¶es t¶arsszerkeszt}oi munk¶aj¶at a Szigma foly¶oiratn¶al, ¶es nem utols¶o sorban a
lelkes ¶es hat¶ekony ut¶odnevel¶est) vehette ¶at a rangos elismer¶est. Ezzel kap-
csolatban ¶erdemes felid¶ezni az eddig kitÄuntetettek n¶evsor¶at: Augusztinovics
M¶aria (2000) Martos B¶ela (2000) Sz¶ep Jen}o (2000) Bod P¶eter (2001) Forg¶o
Ferenc (2001) Hunyadi L¶aszl¶o (2002) Mesz¶ena GyÄorgy (2003) Br¶ody Andr¶as
(2005) Gether Istv¶ann¶e (2006) Koml¶osi S¶andor (2007) Zalai Ern}o (2008)
Mih¶aly®y L¶aszl¶o (2009) VÄorÄos J¶ozsef (2010) Kov¶acs Erzs¶ebet (2011).

A legjobb el}oad¶asok megjelen¶es¶ere |a szok¶asos lektor¶al¶asi elj¶ar¶ast kÄove-
t}oen| a Szigma, az Alkalmazott Matematikai Lapok ¶es a Central European
Journal of Operations Research foly¶oiratokban lehet sz¶am¶³tani.

Bessenyei Istv¶an
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