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TABLAZATOK ADATVEDELME ES GRAF
OPTIMALIZACIO!

FARAGO MIKLOS
Kozponti Statisztikai Hivatal

Ebben a cikkben az adatvédelem egy régi problémajat helyezziik 1ij megvila-
gitasba. Két dimenzids tablazatok publikalasakor az adatszolgaltatd bizonyos
érzékeny cellakat ,letakar”, azonban e cellak némelyikének tartalma a kozolt
tobbi cellaértékbdl és a sor- és oszloposszesenekbdl esetenként kiszamithato.
Cellahelyek egy halmazat védettnek nevezziik, ha azt letakarva egyik cella
értéke sem szamithatd ki egyértelmiien. A cellahelyeket racspontokként ke-
zelve eloszor elemi eszkozokkel karakterizaljuk a védett halmazokat, mint
ortogonalis sokszogek csiicshalmazainak unidit. A védettségre tobb sziiksé-
ges és elégséges feltételt is adunk, feltarjuk a védett halmazok hierarchidjat és
érdekes tulajdonsigaikat. Ha egy halmaz nem védett, akkor ki kell egésziteni
djabb, minimadlis szam1, masodlagosan letakart elemmel. Az irodalomban ezt
,,secondary suppression”-nak nevezik. Gusfield (1988) és mésok megoldottak
az optimalizacios problémat gy, hogy a tablazat cellahely halmazait bijektive
megfeleltették paros grafoknak és az igy el6allt feladatra —bovitsiink egy
paros grafot minimalis szamu él hozzdadasaval hidélmentes paros graffa—
linedris idejl algoritmust adtak. Mi egy 1j, egyszert, linearis ideji algorit-
must adunk erre a graf bovitési feladatra.

Bevezetés

Az adatvédelem egyik tipikus probléméja, hogy egy szamokat tartalmazd
tablazat kibocsatdja a tédblazat néhany elemét nem kivanja kozolni és ezért
azokat ,letakarja” (egy egyezményes karaktert, pl. ,x"-et ir a helyébe).
Azonban mivel a sorok, illetve oszlopok Gsszegét, a ,,peremeket” hidnytalanul
mellékeli, a letakart szamok a peremekbdl esetleg mégis egyértelmien ki-
szamithaték, hiszen minden letakart elemet tartalmazoé sorra és oszlopra fel
lehet irni egy-egy egyenletet. A felfedhetéséget, azaz az egyértelmi kiszé-
mithatdsagot viszont meg lehet akadalyozni potlélagosan kivalasztott elemek
letakarasdval, ezzel ,,megvédve” az eredeti szamokat. A cél, mint &ltaldban
az adatvédelemben, az egyértelmiiség megakadalyozasa. Ha a letakart cella
csupan egyetlen értéket vehet fel, a letakaras értelmetlen. A probléma elsé
latasra is egészértéki linedris algebrai megkozelitést sugall, és valéban ez is
a legelterjedtebb kezelési modja, azonban semmiképp sem a leggyorsabb.

Az els6 feladat megallapitani a letakart cellakrdl, hogy van-e kozottiik
felfedhetd. Ha igen, akkor tjabb elemeket kell letakarni (,,secondary suppres-
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sion”), lehet6leg minél kevesebbet, tigy, hogy a kib6vitett cellahalmaz egyik
értéke se legyen egyértelmiien kiszdmithaté. A tébldzat celldihoz bizonyos
esetekben stlyokat lehet rendelni, melyek a cella letakarasaval elveszo in-
formaciét mérik. Ilyenkor érdemes a masodlagosan letakart celldk szamanak
Osszege helyett a stlyok Gsszegét minimalizdlni. Esweran és Tarjan (1976)
beldttak, hogy —maér két kiilonb6z6 sily esetén is— a probléma (grafelméleti
megfeleldje) NP-teljes. Szokdsos még a minimum feladathoz csatolni azt
a gyakorlatban altalaban teljesilo feltételt, hogy a letakart szamok nem-
negativak. Ekkor egyes felfedhetetlen cellak nyilvan felfedhetévé mindsiilnek.
A dolgozat ezt a feltételt nem térgyalja.

Kidertil, hogy a celldk felfedhet6sége nem fligg a cellak értékeitdl, csak
a cellahelyek halmazanak ,,alakjatél”. Az 1. fejezet a védett halmazok ge-
ometriai karakterizdlasaval és tulajdonsagaik feltérképezésével foglalkozik, a
2. fejezet pedig —grafelméleti eszkozokkel— egy linedris ideji algoritmust
ad az optimalis bévitésre.

Gyakorlati szempontbdl szerencsésnek bizonyult az a kortilmény, hogy a
szerzO ,,késén” vette észre a cellahely halmazok és a paros grafok kozotti
megfelelést, igy a védett halmazok karakterizaciéjat kozvetleniil adta meg,
ellentétben més szerzékkel (Gusfield, 1988). Ez pedig annyira egyszeriinek és
szemléletesnek bizonyult, hogy alkalmazdsaval egy szokdsos méretli tablazat
kozreaddja, pl. egy statisztikai hivatal dolgozdja grafelméleti ismeretek és
specialis szoftverek nélkiil is konnyen, ,,szemre” , megtalédlja a védend6 halmaz
val6ban védett elemeinek jé részét. A tobbit pedig egy az optimumhoz kézeli
méretli védett halmazzal lefedi.

1 A védett halmazok

Konnyt belatni, hogy ha egy legalabb 2 x 2-es tablazat Gsszes ,,bels6” elemét
letakarjuk, akkor egyikiik értéke sem szamithato ki egyértelmiien a sor- és
oszlop0Osszesenekbdl.

Vizsgaljunk meg példaul egy 2 x 2-es tablazatot:

@O 100 100 [200 101 99| 200
100 100 [200 99 101) 200

200 200

Vildgos egyrészt, hogy ha a négy belsé elem valamelyikét nem takarjuk
le, akkor a letakartak mind egyértelmiien kiszamithaték egy-egy kivonassal.
Masrészt ha mindet letakarjuk, akkor egyiket sem lehet egyértelmien ki-
szamitani, ugyanis ha egy szamnégyes ,kiadja” az Osszeseneket, akkor az a
szamnégyes is, amelyet ugy kapunk, hogy az eredeti egyik ,.atléjat” alkoto
két elemet megnoveljiik egy tetszbleges ¢ konstanssal, a masik kettot pedig
—c-vel.
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Ez az észrevétel a dolgozat kiindulépontja. Az 1. dbra dltaldnosan mutatja
a problémat. J6 lenne, ha a letakart, sztirkével jelzett szamok egyike sem le-
hetne egyértelmiien rekonstrualhaté a tobbibdl, beleértve az Gsszeseneket is.
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1. dbra.

A sziirke celldak tartalméanak egyértelmiiségéhez elegend6 vizsgalni a jobb
oldali abrat, a tobbi szdm nyilvdn redundéns. Amint azt ldtni fogjuk, a
letakart hat cella mindegyike felvehet tobb értéket, azonban, ha a 11-est tar-
talmazé celldt nem takarndnk le (ekkor a 24 és 13 Gsszesen értékek helyett
rendre 13 és 2 4llna), akkor a tobbi cella egyetlen értéket vehetne fel, azt, ame-
lyet tartalmaz. Valdjaban barmelyik cellat felfedve, a masik 6t egyértelmiien
adédik.

A jobb oldali dbra rdaddsul mér tiikrozi azt a ponthalmaz szemléletet,
amelyet alkalmazni fogunk, ugyanis hamarosan kidertil, hogy a jobb oldali 4b-
ran megmaradt szamok is érdektelenek: csak a —cellakhoz rendelt— pontok
egymashoz viszonyitott helyzetétol fiigg, hogy a celldk tartalma egyértelmii-e
vagy sem — barmilyen Osszesenek esetén.

1. Definicié. Egy adott méretii m X n-es tabldzat (m,n > 1) elemhe-
lyeit pontoknak nevezziik. Ezeket sor-oszlop indexparjuk tehat egyértelmiien
meghatédrozza. Ponthalmazokat fogunk vizsgdlni, azaz az X = {(u,v) : u =
1,2,...,myv = 1,2,...,n} halmaz részhalmazait. Egy A C X ponthal-
maz kitoltése az egész téblazat szamokkal vald feltdltése gy, hogy az A-n
kiviilli elemeket 0-val toltjiik ki, azaz a kovetkezd fiiggvény: f4 : X — R,
melyre f4(a) = 0 (a € A). Az fAa) (a € A) valés szdm az a elem
értéke. Gyakran elhagyjuk a fels§ indexet, ha A egyértelmiien adott. Az
A halmaz egy f4 kitoltésének peremoszlopa (a ,,sordsszesenek”) az az m
hosszisdgi vektor, amelynek i-edik eleme (i = 1,...,m) a tébldzat i-edik
sordba esé A-beli elemek értékeinek Gsszege (tehdt azokban a sorokban, ame-
lyek nem tartalmaznak A-beli elemeket, a peremoszlopban nulldk allnak).
Hasonléan definidljuk f* peremsordt , amely tehdt A azonos oszlopba esé
elemei értékének szummaibdl all. Az fA kitoltés pereme a peremoszlopbdl
és peremsorbdl all6 P = (Py, P2) rendezett par. Azt mondjuk, hogy az f4
kitoltés P-peremd kitoltése A-nak. Ha a perem csak 0-kat tartalmaz, akkor
fA O-peremd kitéltése A-nak.
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Természetesen bizonyos ponthalmazokra bizonyos (Py, P») parok semmi-
lyen kitoltésnek nem peremei, masok meg tobbnek is. Mi a méasokat ked-
veljik. Hiszen ha egy peremhez egy elemnek tSbb kiilonb6z6 értéke is tar-
tozik, akkor a tablazat ezen helye ,,védett a perem mellett”.

2. Definicié. Az a € A pontot védi A a P perem mellett, ha van A-nak
legalabb két P-peremi kitoltése gy, hogy a kiillonbozoképpen van kitoltve.

Az alabbiakban a nagyon egyszerii tételek esetében ,, Tétel” helyett ,,Al—
litds”-t frunk. A kovetkez6 &llitdsbdl kideriil, hogy a védelem mindig ,,uni-
verzalis”.

1. Allitas. Ha az a pontot védi A valamely P perem mellett, akkor bdrmely
mdsik P’ perem mellett is.

Valdban, legyen f; és fo két P-peremii kitoltése A-nak, melyekre fi(a) #
fa(a), tovébbé legyen valamely g; kit6ltés pereme P’ # P. Akkor go = ¢1 +
fa—f1 is P’ peremf kitoltés, mivel fo— fi O-peremi, és nyilvan ga(a) # g1(a).
Ertelmes tehdt a kovetkezd definicié:

2’. Definicié. Az a € A pontot védi A, ha van A-nak legaldbb két azonos
peremil kitoltése tgy, hogy a kiilonbozéképpen van kitdltve. Az A halmaz
védi eqy B részhalmazdt , ha B minden pontjat védi. Ha tehat a-t védi
A és az X tdbldzatban A-t ,letakarjuk”, akkor a-t nem lehet egyértelmiien
kiszamitani semmilyen perembdl.

2. Allitas. Az a € A pontot akkor és csak akkor védi A, ha létezik A-nak
0-peremi kitéltése igy, hogy a helyére tetszdleges, eldre adott, 0-tol kuilonbozd
szamot (példdul 1-et) frunk.

Valéban, ha fi és fo a 2’ Definiciéban szereplé két kitoltése A-nak, azaz
megegyez$ peremfiek és fi(a) # fa(a), akkor f = c(f1 — f2)/[f1(a) — f2(a)]
(c € R) egy O-peremii kitoltés, melyre f(a) = c¢. Forditva pedig, ha f egy
O-peremii kitoltése A-nak, melyre f(a) # 0, akkor barmely ¢ # 1-re cf is
O-peremii kitoltése A-nak és cf(a) # f(a).

3. Definicié. Az A halmaz védett, ha védi onmagdt. Ez azt jelenti, hogy
letakarasaval egyik eleme sem szamithato ki a perembdl.

Az aldbbi két halmaz Gsszes eleme védett egy kivétellel, a 7-lel jeldlt pon-
tok ugyanis egyetlen értéket vehetnek csupén fel, akarhogyan toltjlik a tobbit.
Példdul barmely 0-peremi kitoltése esetén, ha a *-gal jelolt elem értéke c,
akkor a **-gal jelolt elem csak —c lehet, tehat a ? helyére mindig csak 0
keriilhet.

|
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Fad @]

2. dbra.
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Nyilvanvaldak tovabba az aldbbi allitasok:

3. Allitas. Ha a egyediili A-beliként dll egy sorban, akkor A nem védi a-t.
Tehat kell, hogy legyen még vele egy sorban és eqy oszlopban is egy-eqy elem.
Sét, ezeket is védeni kell, ezért:

4. Allitas. Legaldbb 4 pontbol kell dllnia A-nak ahhoz, hogy legyen védett
eleme.

5. Allitas. Ha a-t védi A, akkor bdarmely A-ndl bévebb halmaz is védi. Ha
a-t védi A, de b-t (b € A) nem védi, akkor A\ {b} is védi a-t. Az &llitas elsd
felébol kovetkezik:

6. Allitas. Védett halmazok unidja is védett, mert ha A és B egyarant védi
minden sajit elemét, akkor az 5. Allitds miatt AU B is védi 6ket.

4. Definicié. Téglalapnak nevezzik azt a pontnégyest, amelynek elemei
pontosan két sorba és két oszlopba esnek. Téglalaprdcsnak nevezzik azt a
k -1 pontbdl &ll6 (k,I > 1) halmazt, amelynek elemei k szdmui sorban és [
szamu oszlopban helyezkednek el.

téglalap téglalapracs

[ ]

—O-O0—0O
—O0O0—0O

3. dbra.

7. Allitas. Ha A téglalap, akkor védett.

Ugyanis tekintsiik A egy kitoltését. Ekkor ha a f6atlé két végpontjanak
értékét c-vel megnoveljik, a masik két pontét pedig c-vel csokkentjiik, akkor
a perem nem valtozik.

8. Allitas. Egy téglalaprdcs is védett, mivel téglalapok unidja.
A téglalap altaldnositdsaként bevezetiink egy alapvetdé halmaztipust.

5. Definicié. Egy A halmaz ciklus, ha pontjai egy ay,as, ..., a, ismétlédés
nélkiili sorozatba rendezheték gy, hogy barmely (a;, a;t1, a;r2) egymast ko-
vet6 elemhdrmaséra (i = 1,...,n — 1 és ap4+1 = a1) fenndll, hogy a; és a;41

egy sorban (oszlopban) van, a,, és a,,, pedig egy oszlopban (sorban).

Azaz A egy grafnak tekinthetd, mégpedig egy olyan kornek, amelynek
egymast koveto élei —melyek az egymast kovetd pontokat kotik Ossze— a
tablazatban merdlegesek egymasra. Ha a fenti definiciéban nem kotjuk ki

a, ., = aj-et, akkor az A halmaz egy it ay és a,_ , kozott.

n+1 n+1



104 Farago Miklos

4. dbra.

1. Tétel. Ha az A halmaz ciklus, akkor védett.

Bizonyitds. Legyen adott A egy fi kitOltése, azaz adottak az fi(a;)
értékek (a; € A, i = 1,...,n). Most konstrudlunk egy mdsik ugyanolyan
peremil kit6ltését A-nak, amely minden a;-hoz egy mésik értéket rendel. Ad-
junk hozzé A értékeihez —a kor mentén haladva— véltakozva c-t és —c-t
(¢ > 0), azaz legyen fy(a;) = fi(a;) + c(—=1)"*1, (i = 1,...,n). Koénnyen
lsthat6, hogy fo(a1) és fo(an) kitoltése mindig kiilonbozik. Es mivel A
peremoszlopanak minden eleme fo(agk11) + f2(azky2) alakd kifejezések —
azaz fa(agk+1) + fo(agk+2) + ¢ — ¢ értékilek— Osszegeként 4ll el6 (ha példdul
vizszintesen indultunk el a;-b6l), tehét a peremoszlop (és hasonléan a perem-
sor) értéke megegyezik a két kitoltés esetén. a

6. Definicié. Az A halmaz egy f kitoltése tokéletes kitoltése A-nak, ha
O-peremii kitoltés és f(a) # 0, Va € A.

2. Tétel. Egy A halmaz akkor és csak akkor védett, ha van tékéletes
kitoltése.

Bizonyitds. A 2. Allités szerint elég csak az egyik irdnyt igazolni. Legyen
A = {ay,aq,...,a,} védett halmaz. Ekkor léteznek A-nak olyan O-peremii
f1s foy ..o, fn, kitoltései, melyekre fi(a;,) #0,a;, € A. Ag=c1fi+cafo+
oo+ enfn (i € R) kitoltés tokéletes, feltéve, hogy a ¢; egyttthaték tgy
vannak valasztva, hogy ¢y fi+co fo+. . .+ci fr 68 cry1 fra1 az { a1,a0,. . .aky1 }
halmazhoz két diszjunkt halmazt rendel (k = 1,...,n — 1). Ez elérhetd
példdul akkor, ha cp11/ci elég nagy (k=1,...,n—1). Ha ugyanis cx41fi+1
az ai, as, ..., ai4+1 helyeken felvett legkisebb abszolut értékli zérustol kiilon-
bo6z6 értéke nagyobb, mint ¢; fi +cofo+. .. +ck fi legnagyobb abszolut értéki
felvett értéke, akkor c1 f1 + cafo + ... 4+ ck frr1 zérustdl killonbozik ezeken a
helyeken. Egy ennél joval ,,gazdasdgosabb” konstrukciét tartalmaz a 6. Tétel
2. kovetkezménye. |

7. Definicié. Egy védett halmaz minimdlis védett halmaz, ha nincs védett
valédi részhalmaza.

3. Tétel. Egy védett halmaz akkor és csak akkor minimdlis védett halmaz,
ha minden tokéletes kitoltése egyetlen tokéletes kitoltés skaldrszorosa.

Bizonyitds. Egyrészt legyenek A és B, B C A védett halmazok és f4, f8
egy-egy tokéletes kitoltésiik. Ekkor barmely olyan ¢ € R-re, amelyre teljestl,
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hogy minden a € A-ra cfZ(a) # —f4(a), cfB + f4 A-nak egy fA-tél , lénye-
gesen kiilénb6z4” (nem skaldrszorzéban eltérd) tokéletes kitoltése. E feltételt
kielégiti minden elég nagy c, mégpedig: ¢ > max,ca f4(a)/ mingea fZ(a).
Masrészt legyen f és g két lényegesen kiilonbozo tokéletes kitoltése A-nak.
Ekkor tetszéleges rogzitett @ € A-ra alkalmas c esetén f(a) = cg(a) és 1étezik
a’ € A, melyre f(a') # cg(a). Igy a O-peremii h = f — cg kitltésre teljesiil
h(a) = 0 és h(a') # 0. Tehat A-nak azon A, ., részhalmaza, amelyhez h
0-t6l kiilonboz6 értéket rendel, nemiires és A-nak valddi része. Es mivel h
tokéletes kitoltése Aq q--nek, a 2. Tétel szerint A, o védett halmaz. Tehdt A
nem minimalis. |

8. Definicié. Az A és B halmazokat fiiggetlen halmazoknak nevezzik, ha A
elemei ,,nem latjak” B elemeit, azaz nincs olyan a € A és b € B, amelyek egy
sorba, vagy egy oszlopba esnek. Egy halmaz osszeftiggd, ha nem bonthato fel
fliggetlen halmazok unidjara.

Fiiggetlen halmazok tehat diszjunktak is. Nyilvdnvald, hogy az A halmaz
akkor és csak Gsszefiiggd, ha barmely két pontja kozott van A pontjaibdl 4116
ut. (Lésd az 5. definicié végét.)

9. Definicié. Egy halmazt pdros halmaznak neveziink, ha az X tablazat
minden sorabdl és oszlopabdl paros szamu elemet tartalmaz.

9. Allitds. Minden ciklus konstrukcicjdbol adodoan dsszefiiggd €s pdros.

10. Allitéas. Ha C pdros és C = AU B, A és B fiiggetlenek, akkor A és B
s pdros halmaz.

Ha ugyanis vagy A vagy B nem paros és fiiggetlenek, akkor C' sem lehet
paros.

11. Allitas. Ha C védett és C = AU B, A és B figgetlenck, akkor A és B
s védett halmaz.

A 2. Tételbdl, hiszen ha példdul A-nak nincs tokéletes kitoltése, akkor
A U B-nek sincs.

Az alabbi tétel azt mutatja, hogy a ,,ciklus” és a ,,paros” tulajdonsag
lényegében ekvivalensek.

4. Tétel. Az X tablazat eqgy A halmaza akkor és csak akkor pdros, ha elddll
diszjunkt ciklusok unidjaként. Ekkor tehdt A védett.

Bizonyitds. A 9. Allitds miatt és mert diszjunkt paros halmazok unidja
paros halmaz, csak az egyik iranyt kell igazolni, tovabba a 11. Allitds miatt
elegend6 a tételt Osszefliigg6 A halmazra beldtni.

Legyen tehat A Osszefliggd paros halmaz és kezdjiink el 1épdelni az elemein
egy utat bejarva, azaz egy tetszoleges a;-b6l —mondjuk vizszintesen— kiin-
dulva ismétlés nélkil és valtakozoé iranyban, azaz a; és a;,+1 minden ¢ € N-re
vagy egy sorban vagy egy oszlopban van, azonban a;, a;4+1 és a;42 mar nem
esik sem egy sorba sem egy oszlopba. Ez a sorozat A paros volta miatt ad-
dig nem akad el, amig a,+1 = aj-hez nem értiink — filigg6legesen. Mivel
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a ,felsorolt” By halmaz péros, s6t ciklus, a maradék A\ Bj is péros. Igy
ennek barmelyik elemébdl kiindulva az eljaras megismételheto és folytathato
egészen addig, amig A elemei el nem fogynak. A keletkezett B; halmazok
ciklusok, paronként diszjunktak, tovabba teljesiill A = By UBs U. ... a

10. Definicié. Ha egy ciklus minden sora és oszlopa pontosan két elemet
tartalmaz, akkor azt mondjuk, hogy a ciklus C%-tipusi. Ha egy ciklus nem
C?-tipust, azaz van legaldbb négy elemet tartalmazé sora vagy oszlopa, akkor
C**-tipusi.

Megjegyzés. Minden C?-tipust ciklus alkalmas sor- és oszlopcserékkel 1épcsd
alaki ortogondlis sokszogekbe vihet6 (14sd a 4. dbra bal oldali halmazat).

5. Tétel. Egy ciklus akkor és csak akkor bonthato fel két diszjunkt ciklus rész
unidjdra, ha C*-tipus.

Bizonyitds. a) Ahhoz, hogy a diszjunkt A és B ciklusok unidja ciklus legyen,
szitkséges, hogy lassak egymast. Ekkor viszont lesz olyan sor vagy oszlop,
amelyben A U B-nek legaldbb négy eleme van.

b) Essenek a C?T-tipusti C halmaz a, b, ¢, d, . .. elemei egy sorba. Konnyfi
meggondolni, hogy C és az 6t definidlé kor az altaldnossdg megszoritdsa
nélkiil atrajzolhaté az aldbbi alakba, ahol az ivek ciklusokat jelolnek.

5. dbra.

Ha az 5. dbrdn lathato kis ivek vagy a nagy iv barmelyikét —azaz az azt
alkoté pontok egyiittesét, beleértve a két végpontot is— A-val jeloljiik, akkor
A és B=C\ A egyardnt ciklus. O

Megjegyzés. Rdadéasul az a, b, ¢, d, . . . elemek kozil is keriilt mindkét halmazba
(paros szdmu) elem.

Kovetkezmény 1. Tetszdleges ciklus és igy tetszdleges pdros halmaz elddll
C?-tipusi pdronként diszjunkt ciklusok unidjaként. (Kivéve persze, ha maga
is C?-tipusi.) Ezek mdr nem bonthatdk tovdbb ciklusokra.

Az utébbi két tételbdl és az iménti megjegyzéshol ez kdzvetleniil adodik.



Tablazatok adatvédelme és graf optimalizacio 107

Megjegyzés. Ha egy ciklusbdl elhagyunk egy ciklust, nem biztos, hogy a
megmaradt rész is ciklus (kénnyen adhaté egy 12 elemii példa a kiinduld
halmazra), azonban a maradék nyilvén diszjunkt ciklusok uniéja, hiszen paros
halmazbdl péarosat vettiink el.

Kovetkezmény 2. A minimdlisan védett halmazok pontosan a C?-tipusi
ciklusok.

6. Tétel (felbontdsi/karakterizdcids tétel). Egy tdbldzat valamely A halmaza
akkor és csak akkor védett, ha elédll ciklusok unicjaként.

Bizonyitds. Mivel védett halmazok unidja védett halmaz, elég belatni, hogy
egy védett A halmaz minden pontjét tartalmazza A-nak valamely rész-ciklusa
(vagy képszeriien: dtmegy rajta egy ciklus). S6t elegend6 beldtni a kévetkezd
lemmat:

LEMMA: Ha a-t védi A, akkor a-t tartalmazza A-nak eqy részciklusa.

Tegyiik fel, hogy a nem eleme A egyetlen ciklusdnak sem. Ekkor legyen Aj,
illetve Ay az a-tdl kiillénbozé Osszes olyan A-beli pontok halmaza, melyek az
a-val egy oszlopba, illetve egy sorba esé pontokbdl (ilyenekbdl a 3. Allités
szerint legaldbb egy-egy van) elérhetéek olyan tttal, amely nem tartalmazza
a-t. Ekkor az Osszefliggd A’ = A1 U Ay U{a} C A a feltétel szerint hérom
diszjunkt halmaz unidja, ahol A; és A, fliggetlenek is, mivel ellenkezé esetben
a-t tartalmazna egy ciklus.

Konnyti elképzelni —bér a bizonyitdshoz nem sziikséges—, hogy A’ sor-
és oszlopcserékkel az 6. d@brdn lathaté helyzetbe hozhaté (a két téglalap Ay
és Ao ,téglalap burkdt” jeloli, a ,hatdarpontokat” feltiintettiik, a ,,belsé”
pontokat nem; A\ A’ nem latszik az dbran, hiszen nincs szerepe). Ha most
belatjuk, hogy A’ minden O-peremil f kitoltésére f(a) = 0, akkor a 2. Allitas
szerint A’ nem védi a-t, tehdt A sem védi (mivel A\ A’ és A’ fiiggetlenek,
ha az el6bbi nemiires) és igy igaz a lemma. Legyen tehdt f egy O-peremil
kitoltése A’-nek.

000000000000C0OOO0O0

o 0

0

Aq 0

0

0

o 0

O a

A
O

6. dbra.
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Ekkor az A; halmaz a-val egy oszlopba esé elemeinek értékiosszege s =
0, hiszen ez az érték eléall ugy, hogy A; elemei sordsszegeinek (mind 0)
Osszegébdl kivonjuk az a-t nem tartalmazé oszlopok oszlopdsszegeit (mind
0). Mivel f 0-peremi kitoltés, igy s + f(a) = 0 is fenndll, azaz f(a) = 0.
Tehat a lemma és igy a tétel is igaz. a

Kovetkezmény 1. Egy A halmaz akkor és csak akkor védett, ha elddll C?-
tipusi ciklusok unidjaként. (Az 5. Tétel alapjan.)

Tehét a védett halmazok ,,tulajdonképpeni 1épcsék” unidi (14sd a 10. De-
finici6 alatti megjegyzést).

A felbontasi tételbdl a 2. Tétel egy tjabb bizonyitdsa adddik, a tokéletes
kitoltés egy gazdasdgosabb konstrukcidjaval:

Kovetkezmény 2. Egy A halmaz akkor és csak akkor védett, ha van egész
értéki tokéletes kitoltése.

Bizonyitas. A 2. Allités szerint, ha f egy tokéletes egész értéki kitoltése
A-nak, akkor A védett. Forditva, legyen a védett A halmaz az Ai,... Ay
ciklusok unidja. Jeldlje f; (i = 1,...,k) A; olyan kitoltését, amely A; ele-
meihez ¢;-t vagy —c;-t rendel (a két lehetséges kit6ltésbdl barmelyiket), ahol
c; = 271, Ekkor fi + ...+ fi egész értékli és tokéletes kitoltése A-nak,
mivel ha a € A;, akkor |fi(a)| + ...+ |fi_i(a)] <2171 —1 < 2171 = | f;(a)
(1 =2,...,k). Ha A 6sszefiiggd, akkor a még mindig nem tul gazdasigos kon-
strukcié szerint a kitoltott értékek abszolit értékei az [1,25~1] intervallumba
esO egész szamok.

A kiilonbozé tulajdonsagi védett halmazok hierarchidjat osszefoglalja az
alabbi implikacié-séma:
téglalap = téglalaprics =
= (2 halmaz (< minimélis védett halmaz < lényegében egy tokéletes kitoltése van) =

= ciklus (< diszjunkt C? halmazok unidja, dsszefiiggd) =
= péros halmaz (< diszjunkt C? halmazok uniéja) =

= védett halmaz (<> C? halmazok uniéja < van tokéletes kitoltése)

Egy példa olyan védett halmazra, mely nem paros és nem is all el6 disz-
junkt ciklusok unidjaként: a 2 x 3-as téglalapracs.

2 A bovitési algoritmus

Az eddigiek alapjan konnyen lehet gyors és ,,elég j&” algoritmusokat el6dl-
litani a bévitési feladat megolddsara, azaz egy tetszbleges A halmaz védett
halmazokkal valo lefedésére. Példaul téglalapok uniéjaval vagy egy paros hal-
mazzal vagy ezek kombinaciéjaval. Ezek raadasul gyorsan kédolhato eljardsok.
Sét, amint arra a bevezetOben is utaltunk, nem til nagy méretii A esetén
,,szemre” konnyen meg lehet taldlni A ciklusait, azaz a védett elemeket.
A t6bbin pedig kénnyen ,,Aatfektethet6k” ciklusok néhdny —a minimaélis-
hoz kozeli szami— maésodlagosan kijelolt pont letakardsaval, szamitogép
hasznalata nélkil. Ezt szemlélteti az alabbi példa:
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52 25 48 60 48 9 65 24 33 43 36 89 52 25 48 60 48 9 65 24 33 43 36 89
34 38 90 49 17 68 66 66 57 1 85 66 34 49 |
32 49 28 65 47 18 76 27 72 39 77 31 32
21 43 72 80 42 85 89 26 39 19 32 19 21
15 8 87 86 46 89 12 31 74 34 52 65 15
28 29 49 51 69 35 95 88 61 80 34 7 28
64 12 15 1 58 35 77 73 85 42 15 19 64
22 35 20 20 73 43 59 78 95 20 40 61 22
35 19 3 84 8 30 4 8 89 61 52 65 35
32 27 57 15 18 68 57 17 25 34 10 34 32
21 89 96 57 87 54 0 60 59 18 32 73 21

7. dbra.

A 7. dbrdn a sziirkével jelzett celldkat (pontokat) akarjuk letakarni. A
cél olyan ciklusokat taldlni, amelyeknek minél tobb sziirke pont az eleme
(sarokpontja). Léthatd, hogy két cella, a 90-es és a 32-es tartalmu kivételével
mindegyik cella eleme valamely ciklusnak. Egyetlen pont (a korrel jelzett)
felvételével, azaz egy 1j cella letakardsaval azonban ezek is bevonhatdk egy
harmadik ciklusba, amelynek negyedik pontja a 85-6s tartalmu cella. Ezzel
tehdt minden sziirke pont védetté vélik. (Megjegyezziik, hogy a ,,72-es” cella
helyett megfelelt volna az alatta 16v6 49-es, 3-as vagy 96-os tartalmu is.)

Van-e azonban gyors algoritmus a bévitési probléma optimalis megoldasa-
ra, azaz minimdlis szamu djabb cella letakarasdra? A fenti példa megolddsa
nyilvan optimalis.

Most megmutatjuk, hogy az eddig bevezetett fogalmak és kimondott
allitdsok dtfogalmazhatdk grafelméleti fogalmakks és dllitasokka. A boévitési
feladat optimalis megoldasara igy mar ismert grafelméleti tételek és algorit-
musok &dllnak rendelkezésiinkre.

Egy tdbldzat A ponthalmazaihoz kolcséndsen egyértelmiien paros grafok
rendelhetoek a kovetkezoképpen:

12. Definici6. Feleltessiik meg egy tablazat A ponthalmazénak a G4 =
G4(U,V, E) paros grafot, ahol U és V diszjunkt nemiires halmazok a kévet-
kez6 tulajdonsagokkal: Alljon U azon u; elemekbdl (pontokbdl), amelyek a
téablazat i-edik sordnak felelnek meg, feltéve ha az tartalmaz A-beli pontot.
Hasonléan, V' alljon az A-beli elemeket tartalmazoé oszlopoknak megfeleltetett
v; pontokbdl. Az élek F halmazat pedig definidlja a kovetkez6: u; és v; kozott
pontosan akkor van él, ha a tablazat i-edik soranak j-edik eleme A-beli pont.
Azt mondjuk, hogy G4 az A ponthalmaz grifja.

Vildgos, hogy G4 nem tartalmaz izolalt pontot, tovabba, hogy A akkor
és csak akkor all el6 egy tablazatbeli B halmazbdl a tablazaton végrehajtott
elemi sor-, illetve oszlopcserék valamely sorozatdval, ha G4 és G izomorf
grafok.

12. Allitas. Kozvetleniil G4 definiciéjabol adodik, hogy az alabbiak ekvi-
valensek:
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(i) az A halmaz osszefiiggé (i) Ga 6sszefiggd grdf

Minden gréf egyértelmiien felbonthaté maximaélis (tovabb nem bévithetd)
Osszefiiggd, paronként fiiggetlen komponensek unidjara. Ismert grafelméleti
tétel (pl. Hajnal, 2003) a kovetkezd: egy G graf valamely e éle akkor és
csak akkor nem éle egyetlen G-beli kornek sem, ha e-t elhagyva a grafbol,
a kapott grafnak tobb komponense lesz, mint G-nek. Ekkor e-t hidélnek
nevezik. Ha az Osszefiiggd, legalabb harom szogponti G-grafnak minden éle
valamely kornek éle (,,korél”), akkor G-t kétszeresen élosszefiiggének nevezik.

Belathaté, hogy az aldbbi hdrom &llitds ckvivalens: (i) G kétszeresen
é16sszefiiggd (i1) G-nek nincs hidéle (iii) G barmely két pontjét dsszekoti két
at, amelyeknek nincs ko6zos éle.

Mivel az A-beli C? halmazoknak a G 4 graf korei felelnek meg és forditva,
ezért a felbontdsi tétel szerint:

13. Allitas. Egy A halmaz akkor és csak akkor védett, ha G4 minden éle
korél. Ekkor G 4 pdronként fiiggetlen, kétszeresen €éldosszefiiggd komponensekre
bonthata.

A 8. dbra paros grafjanak (ez ellendrizhetd) szaggatottal jelzett hidélei
védtelen pontoknak felelnek meg az eredeti tablazatban, a tobbi él korél,
tehat valamely védett pont képe.

8. dbra.

Erdemes felsorolni A és G 4 néhany egymasnak megfeleld ;,objektumat”.
Emlékeztetiink arra, hogy egy graf vonala nem tartalmazhat élismétlédést,
egy utja vagy egy kore pedig még pontismétlodést sem.

Téabldzatok halmazai Paros grafok

ponthalmaz (a tdblazatban) — péros graf

pont —él

pontok szidma az i-edik sorban  — u; fokszdma

péaros halmaz — minden fokszam péaros a grafban

ciklus (mindig péros) — zdrt vonal (mindig péros fokszdmui pontokbdl all)

C?2-tipusi halmaz — kor (fokszam = 2)

téglalapracs — teljes graf

figgetlen halmazok — fliiggetlen gréafok

Osszefliggd halmaz — Osszefliggd graf (barmely két pont kézott van 1t)

Osszefliggd paros halmaz — Osszefliggd Euler graf < van zart Euler vonala
(minden fokszdm péros)

védett pont /nem védett pont  — korél / hidél

védett halmaz — hidélmentes graf < minden éle korél
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Erdekes analégia, hogy a 4. Tétel annak a klasszikus grafelméleti tételnek
a ,tablazat-nyelvi” megfelel6je, hogy ,,egy grafban akkor és csak akkor van
zért Euler-vonal, ha minden csticsnak fokszama pédros.” A bizonyitdsok is
analogak.

Az alédbbi algoritmus egy tetszileges A halmazhoz konstrual minimaélis
szamu pont hozzdadasival egy A-t lefedé A’ védett halmazt. Az algoritmus
az els6dlegesen letakart pontok szama szerint linedris idejii lesz, azaz a 1épés-
szdm kisebb lesz, mint a|A|+b, ahol a és b alkalmas konstansok. Az algoritmus
,,magja”’ egy olyan eljaras lesz, amely megoldja paros fak kétszeresen Gssze-
fliggd paros graffa bovitését minimalis szam Gj €l beiktatasaval, a fa éleinek
szama szerint linedris szamu 1épésben.

ELOKESZITES

Ismeretes (pl. Hajnal, 2003), hogy egy graf minden &sszefiiggé kom-
ponense egyértelmien felbonthaté diszjunkt alkomponensekre, melyek vagy
maximalis kétszeresen élosszefliggo részgrafok vagy 6nallé pontok, és melyeket
hidélek kotnek Gssze (ha legaldbb két alkomponens van). Barmely két al-
komponenst legfeljebb egy hidél kit Gssze. Az alkomponensek és a hidélek
egylittesen alkotjak a komponenst (8. dbra). Példaul egy fa alkomponen-
sei a szogpontjai, hidélei pedig az élei. Tekintsiik az A halmazt és grafjat,
Ga-t. A 13. Allit4s szerint A pontosan akkor védett halmaz, ha G4 minden
komponense egyetlen kétszeresen élosszefliggd alkomponensbdl all.

Régdta ismertek olyan algoritmusok (Tarjan, 1972), amelyek elvégzik a
G(V, E) graf komponensekre bontdsét (a graf minden pontjét besorszdmozva
az azt tartalmazé komponens sorszdmdaval) valamint az alkomponensekre
bontdst linedris —O(|V| 4 |E|)— id6ben, és a hidéleket is hozzdrendelik a
megfelel alkomponens-parokhoz.

ALGORITMUS-KEZDET

Ezentil G 4-t roviden G-vel jeldljik. ElGszor elvégezziik a G paros graf
komponensekre és alkomponensekre bontasat. Ha G minden komponense
kétszeresen élosszefliggd, akkor A védett, az algoritmus ledll.

Ellenkez6 esetben:

A) Foglalkozzunk elészor azzal az esettel, amikor G Gsszefliggs. Mivel
G paros graf, minden pontja beszinezhetd két szin, mondjuk a zold és kék
egyikével ugy, hogy él csak kiilonb6z6 szinti pontokat kothet ossze. Olyan
algoritmust adnunk, amely G-be tgy huz be a ,,szinszabdly” betartasaval
minimalis szamu élt, hogy a kapott paros grafban minden él korél lesz.

Tekintsiik azt a T'(G) grafot, amelyet igy kapunk G-bol, hogy annak —
maér eléallitott— alkomponenseit ,,0sszehizzuk” egy-egy pontta. Azaz az 1j
grafban minden pont egy-egyértelmiien megfelel G egy (esetleg egy pontbdl
all6) alkomponensének, és a pontok koézt pontosan akkor hizunk élt él, ha
a megfeleld alkomponensek kozott volt (hid-) él. T(G) egy fa. A valéban
Osszehizott, azaz egynél tobb pontbdl 4ll6 alkomponensekbdl (ezek legaldbb
két kék és két zold pontot tartalmaznak) keletkezett T'(G)-beli pontok szine
legyen kékesszold, a tbbi pont pedig 6rokolje G-beli szinét. T(G)-re tehdt
egy altaldnositott szinszabaly teljestil: kék pont kékkel, zold pont zdlddel
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nincs Osszekotve.

Nyilvan elegendd most mér a T(G) fat minimélis szdmu él behuzdsdval
kétszeresen élosszefiiggévé béviteni — a szinszabaly betartdsaval. Hiszen ha
e egy az a és b pontok kozé djonnan behuzott él T(G)-ben, akkor G-ben
behtizva egy élt a T—1(a) és T~1(b) alkomponensek egy-egy ellenkezd szinit
pontja kozé, a kapott G’ is kétszeresen élosszefiiggd graf lesz.

A T(G)-t minimalis szdmu él behuzdsaval kétszeresen élosszefiiggd ki-
bovité algoritmus legfontosabb tovabbi 1épéseit az alabbi tétel bizonyitasa
tartalmazza. Bar a tételben mellozziik a kékeszold pontokat is tartalmazo
fakat, ezeket azonban a végén egyszertien elintézzik.

El6szor a T'(GQ) fat a szokdsos médon ,,gydkereztetjiik”, azaz egy tetszole-
ges legalabb masodfoku pontjabdl, a gyokérbol kiindulva, téle elfelé mutatod
irdnyitassal latjuk el. Rogzitett gyOkér esetén az irdnyitas nyilvan egyértel-
mi. Az ezt végzd linedris idejii algoritmus megjeldli a leveleket, tovdbba
minden pontot megcimkéz a gyokértol vald tavolsdgaval, a ,,szintjével”, azaz
a pontbdl a gyokérhez vezetd egyetlen it éleinek szdméval. Ekkor T(G)-t a
péros grafoknal megszokott médon igy is jelolhetjik: T'(A, B, F'), ahol A és B
az irdnyitds altal generdlt pdros, ill. paratlan szinteken elhelyezkedd (kék, ill.
z0ld) pontok, E pedig az élek halmaza. Fék esetén a linedris idére szokdsosan
alkalmazott O(|E|), O(|V]), O(|E| + |V|) kifejezések (|E| és |V| = |A| + | B]
az élek, ill. csiicsok szdma) egyszerre teljesiilnek, hiszen |V| — |E| = 1, ezért
egyszerlien ezt irjuk: O(T).

6. Tétel. Egy T = T(A, B, F) gydkereztetett fa max(|K|,|Z|) dj él behizd-
saval kétszeresen éldsszefiiggd pdros graffa bovithetd, ahol K C A és Z C B
rendre o fa kék, illetve zold leveleinek halmaza. Ennél kevesebb €l nem ele-
gendd. A bévitd élek O(T) idbben vald megaddsdt a bizonyitds tartalmazza.

Bizonyitas. Az aldbbi allitds alsé becslést ad a behizandé élek szaméra.

14. Allit&s. T(G) minden levelébdl, azaz elséfoki pontjabdl ki kell indulnia
egy ujonnan behizott élnek ahhoz, hogy T(G) minden élébsl korél legyen. A
levelekbe futé élek nyilvanvaléan csak gy lesznek korélek.

1) Legyen elészor |K| = |Z].

e (. lépés (k=0)

Parositsuk Gssze tetszélegesen a kék leveleket a zdldekkel. Ha |K| = |Z| =1,
akkor egy élt behuzva a két levél kozé, a kapott graf nyilvanvaléan egyetlen
kort alkot. Ha |K| = |Z| > 1, akkor az egyes parok tagjai kozotti egyetlen
utat a faban konnyt megadni: az adott levélpar tagjaibdl inditott, egy-egy az
irdnyitassal ellentétesen, , felfelé” vezetd Ut biztosan talalkozik egy pontban,
,,legkésébb” a gyokérben. Az Gsszes ilyen it eme —pdaronként fiiggetlen—
kiindul6 { 70,1, 70,2, - - -, 1o, k| } rendszerét jelolje Fy. Ha ez tartalmaznd a T’
fa Osszes élét, akkor a parok tagjait egy-egy 1j éllel Gsszekotve el6allna egy
T-t részgrafként tartalmazé kétszeresen élosszefiiggd graf. Az egyes utakon
még egyszer végighaladva cimkézziik meg az éleket és a pontokat az Ut zo6ld
végpontjaval.

0. lépés vége
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Ezutan szélességi kereséssel bejarjuk T-t, azaz végigmegyilink a pontjain,
szintenként, a gyokértol tavolodva.

o 1. lépés (k=1)
Rélépiink a pg-ra, T' gyokerére. Az elsé 1épés el6tt a rendelkezésre allo Fy
rendszerre teljestilnek az aldbbi tulajdonsagok, ha k helyébe mindenhol 1-et
frunk:

a. T minden levele pontosan egy Tj_1 ; fanak levele. Ebbdl kévetkezden
Ty—1,;-k péronként fliggetlen grafok. Forditva: mindegyik T}_; ; fa
minden levele T-nek is levele.

b. Tj_1 ;-nek ugyanannyi zold és kék levele van, és ezek Ossze vannak
k—1,5 ’
parositva.

c. T_1,;-t kiegészitve az Osszeparositott leveleket Osszekotd egy-egy uj
éllel: kétszeresen élosszefliggd graf all eld.

d. Tj_1,; minden éle és pontja cimkézve van Tj,_; ; valamelyik zdld levelével.

Mivel py fokszama legalabb 2, jeloljon e és f egy-egy beldle kiindulé élt
(9.a dbra). Ekkor pg-bdl e-n keresztiil elindulunk egy cimkézetlen élekbdl
allo tetszoleges s, utvonalon az elsé cimkézett pontig, amelyet jeloljon 7.
Ez nyilvan valamelyik Fy-beli T¢ fa gyokere, hiszen T fa. Hasonléan, pg-bdl
az f-fel kezd6do tetszdleges s¢ utvonalon eljutunk az Fj-beli Tf fiig az r f
pontban. T¢ és T/ valéjaban egy-egy tt. Jelolje 71 1 a két fa és az ket
OsszekotS dtvonal, azaz T¢, TV, s, és s 1 egyesitésével el6éllt fat. (Az elsé
index: k.) Ezutédn tekintsiik az r. és r; pontok cimkéjét, azaz a két Gsszetevd
fa egy-egy z0ld levelét, valamint kék parjukat. Végezziink el koztiik parcserét
a szinszabdlyt betarté egyetlen lehetséges médon (b.). Ekkor, ha az 4j T} 1
faban minden par kozé behtzunk egy élt, kétszeresen élosszefiiggd grafot
kapunk (c.), hiszen a két Osszetevd fa kozdtt e-n (és f-en) &t is vezet 1t,
valamint a pércserében részt vevé leveleket Gsszek6td éleken at is (mindjart
kettd). Végil az Osszek6té utvonal Gsszes re és rp kozotti élét és pontjat,
tehat po-t is, cimkézziik meg r. cimkéjével. fgy 71, minden pontja és éle
cimkézve lesz egy z6ld levelével (d.).

1. lépés vége

Az els6 1épés eredményeként el6allt egy 1j, eggyel csokkent elemszami
rendszer: Fy = {T11,T1,2,...}, ahol Th1 két ,eredeti”, azaz Fy-beli fa
Osszevonasaval és az Oket 6sszekotd Ut ,,bekebelezésével” keletkezett, a tovabbi
elemek pedig a megmaradt —édtjelolt— eredeti fék (a.). Az F; rendszer tehdt
rendelkezik az a-d. tulajdonsidgokkal. Mivel 17 ; tartalmazza a gyokeret, Fy
az alabbi tulajdonsaggal is rendelkezik:

e. A k> 01épés megtétele utan: minden olyan T-beli pont, amelyre mar
raléptiink, a py gyokerd Ty 1 fa pontja.
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9.b dbra

o k. lépés (k>1)

A 1épés megtétele el6tt rendelkezésiinkre all az Fy,—1 = {Tp—1,1, Th—1,2,--- }
fa-rendszer, amelyben az elsét kivéve mindegyik fa az eredeti Fp-beli, még
érintetlen fak valamelyike.

Ez a 1épés az 1. 1épés egyszertisitett valtozata (9.0 dbra). Az 1. 1épésben
két eredeti fabdl eldallitottuk a T4 ; fat. Ezutdn mar minden lépésben egy-egy
djabb eredeti fat olvasztunk bele az el6z6 1épésben eldallitott Tj, 1, faba a
sorban mogotte allok koziil, a kettejiiket Osszekoto uttal egyiitt, egyuttal
elvégziink egy alkalmas parcserét a levelek kozott, mig végiil egyetlen fa
marad: T;,, =T.

Ha az aktualis p pontbdl kiinduld Gsszes €l cimkézett, azaz a p-bol lefelé
indulé Gsszes nem Fj_1-hez tartozé élre egyszer mér réléptiink (akdr p-bol
kiindulva, akdr mér kordbban, p valamelyik el6djébdl), azaz p ,,ki lett fejtve”
akkor a szélességi bejaras szerinti kovetkezO pontra lépiink, ezt jeldlve p-
nek. Ellenkez6 esetben legyen e egy p-bdl lefelé iranyuld cimkézetlen, azaz
nem Fj_i-hez tartozd él. Most is, mint az 1. Iépésben, induljunk el p-
bol egy az e-vel kezd6do, cimkézetlen élekbdl alld tetszoleges s, utvonalon,
amig eljutunk a még érintetlen T¢ € Fy_q \ Typ—1,1 fa r. gydkerébe. Az e.
tulajdonsag miatt T} _1, tartalmazza p-t. Jeloljik T} i-gyel a Tj_1, és T°
fak, valamint az Sket Gsszekotd s, Ut egyesitésével el6allt fat. A parcserét és
a cimkézést az 1. 1épésben leirtakkal megegyezben végezziik, azaz tekintsik
re és p cimkéjét, azaz a két Gsszetevo fa egy-egy zold levelét, valamint kék
parjukat. Ezutan végezzik el koztiik az egyetlen lehetséges parcserét. Végiil
az 0sszekotd utvonal Osszes p és r. kozotti élét és pontjat cimkézziik meg .
cimkéjével. fgy T},1 minden pontja és éle cimkézve lesz egy zold levelével.

A k. 1épés eredményeként el6allt egy 1j, eggyel csokkent elemszamu rend-
szer: Fy, = {Ty1,Tk2,-.. }, ahol az elsé tagot kovetd elemek (az utolsé 1épés
utdn mar nincs ilyen) a még megmaradt Fy-beli fak.

k. lépés vége
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A k. 1épés nyomén el6éllt F, rendszer tehat ugyantugy rendelkezik az a-d.
tulajdonsagokkal, mint az 1. 1épés utdn. Az e. tulajdonsig meglétét pedig
a szélességi bejards biztositja, hiszen minden p # po pont a rélépés el6tt
mar rendelkezik cimkével, amelyet valamelyik T-beli Ose kifejtésekor kapott,
hiszen az Gsszes p-nél magasabb szinten 1évé pont mér ki van fejtve.

Az algoritmus az eredeti fak elfogydsdval, azaz n = |Z| — 1 1épés utdn
ledll. Az eléallt T, 1 =T fa és leveleinek eléallt parositasa rendelkezik az a-
e. tulajdonsigokkal, tehat azzal is, ha minden levelet 6sszekotiink a parjaval
egy éllel, akkor kétszeresen élosszefliggd péaros grafot kapunk. A 14. Allitas
kovetkezménye, hogy ennél —azaz | Z|-nél— kevesebb él behuizésival ezt nem
lehet elérni.

Az eljaras, amely tulajdonképpen K és Z megfeleld parositasanak megke-
resése, az élek | F'| szdma szerint linedris idejii a kovetkez&k miatt: T bejardsa-
kor minden p pontban a beléle kiindulé (s.-vel vagy ss-fel jel6lt) utak hosszé-
val ardnyos id6t toltiink: el6szor végighaladva rajtuk, masodszor ,,visszafelé”
megcimkézve pontjaikat és éleiket. (A 0. lépésben is ez torténik, csak a bejart
és megcimkézett utakat ott a Ty ; jeloli, amelyeket nem feliilrél generdlunk,
hanem alulrél.) Ezek az utak paronként éldiszjunktak és egyiittesen eléallitjak
T-t. Egy adott Gt minden egyes pontjahoz két ,ralépés” és a cimkézés kons-
tans ideje tartozik, valamint az tthoz tartozd parcsere bejegyzési idejének
réesd része. Tehdt a id6 a|F| 4+ b alaku.

2) Legyen most |Z] < | K].

Legyen K, a kék levelek egy tetszéleges |Z| elemszami részhalma. El8szor
eléllitjuk T azon legsziikebb T™ részfdjét (10. dbra), melynek pontosan
Z UK, alevélzete. Ilyen fa nem lehet egynél tobb, mert akkor metszetiik is
egy ugyanolyan levélzetii fa lenne. Jelolje d a gyokér és a hozza legkozelebb
es6 ZUK ,-beli levelek tavolsdgat, d-t a gyokereztet6 algoritmus megadja. A d
szinten 1év6 levelek halmazat jelolje Ly. A gyokértél d-nél nagyobb tdvolsdgra
es6 (,,mélyebb szinten” 1évé) levelek mindegyikébdl induljunk el a gyokér felé
egy-egy uton egészen a d szintig. Az utak d szintii pontjaibdl és Ly pont-
jaibdl folytassuk egy-egy uton a felfelé haladast addig, mig valamelyik szinten
a megmaradt élek egyetlen pontban taldlkoznak (legkésébb T' gyokerében).
Ekkor a bejart utak egytitt nyilvan a keresett T™ fat adjak, amelyben az
utolso elért pontot tekinthetjiik gyokérnek, hiszen fokszama egynél nagyobb.
Eme bejérds T éleinek egy részén egyszer halad 4t, tehét ideje O(T).

Parositsuk Ossze az 1)-ben leirt eljardssal Z és K, leveleit a T* faban és
a parokat kossiik Ossze egy-egy Uj éllel. Ezzel T* Osszes éle korél lesz. Azt
allitjuk, hogy ha T" megmaradt — kék— leveleit, azaz a K \ K,-be esOket
Osszekotjik T™ ,szinte” barmelyik zold pontjaval, példaul barmelyik zold
levelével, akkor az 6sszes T™*-n kiviili él is belekeriil valamilyen kérbe. Legyen
ugyanis e egy tetszdleges T™*-on kiviili éle T-nek, v’ és v” végpontokkal. Ekkor
koziiliik pontosan az egyikbdl, mondjuk v’-bdl, vezet olyan ut T*-ba, amely
nem tartalmazza e-t, ellenkezd esetben e korél lenne. Az it els6 T*-ba
esd pontjat jelolje u'. Masrészt v'’'-bdl egy tetszdleges, nem e-vel kezdédd
tuton haladva T valamelyik levelébe érkeziink, hiszen 7*-ban nincs kor. Ez
a w-vel jelolt levél csak K \ K,-beli lehet, ellenkezd esetben e egy T*-n
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athaladé (u'...v,e,v”...w...w') kor éle lenne, ahol (w...u) a w és o’
kozotti T*-beli 1t. Tehat ha w-t egy 10j éllel Osszekotjik T* barmely u'-
t6] kiillonbozé zold u” pontjdval, példiaul egy zold levéllel, akkor e benne
lesz az (u'...v',e,v” .. w,u" ... u) korben, ahol (v’ ...u') a w és v’ kozotti
T*-beli —egyetlen— 1t. (Az u # u” kikotés biztositja, hogy valddi, azaz
kett6nél tobb szogpontbdl all6 kor j6jjon létre). Ha tehat minden K\ K ,.-beli
levelet egyszerlien Gsszekotunk egy alkalmas T™-beli zold ponttal, példaul
egy levéllel, akkor minden T™-on kiviili él korél lesz. Ennek ideje nyilvan
c(|K|—Z]) +d.

Ezzel valéban Gsszesen |K| szému 1j élt hiztunk be a T fdba: el8szor
| Z] szamut T™ levelei kozé, majd |K| — | Z| szémuit K\ K, és T* zdld levelei
kozé. A 14. Allitas alapjén pedig ismét kovetkezik, hogy enndl kevesebb ¢l
behtizdsdval nem lehet T-t kétszeresen élosszefiiggd paros graffa boviteni. A
két id6 Osszege pedig feliilrél becsiilhetd e|F'| + g-vel, ahol e és g alkalmas
konstansok. |

Eddig feltettiik, hogy a T(G) fanak nincsenek kékeszold levelei. Ha van-
nak kékeszold levelei, m darab, és |Z] < |K|, akkor m < |K| — |Z| esetén
pakoljuk mindegyiket Z-be, ellenkez6 esetben osszuk el ket Z és K kozott
ugy, hogy a két igy kibdvitett K’ és Z' halmaz elemszdma vagy legyen
egyenld, vagy K'-é legyen eggyel nagyobb. Ezzel biztositottuk K’ és Z' kozott
a maximalis parositdst, és 1)-et vagy 2)-t végrehajtva eléallithaté a leveleket
0sszeko6t6 minimalis szamu él.

3) Néhany esetben az eddig leirt mddszer nem alkalmazhaté. Mégpedig
akkor, ha T(G) levelei nem kothetSk Gssze sem egymadssal (mert vagy mind
z0ldek vagy mind kékek), sem a t6bbi belsé ponttal (mert csak a szomszédaik
més szintiek). Ezek a fak pontosan az dn. csillag-grafok. Ezeknek egy pont
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kivételével —jeloljik ezt a-val— csak els6fokd pontjaik vannak, mondjuk
mind kékek. Ekkor,

3a) ha a kékeszold, akkor minden levelet egy a szomszédjatdl kiillonbozo
z6ld T~1(a)-beli ponttal kétjiik dssze (T~ (a) legaldbb két zold és két kék
pontot tartalmaz).

3b) Ha pedig a z0ld (ezek azoknak a tdbldzatbeli halmazoknak felelnek
meg, amelyek pontjai egy sorban vagy oszlopban helyezkednek el), akkor
egynél tobb levél esetén —most elészor— fel kell venni egy 14j (z6ld) pontot
és a leveleket Gssze kell vele kétni (ldsd a 11. dbra bal oldalat). Végil ha a
T(QG) egy két-szdgpont csillag, akkor két 1j pont felvétele és , korbekotése” a
megoldas. Ez az eset a tablazatban az egyetlen pontbdl 4116 halmaz téglalappal
val6 lefedését jelenti (a 11. dbra jobb oldala).

. vastagG(A), az egész: &) ®
/@--\\ , '
S~—.--27° Ui pont ! :

2 Ujponty._____ o)

vastagA, az egészA’ @ —@----- (!)—

Uj pontok

11. dbra

B) Ha G egynél tobb komponensbél &ll: Gy, G, ..., akkor a T(G;) fék
koziil az 1), 2) vagy 3a) tulajdonsdgiakra végezziik el az ott {rottakat, igy téve
kétszeresen Osszefiiggévé Sket. A 3b) ald tartozé T(G;) fak esetén ellenben —
elkeriilend6 az 1j pontok felvételét— a fa leveleit 0sszekotjik barmely méasik
G; (i # j) komponens valamely més szinli pontjaval.

ALCGORITMUS-VEG

Az imént ismertetett algoritmus —az egy komponensii 3b) esettél eltekint-
ve, azaz amikor az A halmaz minden pontja egy sorba vagy oszlopba esik—
a G 4 grafhoz nem vesz hozza 4j szogpontokat, hanem csupan 1j éleket hiz
bele, azaz A-t az 6t tartalmazo legsziikebb téglalapracs bizonyos pontjaival
egésziti ki.

Roviden 6sszefoglaljuk az algoritmus lépéseit egy pszeudo kédu program
forméjdban. A programban a T; fa csillag-graf mivoltdra vonatkozé if {T;...}
alaku feltételek kiértékelése konstans id6t vesz igénybe, mivel ezt mar korab-
ban elvégzi a T;-t irdnyitassal ellato alprogram. I; jeloli T; leveleinek szamat.
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BOVIT(G)
e G-t felbontjuk a G; komponensekre (i =1,...,n) O(|V|+ |E|)
fori=1ton
e G; -t alkomponensekre és hidélekre bontjuk O(|V;| + |E;|)
if {a hidélek szdma = 0} then
next %
else
e G;-bdl alkomponensei Osszehtzdsdval T; fat készitiink O(T;)
o T;-t gyokereztetjik, innen irdnyitjuk, majd meghatdrozzuk a leveleit. O(T;)
if {n =1 & T1 egy 3b)-tipust csillag} then
e 1j pontokat vesziink fel (egyet vagy hdrmat): next ¢
end if
if {T; nem csillag} then
e a lehetd legtobb kék, zold és kékeszold levelet két halmazba:
Z-be és K.-be osztjuk O(l;)
generaljuk a Z-hez és K.-hez tartozé miniméglis T* fit O(T;)
eléallitjuk Z és K. kezdd pérositdsit O(l;)
generaljuk a kezdd pérositdshoz tartozé kiindulé Sg utrendszert O(T;)
eléallitjuk a T™* kétszeresen él0sszefiiggévé tevd parositdst O(T;)
a Z-n és K.-n kiviil es6 leveleket ,,bekotjik” Z-be O(1;).

else
e if {T; 3a)-tipusi csillag} then a leveleit bekotjiik magédba O(1;)
e if {T; 3b)-tipusu csillag} then a leveleit bekotjiik egy mésik
komponensbe O(l;)
end if
end if
next ¢
return

A fenti program az sszetevék ideje alapjan O(|V |+ E|) idejii. Az alkom-
ponensekre bontds uténi idé O(Y_;"; |Ti]), azaz G hidéleinek szdma szerint

linedris.

Megjegyzés. A most ismertetett algoritmus nyilvanvaléan alkalmas egy
tetszéleges (nem pdros) G graf hidélmentes graffd bovitésére minimalis szamui
él behtuzdséval, ha a T fa L szdmiu (szintelen) levelét két —K és Z— halmazba
soroljuk gy, hogy paros L esetén |K| = |Z|, paratlan esetén |K| =|Z|—1, és
elvégezziik az 1) vagy 2) pontban lefrtakat. A 3) pontban felmeriilt speciélis
esetek is egyszertisodnek.

Addendum

A szerzé a cikk megirdsa utédn lelt rd4 Gusfield (1988) gratb6vits algorit-
muséra. Erdekes kovetkeztetések adédnak, ha Osszevetjiuk Gusfield algorit-
musédt (réviden GA) a 6. Tételben leirttal (roviden FA). Mindkettd fékra
,,fut”, linedris idében. Az alapdtlet azonos: a levelek egy kezdeti parositdsat
parcserékkel addig javitani, amig egy hidmentes paros graf all el6. Azonban
a két algoritmus minden egyéb jellemzojében egyfajta ,,dualitas” figyelhet6
meg,.

— GA el6szor mélységileg bejarja a fat, csak azért, hogy beszdmozza a
leveleket az elérés sorrendjében 1-t6l n-ig. Ezutdn Osszeparositja a leveleket:
az i-ediket a k+i-edikkel, ahol k = [n/2], tehdt nem torédve a szinszabéllyal.
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Felhasznélja Esweran és Tarjan (1976) azon eredményét, hogy ezzel a pérosi-
tassal, a parokat osszekdtve egy-egy éllel, a bévitett graf hidmentes?. Ezutén,
a szinhibakat kijavitandd, a zo6ld-zold és kék-kék parok kozott egymés utan
parcseréket hajt végre, észrevéve, hogy a hidmentesség ilyenkor megmarad.

— FA el6szor taldlomra, ,,maximélisan” &sszeparositja a kiilonb6zé szint
leveleket (a hoppon maradottakat a végén ,,bekoti” a faba). Ezutdn szélességi
keresés kozben minden lépésben —amikor hidélt talal— egy alkalmas parcserét
hajt végre, észrevéve, hogy ezzel csokkenti a hidélek szamat.

Osszefoglalva: GA grafjai a kezdettél fogva hidélmentesek, de végig szin-
hibdsak (kivéve a ledllaskor). FA grafjai a kezdettdl fogva szinhelyesek,
de végig hidélt tartalmaznak (kivéve a ledlldskor). GA szinhibds péarokat
cserél, FA szinhelyeseket. GA a mélységi keresés utan egyhuzamban cseréli
a parokat, FA szélességi keresés kozben, 1épésenként teszi azt.

Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretnék koszénetet mondani az egyik anonim lektornak a kiilonosen
gondos javitasért és azért, hogy felhivta figyelmemet egy fontos, a probléma
altalanositasaval foglalkozé cikkre. A maésik lektornak koszonhetéen boviilt
a dolgozat szampéldakkal, melyek bizonyara kénnyebbé teszik a megértést.
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TABULAR DATA PROTECTION AND GRAPH OPTIMIZATION

In this article we put an old problem of data protection into a new context. Though
certain sensitive cells of published two-dimensional tables are often ,,hidden” by the
data providers, the content of some of these suppressed cells might be computed
using the available cell values and sums of rows and columns. We call a set of
cell locations protected, if none of the exact cell values can be uniquely computed.
Considering the cell locations as points on a grid we characterize the protected
sets as unions of vertex sets of orthogonal polygons. We give several necessary
and sufficient conditions for being protected, describe the hierarchy of protected
sets, and investigate their properties. When a set is not protected we consider
the problem of suppressing the fewest additional cells to protect the sensitive cells.
This process is called ,,secondary suppression” in the literature. Gusfield (1988)
and others solved the optimization problem by establishing a bijection between the
sets of cell locations and bipartite graphs. They gave a linear time algorithm for the
corresponding graph theory problem: making a bipartite graph edge-biconnected
by adding a minimum number of new edges. We give a new, simple linear time
algorithm for this augmentation problem.



