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T¶ABL¶AZATOK ADATV¶EDELME ¶ES GR¶AF
OPTIMALIZ¶ACI¶O1

FARAG¶O MIKL¶OS
KÄozponti Statisztikai Hivatal

Ebben a cikkben az adatv¶edelem egy r¶egi probl¶em¶aj¶at helyezzÄuk ¶uj megvil¶a-
g¶³t¶asba. K¶et dimenzi¶os t¶abl¶azatok publik¶al¶asakor az adatszolg¶altat¶o bizonyos
¶erz¶ekeny cell¶akat ,,letakar", azonban e cell¶ak n¶emelyik¶enek tartalma a kÄozÄolt
tÄobbi cella¶ert¶ekb}ol ¶es a sor- ¶es oszlopÄosszesenekb}ol esetenk¶ent kisz¶am¶³that¶o.
Cellahelyek egy halmaz¶at v¶edettnek nevezzÄuk, ha azt letakarva egyik cella
¶ert¶eke sem sz¶am¶³that¶o ki egy¶ertelm}uen. A cellahelyeket r¶acspontokk¶ent ke-
zelve el}oszÄor elemi eszkÄozÄokkel karakteriz¶aljuk a v¶edett halmazokat, mint
ortogon¶alis sokszÄogek cs¶ucshalmazainak uni¶oit. A v¶edetts¶egre tÄobb szÄuks¶e-
ges ¶es el¶egs¶eges felt¶etelt is adunk, felt¶arjuk a v¶edett halmazok hierarchi¶aj¶at ¶es
¶erdekes tulajdons¶agaikat. Ha egy halmaz nem v¶edett, akkor ki kell eg¶esz¶³teni
¶ujabb, minim¶alis sz¶am¶u, m¶asodlagosan letakart elemmel. Az irodalomban ezt
,,secondary suppression"-nak nevezik. Gus¯eld (1988) ¶es m¶asok megoldott¶ak
az optimaliz¶aci¶os probl¶em¶at ¶ugy, hogy a t¶abl¶azat cellahely halmazait bijekt¶³ve
megfeleltett¶ek p¶aros gr¶afoknak ¶es az ¶³gy el}o¶allt feladatra |b}ov¶³tsÄunk egy
p¶aros gr¶afot minim¶alis sz¶am¶u ¶el hozz¶aad¶as¶aval h¶³d¶elmentes p¶aros gr¶a®¶a|
line¶aris idej}u algoritmust adtak. Mi egy ¶uj, egyszer}u, line¶aris idej}u algorit-
must adunk erre a gr¶af b}ov¶³t¶esi feladatra.

Bevezet¶es

Az adatv¶edelem egyik tipikus probl¶em¶aja, hogy egy sz¶amokat tartalmaz¶o
t¶abl¶azat kibocs¶at¶oja a t¶abl¶azat n¶eh¶any elem¶et nem k¶³v¶anja kÄozÄolni ¶es ez¶ert
azokat ,,letakarja" (egy egyezm¶enyes karaktert, pl. ,,x"-et ¶³r a hely¶ebe).
Azonban mivel a sorok, illetve oszlopok Äosszeg¶et, a ,,peremeket" hi¶anytalanul
mell¶ekeli, a letakart sz¶amok a peremekb}ol esetleg m¶egis egy¶ertelm}uen ki-
sz¶am¶³that¶ok, hiszen minden letakart elemet tartalmaz¶o sorra ¶es oszlopra fel
lehet ¶³rni egy-egy egyenletet. A felfedhet}os¶eget, azaz az egy¶ertelm}u kisz¶a-
m¶³that¶os¶agot viszont meg lehet akad¶alyozni p¶otl¶olagosan kiv¶alasztott elemek
letakar¶as¶aval, ezzel ,,megv¶edve" az eredeti sz¶amokat. A c¶el, mint ¶altal¶aban
az adatv¶edelemben, az egy¶ertelm}us¶eg megakad¶alyoz¶asa. Ha a letakart cella
csup¶an egyetlen ¶ert¶eket vehet fel, a letakar¶as ¶ertelmetlen. A probl¶ema els}o
l¶at¶asra is eg¶esz¶ert¶ek}u line¶aris algebrai megkÄozel¶³t¶est sugall, ¶es val¶oban ez is
a legelterjedtebb kezel¶esi m¶odja, azonban semmik¶epp sem a leggyorsabb.

Az els}o feladat meg¶allap¶³tani a letakart cell¶akr¶ol, hogy van-e kÄozÄottÄuk
felfedhet}o. Ha igen, akkor ¶ujabb elemeket kell letakarni (,,secondary suppres-
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sion"), lehet}oleg min¶el kevesebbet, ¶ugy, hogy a kib}ov¶³tett cellahalmaz egyik
¶ert¶eke se legyen egy¶ertelm}uen kisz¶am¶³that¶o. A t¶abl¶azat cell¶aihoz bizonyos
esetekben s¶ulyokat lehet rendelni, melyek a cella letakar¶as¶aval elvesz}o in-
form¶aci¶ot m¶erik. Ilyenkor ¶erdemes a m¶asodlagosan letakart cell¶ak sz¶am¶anak
Äosszege helyett a s¶ulyok Äosszeg¶et minimaliz¶alni. Esweran ¶es Tarjan (1976)
bel¶att¶ak, hogy |m¶ar k¶et kÄulÄonbÄoz}o s¶uly eset¶en is| a probl¶ema (gr¶afelm¶eleti
megfelel}oje) NP-teljes. Szok¶asos m¶eg a minimum feladathoz csatolni azt
a gyakorlatban ¶altal¶aban teljesÄul}o felt¶etelt, hogy a letakart sz¶amok nem-
negat¶³vak. Ekkor egyes felfedhetetlen cell¶ak nyilv¶an felfedhet}ov¶e min}osÄulnek.
A dolgozat ezt a felt¶etelt nem t¶argyalja.

KiderÄul, hogy a cell¶ak felfedhet}os¶ege nem fÄugg a cell¶ak ¶ert¶ekeit}ol, csak
a cellahelyek halmaz¶anak ,,alakj¶at¶ol". Az 1. fejezet a v¶edett halmazok ge-
ometriai karakteriz¶al¶as¶aval ¶es tulajdons¶agaik felt¶erk¶epez¶es¶evel foglalkozik, a
2. fejezet pedig |gr¶afelm¶eleti eszkÄozÄokkel| egy line¶aris idej}u algoritmust
ad az optim¶alis b}ov¶³t¶esre.

Gyakorlati szempontb¶ol szerencs¶esnek bizonyult az a kÄorÄulm¶eny, hogy a
szerz}o ,,k¶es}on" vette ¶eszre a cellahely halmazok ¶es a p¶aros gr¶afok kÄozÄotti
megfelel¶est, ¶³gy a v¶edett halmazok karakteriz¶aci¶oj¶at kÄozvetlenÄul adta meg,
ellent¶etben m¶as szerz}okkel (Gus¯eld, 1988). Ez pedig annyira egyszer}unek ¶es
szeml¶eletesnek bizonyult, hogy alkalmaz¶as¶aval egy szok¶asos m¶eret}u t¶abl¶azat
kÄozread¶oja, pl. egy statisztikai hivatal dolgoz¶oja gr¶afelm¶eleti ismeretek ¶es
speci¶alis szoftverek n¶elkÄul is kÄonnyen, ,,szemre", megtal¶alja a v¶edend}o halmaz
val¶oban v¶edett elemeinek j¶o r¶esz¶et. A tÄobbit pedig egy az optimumhoz kÄozeli
m¶eret}u v¶edett halmazzal lefedi.

1 A v¶edett halmazok

KÄonny}u bel¶atni, hogy ha egy legal¶abb 2£2-es t¶abl¶azat Äosszes ,,bels}o" elem¶et
letakarjuk, akkor egyikÄuk ¶ert¶eke sem sz¶am¶³that¶o ki egy¶ertelm}uen a sor- ¶es
oszlopÄosszesenekb}ol.

Vizsg¶aljunk meg p¶eld¶aul egy 2 £ 2-es t¶abl¶azatot:

Vil¶agos egyr¶eszt, hogy ha a n¶egy bels}o elem valamelyik¶et nem takarjuk
le, akkor a letakartak mind egy¶ertelm}uen kisz¶am¶³that¶ok egy-egy kivon¶assal.
M¶asr¶eszt ha mindet letakarjuk, akkor egyiket sem lehet egy¶ertelm}uen ki-
sz¶am¶³tani, ugyanis ha egy sz¶amn¶egyes ,,kiadja" az Äosszeseneket, akkor az a
sz¶amn¶egyes is, amelyet ¶ugy kapunk, hogy az eredeti egyik ,,¶atl¶oj¶at" alkot¶o
k¶et elemet megnÄoveljÄuk egy tetsz}oleges c konstanssal, a m¶asik kett}ot pedig
¡c-vel.

 
 
  
 
    100   100  200        101   99   200  
 

100   100  200            99   101  200  
    200    200       200   200 
     



T¶abl¶azatok adatv¶edelme ¶es gr¶af optimaliz¶aci¶o 101

Ez az ¶eszrev¶etel a dolgozat kiindul¶opontja. Az 1. ¶abra ¶altal¶anosan mutatja
a probl¶em¶at. J¶o lenne, ha a letakart, szÄurk¶evel jelzett sz¶amok egyike sem le-
hetne egy¶ertelm}uen rekonstru¶alhat¶o a tÄobbib}ol, bele¶ertve az Äosszeseneket is.

1. ¶abra.

A szÄurke cell¶ak tartalm¶anak egy¶ertelm}us¶eg¶ehez elegend}o vizsg¶alni a jobb
oldali ¶abr¶at, a tÄobbi sz¶am nyilv¶an redund¶ans. Amint azt l¶atni fogjuk, a
letakart hat cella mindegyike felvehet tÄobb ¶ert¶eket, azonban, ha a 11-est tar-
talmaz¶o cell¶at nem takarn¶ank le (ekkor a 24 ¶es 13 Äosszesen ¶ert¶ekek helyett
rendre 13 ¶es 2 ¶allna), akkor a tÄobbi cella egyetlen ¶ert¶eket vehetne fel, azt, ame-
lyet tartalmaz. Val¶oj¶aban b¶armelyik cell¶at felfedve, a m¶asik Äot egy¶ertelm}uen
ad¶odik.

A jobb oldali ¶abra r¶aad¶asul m¶ar tÄukrÄozi azt a ponthalmaz szeml¶eletet,
amelyet alkalmazni fogunk, ugyanis hamarosan kiderÄul, hogy a jobb oldali ¶ab-
r¶an megmaradt sz¶amok is ¶erdektelenek: csak a |cell¶akhoz rendelt| pontok
egym¶ashoz viszony¶³tott helyzet¶et}ol fÄugg, hogy a cell¶ak tartalma egy¶ertelm}u-e
vagy sem | b¶armilyen Äosszesenek eset¶en.

1. De¯n¶³ci¶o. Egy adott m¶eret}u m £ n-es t¶abl¶azat (m; n > 1) elemhe-
lyeit pontoknak nevezzÄuk. Ezeket sor-oszlop indexp¶arjuk teh¶at egy¶ertelm}uen
meghat¶arozza. Ponthalmazokat fogunk vizsg¶alni, azaz az X = f (u; v) : u =
1; 2; . . . ; m; v = 1; 2; . . . ; ng halmaz r¶eszhalmazait. Egy A µ X ponthal-
maz kitÄolt¶ese az eg¶esz t¶abl¶azat sz¶amokkal val¶o feltÄolt¶ese ¶ugy, hogy az A-n
k¶³vÄuli elemeket 0-val tÄoltjÄuk ki, azaz a kÄovetkez}o fÄuggv¶eny: fA : X ! R,
melyre fA(a) = 0 (a 62 A). Az fA(a) (a 2 A) val¶os sz¶am az a elem
¶ert¶eke. Gyakran elhagyjuk a fels}o indexet, ha A egy¶ertelm}uen adott. Az
A halmaz egy fA kitÄolt¶es¶enek peremoszlopa (a ,,sorÄosszesenek") az az m
hossz¶us¶ag¶u vektor, amelynek i-edik eleme (i = 1; . . . ;m) a t¶abl¶azat i-edik
sor¶aba es}o A-beli elemek ¶ert¶ekeinek Äosszege (teh¶at azokban a sorokban, ame-
lyek nem tartalmaznak A-beli elemeket, a peremoszlopban null¶ak ¶allnak).
Hasonl¶oan de¯ni¶aljuk fA peremsor¶at , amely teh¶at A azonos oszlopba es}o
elemei ¶ert¶ek¶enek szumm¶aib¶ol ¶all. Az fA kitÄolt¶es pereme a peremoszlopb¶ol
¶es peremsorb¶ol ¶all¶o P = (P1; P2) rendezett p¶ar. Azt mondjuk, hogy az fA

kitÄolt¶es P -perem}u kitÄolt¶ese A-nak. Ha a perem csak 0-kat tartalmaz, akkor
fA 0-perem}u kitÄolt¶ese A-nak.

 
 
      
          13          5                            18 

 
             12       2            14 

 
 
 
          13                   11            24 

 
   26          17       13 

 
 

14 4 12 2 10 6 14 4 14 80

6 13 7 6 5 12 1 7 16 73

12 8 1 12 10 13 6 16 3 81

5 13 1 15 12 9 2 5 13 75

8 4 9 14 10 13 2 7 10 77

2 6 15 7 8 4 9 5 13 69

7 13 8 7 11 15 11 7 9 88

10 7 9 15 14 13 1 15 5 89
64 68 62 78 80 85 46 66 83



102 Farag¶o Mikl¶os

Term¶eszetesen bizonyos ponthalmazokra bizonyos (P1; P2) p¶arok semmi-
lyen kitÄolt¶esnek nem peremei, m¶asok meg tÄobbnek is. Mi a m¶asokat ked-
veljÄuk. Hiszen ha egy peremhez egy elemnek tÄobb kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶eke is tar-
tozik, akkor a t¶abl¶azat ezen helye ,,v¶edett a perem mellett".

2. De¯n¶³ci¶o. Az a 2 A pontot v¶edi A a P perem mellett, ha van A-nak
legal¶abb k¶et P -perem}u kitÄolt¶ese ¶ugy, hogy a kÄulÄonbÄoz}ok¶eppen van kitÄoltve.

Az al¶abbiakban a nagyon egyszer}u t¶etelek eset¶eben ,,T¶etel" helyett ,, ¶Al-
l¶³t¶as"-t ¶³runk. A kÄovetkez}o ¶all¶³t¶asb¶ol kiderÄul, hogy a v¶edelem mindig ,,uni-
verz¶alis".

1. ¶All¶³t¶as. Ha az a pontot v¶edi A valamely P perem mellett, akkor b¶armely
m¶asik P 0 perem mellett is.

Val¶oban, legyen f1 ¶es f2 k¶et P -perem}u kitÄolt¶ese A-nak, melyekre f1(a) 6=
f2(a), tov¶abb¶a legyen valamely g1 kitÄolt¶es pereme P 0 6= P . Akkor g2 = g1 +
f2¡f1 is P 0 perem}u kitÄolt¶es, mivel f2¡f1 0-perem}u, ¶es nyilv¶an g2(a) 6= g1(a).
¶Ertelmes teh¶at a kÄovetkez}o de¯n¶³ci¶o:

2'. De¯n¶³ci¶o. Az a 2 A pontot v¶edi A, ha van A-nak legal¶abb k¶et azonos
perem}u kitÄolt¶ese ¶ugy, hogy a kÄulÄonbÄoz}ok¶eppen van kitÄoltve. Az A halmaz
v¶edi egy B r¶eszhalmaz¶at , ha B minden pontj¶at v¶edi. Ha teh¶at a-t v¶edi
A ¶es az X t¶abl¶azatban A-t ,,letakarjuk", akkor a-t nem lehet egy¶ertelm}uen
kisz¶am¶³tani semmilyen peremb}ol.

2. ¶All¶³t¶as. Az a 2 A pontot akkor ¶es csak akkor v¶edi A, ha l¶etezik A-nak
0-perem}u kitÄolt¶ese ¶ugy, hogy a hely¶ere tetsz}oleges, el}ore adott, 0-t¶ol kÄulÄonbÄoz}o
sz¶amot (p¶eld¶aul 1-et) ¶³runk.

Val¶oban, ha f1 ¶es f2 a 2' De¯n¶³ci¶oban szerepl}o k¶et kitÄolt¶ese A-nak, azaz
megegyez}o perem}uek ¶es f1(a) 6= f2(a), akkor f = c(f1 ¡ f2)=[f1(a) ¡ f2(a)]
(c 2 R) egy 0-perem}u kitÄolt¶es, melyre f(a) = c. Ford¶³tva pedig, ha f egy
0-perem}u kitÄolt¶ese A-nak, melyre f(a) 6= 0, akkor b¶armely c 6= 1-re cf is
0-perem}u kitÄolt¶ese A-nak ¶es cf(a) 6= f(a).

3. De¯n¶³ci¶o. Az A halmaz v¶edett, ha v¶edi Äonmag¶at. Ez azt jelenti, hogy
letakar¶as¶aval egyik eleme sem sz¶am¶³that¶o ki a peremb}ol.

Az al¶abbi k¶et halmaz Äosszes eleme v¶edett egy kiv¶etellel, a ?-lel jelÄolt pon-
tok ugyanis egyetlen ¶ert¶eket vehetnek csup¶an fel, ak¶arhogyan tÄoltjÄuk a tÄobbit.
P¶eld¶aul b¶armely 0-perem}u kitÄolt¶ese eset¶en, ha a *-gal jelÄolt elem ¶ert¶eke c,
akkor a **-gal jelÄolt elem csak ¡c lehet, teh¶at a ? hely¶ere mindig csak 0
kerÄulhet.

2. ¶abra.
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Nyilv¶anval¶oak tov¶abb¶a az al¶abbi ¶all¶³t¶asok:

3. ¶All¶³t¶as. Ha a egyedÄuli A-belik¶ent ¶all egy sorban, akkor A nem v¶edi a-t.
Teh¶at kell, hogy legyen m¶eg vele egy sorban ¶es egy oszlopban is egy-egy elem.
S}ot, ezeket is v¶edeni kell , ez¶ert:

4. ¶All¶³t¶as. Legal¶abb 4 pontb¶ol kell ¶allnia A-nak ahhoz, hogy legyen v¶edett
eleme.

5. ¶All¶³t¶as. Ha a-t v¶edi A, akkor b¶armely A-n¶al b}ovebb halmaz is v¶edi. Ha
a-t v¶edi A, de b-t (b 2 A) nem v¶edi, akkor A n fbg is v¶edi a-t. Az ¶all¶³t¶as els}o
fel¶eb}ol kÄovetkezik:

6. ¶All¶³t¶as. V¶edett halmazok uni¶oja is v¶edett , mert ha A ¶es B egyar¶ant v¶edi
minden saj¶at elem¶et, akkor az 5. ¶All¶³t¶as miatt A [ B is v¶edi }oket.

4. De¯n¶³ci¶o. T¶eglalapnak nevezzÄuk azt a pontn¶egyest, amelynek elemei
pontosan k¶et sorba ¶es k¶et oszlopba esnek. T¶eglalapr¶acsnak nevezzÄuk azt a
k ¢ l pontb¶ol ¶all¶o (k; l > 1) halmazt, amelynek elemei k sz¶am¶u sorban ¶es l
sz¶am¶u oszlopban helyezkednek el.

3. ¶abra.

7. ¶All¶³t¶as. Ha A t¶eglalap, akkor v¶edett.

Ugyanis tekintsÄuk A egy kitÄolt¶es¶et. Ekkor ha a f}o¶atl¶o k¶et v¶egpontj¶anak
¶ert¶ek¶et c-vel megnÄoveljÄuk, a m¶asik k¶et pont¶et pedig c-vel csÄokkentjÄuk, akkor
a perem nem v¶altozik.

8. ¶All¶³t¶as. Egy t¶eglalapr¶acs is v¶edett , mivel t¶eglalapok uni¶oja.

A t¶eglalap ¶altal¶anos¶³t¶asak¶ent bevezetÄunk egy alapvet}o halmazt¶³pust.

5. De¯n¶³ci¶o. Egy A halmaz ciklus, ha pontjai egy a1; a2; . . . ; an ism¶etl}od¶es
n¶elkÄuli sorozatba rendezhet}ok ¶ugy, hogy b¶armely (ai; ai+1; ai+2) egym¶ast kÄo-
vet}o elemh¶armas¶ara (i = 1; . . . ; n ¡ 1 ¶es an+1 = a1) fenn¶all, hogy ai ¶es ai+1

egy sorban (oszlopban) van, a
i+1

¶es a
i+2

pedig egy oszlopban (sorban).

Azaz A egy gr¶afnak tekinthet}o, m¶egpedig egy olyan kÄornek, amelynek
egym¶ast kÄovet}o ¶elei |melyek az egym¶ast kÄovet}o pontokat kÄotik Äossze| a
t¶abl¶azatban mer}olegesek egym¶asra. Ha a fenti de¯n¶³ci¶oban nem kÄotjÄuk ki
an+1 = a1-et, akkor az A halmaz egy ¶ut a1 ¶es an+1 kÄozÄott.

 
               téglalap         téglalaprács 
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4. ¶abra.

1. T¶etel. Ha az A halmaz ciklus, akkor v¶edett.

Bizony¶³t¶as. Legyen adott A egy f1 kitÄolt¶ese, azaz adottak az f1(ai)
¶ert¶ekek (ai 2 A, i = 1; . . . ; n). Most konstru¶alunk egy m¶asik ugyanolyan
perem}u kitÄolt¶es¶et A-nak, amely minden ai-hoz egy m¶asik ¶ert¶eket rendel. Ad-
junk hozz¶a A ¶ert¶ekeihez |a kÄor ment¶en haladva| v¶altakozva c-t ¶es ¡c-t
(c > 0), azaz legyen f2(ai) = f1(ai) + c(¡1)i+1, (i = 1; . . . ; n). KÄonnyen
l¶athat¶o, hogy f2(a1) ¶es f2(an) kitÄolt¶ese mindig kÄulÄonbÄozik. ¶Es mivel A
peremoszlop¶anak minden eleme f2(a2k+1) + f2(a2k+2) alak¶u kifejez¶esek |
azaz f2(a2k+1)+ f2(a2k+2) + c¡ c ¶ert¶ek}uek| Äosszegek¶ent ¶all el}o (ha p¶eld¶aul
v¶³zszintesen indultunk el a1-b}ol), teh¶at a peremoszlop (¶es hasonl¶oan a perem-
sor) ¶ert¶eke megegyezik a k¶et kitÄolt¶es eset¶en. 2

6. De¯n¶³ci¶o. Az A halmaz egy f kitÄolt¶ese tÄok¶eletes kitÄolt¶ese A-nak, ha
0-perem}u kitÄolt¶es ¶es f(a) 6= 0, 8a 2 A.

2. T¶etel. Egy A halmaz akkor ¶es csak akkor v¶edett, ha van tÄok¶eletes
kitÄolt¶ese.

Bizony¶³t¶as. A 2. ¶All¶³t¶as szerint el¶eg csak az egyik ir¶anyt igazolni. Legyen
A = fa1; a2; . . . ; ang v¶edett halmaz. Ekkor l¶eteznek A-nak olyan 0-perem}u
f1; f2; . . . ; fn, kitÄolt¶esei, melyekre fi(ai; ) 6= 0, ai 2 A. A g = c1f1 + c2f2 +
. . . + cnfn (ci 2 R) kitÄolt¶es tÄok¶eletes, felt¶eve, hogy a ci egyÄutthat¶ok ¶ugy
vannak v¶alasztva, hogy c1f1+c2f2+. . .+ckfk ¶es ck+1fk+1 az f a1,a2,. . .,ak+1 g
halmazhoz k¶et diszjunkt halmazt rendel (k = 1; . . . ; n ¡ 1). Ez el¶erhet}o
p¶eld¶aul akkor, ha ck+1=ck el¶eg nagy (k = 1; . . . ; n¡ 1). Ha ugyanis ck+1fk+1

az a1; a2; . . . ; ak+1 helyeken felvett legkisebb abszol¶ut ¶ert¶ek}u z¶erust¶ol kÄulÄon-
bÄoz}o ¶ert¶eke nagyobb, mint c1f1 +c2f2 +. . .+ckfk legnagyobb abszol¶ut ¶ert¶ek}u
felvett ¶ert¶eke, akkor c1f1 + c2f2 + . . . + ckfk+1 z¶erust¶ol kÄulÄonbÄozik ezeken a
helyeken. Egy enn¶el j¶oval ,,gazdas¶agosabb" konstrukci¶ot tartalmaz a 6. T¶etel
2. kÄovetkezm¶enye. 2

7. De¯n¶³ci¶o. Egy v¶edett halmaz minim¶alis v¶edett halmaz , ha nincs v¶edett
val¶odi r¶eszhalmaza.

3. T¶etel. Egy v¶edett halmaz akkor ¶es csak akkor minim¶alis v¶edett halmaz,
ha minden tÄok¶eletes kitÄolt¶ese egyetlen tÄok¶eletes kitÄolt¶es skal¶arszorosa.

Bizony¶³t¶as. Egyr¶eszt legyenek A ¶es B, B ½ A v¶edett halmazok ¶es fA, fB

egy-egy tÄok¶eletes kitÄolt¶esÄuk. Ekkor b¶armely olyan c 2 R-re, amelyre teljesÄul,
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hogy minden a 2 A-ra cfB(a) 6= ¡fA(a), cfB +fA A-nak egy fA-t¶ol ,,l¶enye-
gesen kÄulÄonbÄoz}o" (nem skal¶arszorz¶oban elt¶er}o) tÄok¶eletes kitÄolt¶ese. E felt¶etelt
kiel¶eg¶³ti minden el¶eg nagy c, m¶egpedig: c > maxa2A fA(a)= mina2A fB(a).

M¶asr¶eszt legyen f ¶es g k¶et l¶enyegesen kÄulÄonbÄoz}o tÄok¶eletes kitÄolt¶ese A-nak.
Ekkor tetsz}oleges rÄogz¶³tett a 2 A-ra alkalmas c eset¶en f(a) = cg(a) ¶es l¶etezik
a0 2 A, melyre f(a0) 6= cg(a0). ¶Igy a 0-perem}u h = f ¡ cg kitÄolt¶esre teljesÄul
h(a) = 0 ¶es h(a0) 6= 0. Teh¶at A-nak azon Aa;a0 r¶eszhalmaza, amelyhez h

0-t¶ol kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶eket rendel, nemÄures ¶es A-nak val¶odi r¶esze. ¶Es mivel h
tÄok¶eletes kitÄolt¶ese Aa;a0 -nek, a 2. T¶etel szerint Aa;a0 v¶edett halmaz. Teh¶at A
nem minim¶alis. 2

8. De¯n¶³ci¶o. Az A ¶es B halmazokat fÄuggetlen halmazoknak nevezzÄuk, ha A
elemei ,,nem l¶atj¶ak" B elemeit, azaz nincs olyan a 2 A ¶es b 2 B, amelyek egy
sorba, vagy egy oszlopba esnek. Egy halmaz ÄosszefÄugg}o, ha nem bonthat¶o fel
fÄuggetlen halmazok uni¶oj¶ara.

FÄuggetlen halmazok teh¶at diszjunktak is. Nyilv¶anval¶o, hogy az A halmaz
akkor ¶es csak ÄosszefÄugg}o, ha b¶armely k¶et pontja kÄozÄott van A pontjaib¶ol ¶all¶o
¶ut. (L¶asd az 5. de¯n¶³ci¶o v¶eg¶et.)

9. De¯n¶³ci¶o. Egy halmazt p¶aros halmaznak nevezÄunk, ha az X t¶abl¶azat
minden sor¶ab¶ol ¶es oszlop¶ab¶ol p¶aros sz¶am¶u elemet tartalmaz.

9. ¶All¶³t¶as. Minden ciklus konstrukci¶oj¶ab¶ol ad¶od¶oan ÄosszefÄugg}o ¶es p¶aros.

10. ¶All¶³t¶as. Ha C p¶aros ¶es C = A [ B, A ¶es B fÄuggetlenek, akkor A ¶es B
is p¶aros halmaz.

Ha ugyanis vagy A vagy B nem p¶aros ¶es fÄuggetlenek, akkor C sem lehet
p¶aros.

11. ¶All¶³t¶as. Ha C v¶edett ¶es C = A [ B, A ¶es B fÄuggetlenek, akkor A ¶es B
is v¶edett halmaz.

A 2. T¶etelb}ol, hiszen ha p¶eld¶aul A-nak nincs tÄok¶eletes kitÄolt¶ese, akkor
A [ B-nek sincs.

Az al¶abbi t¶etel azt mutatja, hogy a ,,ciklus" ¶es a ,,p¶aros" tulajdons¶ag
l¶enyeg¶eben ekvivalensek.

4. T¶etel. Az X t¶abl¶azat egy A halmaza akkor ¶es csak akkor p¶aros, ha el}o¶all
diszjunkt ciklusok uni¶ojak¶ent. Ekkor teh¶at A v¶edett.

Bizony¶³t¶as. A 9. ¶All¶³t¶as miatt ¶es mert diszjunkt p¶aros halmazok uni¶oja
p¶aros halmaz, csak az egyik ir¶anyt kell igazolni, tov¶abb¶a a 11. ¶All¶³t¶as miatt
elegend}o a t¶etelt ÄosszefÄugg}o A halmazra bel¶atni.

Legyen teh¶at A ÄosszefÄugg}o p¶aros halmaz ¶es kezdjÄunk el l¶epdelni az elemein
egy utat bej¶arva, azaz egy tetsz}oleges a1-b}ol |mondjuk v¶³zszintesen| kiin-
dulva ism¶etl¶es n¶elkÄul ¶es v¶altakoz¶o ir¶anyban, azaz ai ¶es ai+1 minden i 2 N -re
vagy egy sorban vagy egy oszlopban van, azonban ai, ai+1 ¶es ai+2 m¶ar nem
esik sem egy sorba sem egy oszlopba. Ez a sorozat A p¶aros volta miatt ad-
dig nem akad el, am¶³g an+1 = a1-hez nem ¶ertÄunk | fÄugg}olegesen. Mivel
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a ,,felsorolt" B1 halmaz p¶aros, s}ot ciklus, a marad¶ek A n B1 is p¶aros. ¶Igy
ennek b¶armelyik elem¶eb}ol kiindulva az elj¶ar¶as megism¶etelhet}o ¶es folytathat¶o
eg¶eszen addig, am¶³g A elemei el nem fogynak. A keletkezett Bj halmazok
ciklusok, p¶aronk¶ent diszjunktak, tov¶abb¶a teljesÄul A = B1 [ B2 [ . . .. 2

10. De¯n¶³ci¶o. Ha egy ciklus minden sora ¶es oszlopa pontosan k¶et elemet
tartalmaz, akkor azt mondjuk, hogy a ciklus C2-t¶³pus¶u. Ha egy ciklus nem
C2-t¶³pus¶u, azaz van legal¶abb n¶egy elemet tartalmaz¶o sora vagy oszlopa, akkor
C2+-t¶³pus¶u.

Megjegyz¶es. Minden C2-t¶³pus¶u ciklus alkalmas sor- ¶es oszlopcser¶ekkel l¶epcs}o
alak¶u ortogon¶alis sokszÄogekbe vihet}o (l¶asd a 4. ¶abra bal oldali halmaz¶at).

5. T¶etel. Egy ciklus akkor ¶es csak akkor bonthat¶o fel k¶et diszjunkt ciklus r¶esz
uni¶oj¶ara, ha C2+-t¶³pus¶u.

Bizony¶³t¶as. a) Ahhoz, hogy a diszjunkt A ¶es B ciklusok uni¶oja ciklus legyen,
szÄuks¶eges, hogy l¶ass¶ak egym¶ast. Ekkor viszont lesz olyan sor vagy oszlop,
amelyben A [ B-nek legal¶abb n¶egy eleme van.

b) Essenek a C2+-t¶³pus¶u C halmaz a; b; c; d; . . . elemei egy sorba. KÄonny}u
meggondolni, hogy C ¶es az }ot de¯ni¶al¶o kÄor az ¶altal¶anoss¶ag megszor¶³t¶asa
n¶elkÄul ¶atrajzolhat¶o az al¶abbi alakba, ahol az ¶³vek ciklusokat jelÄolnek.

5. ¶abra.

Ha az 5. ¶abr¶an l¶athat¶o kis ¶³vek vagy a nagy ¶³v b¶armelyik¶et |azaz az azt
alkot¶o pontok egyÄuttes¶et, bele¶ertve a k¶et v¶egpontot is| A-val jelÄoljÄuk, akkor
A ¶es B = C n A egyar¶ant ciklus. 2

Megjegyz¶es. R¶aad¶asul az a; b; c; d; . . . elemek kÄozÄul is kerÄult mindk¶et halmazba
(p¶aros sz¶am¶u) elem.

KÄovetkezm¶eny 1. Tetsz}oleges ciklus ¶es ¶³gy tetsz}oleges p¶aros halmaz el}o¶all
C2-t¶³pus¶u p¶aronk¶ent diszjunkt ciklusok uni¶ojak¶ent. (Kiv¶eve persze, ha maga
is C2-t¶³pus¶u.) Ezek m¶ar nem bonthat¶ok tov¶abb ciklusokra.

Az ut¶obbi k¶et t¶etelb}ol ¶es az im¶enti megjegyz¶esb}ol ez kÄozvetlenÄul ad¶odik.
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Megjegyz¶es. Ha egy ciklusb¶ol elhagyunk egy ciklust, nem biztos, hogy a
megmaradt r¶esz is ciklus (kÄonnyen adhat¶o egy 12 elem}u p¶elda a kiindul¶o
halmazra), azonban a marad¶ek nyilv¶an diszjunkt ciklusok uni¶oja, hiszen p¶aros
halmazb¶ol p¶arosat vettÄunk el.

KÄovetkezm¶eny 2. A minim¶alisan v¶edett halmazok pontosan a C2-t¶³pus¶u
ciklusok .

6. T¶etel (felbont¶asi/karakteriz¶aci¶os t¶etel). Egy t¶abl¶azat valamely A halmaza
akkor ¶es csak akkor v¶edett, ha el}o¶all ciklusok uni¶ojak¶ent.

Bizony¶³t¶as. Mivel v¶edett halmazok uni¶oja v¶edett halmaz, el¶eg bel¶atni, hogy
egy v¶edett A halmaz minden pontj¶at tartalmazza A-nak valamely r¶esz-ciklusa
(vagy k¶epszer}uen: ¶atmegy rajta egy ciklus). S}ot elegend}o bel¶atni a kÄovetkez}o
lemm¶at:

LEMMA: Ha a-t v¶edi A, akkor a-t tartalmazza A-nak egy r¶eszciklusa.

TegyÄuk fel, hogy a nem eleme A egyetlen ciklus¶anak sem. Ekkor legyen A1,
illetve A2 az a-t¶ol kÄulÄonbÄoz}o Äosszes olyan A-beli pontok halmaza, melyek az
a-val egy oszlopba, illetve egy sorba es}o pontokb¶ol (ilyenekb}ol a 3. ¶All¶³t¶as
szerint legal¶abb egy-egy van) el¶erhet}oek olyan ¶uttal, amely nem tartalmazza
a-t. Ekkor az ÄosszefÄugg}o A0 = A1 [ A2 [ fag µ A a felt¶etel szerint h¶arom
diszjunkt halmaz uni¶oja, ahol A1 ¶es A2 fÄuggetlenek is, mivel ellenkez}o esetben
a-t tartalmazn¶a egy ciklus.

KÄonny}u elk¶epzelni |b¶ar a bizony¶³t¶ashoz nem szÄuks¶eges|, hogy A0 sor-
¶es oszlopcser¶ekkel az 6. ¶abr¶an l¶athat¶o helyzetbe hozhat¶o (a k¶et t¶eglalap A1

¶es A2 ,,t¶eglalap burk¶at" jelÄoli, a ,,hat¶arpontokat" feltÄuntettÄuk, a ,,bels}o"
pontokat nem; A n A0 nem l¶atszik az ¶abr¶an, hiszen nincs szerepe). Ha most
bel¶atjuk, hogy A0 minden 0-perem}u f kitÄolt¶es¶ere f(a) = 0, akkor a 2. ¶All¶³t¶as
szerint A0 nem v¶edi a-t, teh¶at A sem v¶edi (mivel A n A0 ¶es A0 fÄuggetlenek,
ha az el}obbi nemÄures) ¶es ¶³gy igaz a lemma. Legyen teh¶at f egy 0-perem}u
kitÄolt¶ese A0-nek.

6. ¶abra.

 
                  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  
             0 
             0 
             A1            0 

      0 
             0 
             0 
 

        a 
 

    A2 
   
 



108 Farag¶o Mikl¶os

Ekkor az A1 halmaz a-val egy oszlopba es}o elemeinek ¶ert¶ekÄosszege s =
0, hiszen ez az ¶ert¶ek el}o¶all ¶ugy, hogy A1 elemei sorÄosszegeinek (mind 0)
Äosszeg¶eb}ol kivonjuk az a-t nem tartalmaz¶o oszlopok oszlopÄosszegeit (mind
0). Mivel f 0-perem}u kitÄolt¶es, ¶³gy s + f(a) = 0 is fenn¶all, azaz f(a) = 0.
Teh¶at a lemma ¶es ¶³gy a t¶etel is igaz. 2

KÄovetkezm¶eny 1. Egy A halmaz akkor ¶es csak akkor v¶edett, ha el}o¶all C2-
t¶³pus¶u ciklusok uni¶ojak¶ent. (Az 5. T¶etel alapj¶an.)

Teh¶at a v¶edett halmazok ,,tulajdonk¶eppeni l¶epcs}ok" uni¶oi (l¶asd a 10. De-
¯n¶³ci¶o alatti megjegyz¶est).

A felbont¶asi t¶etelb}ol a 2. T¶etel egy ¶ujabb bizony¶³t¶asa ad¶odik, a tÄok¶eletes
kitÄolt¶es egy gazdas¶agosabb konstrukci¶oj¶aval:

KÄovetkezm¶eny 2. Egy A halmaz akkor ¶es csak akkor v¶edett, ha van eg¶esz
¶ert¶ek}u tÄok¶eletes kitÄolt¶ese.

Bizony¶³t¶as. A 2. ¶All¶³t¶as szerint, ha f egy tÄok¶eletes eg¶esz ¶ert¶ek}u kitÄolt¶ese
A-nak, akkor A v¶edett. Ford¶³tva, legyen a v¶edett A halmaz az A1; . . . Ak

ciklusok uni¶oja. JelÄolje fi (i = 1; . . . ; k) Ai olyan kitÄolt¶es¶et, amely Ai ele-
meihez ci-t vagy ¡ci-t rendel (a k¶et lehets¶eges kitÄolt¶esb}ol b¶armelyiket), ahol
ci = 2i¡1. Ekkor f1 + . . . + fk eg¶esz ¶ert¶ek}u ¶es tÄok¶eletes kitÄolt¶ese A-nak,
mivel ha a 2 Ai, akkor jf1(a)j + . . . + jfi¡1(a)j · 2i¡1 ¡ 1 < 2i¡1 = jfi(a)j
(i = 2; . . . ; k). Ha A ÄosszefÄugg}o, akkor a m¶eg mindig nem t¶ul gazdas¶agos kon-
strukci¶o szerint a kitÄoltÄott ¶ert¶ekek abszol¶ut ¶ert¶ekei az [1; 2k¡1] intervallumba
es}o eg¶esz sz¶amok.

A kÄulÄonbÄoz}o tulajdons¶ag¶u v¶edett halmazok hierarchi¶aj¶at Äosszefoglalja az
al¶abbi implik¶aci¶o-s¶ema:

t¶eglalap ) t¶eglalapr¶acs )
) C2 halmaz (, minim¶alis v¶edett halmaz , l¶enyeg¶eben egy tÄok¶eletes kitÄolt¶ese van) )
) ciklus (, diszjunkt C2 halmazok uni¶oja, ÄosszefÄugg}o) )
) p¶aros halmaz (, diszjunkt C2 halmazok uni¶oja) )
) v¶edett halmaz (, C2 halmazok uni¶oja , van tÄok¶eletes kitÄolt¶ese)

Egy p¶elda olyan v¶edett halmazra, mely nem p¶aros ¶es nem is ¶all el}o disz-
junkt ciklusok uni¶ojak¶ent: a 2 £ 3-as t¶eglalapr¶acs.

2 A b}ov¶³t¶esi algoritmus

Az eddigiek alapj¶an kÄonnyen lehet gyors ¶es ,,el¶eg j¶o" algoritmusokat el}o¶al-
l¶³tani a b}ov¶³t¶esi feladat megold¶as¶ara, azaz egy tetsz}oleges A halmaz v¶edett
halmazokkal val¶o lefed¶es¶ere. P¶eld¶aul t¶eglalapok uni¶oj¶aval vagy egy p¶aros hal-
mazzal vagy ezek kombin¶aci¶oj¶aval. Ezek r¶aad¶asul gyorsan k¶odolhat¶o elj¶ar¶asok.
S}ot, amint arra a bevezet}oben is utaltunk, nem t¶ul nagy m¶eret}u A eset¶en
,,szemre" kÄonnyen meg lehet tal¶alni A ciklusait, azaz a v¶edett elemeket.
A tÄobbin pedig kÄonnyen ,,¶atfektethet}ok" ciklusok n¶eh¶any |a minim¶alis-
hoz kÄozeli sz¶am¶u| m¶asodlagosan kijelÄolt pont letakar¶as¶aval, sz¶am¶³t¶og¶ep
haszn¶alata n¶elkÄul. Ezt szeml¶elteti az al¶abbi p¶elda:
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7. ¶abra.

A 7. ¶abr¶an a szÄurk¶evel jelzett cell¶akat (pontokat) akarjuk letakarni. A
c¶el olyan ciklusokat tal¶alni, amelyeknek min¶el tÄobb szÄurke pont az eleme
(sarokpontja). L¶athat¶o, hogy k¶et cella, a 90-es ¶es a 32-es tartalm¶u kiv¶etel¶evel
mindegyik cella eleme valamely ciklusnak. Egyetlen pont (a kÄorrel jelzett)
felv¶etel¶evel, azaz egy ¶uj cella letakar¶as¶aval azonban ezek is bevonhat¶ok egy
harmadik ciklusba, amelynek negyedik pontja a 85-Äos tartalm¶u cella. Ezzel
teh¶at minden szÄurke pont v¶edett¶e v¶alik. (MegjegyezzÄuk, hogy a ,,72-es" cella
helyett megfelelt volna az alatta l¶ev}o 49-es, 3-as vagy 96-os tartalm¶u is.)

Van-e azonban gyors algoritmus a b}ov¶³t¶esi probl¶ema optim¶alis megold¶as¶a-
ra, azaz minim¶alis sz¶am¶u ¶ujabb cella letakar¶as¶ara? A fenti p¶elda megold¶asa
nyilv¶an optim¶alis.

Most megmutatjuk, hogy az eddig bevezetett fogalmak ¶es kimondott
¶all¶³t¶asok ¶atfogalmazhat¶ok gr¶afelm¶eleti fogalmakk¶a ¶es ¶all¶³t¶asokk¶a. A b}ov¶³t¶esi
feladat optim¶alis megold¶as¶ara ¶³gy m¶ar ismert gr¶afelm¶eleti t¶etelek ¶es algorit-
musok ¶allnak rendelkez¶esÄunkre.

Egy t¶abl¶azat A ponthalmazaihoz kÄolcsÄonÄosen egy¶ertelm}uen p¶aros gr¶afok
rendelhet}oek a kÄovetkez}ok¶eppen:

12. De¯n¶³ci¶o. FeleltessÄuk meg egy t¶abl¶azat A ponthalmaz¶anak a GA =
GA(U; V; E) p¶aros gr¶afot, ahol U ¶es V diszjunkt nemÄures halmazok a kÄovet-
kez}o tulajdons¶agokkal: ¶Alljon U azon ui elemekb}ol (pontokb¶ol), amelyek a
t¶abl¶azat i-edik sor¶anak felelnek meg, felt¶eve ha az tartalmaz A-beli pontot.
Hasonl¶oan, V ¶alljon az A-beli elemeket tartalmaz¶o oszlopoknak megfeleltetett
vj pontokb¶ol. Az ¶elek E halmaz¶at pedig de¯ni¶alja a kÄovetkez}o: ui ¶es vi kÄozÄott
pontosan akkor van ¶el, ha a t¶abl¶azat i-edik sor¶anak j-edik eleme A-beli pont.
Azt mondjuk, hogy GA az A ponthalmaz gr¶afja.

Vil¶agos, hogy GA nem tartalmaz izol¶alt pontot, tov¶abb¶a, hogy A akkor
¶es csak akkor ¶all el}o egy t¶abl¶azatbeli B halmazb¶ol a t¶abl¶azaton v¶egrehajtott
elemi sor-, illetve oszlopcser¶ek valamely sorozat¶aval, ha GA ¶es GB izomorf
gr¶afok.

12. ¶All¶³t¶as. KÄozvetlenÄul GA de¯n¶³ci¶oj¶ab¶ol ad¶odik, hogy az al¶abbiak ekvi-
valensek:

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

52 25 48 60 48 9 65 24 33 43 36 89 52 25 48 60 48 9 65 24 33 43 36 89

34 38 90 49 17 68 66 66 57 1 85 66 34 38 90 49 17 68 66 66 57 1 85 66

32 49 28 65 47 18 76 27 72 39 77 31 32 49 28 65 47 18 76 27 72 39 77 31

21 43 72 80 42 85 89 26 39 19 32 19 21 43 72 80 42 85 89 26 39 19 32 19

15 8 87 86 46 89 12 31 74 34 52 65 15 8 87 86 46 89 12 31 74 34 52 65

28 29 49 51 69 35 95 88 61 80 34 7 28 29 49 51 69 35 95 88 61 80 34 7

64 12 15 1 58 35 77 73 85 42 15 19 64 12 15 1 58 35 77 73 85 42 15 19

22 35 20 20 73 43 59 78 95 20 40 61 22 35 20 20 73 43 59 78 95 20 40 61

35 19 3 84 8 30 4 8 89 61 52 65 35 19 3 84 8 30 4 8 89 61 52 65

32 27 57 15 18 68 57 17 25 34 10 34 32 27 57 15 18 68 57 17 25 34 10 34

21 89 96 57 87 54 0 60 59 18 32 73 21 89 96 57 87 54 0 60 59 18 32 73

3 48 61 85 7 50 17 73 2 24 61 47 3 48 61 85 7 50 17 73 2 24 61 47
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(i) az A halmaz ÄosszefÄugg}o (ii) GA ÄosszefÄugg}o gr¶af

Minden gr¶af egy¶ertelm}uen felbonthat¶o maxim¶alis (tov¶abb nem b}ov¶³thet}o)
ÄosszefÄugg}o, p¶aronk¶ent fÄuggetlen komponensek uni¶oj¶ara. Ismert gr¶afelm¶eleti
t¶etel (pl. Hajnal, 2003) a kÄovetkez}o: egy G gr¶af valamely e ¶ele akkor ¶es
csak akkor nem ¶ele egyetlen G-beli kÄornek sem, ha e-t elhagyva a gr¶afb¶ol,
a kapott gr¶afnak tÄobb komponense lesz, mint G-nek. Ekkor e-t h¶³d¶elnek
nevezik. Ha az ÄosszefÄugg}o, legal¶abb h¶arom szÄogpont¶u G-gr¶afnak minden ¶ele
valamely kÄornek ¶ele (,,kÄor¶el"), akkor G-t k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}onek nevezik.

Bel¶athat¶o, hogy az al¶abbi h¶arom ¶all¶³t¶as ekvivalens: (i) G k¶etszeresen
¶elÄosszefÄugg}o (ii) G-nek nincs h¶³d¶ele (iii) G b¶armely k¶et pontj¶at ÄosszekÄoti k¶et
¶ut, amelyeknek nincs kÄozÄos ¶ele.

Mivel az A-beli C2 halmazoknak a GA gr¶af kÄorei felelnek meg ¶es ford¶³tva,
ez¶ert a felbont¶asi t¶etel szerint:

13. ¶All¶³t¶as. Egy A halmaz akkor ¶es csak akkor v¶edett, ha GA minden ¶ele
kÄor¶el. Ekkor GA p¶aronk¶ent fÄuggetlen, k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o komponensekre
bonthat¶o.

A 8. ¶abra p¶aros gr¶afj¶anak (ez ellen}orizhet}o) szaggatottal jelzett h¶³d¶elei
v¶edtelen pontoknak felelnek meg az eredeti t¶abl¶azatban, a tÄobbi ¶el kÄor¶el,
teh¶at valamely v¶edett pont k¶epe.

8. ¶abra.

¶Erdemes felsorolni A ¶es GA n¶eh¶any egym¶asnak megfelel}o ,,objektum¶at".
Eml¶ekeztetÄunk arra, hogy egy gr¶af vonala nem tartalmazhat ¶elism¶etl}od¶est,
egy ¶utja vagy egy kÄore pedig m¶eg pontism¶etl}od¶est sem.

T¶abl¶azatok halmazai P¶aros gr¶afok
ponthalmaz (a t¶abl¶azatban) { p¶aros gr¶af
pont { ¶el
pontok sz¶ama az i-edik sorban { ui foksz¶ama
p¶aros halmaz { minden foksz¶am p¶aros a gr¶afban
ciklus (mindig p¶aros) { z¶art vonal (mindig p¶aros foksz¶am¶u pontokb¶ol ¶all)
C2-t¶³pus¶u halmaz { kÄor (foksz¶am ´ 2)
t¶eglalapr¶acs { teljes gr¶af
fÄuggetlen halmazok { fÄuggetlen gr¶afok
ÄosszefÄugg}o halmaz { ÄosszefÄugg}o gr¶af (b¶armely k¶et pont kÄozÄott van ¶ut)
ÄosszefÄugg}o p¶aros halmaz { ÄosszefÄugg}o Euler gr¶af , van z¶art Euler vonala

(minden foksz¶am p¶aros)
v¶edett pont /nem v¶edett pont { kÄor¶el / h¶³d¶el
v¶edett halmaz { h¶³d¶elmentes gr¶af , minden ¶ele kÄor¶el
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¶Erdekes anal¶ogia, hogy a 4. T¶etel annak a klasszikus gr¶afelm¶eleti t¶etelnek
a ,,t¶abl¶azat-nyelvi" megfelel}oje, hogy ,,egy gr¶afban akkor ¶es csak akkor van
z¶art Euler-vonal, ha minden cs¶ucsnak foksz¶ama p¶aros." A bizony¶³t¶asok is
anal¶ogak.

Az al¶abbi algoritmus egy tetsz}oleges A halmazhoz konstru¶al minim¶alis
sz¶am¶u pont hozz¶aad¶as¶aval egy A-t lefed}o A0 v¶edett halmazt. Az algoritmus
az els}odlegesen letakart pontok sz¶ama szerint line¶aris idej}u lesz, azaz a l¶ep¶es-
sz¶am kisebb lesz, mint ajAj+b, ahol a ¶es b alkalmas konstansok. Az algoritmus
,,magja" egy olyan elj¶ar¶as lesz, amely megoldja p¶aros f¶ak k¶etszeresen Äossze-
fÄugg}o p¶aros gr¶a®¶a b}ov¶³t¶es¶et minim¶alis sz¶am¶u ¶uj ¶el beiktat¶as¶aval, a fa ¶eleinek
sz¶ama szerint line¶aris sz¶am¶u l¶ep¶esben.

EL}OK¶ESZ¶IT¶ES
Ismeretes (pl. Hajnal, 2003), hogy egy gr¶af minden ÄosszefÄugg}o kom-

ponense egy¶ertelm}uen felbonthat¶o diszjunkt alkomponensekre, melyek vagy
maxim¶alis k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o r¶eszgr¶afok vagy Äon¶all¶o pontok, ¶es melyeket
h¶³d¶elek kÄotnek Äossze (ha legal¶abb k¶et alkomponens van). B¶armely k¶et al-
komponenst legfeljebb egy h¶³d¶el kÄot Äossze. Az alkomponensek ¶es a h¶³d¶elek
egyÄuttesen alkotj¶ak a komponenst (8. ¶abra). P¶eld¶aul egy fa alkomponen-
sei a szÄogpontjai, h¶³d¶elei pedig az ¶elei. TekintsÄuk az A halmazt ¶es gr¶afj¶at,
GA-t. A 13. ¶All¶³t¶as szerint A pontosan akkor v¶edett halmaz, ha GA minden
komponense egyetlen k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o alkomponensb}ol ¶all.

R¶eg¶ota ismertek olyan algoritmusok (Tarjan, 1972), amelyek elv¶egzik a
G(V;E) gr¶af komponensekre bont¶as¶at (a gr¶af minden pontj¶at besorsz¶amozva
az azt tartalmaz¶o komponens sorsz¶am¶aval) valamint az alkomponensekre
bont¶ast line¶aris |O(jV j + jEj)| id}oben, ¶es a h¶³d¶eleket is hozz¶arendelik a
megfelel}o alkomponens-p¶arokhoz.

ALGORITMUS-KEZDET
Ezent¶ul GA-t rÄoviden G-vel jelÄoljÄuk. El}oszÄor elv¶egezzÄuk a G p¶aros gr¶af

komponensekre ¶es alkomponensekre bont¶as¶at. Ha G minden komponense
k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o, akkor A v¶edett, az algoritmus le¶all.

Ellenkez}o esetben:
A) Foglalkozzunk el}oszÄor azzal az esettel, amikor G ÄosszefÄugg}o. Mivel

G p¶aros gr¶af, minden pontja besz¶³nezhet}o k¶et sz¶³n, mondjuk a zÄold ¶es k¶ek
egyik¶evel ¶ugy, hogy ¶el csak kÄulÄonbÄoz}o sz¶³n}u pontokat kÄothet Äossze. Olyan
algoritmust adnunk, amely G-be ¶ugy h¶uz be a ,,sz¶³nszab¶aly" betart¶as¶aval
minim¶alis sz¶am¶u ¶elt, hogy a kapott p¶aros gr¶afban minden ¶el kÄor¶el lesz.

TekintsÄuk azt a T (G) gr¶afot, amelyet ¶ugy kapunk G-b}ol, hogy annak |
m¶ar el}o¶all¶³tott| alkomponenseit ,,Äosszeh¶uzzuk" egy-egy pontt¶a. Azaz az ¶uj
gr¶afban minden pont egy-egy¶ertelm}uen megfelel G egy (esetleg egy pontb¶ol
¶all¶o) alkomponens¶enek, ¶es a pontok kÄozt pontosan akkor h¶uzunk ¶elt ¶el, ha
a megfelel}o alkomponensek kÄozÄott volt (h¶³d-) ¶el. T (G) egy fa. A val¶oban
Äosszeh¶uzott, azaz egyn¶el tÄobb pontb¶ol ¶all¶o alkomponensekb}ol (ezek legal¶abb
k¶et k¶ek ¶es k¶et zÄold pontot tartalmaznak) keletkezett T (G)-beli pontok sz¶³ne
legyen k¶ekesszÄold, a tÄobbi pont pedig ÄorÄokÄolje G-beli sz¶³n¶et. T (G)-re teh¶at
egy ¶altal¶anos¶³tott sz¶³nszab¶aly teljesÄul: k¶ek pont k¶ekkel, zÄold pont zÄolddel
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nincs ÄosszekÄotve.
Nyilv¶an elegend}o most m¶ar a T (G) f¶at minim¶alis sz¶am¶u ¶el beh¶uz¶as¶aval

k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}ov¶e b}ov¶³teni { a sz¶³nszab¶aly betart¶as¶aval. Hiszen ha
e egy az a ¶es b pontok kÄoz¶e ¶ujonnan beh¶uzott ¶el T (G)-ben, akkor G-ben
beh¶uzva egy ¶elt a T¡1(a) ¶es T¡1(b) alkomponensek egy-egy ellenkez}o sz¶³n}u
pontja kÄoz¶e, a kapott G0 is k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o gr¶af lesz.

A T (G)-t minim¶alis sz¶am¶u ¶el beh¶uz¶as¶aval k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o ki-
b}ov¶³t}o algoritmus legfontosabb tov¶abbi l¶ep¶eseit az al¶abbi t¶etel bizony¶³t¶asa
tartalmazza. B¶ar a t¶etelben mell}ozzÄuk a k¶ekeszÄold pontokat is tartalmaz¶o
f¶akat, ezeket azonban a v¶eg¶en egyszer}uen elint¶ezzÄuk.

El}oszÄor a T (G) f¶at a szok¶asos m¶odon ,,gyÄokereztetjÄuk", azaz egy tetsz}ole-
ges legal¶abb m¶asodfok¶u pontj¶ab¶ol, a gyÄok¶erb}ol kiindulva, t}ole elfel¶e mutat¶o
ir¶any¶³t¶assal l¶atjuk el. RÄogz¶³tett gyÄok¶er eset¶en az ir¶any¶³t¶as nyilv¶an egy¶ertel-
m}u. Az ezt v¶egz}o line¶aris idej}u algoritmus megjelÄoli a leveleket, tov¶abb¶a
minden pontot megc¶³mk¶ez a gyÄok¶ert}ol val¶o t¶avols¶ag¶aval, a ,,szintj¶evel", azaz
a pontb¶ol a gyÄok¶erhez vezet}o egyetlen ¶ut ¶eleinek sz¶am¶aval. Ekkor T (G)-t a
p¶aros gr¶afokn¶al megszokott m¶odon¶³gy is jelÄolhetjÄuk: T (A;B;F ), ahol A ¶es B
az ir¶any¶³t¶as ¶altal gener¶alt p¶aros, ill. p¶aratlan szinteken elhelyezked}o (k¶ek, ill.
zÄold) pontok, E pedig az ¶elek halmaza. F¶ak eset¶en a line¶aris id}ore szok¶asosan
alkalmazott O(jEj), O(jV j), O(jEj + jV j) kifejez¶esek (jEj ¶es jV j = jAj + jBj
az ¶elek, ill. cs¶ucsok sz¶ama) egyszerre teljesÄulnek, hiszen jV j ¡ jEj = 1, ez¶ert
egyszer}uen ezt ¶³rjuk: O(T ).

6. T¶etel. Egy T = T (A;B;F ) gyÄokereztetett fa max(jKj; jZj) ¶uj ¶el beh¶uz¶a-
s¶aval k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o p¶aros gr¶a®¶a b}ov¶³thet}o, ahol K µ A ¶es Z µ B
rendre a fa k¶ek, illetve zÄold leveleinek halmaza. Enn¶el kevesebb ¶el nem ele-
gend}o. A b}ov¶³t}o ¶elek O(T ) id}oben val¶o megad¶as¶at a bizony¶³t¶as tartalmazza.

Bizony¶³t¶as. Az al¶abbi ¶all¶³t¶as als¶o becsl¶est ad a beh¶uzand¶o ¶elek sz¶am¶ara.

14. ¶All¶³t¶as. T (G) minden level¶eb}ol, azaz els}ofok¶u pontj¶ab¶ol ki kell indulnia
egy ¶ujonnan beh¶uzott ¶elnek ahhoz, hogy T (G) minden ¶el¶eb}ol kÄor¶el legyen. A
levelekbe fut¶o ¶elek nyilv¶anval¶oan csak ¶³gy lesznek kÄor¶elek.

1) Legyen el}oszÄor jKj = jZj.
² 0. l¶ep¶es (k = 0)

P¶aros¶³tsuk Äossze tetsz}olegesen a k¶ek leveleket a zÄoldekkel. Ha jKj = jZj = 1,
akkor egy ¶elt beh¶uzva a k¶et lev¶el kÄoz¶e, a kapott gr¶af nyilv¶anval¶oan egyetlen
kÄort alkot. Ha jKj = jZj > 1, akkor az egyes p¶arok tagjai kÄozÄotti egyetlen
utat a f¶aban kÄonny}u megadni: az adott lev¶elp¶ar tagjaib¶ol ind¶³tott, egy-egy az
ir¶any¶³t¶assal ellent¶etesen, ,,felfel¶e" vezet}o ¶ut biztosan tal¶alkozik egy pontban,
,,legk¶es}obb" a gyÄok¶erben. Az Äosszes ilyen ¶ut eme |p¶aronk¶ent fÄuggetlen|
kiindul¶o fT0;1; T0;2; . . . ; T0;jKj g rendszer¶et jelÄolje F0. Ha ez tartalmazn¶a a T
fa Äosszes ¶el¶et, akkor a p¶arok tagjait egy-egy ¶uj ¶ellel ÄosszekÄotve el}o¶allna egy
T -t r¶eszgr¶afk¶ent tartalmaz¶o k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o gr¶af. Az egyes utakon
m¶eg egyszer v¶egighaladva c¶³mk¶ezzÄuk meg az ¶eleket ¶es a pontokat az ¶ut zÄold
v¶egpontj¶aval.
0. l¶ep¶es v¶ege
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Ezut¶an sz¶eless¶egi keres¶essel bej¶arjuk T -t, azaz v¶egigmegyÄunk a pontjain,
szintenk¶ent, a gyÄok¶ert}ol t¶avolodva.

² 1. l¶ep¶es (k = 1)
R¶al¶epÄunk a p0-ra, T gyÄoker¶ere. Az els}o l¶ep¶es el}ott a rendelkez¶esre ¶all¶o F0

rendszerre teljesÄulnek az al¶abbi tulajdons¶agok, ha k hely¶ebe mindenhol 1-et
¶³runk:

a. T minden levele pontosan egy Tk¡1;j f¶anak levele. Ebb}ol kÄovetkez}oen
Tk¡1;j -k p¶aronk¶ent fÄuggetlen gr¶afok. Ford¶³tva: mindegyik Tk¡1;j fa
minden levele T -nek is levele.

b. Tk¡1;j -nek ugyanannyi zÄold ¶es k¶ek levele van, ¶es ezek Äossze vannak
p¶aros¶³tva.

c. Tk¡1;j -t kieg¶esz¶³tve az Äosszep¶aros¶³tott leveleket ÄosszekÄot}o egy-egy ¶uj
¶ellel: k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o gr¶af ¶all el}o.

d. Tk¡1;j minden ¶ele ¶es pontja c¶³mk¶ezve van Tk¡1;j valamelyik zÄold level¶evel.

Mivel p0 foksz¶ama legal¶abb 2, jelÄoljÄon e ¶es f egy-egy bel}ole kiindul¶o ¶elt
(9.a ¶abra). Ekkor p0-b¶ol e-n keresztÄul elindulunk egy c¶³mk¶ezetlen ¶elekb}ol
¶all¶o tetsz}oleges se ¶utvonalon az els}o c¶³mk¶ezett pontig, amelyet jelÄoljÄon re.
Ez nyilv¶an valamelyik F0-beli T e fa gyÄokere, hiszen T fa. Hasonl¶oan, p0-b¶ol
az f-fel kezd}od}o tetsz}oleges sf ¶utvonalon eljutunk az F0-beli T f f¶aig az rf

pontban. T e ¶es T f val¶oj¶aban egy-egy ¶ut. JelÄolje T1;1 a k¶et fa ¶es az }oket
ÄosszekÄot}o ¶utvonal, azaz T e, T f , se ¶es sf egyes¶³t¶es¶evel el}o¶allt f¶at. (Az els}o
index: k.) Ezut¶an tekintsÄuk az re ¶es rf pontok c¶³mk¶ej¶et, azaz a k¶et Äosszetev}o
fa egy-egy zÄold level¶et, valamint k¶ek p¶arjukat. V¶egezzÄunk el kÄoztÄuk p¶arcser¶et
a sz¶³nszab¶alyt betart¶o egyetlen lehets¶eges m¶odon (b.). Ekkor, ha az ¶uj T1;1

f¶aban minden p¶ar kÄoz¶e beh¶uzunk egy ¶elt, k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o gr¶afot
kapunk (c.), hiszen a k¶et Äosszetev}o fa kÄozÄott e-n (¶es f -en) ¶at is vezet ¶ut,
valamint a p¶arcser¶eben r¶eszt vev}o leveleket ÄosszekÄot}o ¶eleken ¶at is (mindj¶art
kett}o). V¶egÄul az ÄosszekÄot}o ¶utvonal Äosszes re ¶es rf kÄozÄotti ¶el¶et ¶es pontj¶at,

teh¶at p0-t is, c¶³mk¶ezzÄuk meg re c¶³mk¶ej¶evel. ¶Igy T1;1 minden pontja ¶es ¶ele
c¶³mk¶ezve lesz egy zÄold level¶evel (d.).
1. l¶ep¶es v¶ege

Az els}o l¶ep¶es eredm¶enyek¶ent el}o¶allt egy ¶uj, eggyel csÄokkent elemsz¶am¶u
rendszer: F1 = fT1;1; T1;2; . . . g, ahol T1;1 k¶et ,,eredeti", azaz F0-beli fa
Äosszevon¶as¶aval ¶es az }oket ÄosszekÄot}o ¶ut ,,bekebelez¶es¶evel" keletkezett, a tov¶abbi
elemek pedig a megmaradt |¶atjelÄolt| eredeti f¶ak (a.). Az F1 rendszer teh¶at
rendelkezik az a-d. tulajdons¶agokkal. Mivel T1;1 tartalmazza a gyÄokeret, F1

az al¶abbi tulajdons¶aggal is rendelkezik:

e. A k > 0 l¶ep¶es megt¶etele ut¶an: minden olyan T -beli pont, amelyre m¶ar
r¶al¶eptÄunk, a p0 gyÄoker}u Tk;1 fa pontja.
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9.a ¶abra 9.b ¶abra

² k. l¶ep¶es (k > 1)
A l¶ep¶es megt¶etele el}ott rendelkez¶esÄunkre ¶all az Fk¡1 = f Tk¡1;1; Tk¡1;2; . . . g
fa-rendszer, amelyben az els}ot kiv¶eve mindegyik fa az eredeti F0-beli, m¶eg
¶erintetlen f¶ak valamelyike.

Ez a l¶ep¶es az 1. l¶ep¶es egyszer}us¶³tett v¶altozata (9.b ¶abra). Az 1. l¶ep¶esben
k¶et eredeti f¶ab¶ol el}o¶all¶³tottuk a T1;1 f¶at. Ezut¶an m¶ar minden l¶ep¶esben egy-egy
¶ujabb eredeti f¶at olvasztunk bele az el}oz}o l¶ep¶esben el}o¶all¶³tott Tk¡1;1 f¶aba a
sorban mÄogÄotte ¶all¶ok kÄozÄul, a kettejÄuket ÄosszekÄot}o ¶uttal egyÄutt, egy¶uttal
elv¶egzÄunk egy alkalmas p¶arcser¶et a levelek kÄozÄott, m¶³g v¶egÄul egyetlen fa
marad: Tn;1 = T .

Ha az aktu¶alis p pontb¶ol kiindul¶o Äosszes ¶el c¶³mk¶ezett, azaz a p-b}ol lefel¶e
indul¶o Äosszes nem Fk¡1-hez tartoz¶o ¶elre egyszer m¶ar r¶al¶eptÄunk (ak¶ar p-b}ol
kiindulva, ak¶ar m¶ar kor¶abban, p valamelyik el}odj¶eb}ol), azaz p ,,ki lett fejtve"
akkor a sz¶eless¶egi bej¶ar¶as szerinti kÄovetkez}o pontra l¶epÄunk, ezt jelÄolve p-
nek. Ellenkez}o esetben legyen e egy p-b}ol lefel¶e ir¶anyul¶o c¶³mk¶ezetlen, azaz
nem Fk¡1-hez tartoz¶o ¶el. Most is, mint az 1. l¶ep¶esben, induljunk el p-
b}ol egy az e-vel kezd}od}o, c¶³mk¶ezetlen ¶elekb}ol ¶all¶o tetsz}oleges se ¶utvonalon,
am¶³g eljutunk a m¶eg ¶erintetlen T e 2 Fk¡1 n Tk¡1;1 fa re gyÄoker¶ebe. Az e.
tulajdons¶ag miatt Tk¡1;1 tartalmazza p-t. JelÄoljÄuk Tk;1-gyel a Tk¡1;1 ¶es T e

f¶ak, valamint az }oket ÄosszekÄot}o se ¶ut egyes¶³t¶es¶evel el}o¶allt f¶at. A p¶arcser¶et ¶es
a c¶³mk¶ez¶est az 1. l¶ep¶esben le¶³rtakkal megegyez}oen v¶egezzÄuk, azaz tekintsÄuk
re ¶es p c¶³mk¶ej¶et, azaz a k¶et Äosszetev}o fa egy-egy zÄold level¶et, valamint k¶ek
p¶arjukat. Ezut¶an v¶egezzÄuk el kÄoztÄuk az egyetlen lehets¶eges p¶arcser¶et. V¶egÄul
az ÄosszekÄot}o ¶utvonal Äosszes p ¶es re kÄozÄotti ¶el¶et ¶es pontj¶at c¶³mk¶ezzÄuk meg re

c¶³mk¶ej¶evel. ¶Igy Tk;1 minden pontja ¶es ¶ele c¶³mk¶ezve lesz egy zÄold level¶evel.
A k: l¶ep¶es eredm¶enyek¶ent el}o¶allt egy ¶uj, eggyel csÄokkent elemsz¶am¶u rend-

szer: Fk = fTk;1; Tk;2; . . . g, ahol az els}o tagot kÄovet}o elemek (az utols¶o l¶ep¶es
ut¶an m¶ar nincs ilyen) a m¶eg megmaradt F0-beli f¶ak.
k: l¶ep¶es v¶ege
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A k: l¶ep¶es nyom¶an el}o¶allt Fk rendszer teh¶at ugyan¶ugy rendelkezik az a-d.
tulajdons¶agokkal, mint az 1. l¶ep¶es ut¶an. Az e. tulajdons¶ag megl¶et¶et pedig
a sz¶eless¶egi bej¶ar¶as biztos¶³tja, hiszen minden p 6= p0 pont a r¶al¶ep¶es el}ott
m¶ar rendelkezik c¶³mk¶evel, amelyet valamelyik T -beli }ose kifejt¶esekor kapott,
hiszen az Äosszes p-n¶el magasabb szinten l¶ev}o pont m¶ar ki van fejtve.

Az algoritmus az eredeti f¶ak elfogy¶as¶aval, azaz n = jZj ¡ 1 l¶ep¶es ut¶an
le¶all. Az el}o¶allt Tn;1 = T fa ¶es leveleinek el}o¶allt p¶aros¶³t¶asa rendelkezik az a-
e. tulajdons¶agokkal, teh¶at azzal is, ha minden levelet ÄosszekÄotÄunk a p¶arj¶aval
egy ¶ellel, akkor k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o p¶aros gr¶afot kapunk. A 14. ¶All¶³t¶as
kÄovetkezm¶enye, hogy enn¶el |azaz jZj-n¶el| kevesebb ¶el beh¶uz¶as¶aval ezt nem
lehet el¶erni.

Az elj¶ar¶as, amely tulajdonk¶eppen K ¶es Z megfelel}o p¶aros¶³t¶as¶anak megke-
res¶ese, az ¶elek jF j sz¶ama szerint line¶aris idej}u a kÄovetkez}ok miatt: T bej¶ar¶asa-
kor minden p pontban a bel}ole kiindul¶o (se-vel vagy sf -fel jelÄolt) utak hossz¶a-
val ar¶anyos id}ot tÄoltÄunk: el}oszÄor v¶egighaladva rajtuk, m¶asodszor ,,visszafel¶e"
megc¶³mk¶ezve pontjaikat ¶es ¶eleiket. (A 0. l¶ep¶esben is ez tÄort¶enik, csak a bej¶art
¶es megc¶³mk¶ezett utakat ott a T0;j jelÄoli, amelyeket nem felÄulr}ol gener¶alunk,
hanem alulr¶ol.) Ezek az utak p¶aronk¶ent ¶eldiszjunktak ¶es egyÄuttesen el}o¶all¶³tj¶ak
T -t. Egy adott ¶ut minden egyes pontj¶ahoz k¶et ,,r¶al¶ep¶es" ¶es a c¶³mk¶ez¶es kons-
tans ideje tartozik, valamint az ¶uthoz tartoz¶o p¶arcsere bejegyz¶esi idej¶enek
r¶aes}o r¶esze. Teh¶at a id}o ajF j + b alak¶u.

2) Legyen most jZj < jKj.
Legyen Kz a k¶ek levelek egy tetsz}oleges jZj elemsz¶am¶u r¶eszhalma. El}oszÄor

el}o¶all¶³tjuk T azon legsz}ukebb T ¤ r¶eszf¶aj¶at (10. ¶abra), melynek pontosan
Z [ Kz a lev¶elzete. Ilyen fa nem lehet egyn¶el tÄobb, mert akkor metszetÄuk is
egy ugyanolyan lev¶elzet}u fa lenne. JelÄolje d a gyÄok¶er ¶es a hozz¶a legkÄozelebb
es}o Z[Kz-beli levelek t¶avols¶ag¶at, d-t a gyÄokereztet}o algoritmus megadja. A d
szinten l¶ev}o levelek halmaz¶at jelÄolje Ld. A gyÄok¶ert}ol d-n¶el nagyobb t¶avols¶agra
es}o (,,m¶elyebb szinten" l¶ev}o) levelek mindegyik¶eb}ol induljunk el a gyÄok¶er fel¶e
egy-egy ¶uton eg¶eszen a d szintig. Az utak d szint}u pontjaib¶ol ¶es Ld pont-
jaib¶ol folytassuk egy-egy ¶uton a felfel¶e halad¶ast addig, m¶³g valamelyik szinten
a megmaradt ¶elek egyetlen pontban tal¶alkoznak (legk¶es}obb T gyÄoker¶eben).
Ekkor a bej¶art utak egyÄutt nyilv¶an a keresett T ¤ f¶at adj¶ak, amelyben az
utols¶o el¶ert pontot tekinthetjÄuk gyÄok¶ernek, hiszen foksz¶ama egyn¶el nagyobb.
Eme bej¶ar¶as T ¶eleinek egy r¶esz¶en egyszer halad ¶at, teh¶at ideje O(T ).

P¶aros¶³tsuk Äossze az 1)-ben le¶³rt elj¶ar¶assal Z ¶es Kz leveleit a T ¤ f¶aban ¶es
a p¶arokat kÄossÄuk Äossze egy-egy ¶uj ¶ellel. Ezzel T ¤ Äosszes ¶ele kÄor¶el lesz. Azt
¶all¶³tjuk, hogy ha T megmaradt | k¶ek| leveleit, azaz a K n Kz-be es}oket
ÄosszekÄotjÄuk T ¤ ,,szinte" b¶armelyik zÄold pontj¶aval, p¶eld¶aul b¶armelyik zÄold
level¶evel, akkor az Äosszes T ¤-n k¶³vÄuli ¶el is belekerÄul valamilyen kÄorbe. Legyen
ugyanis e egy tetsz}oleges T ¤-on k¶³vÄuli ¶ele T -nek, v0 ¶es v00 v¶egpontokkal. Ekkor
kÄozÄulÄuk pontosan az egyikb}ol, mondjuk v'-b}ol, vezet olyan ¶ut T ¤-ba, amely
nem tartalmazza e-t, ellenkez}o esetben e kÄor¶el lenne. Az ¶ut els}o T ¤-ba
es}o pontj¶at jelÄolje u0. M¶asr¶eszt v00-b}ol egy tetsz}oleges, nem e-vel kezd}od}o
¶uton haladva T valamelyik level¶ebe ¶erkezÄunk, hiszen T ¤-ban nincs kÄor. Ez
a w-vel jelÄolt lev¶el csak K n Kz-beli lehet, ellenkez}o esetben e egy T ¤-n



116 Farag¶o Mikl¶os

¶athalad¶o (u0 . . . v0; e; v00 . . .w . . .u0) kÄor ¶ele lenne, ahol (w . . . u0) a w ¶es u0

kÄozÄotti T ¤-beli ¶ut. Teh¶at ha w-t egy ¶uj ¶ellel ÄosszekÄotjÄuk T ¤ b¶armely u0-
t}ol kÄulÄonbÄoz}o zÄold u00 pontj¶aval, p¶eld¶aul egy zÄold lev¶ellel, akkor e benne
lesz az (u0 . . . v0; e; v00 . . .w;u00 . . . u0) kÄorben, ahol (u00 . . .u0) a w ¶es u0 kÄozÄotti
T ¤-beli |egyetlen| ¶ut. (Az u0 6= u00 kikÄot¶es biztos¶³tja, hogy val¶odi, azaz
kett}on¶el tÄobb szÄogpontb¶ol ¶all¶o kÄor jÄojjÄon l¶etre). Ha teh¶at minden K nKz-beli
levelet egyszer}uen ÄosszekÄotÄunk egy alkalmas T ¤-beli zÄold ponttal, p¶eld¶aul
egy lev¶ellel, akkor minden T ¤-on k¶³vÄuli ¶el kÄor¶el lesz. Ennek ideje nyilv¶an
c(jKj ¡ jZj) + d.

Ezzel val¶oban Äosszesen jKj sz¶am¶u ¶uj ¶elt h¶uztunk be a T f¶aba: el}oszÄor
jZj sz¶am¶ut T ¤ levelei kÄoz¶e, majd jKj ¡ jZj sz¶am¶ut K n Kz ¶es T ¤ zÄold levelei
kÄoz¶e. A 14. ¶All¶³t¶as alapj¶an pedig ism¶et kÄovetkezik, hogy enn¶el kevesebb ¶el
beh¶uz¶as¶aval nem lehet T -t k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}o p¶aros gr¶a®¶a b}ov¶³teni. A
k¶et id}o Äosszege pedig felÄulr}ol becsÄulhet}o ejF j + g-vel, ahol e ¶es g alkalmas
konstansok. 2

10. ¶abra

Eddig feltettÄuk, hogy a T (G) f¶anak nincsenek k¶ekeszÄold levelei. Ha van-
nak k¶ekeszÄold levelei, m darab, ¶es jZj · jKj, akkor m · jKj ¡ jZj eset¶en
pakoljuk mindegyiket Z-be, ellenkez}o esetben osszuk el }oket Z ¶es K kÄozÄott
¶ugy, hogy a k¶et ¶³gy kib}ov¶³tett K0 ¶es Z 0 halmaz elemsz¶ama vagy legyen
egyenl}o, vagy K0-¶e legyen eggyel nagyobb. Ezzel biztos¶³tottuk K 0 ¶es Z 0 kÄozÄott
a maxim¶alis p¶aros¶³t¶ast, ¶es 1)-et vagy 2)-t v¶egrehajtva el}o¶all¶³that¶o a leveleket
ÄosszekÄot}o minim¶alis sz¶am¶u ¶el.

3) N¶eh¶any esetben az eddig le¶³rt m¶odszer nem alkalmazhat¶o. M¶egpedig
akkor, ha T (G) levelei nem kÄothet}ok Äossze sem egym¶assal (mert vagy mind
zÄoldek vagy mind k¶ekek), sem a tÄobbi bels}o ponttal (mert csak a szomsz¶edaik
m¶as sz¶³n}uek). Ezek a f¶ak pontosan az ¶un. csillag-gr¶afok. Ezeknek egy pont
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kiv¶etel¶evel |jelÄoljÄuk ezt a-val| csak els}ofok¶u pontjaik vannak, mondjuk
mind k¶ekek. Ekkor,

3a) ha a k¶ekeszÄold, akkor minden levelet egy a szomsz¶edj¶at¶ol kÄulÄonbÄoz}o
zÄold T¡1(a)-beli ponttal kÄotjÄuk Äossze (T¡1(a) legal¶abb k¶et zÄold ¶es k¶et k¶ek
pontot tartalmaz).

3b) Ha pedig a zÄold (ezek azoknak a t¶abl¶azatbeli halmazoknak felelnek
meg, amelyek pontjai egy sorban vagy oszlopban helyezkednek el), akkor
egyn¶el tÄobb lev¶el eset¶en |most el}oszÄor| fel kell venni egy ¶uj (zÄold) pontot
¶es a leveleket Äossze kell vele kÄotni (l¶asd a 11. ¶abra bal oldal¶at). V¶egÄul ha a
T (G) egy k¶et-szÄogpont¶u csillag, akkor k¶et ¶uj pont felv¶etele ¶es ,,kÄorbekÄot¶ese" a
megold¶as. Ez az eset a t¶abl¶azatban az egyetlen pontb¶ol ¶all¶o halmaz t¶eglalappal
val¶o lefed¶es¶et jelenti (a 11. ¶abra jobb oldala).

11. ¶abra

B) Ha G egyn¶el tÄobb komponensb}ol ¶all: G1; G2; . . ., akkor a T (Gi) f¶ak
kÄozÄul az 1), 2) vagy 3a) tulajdons¶ag¶uakra v¶egezzÄuk el az ott¶³rottakat,¶³gy t¶eve
k¶etszeresen ÄosszefÄugg}ov¶e }oket. A 3b) al¶a tartoz¶o T (Gi) f¶ak eset¶en ellenben |
elkerÄulend}o az ¶uj pontok felv¶etel¶et| a fa leveleit ÄosszekÄotjÄuk b¶armely m¶asik
Gj (i 6= j) komponens valamely m¶as sz¶³n}u pontj¶aval.

ALGORITMUS-V¶EG

Az im¶ent ismertetett algoritmus |az egy komponens}u 3b) esett}ol eltekint-
ve, azaz amikor az A halmaz minden pontja egy sorba vagy oszlopba esik|
a GA gr¶afhoz nem vesz hozz¶a ¶uj szÄogpontokat, hanem csup¶an ¶uj ¶eleket h¶uz
bele, azaz A-t az }ot tartalmaz¶o legsz}ukebb t¶eglalapr¶acs bizonyos pontjaival
eg¶esz¶³ti ki.

RÄoviden Äosszefoglaljuk az algoritmus l¶ep¶eseit egy pszeudo k¶od¶u program
form¶aj¶aban. A programban a Ti fa csillag-gr¶af mivolt¶ara vonatkoz¶o if fTi . . . g
alak¶u felt¶etelek ki¶ert¶ekel¶ese konstans id}ot vesz ig¶enybe, mivel ezt m¶ar kor¶ab-
ban elv¶egzi a Ti-t ir¶any¶³t¶assal ell¶at¶o alprogram. li jelÄoli Ti leveleinek sz¶am¶at.

  
 

   vastag: G(A), az egész: G(A’)  
           

       új pont 
       2 új pont   
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B}OV¶IT(G)
² G-t felbontjuk a Gi komponensekre (i = 1; . . . ; n) O(jV j + jEj)
for i = 1 to n
² Gi -t alkomponensekre ¶es h¶³d¶elekre bontjuk O(jVij+ jEij)
if fa h¶³d¶elek sz¶ama = 0g then
next i

else

² Gi-b}ol alkomponensei Äosszeh¶uz¶as¶aval Ti f¶at k¶esz¶³tÄunk O(Ti)
² Ti-t gyÄokereztetjÄuk, innen ir¶any¶³tjuk, majd meghat¶arozzuk a leveleit. O(Ti)
if fn = 1 & T1 egy 3b)-t¶³pus¶u csillagg then
² ¶uj pontokat veszÄunk fel (egyet vagy h¶armat): next i

end if

if fTi nem csillagg then
² a lehet}o legtÄobb k¶ek, zÄold ¶es k¶ekeszÄold levelet k¶et halmazba:
Z-be ¶es Kz-be osztjuk O(li)

² gener¶aljuk a Z-hez ¶es Kz-hez tartoz¶o minim¶alis T¤ f¶at O(Ti)
² el}o¶all¶³tjuk Z ¶es Kz kezd}o p¶aros¶³t¶as¶at O(li)
² gener¶aljuk a kezd}o p¶aros¶³t¶ashoz tartoz¶o kiindul¶o S0 ¶utrendszert O(Ti)
² el}o¶all¶³tjuk a T ¤ k¶etszeresen ¶elÄosszefÄugg}ov¶e tev}o p¶aros¶³t¶ast O(Ti)
² a Z-n ¶es Kz-n k¶³vÄul es}o leveleket ,,bekÄotjÄuk" Z-be O(li).

else

² if fTi 3a)-t¶³pus¶u csillagg then a leveleit bekÄotjÄuk mag¶aba O(li)
² if fTi 3b)-t¶³pus¶u csillagg then a leveleit bekÄotjÄuk egy m¶asik
komponensbe O(li)

end if

end if

next i
return

A fenti program az Äosszetev}ok ideje alapj¶an O(jV j+jEj) idej}u. Az alkom-
ponensekre bont¶as ut¶ani id}o O(

Pn
i=1 jTij), azaz G h¶³d¶eleinek sz¶ama szerint

line¶aris.

Megjegyz¶es. A most ismertetett algoritmus nyilv¶anval¶oan alkalmas egy
tetsz}oleges (nem p¶aros) G gr¶af h¶³d¶elmentes gr¶a®¶a b}ov¶³t¶es¶ere minim¶alis sz¶am¶u
¶el beh¶uz¶as¶aval, ha a T fa L sz¶am¶u (sz¶³ntelen) level¶et k¶et |K ¶es Z| halmazba
soroljuk ¶ugy, hogy p¶aros L eset¶en jKj = jZj, p¶aratlan eset¶en jKj = jZj¡1, ¶es
elv¶egezzÄuk az 1) vagy 2) pontban le¶³rtakat. A 3) pontban felmerÄult speci¶alis
esetek is egyszer}usÄodnek.

Addendum

A szerz}o a cikk meg¶³r¶asa ut¶an lelt r¶a Gus¯eld (1988) gr¶afb}ov¶³t}o algorit-
mus¶ara. ¶Erdekes kÄovetkeztet¶esek ad¶odnak, ha ÄosszevetjÄuk Gus¯eld algorit-
mus¶at (rÄoviden GA) a 6. T¶etelben le¶³rttal (rÄoviden FA). Mindkett}o f¶akra
,,fut", line¶aris id}oben. Az alapÄotlet azonos: a levelek egy kezdeti p¶aros¶³t¶as¶at
p¶arcser¶ekkel addig jav¶³tani, am¶³g egy h¶³dmentes p¶aros gr¶af ¶all el}o. Azonban
a k¶et algoritmus minden egy¶eb jellemz}oj¶eben egyfajta ,,dualit¶as" ¯gyelhet}o
meg.

¡ GA el}oszÄor m¶elys¶egileg bej¶arja a f¶at, csak az¶ert, hogy besz¶amozza a
leveleket az el¶er¶es sorrendj¶eben 1-t}ol n-ig. Ezut¶an Äosszep¶aros¶³tja a leveleket:
az i-ediket a k+i-edikkel, ahol k = bn=2c, teh¶at nem tÄor}odve a sz¶³nszab¶allyal.
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Felhaszn¶alja Esweran ¶es Tarjan (1976) azon eredm¶eny¶et, hogy ezzel a p¶aros¶³-
t¶assal, a p¶arokat ÄosszekÄotve egy-egy ¶ellel, a b}ov¶³tett gr¶af h¶³dmentes2. Ezut¶an,
a sz¶³nhib¶akat kijav¶³tand¶o, a zÄold-zÄold ¶es k¶ek-k¶ek p¶arok kÄozÄott egym¶as ut¶an
p¶arcser¶eket hajt v¶egre, ¶eszrev¶eve, hogy a h¶³dmentess¶eg ilyenkor megmarad.

¡ FA el}oszÄor tal¶alomra, ,,maxim¶alisan" Äosszep¶aros¶³tja a kÄulÄonbÄoz}o sz¶³n}u
leveleket (a hoppon maradottakat a v¶eg¶en ,,bekÄoti" a f¶aba). Ezut¶an sz¶eless¶egi
keres¶es kÄozben minden l¶ep¶esben |amikor h¶³d¶elt tal¶al| egy alkalmas p¶arcser¶et
hajt v¶egre, ¶eszrev¶eve, hogy ezzel csÄokkenti a h¶³d¶elek sz¶am¶at.

ÄOsszefoglalva: GA gr¶afjai a kezdett}ol fogva h¶³d¶elmentesek, de v¶egig sz¶³n-
hib¶asak (kiv¶eve a le¶all¶askor). FA gr¶afjai a kezdett}ol fogva sz¶³nhelyesek,
de v¶egig h¶³d¶elt tartalmaznak (kiv¶eve a le¶all¶askor). GA sz¶³nhib¶as p¶arokat
cser¶el, FA sz¶³nhelyeseket. GA a m¶elys¶egi keres¶es ut¶an egyhuzamban cser¶eli
a p¶arokat, FA sz¶eless¶egi keres¶es kÄozben, l¶ep¶esenk¶ent teszi azt.

KÄoszÄonetnyilv¶an¶³t¶as

Ez¶uton szeretn¶ek kÄoszÄonetet mondani az egyik anonim lektornak a kÄulÄonÄosen
gondos jav¶³t¶as¶ert ¶es az¶ert, hogy felh¶³vta ¯gyelmemet egy fontos, a probl¶ema
¶altal¶anos¶³t¶as¶aval foglalkoz¶o cikkre. A m¶asik lektornak kÄoszÄonhet}oen b}ovÄult
a dolgozat sz¶amp¶eld¶akkal, melyek bizony¶ara kÄonnyebb¶e teszik a meg¶ert¶est.
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TABULAR DATA PROTECTION AND GRAPH OPTIMIZATION

In this article we put an old problem of data protection into a new context. Though
certain sensitive cells of published two-dimensional tables are often ,,hidden" by the
data providers, the content of some of these suppressed cells might be computed
using the available cell values and sums of rows and columns. We call a set of
cell locations protected, if none of the exact cell values can be uniquely computed.
Considering the cell locations as points on a grid we characterize the protected
sets as unions of vertex sets of orthogonal polygons. We give several necessary
and su±cient conditions for being protected, describe the hierarchy of protected
sets, and investigate their properties. When a set is not protected we consider
the problem of suppressing the fewest additional cells to protect the sensitive cells.
This process is called ,,secondary suppression" in the literature. Gus¯eld (1988)
and others solved the optimization problem by establishing a bijection between the
sets of cell locations and bipartite graphs. They gave a linear time algorithm for the
corresponding graph theory problem: making a bipartite graph edge-biconnected
by adding a minimum number of new edges. We give a new, simple linear time
algorithm for this augmentation problem.


