Szigma, LI. (2020) 2. 115

POZITIV MATRIXOK DOMINANS SAJATVEKTORANAK
SZAMITASA A CIKLIKUS KOORDINATAK
MODSZEREVEL!

ABELE-NAGY KRISTOF -~ FULOP JANOS
Budapesti Corvinus Egyetem — SZTAKI

Pozitiv matrixok dominans sajatértékének és sajatvektoranak szamitdsa tobb
alkalmazasban fontos feladat. Kisméretii matrixok esetén ez egy gyorsan
megoldhaté feladat, nagyméreti matrixok esetén azonban lassi lehet. Egy
4j iterativ algoritmust mutatunk be, amely a ciklikus koordinatdk modszerén
alapul, és kifejezetten nagyméretlt matrixokra van szabva.

Kulcsszavak: dominans sajatérték, pozitiv matrix, ciklikus koordinatak
modszere, hatvany modszer, Collatz—Wielandt-tétel

1 Bevezetés

Pozitiv, illetve altaldnosabb esetben irreducibilis (Id. 1. Definicié) méatrixok
dominans sajatértékének és sajatvektoranak szamitdsara szamos alkalma-
zdsban sziikség van. MacCluer [13] j6 néhany alkalmazést felsorol: ezek
a Markov-lancoktdl kezdve a Leontief input/output modellen &t a walrasi
egyensulyi modellig terjednek, valamint szamos egyéb alkalmazast is emlit
(példaul topolégia, epidemioldgia és statisztikai mechanika). Ezeken til egy
igen fontos alkalmazds a tobbszemponti dontéselmélet [18], melyrél bévebben
is sz6 lesz.

Mig kisméretlt matrixok esetén gyakorlatilag mindegy, milyen mddszert
alkalmazunk a dominans sajatérték, illetve sajatvektor kiszamitasara, nagy-
méretil matrixok esetén az alkalmazott mddszerek igen lasstiak lehetnek. Az
alapvetd mddszer dominans sajatérték és sajatvektor szamitasra a hatvany
mddszer [10, 105-110. oldal], mely altaldnos esetben diagonalizdlhaté métri-
xokra miikédik, azonban nemnegativ matrixok esetén az irreducibilités (1. De-
finicié) elég. A hatvany médszer egy A n x n-es matrix esetén a v(F+1) =
Av®) szorzatot szdmolja minden 1épésben (ahol v az iteralt vektor). A kon-
vergencia sebessége az abszolut értékben masodik legnagyobb sajatérték és a
dominans sajatérték hanyadosatol fiigg, ami nem ellendrizhetd kénnyen elore.
Mas mdédszerek, mint példdul az LU és QR algoritmusok [10, 110-118. oldal]
az Osszes sajatértéket szamoljak, am joval nagyobb miiveleti koltséggel.

1. Definicié ([14, 671. oldal]). Egy A négyzetes matrix irreducibilis, ha
nem hozhaté sorok és oszlopok egyszerre torténd cseréivel a kovetkezd blokk
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(v 5)

ahol B és D nem 0 méretli négyzetes matrixok.

felsé haromszog alakra:

Jelolje Amax = Amax(A) a domindns sajdtértéket, w* pedig a hozza tar-
toz6 domindns jobb oldali sajatvektort, azaz Aw™ = A\,.w*. Ekkor az
alabbi Gsszefliggés teljestil:

1. Tétel (Collatz—Wielandt, [14, 666. és 673. oldal]). Legyen A > 0 egy
irreducibilis n X n-es mdtriz. Ekkor Apmax > 0, és (pozitiv skaldrral vald
szorzdstdl eltekintve) egyetlen pozitiv sajdtvektor tartozik hozzd, valamint

Amax = Max min
w>0 i=1,....,n Ww;

' (Aw);
P == ' 2
)\max glirol ,L-:Hllia_‘_}_{,n w; ( )

(1)

Az 1. Tételt az irodalomban gyakran mint Perron—Frobenius tételt, vagy
mint annak egy részét mutatjak be.

Innentdl feltessziik, hogy A > 0, tehat szigordan pozitiv matrixrél van
sz6. Az 1. Definiciébdl adédéan minden pozitiv matrix irreducibilis.

Az ebben a dolgozatban javasolt algoritmus a (2) formuldt haszndlja a
Amax kOzelitésére, azonban ez a valasztas onkényes: az eljaras konnyen &at-
alakithaté gy, hogy az (1) Gsszefiiggést hasznélja. Kés6bb azonban mindkét
alakot felhasznaljuk a megallasi kritérium meghatarozasahoz.

Az eljarashoz a ciklikus koordindtdk mddszerét [12, 253-254. oldal] alkal-
mazzuk, mely egy numerikus optimalizalasi médszer. A ciklikus koordinétdk
modszerének 1ényege, hogy egy tobbvaltozds optimalizalasi feladatban egy-
szerre mindig csak egy valtozot tekintiink ténylegesen valtozénak, a tobbi val-
t0z6 az el6z6 lépésben szdmolt értéken van rogzitve. Annak az elemnek, ame-
lyik ténylegesen viéltozik, az 1j értéke az a szam lesz, ahol az optimalizdlasi
feladat a tébbi elem véltozatlansdga melletti optimumat felveszi. Azt, hogy
melyik valtozot tekintjik egy adott 1épésben ténylegesen valtozonak, cikliku-
san valtoztatjuk, azaz el6szor az els6t, majd a masodikat stb., majd amikor az
utolsé valtozon is til vagyunk, visszaugrunk az elsore és ugyanigy folytatjuk,
amig el nem érjiik a ledllasi kritériumot. Az, hogy mi a ledllasi kritérium, a
feladattdl fligg.

Az (1) és (2) feladatban szerepld linedris tortfiiggvények kvézilinedrisak,
azaz kvéazikonvexek és kvazikonkavak is [2]. Mivel kvazikonvex fliggvények
pontonkénti maximuma szintén kvéazikonvex, illetve kvazikonkav fliggvények
pontonkénti minimuma kvazikonkav, ezért az (1) feladat egy kvézikonkav
fiiggvény maximalizdldsit, a (2) pedig egy kvazikonvex fliggvény minimali-
zaldsét jelenti az n-dimenzids pozitiv ortdns felett. A [2] kényvben bemuta-
tott 4.1 Algoritmus, amely egy felezéses eljards, alkalmas az (1)-(2) feladat
megoldasara, viszont az egy altalanos eljaras, amely nem hasznalja ki a fela-
dat specialis tulajdonsagait.
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A (2) feladat minimalizdlandé célfiiggvénye sajnos nemcsak, hogy nem
konvex, hanem nem is folytonosan differencidlhatd, tehat a konvex opti-
malizalasi algoritmusok nagy része nem alkalmazhaté ra kozvetleniil. Ezen
hatranyok viszont kivédhetSk a feladat specidlis alakjat kihasznédlva. Legyen
v; = logwy;, azaz w; = exp(v;),i = 1,...,n. Ezt a koordindta-transzformaciét
alkalmazva (2) linedris tortfiiggvényei konvex exponenciélis fiiggvények Gssze-
gének alakjat oltik, ezek pontonkénti maximuma viszont szigorian konvex
figgvény lesz. Viszont ez is lehet még nem folytonosan differencidlhato.
Ugyanakkor, mivel véges szamu sima konvex fiiggvény maximumat kell mini-
malizalni, a feladat a diszkrét minimax feladatok osztélyaba tartozik. [16, 2.3
fejezet] az ilyen tipusi feladatokra mutat be gradiens alapu algoritmusokat.
Ezeknél az algoritmusoknal azonban az iranymenti keresésnél a 1épéshossz
meghatarozasa nem végezhetd el hatékonyan, szemben az dltalunk ebben a ta-
nulmdnyban javasolt médszerrel. A ciklikus koordinatdk médszere kiilonésen
hatékonynak bizonyult nagyon nagy méretii feladatok megoldasanal [15].

2 Az algoritmus

A valtozdink az eljardsban a domindns sajitvektor, w* elemei: wj,...,w}.
Ezek aktualis értékét a tovabbiakban w = (wy,...,w,)" jeldli. A ciklikus
koordinatak moddszere, az el6z0 részben leirtak szerint minden 1épésben csak
egy valtozdt tekint ténylegesen valtozdénak. Jelolje ennek a véltozonak az
indexét k, igy minden 1épésben wy, lesz az aktudlis véltozonk, mig a tobbi
valtozé értéke ideiglenesen azok el6z6 1épésben szamolt értékein van rogzitve.

A fentiek alapjan (2) szerint minden lépésben a véltozd, wy 4j értéke az
a Wy érték lesz, amire teljesiil, hogy

. . (Aw);
Wy, = argmin max .
wy i=1,....,n w;

(3)

Mivel a tébbi, wj, j # k érték fix, ezért a (3) kifejezés minden i-re csupan
w-t0l fligg. fgy bevezethetjiik a kovetkezo jelolést. Legyen

filwg) =

= L oi=1,...,n. (4)

(AW)L a;1W1 + ...+ QW + ... + QinWy
W; W;

Amit keresiink tehdt egy 1épésben, az a wy, 1j értéke wy > 0, amelyre

Wy = argmin max f;(wy),
Wi i=1,...,n
azaz ahol az f; figgvények fels§ burkoldjanak a minimumpontja van. Az
fi(wy) fiiggvényérték pedig a Amax kozelitése (fels6 korlétja) lesz.
Mivel

fi(wp) = (Aw): _ Z QWi i1, n, (5)

w;

ezért a vizsgalt f; fliggvények i # k-ra affin (linedris plusz konstans) fiigg-
vények, hiszen a valtozd, wy, csak az n tagi Osszeg szamlalojaban szerepel.
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Hasonléan, ¢ = k-ra fi(wy) egy hiperbolikus fiiggvény, mert wy, a nevezében
szerepel, illetve egyszer a szamldléban is, ami ebben a tagban igy 1-re egy-
szertsodik.

Az f; figgvények tehat felirhatéak a kovetkezd alakban:

(AW)L

%

filwg) = =aqwr+b;, 1#k (6)

valamilyen a; > 0 és b; > 0, k-t fliggé konstansokkal. Hasonldan, i = k-ra

folwr) = B9 _ € 4 g (7)

W Wi

valamilyen ¢, d > 0, k-tdl fiiggd konstansokkal. A konstansok egzakt alakja
meghatédrozhaté az (5) formula alapjén:

ik
P = = 8
“ = ®)
;W
b = = J
p= (9)
J#k
c o= Y ayuw, (10)
J#k
d = Akk- (11)

A kovetkezd éllitds a fels6 burkolé minimumpontjanak meghatéarozdsahoz
visz kozelebb:

1. Allitas. A (3) dsszefiiggést teljesitd iy -ra
fi(r) = fi(ir) (12)

valamilyen i # k-ra.

Bizonyitds. Mivel a;,b; > 0 Vi # k-ra a (6) képletben, ezért az f;(wy),
1 # k affin fiiggvények szigoriian monoton noévekvék, igy a felsé6 burkol6juk
is szigorian monoton névekvs. Hasonléan, mivel ¢, d > 0 a (7) képletben, és
mert wy > 0, az fi(wy) hiperbolikus fliggvény szigortian monoton cstkkend.
Tekintsiik a kovetkezd, elemi iton adédé hatarértékeket:

li (wg) =
wkl_)ﬂéJrfk(wk) o0

lim fk.(wk.) =d< o0
Wi — 00

lim max f;(wg) = oo,
Wk —00 i#£k

tovabba

rgg:{fL(O) < oo

is teljestl.
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Ezek alapjan, és mivel az f;(wg),7 = 1,...,n fiiggvények folytonos, szi-
gorian monoton figgvények, az f;(wy),i # k fiiggvények fels burkoldja és
az f(wy) egyetlen ) pontban metszik egymast. fgy az el6bbi monotonitasi
tulajdonsagok szerint a max;=1, , fi(ws) minimumpontja ebben a metszés-
pontban, wy-ban van, ahol max;.y fi(Wx) = fi(wr). Mivel max; . f;(wy)
véges sok affin fiiggvény felsé burkoldja, ezért létezik egy ¢ # k, amire
filir) = fi (). O

Az 1. Allitasbdl kivetkezik, hogy elegendd csak az fj, fiiggvény metszés-
pontjait kiszdmolni minden f;, i # k fliggvénnyel. Az fi szigortian monoton
csOkkenése miatt, az a W, > 0, amelyik eleget tesz a (3) feltételnek, az a
legkisebb wy, lesz, amelyik eleget tesz a (12) Osszefiiggésnek. A kovetkezd
allitas a metszéspont kiszamitasara vonatkozik.

2. Allitas. Az filwy) = fr(wg) metszéspont wy, > 0 helye

d—bi+\/(bi—d)2+4aic

a;

wE =

Bizonyitds. A (6) és (7) képleteket a (12) Osszefiiggésbe helyettesitve a
kovetkezot kapjuk:
c
a;wy +b; = — +d.
wy,

Ezt atrendezve
a;wi 4 (b; — d)wy, — ¢ = 0.
A maésodfokid megolddképletet alkalmazva

d—bii\/(bi—d)Q—i-élaic

2&1'

Mivel \/(b; — d)?2 4 4a;c > d—b; csak a ++/(b; — d)? + 4a;c tagot tartalmazo

képlet ad pozitiv megoldast.

Wy =

Az eddig leirtak képezik az algoritmus magjat. Par tovabbi részleten ki-
vill, mint a megallasi kritérium és az induld értékek, ez mar elegendd az im-
plementacidhoz. Tovabbi gyorsitasi lehetoségeket is kihasznalhatunk, melyek
kiilénésen nagyméretii métrixok esetén lehetnek jelentések. Az eredeti célunk
is az algoritmus nagyméretli matrixokra szabdsa volt. A kdvetkezd gyorsitasi
lehetdségek kisméretii métrixok esetén valdszintileg valéjaban lassitasok, mi-
vel olyan elemeket tartalmaznak, amelyeknek konstans vagy a mérettel lassan
noveked6 a muveletigénytik. Nagyméretii matrixok esetén azonban ezek mar
a futasido elenyészé hanyadat teszik ki és a haszndlatukbdl ered6 elonyok
mar Gsszességében gyorsitast eredményeznek.

Figyeljiik meg, hogy nem feltétlentil sziikséges az Osszes metszéspontot
kiszamolnunk: csak az affin fiiggvények maximumanak a hiperbolikus fiigg-
vénnyel vett metszéspontjira van szitkségiink. Igy azok az affin fiiggvé-
nyek, amelyeknek nincs kozos pontja az affin fiiggvények felsé burkoléjaval,
érdektelenek. Formalisan, ha létezik ¢ # k és j # k, amelyre a; > a; és
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b; > b; a (6) képletben, valamint a két egyenl6tlenség koziil legaldbb az
egyik szigord, akkor f;(wy) > f;(wy) minden wy > O-ra. Igy fj-nek nem lesz
kozos pontja max;zy fi(wy)-val, azaz fy-nak az f;-vel vett metszéspontjit
nem sziikséges kiszamolni.

Szemléletesen ez azt jelenti, hogy ha egy egyenes a pozitiv siknegyeden
teljes egészében egy masik , felett” halad, akkor a ,lejjebb 1év6” egyenest
elhagyhatjuk. Ilyen pontosan akkor kovetkezik be, hogy ha két egyenesnek
nincsen a pozitiv siknegyedben metszéspontja.

Ha a metszéspontot minden f;, i # k-ra kiszdmolnank, akkor n — 1
metszéspontot kellene kiszamolnunk. Ha csak azokra az f;-kre szamoljuk
ki, amelyek nem érdektelenek, akkor potencialisan joval kevesebb, mint n — 1
metszéspontot sziikséges kiszamolnunk, amely kiilonbség féleg nagyméretii
matrixok esetén lehet latvanyos.

Térjlink most rd a megélldsi kritériumra. A megalldsi kritérium a Apax
(2) és (1) szerinti minimax és maximin tulajdonsagét is felhasznélja. Minden
iteracié végén, wy meghatarozasa utan kiszamoljuk az

(Aw); _ (Aw)

C
P . = N N = " N | T — = = 1
filwg) = fr(wy) = a;wi + b; o +d o o (13)

értéket a megfelel i-vel, azaz azzal, amelyikre f;-nek az fi-val valé metszés-
pontja a legkézelebb van 0-hoz. A fenti (13) egyenldségsorozatban az elsd
egyenléség az 1. Allitds miatt igaz, mig az azt kovetd formédk a (12) Gssze-
fiiggés atfogalmazasai (6), (7), illetve (4) alapjan. Igy kapjuk a (3) feltételnek
eleget tevd Wy, értéket. Az alsé burkolé maximumat, a max,, min;—; _, %
értéket és az ahhoz tartozoé wj, pontot is hasonléan szamoljuk, tula, jdonképpén
a fenti szamolasok tiikorképeivel. Pontosabban az fi hiperbola Gsszes olyan
fisi # k-val vett metszéspontjat, azaz az fi(w;,) = fi(w)) egyenlségnek
eleget tevd értéket kiszamoljuk, ami minimum értelemben nem érdektelen,
azaz amire nincs olyan masik egyenes, ami ,alatta” halad. Ezutan ezek
koziil azt a W, értéket valasztjuk, ami a legnagyobb, azaz ami a legmesszebb

van 0-t6l. fgy wy-re

i L= f.() 14
max win =5 = i) (14)

teljesiil az aktuédlis iterdciéban. Az algoritmus megéll, ha (3) és (14) kozelebb
vannak egymashoz, mint egy elére meghatarozott kiiszobérték.

A fentiekbdl lathatd, hogy a megéllési kritérium ellenérzése az alsé burkol6
maximuménak szamoldsa miatt tébbletszamitdsokat igényel. Annak érdeké-
ben, hogy ezeknek a szamitasoknak a szamat csokkentsiik, két fazisra bontjuk
az algoritmust. A fenti (14) értéket, azaz az alsé burkolé maximumdt csak a
mésodik fézisban szdmoljuk. Az elsd fdzisban csak a (3) értékét, azaz a felsd
burkolé minimumat szamoljuk, és azt ellenérizziik, hogy az el6z6 iteracioban
felvett értékéhez képest tobbet valtozik-e, mint egy elére meghatarozott kii-
szOobérték. Ha nem, akkor a masodik fazisba 1épiink, és onnantdl kezdve mar
a (14) értékét is szamoljuk, és a két értéket egymédssal hasonlitjuk ssze. A
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két fazisra bontasnak koszonhetden az algoritmus elején igy nem sziikséges az
alsé burkolé maximumanak szamoldsat is elvégezni: az elsO fazisban csak a
felsé burkol6 minimumat, a masodik fazisban mindkét burkold szélsGértékét
kiszamitjuk.

Tisztazasra var még a kezddéértékek kérdése. Kezdoértéknek elvileg bar-
mely pozitiv silyvektor megfelel. Ha egyszeriien akarunk eljarni, hasznalhat-
juk a wgo) =1,i=1,...,n csupa l-es kezd6értékeket. Paros Gsszehasonlitas
matrixok esetén azonban a keresett domindns sajatvektor altalaban kozel
van a logaritmikus legkisebb négyzetek mddszere altal adott soronként vett
mértani kézéphez [11]. Igy a kezddértékeket ebben az esetben érdemes a
kovetkez6 mdédon vélasztani:

UJL(O) = H ,n/a,-j. (15)
j=1

Ezt a kezd6értéket altalanos pozitiv matrixok esetén is hasznalhatjuk a csupa
egyesekbdl allo kezdoérték helyett.

Szikségiink van még a w; értékek normalizalasara is, hogy ne fordulhas-
sanak el§ tul nagy vagy tul kicsi szdmok. A normalizdldst tébb mdédon is
meg lehet tenni, példaul a w; értékek Gsszegét 1-re beallitani, vagy akéar a
w; = 1 médon is. A konkrét implementaciéban ez utébbi normalizdlas sze-
repel, melynek elénye, hogy eggyel cstkkenti a szabad véltozdk szamat. A
normalizdlast minden iteracié végén elvégezziik.

Osszefoglalva, a teljes algoritmus a kovetkezd 1épésekbdl &ll, ahol a -(P)
fels6 index egy fliggvényt, valtozot vagy értéket jelol a p-edik iteracidoban.

1. Bedllitjuk a w,go),i = 1,...,n kezd8értékeket (15) alapjin. Legyen az
iterdci6 indexe p = 1, és a fazis legyen az els6 fazis.

2. Legyen az aktualis valtozé indexe k = 1.

3. Az aktudlis véltozd w,(f ), mig a tobbi valtozd értéke rogzitve van a

(P_l))i =k+1,...,n értékeken.

i

w,gp),i: 1,...,k—1ésw
4. Szamoljuk ki w,(f))
az értéket valasztjuk, amire f,gp ) (w,(f’ )y = flp )(w,(f )) a legkisebb.

-t gy, hogy az Gsszes nem érdektelen ffp ) koziil azt

5. k =k + 1. Ha k < n, térjiink vissza a 3. 1épéshez.

6. Ha az els6 fazisban vagyunk, ellendrizziik f,,(bp ‘”(wﬁf’ _1)) — f,(bp ) (wff) )) <
T teljestilését. Ha a masodik fazisban vagyunk, ellen8rizziik f,,(f ) (wfbp ))—
P (wP)) < T teljesiilését. Itt T az elére meghatdrozott kiiszobérték.

7. Normalizaljunk.

8. Ha a 6. 1épésben az ellenérzés eredménye igaz, és az els6 fazisban va-
gyunk, akkor lépjiink a mésodik fazisba és térjiink vissza a 2. 1épéshez.
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Ha az ellenorzés eredménye igaz, és a masodik fazisban vagyunk, akkor
menjink a 9. 1épésre. Ha az ellendrzés eredménye hamis, akkor legyen
p=p+ 1 és térjunk vissza a 2. lépéshez.

9. Eredményként adjuk ki a w;,i = 1,...,n értékeket a domindns sajat-
vektor elemeiként és az fi(wy) értéket a domindns sajitértékként.

A fent leirt algoritmus egy 1j eljards a domindns sajatvektor és sajatérték
szamitasra, mely nagyméretii matrixokra van szabva és egyszeriiségét a cik-
likus koordinatak mddszere, valamint az aritmetikailag egyszerti szamitasok
adjak.

3 A konvergencia biztositasa

Ha a célfiiggvény folytonosan differencialhaté, akkor a ciklikus koordinatak
mddszere biztosan konvergal [12, 252-253. oldal], azonban ebben az esetben
ez nem teljesiil. Bar a numerikus tesztek soran mindannyiszor a valédi do-
minans jobb oldali sajatértékhez és sajatvektorhoz konvergdlt az eljaras, egy
segédfeladat megoldasaval elkeriilheté az, hogy esetlegesen nem a megfeleld
pontba konvergal az algoritmus. Fontos, hogy ezt a segédfeladatot altalaban
nem kell megoldanunk, kizarélag akkor, ha tugy tinik, hogy nem a megfeleld
helyre konvergal az eljaras.

A segédfeladat egy linedris programozasi feladat forméjat olti. A célunk
az lesz, hogy ellendrizziik, hogy a dominans sajatérték, Ay .x nem halad meg
egy fix v értéket. A Collatz—Wielandt-formula (1. Tétel) értelmében a Ajax
egyenld a (2) kifejezéssel, azaz a cél a kovetkezé ellenbrzése:

Aw);
min max (Aw); <. (16)
W>0i=1,....n  W;
A (16) feltétel pontosan akkor teljesiil, ha

(Aw)i

w;

Jw >0 Vi-re, hogy <w. (17)
Ez utébbi atalakithato ugy, hogy a w; értékekkel atszorzunk, igy minden
i-re egy linedris egyenl6tlenséget kapunk: (Aw); < vw;. Arra is sziikség
van azonban, hogy az Gsszes véltozé, azaz a w = (wy,...,w,)  hatdrozottan
pozitiv legyen. Ez igy érheto el, hogy egy 1j t véltozot bevezetve a kdvetkezd
linedris programozasi feladatot oldjuk meg:

max ¢t (18)
(Aw);, < wvw; i=1,...,n
w; >t i:l,...,n

Amennyiben a (18) LP feladatnak plusz végtelen az optimumértéke, akkor
az éppen azt jelenti, hogy létezik olyan w, amire az Osszes (A—wvjﬁ < v (az
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elsd feltételcsoport miatt), valamint az Osszes w; valaszthaté pozitivnak (a
mésodik feltételcsoport miatt). Ez utébbi azért igaz, mert ha az Gsszes w; >
0, akkor a feltételek barmekkora pozitiv konstanssal szorozva is teljesiilnek,
tehat tetszélegesen nagy t-nél nagyobbak lehetnek. Az elsd feltételcsoporton
pedig a w;-k konstanssal vald szorzdsa nem véltoztat. Az, hogy a (18) LP fe-
ladatnak plusz végtelen az optimumértéke, ekvivalens azzal, hogy a kévetkezd
LP-nek az optimumértéke pozitiv:

max t (19)
(Aw); < wvw; i=1,...,n
w; > t i=1,...,n

|
—

n
D wi
i=1

Ha (16) nem teljesiil, akkor pedig a (18) esetén az optimumérték nem
pozitiv (az, hogy az 6sszes valtozé 0, mindig lehetséges megoldds). Ha a (19)
feladatrdl beszéliink, akkor a feladatnak vagy nincsen lehetséges megoldasa,
vagy az optimumérték nem pozitiv.

Jeloljiik A-val az aktudlis dominans sajatértékjeloltet, ami az el6z6 feje-
zetben lefrtak szerint az aktudlis iterdciéban fi(wy) mdédon adédik. A fent
leirt (18) vagy (19) LP-kben v = A — T (ahol T az elére meghatarozott
toleranciakiiszob) vélasztdssal tehat ellenérizhetd a

)\max S )\ -T (20)

feltétel. Ha a (20) feltétel hamis, akkor T' > A — Apax, azaz a toleranciakii-
szObnél kisebb tavolsdgra vagyunk a valédi dominans sajatértéktol, tehat az
algoritmust célt ért. Ha azonban a (20) feltétel igaz, akkor T < A — Apax,
tehat a toleranciakiiszéb kisebb, mint a jelenlegi becslésnek a dominans sa-
jatértéktol vett tavolsaga, azaz a jelenlegi A nem optimalis érték.

Ha olyan ponthoz konvergilna tehdt az algoritmus, ahol a (2) és az (1)
kifejezések egyenldsége az adott T toleranciaszint mellett sem teljesiil (azaz
(2) — (1) nagyobb T-nél), akkor ennek a pontnak a kérnyezetébdl gy 1ép-
hetiink ki, hogy megoldjuk a (19) LP-t v = A — T-vel, mely egy ilyen pont-
ban minden esetben (a fentiek alapjan) csupa pozitiv megoldast fog adni,
és a megoldasként kapott w;, i = 1,...,n értékekbdl kiindulva folytatjuk az
eljarast.

Az algoritmus tehat gy maddosul, hogy a 2. fejezet végén 1évé pontok-
ban a 6. 1épést ki kell egésziteni a kovetkezovel. Ha a mésodik fazisban
a domindns sajatértékjelolt mar nem véltozik egy T < T kiiszobértéken
belill, azaz f\ ‘1)(w$;" _1)) — £ (wff) )) < T, és a fels§ burkolé minimuma
és az alsé burkolé maximuma tovabbra is messze vannak egyméstdl, azaz

(P) (wff) )) — P (wffp )) > T, akkor a segéd LP-t lefuttatva az dj w; értékekbdl
folytatjuk az algoritmust.
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4 A segéd LP alkalmazdsa a Saaty-féle 10%-
os szabalyra

A 3. fejezetben bemutatott (18) LP egy tovabbi lehetséges alkalmazédsianak
bemutatédsara keriil sor ebben a részben.

A tébbszemponti déntéselméletben igen fontos szerepe van a Saaty [18]
altal bevezetett paros Osszehasonlitds matrixoknak. Ezek (példaul) szempon-
tok Osszehasonlitasakor a ,,Hanyszor fontosabb az i szempont a j szempont-
nal?” médon feltett kérdésekre adott a;; valaszokat egy matrixba rendezve
reprezentaljdk. Az ilyen métrixok reciprok-szimmetrikusak, azaz a;; = 1/aj;
minden ¢,j = 1,...,n- re, valamint pozitivak, tehat az ebben a tanulmanyban
bemutatott algoritmus alkalmazhaté rajuk. Az is ismert, hogy a domindns
sajatértékre Ay . > n [18].

Egy péaros osszehasonlitas matrixbol egy ugynevezett silyvektort kell sza-
molni, amely (az el6z6 példdndl maradva) megadja a szempontok végsé fon-
tossagi sulyértékét a dontésben. A silyvektor szamitdsdra szdmos maéodszert
alkalmaznak, azonban a legrégebbi és az egyik legnépszeriibb a szintén Saaty
[18] altal bevezetett sajatvektor médszer. Ez a mddszer a paros Gsszehason-
litds matrix dominans sajatértékéhez tartozd jobb oldali sajatvektort tekinti
sulyvektornak, tehat az algoritmus kozvetlentil alkalmazhat6 ennek megolda-
séra. Saaty a paros Osszehasonlitds matrixokat eredetileg az Analytic Hier-
archy Process (AHP) [18] részeként vezette be, ahol a legnagyobb matrixmé-
retnek a 9 x 9-et javasolta, azéta azonban el6fordulnak ennél sokkal nagyobb
péros Osszehasonlitds métrixok is. Kiilénb6z6é mds alkalmazédsok [7, 17] mel-
lett gyakran fordulnak elé sporttal kapcsolatosan, mind klasszikus kitoltott
[17, 20], mind nem teljesen kit6lt6tt matrixok esetében [3, 8]. A nem teljesen
kitoltott matrixokra javasolt iterativ médszerek pozitiv matrixok egy soroza-
tan 1épkednek, és minden matrix esetén sziikség van a legnagyobb sajatérték
meghatérozdsdra [1, 4].

Egy péros Osszehasonlitas matrixot konzisztensnek neveziink, ha a kardi-
nalis tranzitivitési tulajdonsag teljesiil rd, azaz a;rar; = a;; minden i, j, k =
1,...,n indexharmasra. Ha ez nem teljesiil, akkor inkonzisztensnek nevezziik.
Az inkonzisztencia nagysigat sok kiilonbozé médon javasoltak mérni az iro-
dalomban [5, 6], azonban a sajatvektor médszerhez szorosan kapcsol6dd, emi-
att szintén az egyik legrégebbi és legnépszeriibb a C'R (Consistency Ratio)
index [18]. Ennck meghatarozasahoz elszor a CT (Consistency Index) értéket

kell kiszamolni:
n

Amax —

CI= T

A kovetkezd 1épésben az RI (Random Index) értékkel kell ezt elosztani, amely

véletlen-generalt n x n-es paros Gsszehasonlitdas matrixokra szamitott atlagos

C1T érték. Ez n-tol fligg, viszont minden n-re egy egyszeru valds szam, ame-
lyek tabldzatba foglalhatéak [21, Table 1].

Saaty [18] javaslata alapjan azok a paros Osszehasonlitds métrixok te-

kinthet6ek elfogadhatd inkonzisztencidjunak, amelyekre CR < 0,1. Ez a

szabaly az igynevezett 10%-os szabdly, amelynek ellendrzéséhez tehat a Ay ax
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egy linedris transzforméciéjanak 0,1 alatt maradaséat kell ellenérizni. Azaz a
kovetkezo Osszefiiggés ellendrizendo:

g _ )\max -n S 0) 1.
RI ~ RI(n—1)

Ez atrendezve a kovetkezd Osszefliggést adja:

)\max < O,IRI(TL — 1) + n.

Tehét a (18) LP-t v = 0,1RI(n — 1) 4+ n vélasztassal megoldva kapjuk az el-
lendrzést arra vonatkozdan, hogy a métrix eleget tesz-e a 10%-os szabalynak.

5 Teszteredmények

Ebben a fejezetben az algoritmus futasi eredményeit hasonlitjuk Gssze a hat-
vany moédszerével. Fontos megjegyezni, hogy a 3. fejezetben bemutatott segéd
LP-t sohasem kellett ténylegesen lefuttatni, az algoritmus minden esetben
konvergalt. fgy egyrészt a segéd LP semmilyen formédban nem lassitotta az
algoritmus futdsat, masrészt a tesztek nagy szama miatt igen valdszinii, hogy
az algoritmus minden esetben konvergdl, igy az LP csupan elméleti jelentd-
séggel bir.

Hérom métrixtipuson teszteltiink. Az elsé csoport a ,,pozitiv matrixok”,
ezeknek minden eleme véletlen egész szam 1 és 9 kézott. A masodik csoport a
,,véletlen paros osszehasonlitas matrixok”. Péaros 6sszehasonlitds matrixokrdl
(angolul Pairwise Comparison Matrix, réviden PCM) volt mar sz6 a 4. fe-
jezetben. Ezek reciprok-szimmetrikus pozitiv matrixok, azaz a;; = 1/a;;
minden 4,j = 1,...,n-re (kdvetkezésképp a;; = 1 minden i = 1,...,n-re). A
,,véletlen paros Gsszehasonlitds matrixok” elemeit a Saaty [18] altal javasolt
médon az 1,...,9 és reciprokaik koziil valasztjuk véletlenszertien (a konkrét
implementaciéban el6szér minden fels6 haromszogbeli elem esetén egy 1 és 9
kozotti egészet generdlunk, majd 1/2 eséllyel a reciprokét vessziik). A harma-
dik tipus az ,,ordinalisan rendezett paros osszehasonlitas matrix”, ami olyan,
mint az eléz6, de a f64tl6 feletti Osszes elem > 1 (fgy a {64tl6 alatti Gsszes
elem, a fentiek reciprokai lévén < 1). Ez annak felel meg déntéselméleti szem-
pontbdl, mintha az Gsszehasonlitando elemek ordindlisan csokkend sorrendbe
lennének rendezve. Ezek generaldsa gy tortént, hogy a felsé haromszogben
1 és 9 kozott generaltunk egy véletlen egész szamot.

A toleranciakiiszob 1079, az induléértékek pedig a 2. fejezetben lefrtak
alapjan, (15) szerint a sorok mértani kozepei voltak.

Az 1. tabldzat a kiilonb6z6 matrixok esetén az dtlagos iteraciészamokat
tartalmazza. Az n a matrix méretét jeloli. A tipus a fenti hdrom tipus va-
lamelyike, ahol a ,,PM” a ,,pozitiv matrix”-ot jeloli, a ,,PCM” a ,,véletlen
paros Gsszehasonlitas matrix”-ot, az ,,OPCM” pedig az ordinalisan rendezett
péros sszehasonlitds matrixot jeloli. Az ,,Els6 fazis”, ,,Mdasodik fazis” és
,,Jteracioszam” az algoritmus atlagos iteracidoszamat jeloli rendre az els6 és
mésodik fdzisban, illetve a teljes iterdciészdmot (ami az el6zé kettd Gsszege).
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A | Hatvany m.” a hatvdny mddszer atlagos iterdcidszamat jeloli. A tesztek
minden méretre 1000 véletlen matrixon lettek futtatva, kivéve n = 500 esetén,
ahol 100-on (pozitiv matrixokndl még néhanyat ki kellett venni a mintabdl,
mivel egyik algoritmus sem futott le az elézetesen meghatarozott maximalisan
200 iteraci6 alatt).

n Tipus  Els6 fazis Masodik fazis Iterdcidészam  Hatvany m.
10 PM 7,079 1,332 8,411 8,265
20 PM 7,736 1,814 9,550 7,212
50 PM 8,115 2,496 10,611 6,049
100 PM 8,106 2,972 11,078 5,518
200 PM 8,075 3,468 11,543 4,911
500 PM 7,943 4,011 11,954 4,523
10 PCM 17,852 5,559 23,411 20,225
20 PCM 18,950 6,948 25,898 14,498
50 PCM 19,287 8,977 28,264 10,409
100 PCM 19,150 10,286 29,436 8,690
200 PCM 18,988 11,365 30,353 7,828
500 PCM 18,440 12,800 31,240 6,090
10 OPCM 4,679 6,863 11,542 19,518
20 OPCM 5,983 6,084 12,067 19,123
50 OPCM 6,845 6,278 13,123 19,205
100 OPCM 7,369 6,401 13,770 19,582
200 OPCM 7,423 7,039 14,462 19,993
500 OPCM 7,650 7,340 14,990 20,000

1. tdbldzat. Atlagos iterdciészémok Ssszehasonlitdsa

Az eredményekbél latszik, hogy altaldnos pozitiv, és dltaldnos véletlen
paros Gsszehasonlitds matrixokon, ahol a hatvany mddszer igen kevés itera-
ciéval végez, az itt bemutatott algoritmus hatarozottan lassabb. Azonban az
ordindlisan rendezett paros Gsszehasonlitds matrixok esetén a javasolt algo-
ritmus jelent6sen kevesebb iteraciét felhasznalva éri el az optimumot.

6 (")sszefoglalés

A fentiek alapjin tehéat egy olyan 1ij algoritmust adtunk pozitiv métrixok
dominans sajatértékének és sajatvektoranak szamitasara, amely kifejezetten
nagyméreti métrixokra van szabva. A vizsgalt hdrom esetbdl kett6ben (4l-
taldnos pozitiv véletlen métrixok és véletlen paros dsszehasonlitds matrixok)
az algoritmus tobb iteraciét igényelt, mint a hatvany mddszer, azonban or-
dinalisan rendezett paros osszehasonlitas matrixok esetén kevesebbet.

Ez utobbi eredmény alapjan tovabbi vizsgalatok targyat azon esetek ké-
pezhetik, ahol szintén kevesebb iteracio igénybevételével fut le az algoritmus,
mint a hatvany médszer. Tovabba a konvergencia formalis bizonyitasa hasz-
nos tovabblépésnek bizonyulhat, ami alapjan ezek az esetek is konnyebben
felderithetoek.

Az algoritmus kiterjeszthetd tovdbba nemnegativ irreducibilis matrixokra
is. Egy masik kiterjesztési lehet0ség az gy nevezett nem teljesen kitoltott
péros Gsszehasonlitds matrixok [9] esete, amikor magdban a matrixban is van-
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nak hidnyzo elemek, és a minimalis dominédns sajatértéku kitoltéshez tartozo
sajatvektort keressiik [4, 19].
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COMPUTING THE DOMINANT EIGENVECTOR OF POSITIVE MATRICES
BY THE METHOD OF CYCLIC COORDINATES

Computing the dominant (or principle, or Perron-) eigenvalue and eigenvector of
positive matrices is an important task in many applications. For small matrices
they can be determined fast, however it could be slow in case of large matrices. A
new algorithm is presented, which is based on the method of cyclic coordinates, and
is intended for application on large matrices. The standard method for computing
the dominant eigenvector of diagonalizable matrices is the power method [10, pages
105-110.]. In the case of nonnegative matrices, irreducibility, which is always true
for strictly positive matrices, is a sufficient condition for the applicability of the
power method. Let Amax = Amax(A) be the dominant eigenvalue, and w* the
corresponding dominant right eigenvector, thus Aw* = Apnaxw”. The Collatz—
Wielandt theorem [14, pages 666 and 673] states, that if A > 0 is an irreducible
n X n matrix, then Amax > 0 and there is a unique corresponding eigenvector (up
to a positive scalar multiplier). Furthermore,

Amax = max min (Aw); (1)
w>0 i=1,...,n w;
Amax = mMin max (Aw): (2)

w>01i=1,...,n ws;

From now A > 0 is assumed. Note that every positive matrix is irreducible. The
variables in the algorithm are the elements of the dominant eigenvector (denoted
by w*): w},...,w;. Their current values are denoted by w = (w1,...,w,) . The
algorithm uses the method of cyclic coordinates [12], where only one variable is
actually changing at a time, while the rest are fixed on their values calculated in
the previous step. When the optimum for the current variable is found, the variable
that changes shifts to the next one cyclically. Let the index of the variable actually
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changing be k. Thus in every step the variable will be wy. Considering (2), in
every step the new value of wy, will be the Wy for which

Wy = argmin max -———. (3)
wy, i=1,...,n w;

As all wj, j # k are fixed, (3) depends only on wy, for all . Thus the notation:

fi(wy) = o = " , i=1,...,n. (4
Therefore in every step we are looking for the new value W, > 0 of wy, for which
Wy = arg minw;C max;=1,...,n fi(wk), in other words, the minimum point of the max-
imum of the f; functions. The fi(wx) function value will be the approximation
(upper bound) of Amax. Considering (4), the f; for ¢ # k are affin (linear plus con-
stant) functions, while fx(wy) is a hyperbolic function. It also holds, that for the
value Wy, which satisfies (3), fi(wx) = fr(wr) for some ¢ # k. Thus it is sufficient
to calculate the intersection points of fi with all f;, ¢ # k. Because fj is strictly
monotonically decreasing, the w; > 0, which satisfies (3), will be the smallest wy,
which satisfies f; (wr) = fx(r). The intersection points can be calculated using
the quadratic formula.

The above is enough for implementation. However, there are some modifications
to speed up the process. As we need only the intersection point of the maximum of
the f; functions with fi, those f; can be disregarded which have no common points
with the maximum function. Because f;, i # k are linear, if one has a ‘starting
point’ (its value at 0) below another one, which also has a higher slope, then the
lower function can be ignored. The stopping criterion holds, when the minimum
point of the maximum function (corresponding to (2)) is closer than a 1" tolerance
threshold to the maximum point of the minimum function (corresponding to (1).
The latter also has to be calculated though. Thus a further modification for speed
up is to divide the algorithm into two phases. In the first phase, only the minimum
point of the maximum function is calculated in each step. If this doesn’t change
much, we start the second phase and start calculating the maximum point of the
minimum function only in this phase. The starting values could be any positive
values (e.g. all ones), however the geometric means of each row are proposed for
this, because in the case of pairwise comparison matrices [18], these values are
typically close to the values of the dominant right eigenvector [11]. This is also a
more sophisticated starting value in the general case as opposed to all ones. There
is a normalization needed in each step as well. One possibility is to set the sum of
the elements of the eigenvector to 1. Another one is to set the first element as 1.
In the implementation the second one was chosen.

As the objective function is not continuously differentiable, the convergence
of the cyclic coordinates method is not trivial. Thus, an LP is suggested to get
around those instances where the algorithm would possibly not converge to the
correct eigenvalue. The LP can be written as

(Aw);  aawi+...+apwp+ ...+ Ginwn

max ¢
(Aw)lngl 7= 1,...,’/7,
w; >t i=1,...,n (19)

n
Zwi =1
=1

with v = A — T', where ) is the current approximation of the dominant eigenvalue.
If the algorithm converges somewhere wrong (which can be checked similarly to the
stopping criterion), it solves the LP and continues from the solutions w;. The LP
can also be used to check if a pairwise comparison matrix is below the 10% CR
inconsistency threshold [18].
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The LP was never needed to be run in any of the tests, the algorithm always
converged, which suggests it actually converges in every case. There were three
classes of matrices inspected in the tests. First, positive matrices (PM), which had
their values randomly generated as an integer between 1 and 9 for every entry.
Second, pairwise comparison matrices (PCM, which are reciprocally symmetric
matrices), which had their entries in the upper triangle randomly generated as an
integer between 1 and 9, and taking its reciprocal with 50% chance. The diagonal
is all ones, and the lower triangle takes the reciprocal of the opposite entry in the
upper triangle. Third, ‘ordinally consistent’ pairwise comparison matrices (OPCM),
which are the same as PCMs, but there is no chance to take the reciprocal in the
upper triangle, thus, their entries in the upper triangle are all above 1, and the
entries in the lower triangle are all below 1. The test results show, that in the
case of positive and PCM matrices the power method uses much fewer iterations.
However, in the case of the ordinally consistent pairwise comparison matrices, the
power method uses significantly more iterations than the proposed algorithm.





