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BIMATRIX JATEKOK NASH EGYENSULYPONTJANAK
MEGHATAROZASAROL: KONNYEN KEZELHETO
SPECIALIS ESETEK!

FORGO FERENC ~ KOMLOSI SANDOR
Budapesti Corvinus Egyetem — Pécst Tudomdnyegyetem Kézgazdasdgi Kar

A bimétrix jatékok Nash egyensilypontjanak numerikus meghatérozdsaval
foglalkozunk. Ismerve a probléma nehézségét, néhany olyan specidlis esetet
tekintiink &t, amikor a feladat polinomialis idében megoldhaté. Kijeloliink
egy Uj osztalyt, amely szintén polinomidlis idejii algoritmushoz vezet. Az
osztaly definidlasdban kulcsszerepe van a ,,majdnem negativ definit” matri-
xoknak. Egy sziikséges és egy elégséges feltételt adunk a majdnem negativ
definit matrixok jellemzésére.
Kulcsszavak: Bimétrix jaték, komplexités, definitség.

1 Bevezetés

A bimétrix jatékok felé nagy figyelem fordult a jatékelméleti kutatdsok kez-
dete 6ta. Mar a jatékelméleti kurzusok elsé o6rain megismerkedhetnek a hall-
gatok olyan egyszeri jatékokkal, mint a fogolydilemma, a nemek haborija
vagy a gyava nyul jaték. Ezek a jatékok egyszertiek, hiszen csak két jatékos
van, mindkettének véges szamu, igen gyakran csak két tiszta stratégiaja van,
mégis az altaluk leirt konfliktusszituaciok az emberi és tarsadalmi viselkedés
régéta kutatott terepei. Szinte mar a koznyelvbe is behatolt egy-egy as-
pektusuk (pl. win-win szitudcid, zérus Osszegii jaték), ugyanakkor stratégiai
komplexitasuk mind a mai napig kihivas a jatékelmélet miivelGinek. Mivel
a Nash egyensilypont (NEP) kézponti szerepet jétszik (noha nem az egyetlen
,,megoldds-koncepcid” ), a kutatdk egy masik csoportjét is érdekelte a bimatrix
jatékok vildga. Noha Nash hires tételének (Nash, 1950) egyszerii speciélis
eseteként tudjuk, hogy a bimatrix jatékok kevert bovitésének mindig van
NEP-je, s6t, ha a jaték szimmetrikus, akkor szimmetrikus NEP-je, az azon-
ban egy nehéz kérdés, hogy van-e olyan algoritmus, amely polinomialis id6ben
meghataroz legalabb egy NEP-et, illetve, ha nincs, akkor milyen komplexitési
osztalyba tartozik? Ez taldn a legérdekesebb, legnehezebb probléméja az
egyre nagyobb érdeklédést kivalté 1j diszciplindnak, amelyet ,,algorithmic
game theory”-nak neveznek, (Roughgarden, 2016). A nehézséget és fontos-
ségot jelzi, hogy Kontogiannis és Spirakis (2012) ,,one of the holy grails of
theoretical computer science”-nek nevezi.
Nézziik hogyan allunk pillanatnyilag.

l1E-mail: ferenc.forgo@uni-corvinus.hu, komlosi.sandor@ktk.pte.hu. Beérkezett:
2019. junius 15.
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1. Nem ismeretes olyan algoritmus, amely egy tetszéleges bimatrix jatékot
polinomidlis idében megoldana. A legismertebb Lemke-Howson (1964)
pivotéldson (elemi bézistranszformécié) alapuldé algoritmusa legrossz-
abb esetben exponencidlis id6t igényel egy NEP meghatdrozésira, (Sa-
vani and von Stengel, 2004). Egy bimdtrix jaték ,,megolddsin” ezentl
a jaték legalabb egy Nash egyensilypontjanak meghatirozasat értjik.

2. Olyan algoritmus sem ismert, amely polinomidlis idében egy kozelité
NEP-et hatarozna meg.

3. Nem tudjuk, hogy a bimdatrix jatékokat is tartalmazd komplexitasi
osztdly (PPAD, Papadimitriou (1994)) egy 6néll6 osztalyt képez-e a
P és az NP osztalyok kozott. Mindhdrom vélekedésnek, P=PPAD,
PPAD=NP és PPAD egy 06néll6 osztily, vannak hivei. Mindhdrom
vélekedés 1étezik kozelité NEP-ek meghatarozéasara is.

Eddig is azt tettiik, és a kovetkezOkben is a determinisztikus esetet vizs-
galjuk, a véletlen jatékok, gy tiinik, konnyebben kezelhetdek (Bérany et al.
2004, Forgd, 2018), és méds médszereket igényelnek.

Mit lehet tenni ebben az esetben, amikor a fenti harom pont egyikében
sem sikeriilt komoly &attorést elérni? Természetesen tovabbi ercfeszitéseket
kell tenni a probléma altalanos megoldasara, illetve a bimatrix jatékok olyan
specidlis osztalyainak identifikdlasara, amelyek specialitasuknal fogva lehetd-
vé teszik hatékony (polinomiélis idejii) algoritmusok hasznalatét a bimétrix
jatékok megoldasara.

Ebben a cikkben ez utdbbira tesziink kisérletet. Attekintiink néhany
konnyen kezelhetd specialis esetet, majd magunk is megadunk egy ilyen 1j
osztalyt.

A cikk szerkezete a kovetkezd. Az els6 részben a legfontosabb alapfogal-
makat, definicidkat és tételeket foglaljuk Gssze. A mdsodik részben a teljes
leszamlalason, valamint a linedris és a konvex kvadratikus programozéasra
valé visszavezethetGségen alapulé modszerekkel foglalkozunk, és érintjik a
koézelité megolddsok problémakérét. A harmadik részben a majdnem negativ
definit matrixok jellemzésével foglalkozunk.

2 Alapfogalmak, definiciok, el6zmények

Egy bimétrix jatékot, mint azt a neve is mutatja, két m x n -es A és B
matrixszal adunk meg. Ezek a jatékosok kifizetéseit mutatjak. Ha a sorjatékos
az 1 stratégiajat, az oszlopjatékos a j stratégidjat valasztja, akkor a sorjatékos
ai;, az oszlopjatékos b;; kifizetést kap. Ennek a jatéknak a kevert bovitése,
normél forméban a G = {X,Y; 2T Ay, 2T By} jaték, ahol X és Y a valdszi-
niiségi vektorok szimplexei, 27 Ay és 7 By a sor- és oszlopjatékos varhaté
kfizetései. Ezentul, amikor bimatrix jatékrol beszéliink, mindig a kevert bévi-
tést értjik. Az (A, B) bimétrix jaték egy NEP-je az (z*,y*),z2* € X,y* € Y
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stratégiaparos, ha a kovetkezo egyenl6tlenségek fennallnak

rzAy* < x*Ay* minden =z € X-re,
z*By < z*By" minden y € Y-ra.

Nash (1950) bebizonyitotta, hogy minden n-személyes véges jaték kevert
bovitésének van legalabb egy NEP-je. Ha n = 2, akkor specidlis esetként
kapjuk azt, hogy minden bimétrix jatéknak van NEP-je. Nash ugyancsak
bebizonyitotta, hogy ha a jaték szimmetrikus, ami a bimatrix jaték esetében
azt jelenti, hogy B = AT, akkor van legaldbb egy szimmetrikus NEP, ahol
¥ =y*.

A NEP-ek halmazat sokféleképpen lehet jellemezni. Ezek koziil hdrmat
adunk meg. Mivel a NEP-ek halmaza nem valtozik meg, ha a kifizetésekhez
hozzaadunk egy konstanst, vagy a matrixokat megszorozzuk egy pozitiv kons-
tanssal, ezért feltehetjiik, hogy A, B > 0 vagy akdr A, B > 0. Egy csupa
egyesekbdl allé vektort 1-gyel jeloliink.

1. Karakterizécié (Egyenlétlenségrendszer). Egy (z*, y*) stratégiaparos
akkor és csak akkor NEP-je az (A, B) bimétrix jatéknak, A, B > 0, ha vannak
olyan o, 3* nem-negativ szdmok, hogy (z*,y*, a*, 3*) lehetséges megolddsa
az alabbi egyenlétlenségrendszernek

zTAy—a = 0
z'By—p3 =
Ay—al < 0 (1)
z2'B—-p1T < of
1Tz = 1, 1Ty=1
zr > 0, y>0,a>0, 8>0.

Ez az egyenl6tlenségrendszer egyszeribb lesz, ha a jaték szimmetrikus,
B = AT, és csak a szimmetrikus megolddsok érdekelnek benniinket:

zTAr—a = 0
Ar—al < 0 (2)
Tz =1
r > 0, a>0.

2. Karakterizacié (Linedris komplementaritds). Tegyiik fel, hogy A, B >
0, és tekintsiik az alabbi linearis komplementaritasi feladatot

-1+Ay > 0
~1+B%x > 0
2'(-1+A4y) = 0 (3)
y' (-1 + B'z) 0
zr > 0, y>0
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Ha (z*,y*) egy NEP—je az (A, B) bimdtrix jatéknak, akkor = W,
y = ﬁ megolddsa a (3) linedris komplementaritési feladatnak. Forditva,
ha x,y megolddsa (3)-nak, akkor z* = —,y* = ﬁ az (A, B) bimdtrix
jaték NEP-je. A szimmetrikus esetben a linedris komplementaritasi feladat
az alabbi egyszerli format olti

—1+ Az >
z(-1+Azx) = 0 4)
z 2

3. Karakterizacié (Kvadratikus programozas, (Mangasarian and Stone,
1964)). Egy (z*,y*) stratégiapdros akkor és csak akkor NEP-je az (A, B)
bimétrix jatéknak, A, B > 0, ha vannak olyan o*, 8* nem negativ szamok,
hogy (z*,y*, a*, 8*) optimélis megolddsa az aldbbi kvadratikus programozgsi
feladatnak

xT(A—l-B)y—a—ﬂ

max Q(z,y, a, )

feltéve, hogy Ay—al < 0 (5)
zI'B—-p1T < of
1Tz = 1, 1Ty =1
x > 0, y>0,a>0,8>0,

és az optimadlis célfiiggvényérték 0.
A szimmetrikus esetben (5) igy egyszertisodik

maxQ(z,a) = x(A+AN)r—a
feltéve, hogy Ar—al < 0
1Tz = (6)
r > 0, a>0.

Az altaldnos eset, vagyis egy tetszdleges bimatrix jaték megoldésa évtize-
dek 6ta nagy kihivést jelent. A 2. Karakterizdcié lehetdséget ad arra, hogy a
feladatot ,,durva erészakkal” (brute force) oldjuk meg. Jeldljiik a sorjatékos
egy x stratégidjanak tdmaszat, vagyis x pozitiv komponensei indexeinek hal-
mazat T'(x)-el. Hasonléan definidljuk az oszlopjétékos y stratégidjanak T'(y)
tdmaszat. Ha ismerjik egy (x*,y*) NEP T(z*),T(y*) tdmaszait, akkor
egyszertien ki tudjuk szdmitani (z*,y*)-ot. Ekkor ugyanis (2) az aldbbi for-
mat olti:

1+ A4y =
~1+B%T2z = 0 (7)
z > 0, y>0,

ahol A’ az A-nak csak azokat az oszlopait tartalmazza, amelyek indexei
T(y*)-be tartoznak, B’ pedig csak azokat a sorokat B-bél, amelyek indexei
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a T'(z*)-ba tartoznak. A (4) linedris egyenl6tlenségrendszer megolddsa (egy
lehetséges megoldds megtaldldsa) polinomidlis idében lehetséges, pl. linedris
programozéassal. Ha azonban nem tudjuk eldre a tdmaszokat, akkor minden
lehetséges tdmaszpdrra meg kell vizsgdlni (6) megoldhatdsdgat, ami nyilvin
exponencidlis id6ét igényel. Ez a leszamldlds csak akkor lehet hatékony, ha
elére tudjuk, hogy van olyan NEP, amelyben a tamaszok mérete nem halad-
hat meg egy k szamot, ahol k lehet6leg kicsi. Rogzitett k mellett a leszamlalas
polinomidlis idében végrehajthato.

Az elsé elegdns mdédszert bimatrix jatékok egy NEP-jének meghatarozs-
sara Lemke és Howson (1964) adta. Noha a mddszer megfelel6 elemi bézis-
transzforméciok sorozata, kideriilt, (Savani and von Stengel, 2004), hogy
vannak olyan példak, ahol a mddszer exponencialisan sok 1épést igényel.
Ebben, és sok mas vonatkozasban sem segit, ha feltessziik, hogy a jaték
szimmetrikus, mivel minden jatékot lehet szimmetrizdlni. Legyen (A, B) egy
bimértix jaték m x n méretii matrixokkal. Tekintsiik a (C,CT) szimmetrikus
bimatrix jatékot, ahol

c=| g 5| ®

(m + n) x (m 4+ n) méretli matrix. Griesmer et al. (1963) mutattdk meg
elészor, hogy szoros kapcsolat van (A, B) és (C,CT) kozott. Nevezetesen,
ha (z,y) az (A, B) NEP-je, akkor (n(fz,1y),n(iz,1y)) a (C,CT) szim-
metrikus bimdatrix jaték szimmetrikus NEP-je, ahol v = zAy,w = xzBy és
n(a) az a # 0 normalizéltjat jeloli. Egy mésik szimmetrizdciés technika
Gale, Kuhn és Tucker-nak tulajdonithaté. Ennek részletes targyaldsa Jurg
et al. (1992) munkdjéban taldlhaté. A tanulsdg: algoritmikus szempontbél
elég koncentralni a szimmetrikus jatékok szimmetrikus egyensilypontjainak
a megkeresésére, ha ez valamiféle konnyebbséget jelent.

3 Hatékony maddszerek specialis bimatrix ja-
tékok NEP-jének meghatarozasara

Régota ismert, hogy a matrixjatékok, vagyis amikor B = —A, megoldaséra
sok hatékony mddszer ismeretes. Ezek koziil kiemelkedik a linearis progra-
mozds. Valéban, ilyenkor a (3) kvadratikus programozisi feladat egy LP
primél-dudl feladatara redukdlédik. Kozismert, hogy az LP polinomialis
idében megoldhaté. Tanulé algoritmusok, mint pl. a fiktiv lejatszas szintén
egy lehetséges megolddsi méd. Megemlitendo, hogy a fiktiv lejatszas modszere
a koordinaciés jatékok, vagyis amikor B = A, esetében is miikodik.

Ennek fényében jo elgondolasnak tiinik, hogy identifikaljunk olyan jaté-
kokat, amelyek valamilyen értelemben ,kozel” vannak a matrixjatékokhoz
és/vagy visszavezethetéek matrixjatékokra. Az is fontos szempont, hogy an-
nak felismerése, hogy a jaték visszavezethett-e egy matrixjatékra polinomialis
idében végrehajthaté legyen.

J6 Gtlet lehet, hogy egy (A, B) bimétrix jatékhoz prébédljunk meg taldlni
olyan (A’, B') zérustsszegli jatékot, amelynek ugyanazok a NEP-jei, vagyis
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stratégiailag ekvivalensek. Egy kevésbé ambicidézus, de legitim cél, ha csak
annyit koveteliink meg, hogy (A’, B") NEP-jei kozott legyen (A, B) legaldbb
egy NEP-je. Az els6 jelentds eredmény ebben az irdnyban Moulin és Vial
(1978) nevéhez flizédik. Tobbféle jellemzését is adjak azoknak a jatékoknak,
amelyek stratégiailag ekvivalensek egy zérus-Osszegli jatékkal. A feltételek
fennallasa polinomialis id6ben ellendrizhetd. Egyuttal meghataroznak egy,
az eredeti jatékkal stratégiailag ekvivalens zérus-Gsszegl jatékot is, amely
polinomialis idében megoldhaté. Erdemes idézni Moulin és Vial (1978) erre
vonatkozé tételét Kontogiannis és Spirakis (2012) megfogalmazédsaban.

1. Tétel (Kontogiannis és Spirakis (2012), Proposition 9). Minden m,n >
2-re az (A,B) m x n-es bimdtrix jaték akkor és csak akkor stratégiailag
ekvivalens egy zérus-Gsszegii jatékkal, ha a kévetkezd 2+m+n+mn valtozds
linedris egyenlGtlenségrendszernek van megoldésa.

pA = D+1b"
oB = —D+al”
p,o0 > 0.

Tovébbé, a (D, —D) zérusosszegii jaték stratégiailag ekvivalens (A4, B)-vel.

Kannan and Theobald (2010) megadnak egy olyan specidlis bimétrix
jatékosztalyt, amelynél még konnyebb ellenérizni, hogy egy bimatrix jaték
stratégiailag ekvivalens-e egy zérus-Osszegi jatékkal és egyuttal konnyt egy
ilyen zérusosszegli jatékot meghatdrozni. Tekintsiink egy (A, B) m X n-es
bimatrix jatékot, ahol

ai; +bi; = u; +v; minden ¢, j-re,

valamilyen wuy, ..., Um,v1,..., v, konstansokra. Definidljunk egy (A’, B') zé-
rustsszegll jatékot a kovetkezéképpen

a,'t-j = Q;; — Uy, biJ = bij — UWUj.
Konnyt latni, hogy
xB'y* —2*B'y* = xBy* - 2*By*.

Ezért (A’, B)-nek ugyanazok a NEP-jei, mint (A4, B)-nek.

Ha (A, B) zérusosszegil, akkor az A + B = 0 métrix rangja 0. Adddik a
kérdés, hogy jelenthet-e valami el6nyt algoritmikus szempontbdl, ha rang(A+
B) = k rogzitett és k ,kicsi”. Az alacsony rang nem jelent kénnyebbséget,
ami a NEP-ek szamat illeti. Még akkor is, ha k = 1, tetszbleges sok NEP-
je lehet egy jatéknak. Kannan and Theobald (2010) bebizonyitottdk, hogy
minden d > 2-re van olyan d x d nem-degeneralt bimatrix jaték, amelyre k = 1
és legaldbb 2d — 1 NEP-je van. Igen figyelemre mélté azonban, hogy k = 1-
re van olyan algoritmus (Adsul et al. 2011), amely meghatédroz egy NEP-et
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polinomialis idében. Ez akkor is igaz, ha egy szimmetrikus jaték egy szim-
metrikus NEP-jét akarjuk meghatdrozni (Mehta et al. (2014). Ugyanakkor,
ha k > 3, vagy a szimmetrikus esetben k > 6, akkor a probléma ugyanolyan
,,nehéz”  mint az altaldnos esetben, vagyis a PPAD komplexitdsi osztdlyba
tartozik (Mehta 2014). Nem tudjuk, hogy mi a helyzet k& = 2 (szimmetrikus
jatékokndl 2 < k < 5) esetében.

Sokkal jobb a helyzet, ha a rang-korldtozast nem A + B-re, hanem A
és/vagy B-re tessziikk. Ebben az esetben az alacsony rangbdl kovetkezik a
kisméretii tdmasz, amelyrdl tudjuk, hogy a teljes leszdmlélast életképes (poli-
nomidlis idejli) médszerré teszi. EbbSl a szempontbdl alapvetd a kovetkezd
tétel.

2. Tétel (Lipton et al. 2003, Theorem 4). Legyen (z*,y*) az (A, B)
bimatrix jaték egy NEP-je. Ha rang(B) < k, akkor a sorjatékosnak van
olyan x kevert stratégidja, hogy card(T(z)) < k+ 1 és (x,y*) egy NEP.
Hasonléan, ha rang(A) < k, akkor az oszlopjatékosnak van olyan y kevert
stratégidja, hogy card(T(y)) < k+1 és (x*,y) egy NEP. Tovabba, az (x,y*)
és (z*,y) NEP-ekben a kifizetés egyenl6 az (z*,y*)-ben kapott kifizetéssel
mindkét jatékos szamara.

A 3. Karakterizacidt is haszndlhatjuk a bimatrix jatékok olyan osztélyai-
nak kijelolésére, amelyek konnyen kezelheték. A szimmetrikus esetet tekint-
jiikk. Ekkor a kvadratikus célfiiggvény métrixa a (6) feladatban az A + AT
szimmetrikus matrix. Ha ez a matrix negativ szemidefinit, akkor ismert, lasd
pl. (Kozlov et al. 1980), hogy a (6) feladat polinomidlis id6ben megoldhaté.
Nem kell azonban az A + AT métrixnak feltétleniil negativ szemidefinitnek
lennie. Elég, ha ,,majdnem ” negativ definit (szemidefinit).

Egy A szimmetrikus métrix majdnem negativ definit (szemidefinit), ha
van olyan ¢ konstans, hogy A+t117 negativ definit (szemidefinit). Kozismert,
hogy ha a kifizet6fiiggvényekhez egy konstanst hozzaadunk, akkor a NEP-
ek halmaza nem véltozik. A transzformalt feladat mar egy jol kezelhetd
(polinomidlis idében megoldhatd) feladat. Nem nehéz olyan nem negativ
definit matrixot taldlni, amely egy konstans hozzaadasaval negativ definitté
valik. A majdnem negativ definit métrixok jellemzésére egy egész fejezetet
szanunk a kovetkezokben.

Ugyancsak a 3. Karakterizdcié alapjdn Kontogiannis és Spirakis (2012)
a kolesonos konkavitas fogalmanak bevezetésével tovabbi specialis bimatrix
jatékosztalyokat jelolnek ki, amelyek polinomialis id6ben oldhatéak meg.

Tudva azt, hogy a bimatrix jatékok megoldasa ,,nehéz” feladat, egyre
nagyobb figyelem fordul a kozelité megoldasok felé. Sokféleképpen definialjak
a ,,kozelit6” megoldast. Mi itt csak a legegyszeriibbel foglalkozunk.

1. Definicié (e-NEP). Legyen € > 0. Az (x,y) stratégiaparost az (A, B)
m X n bimétrix jaték e-NEP-jének nevezziik, ha el Ay < 2T Ay + € fenn4ll
minden ¢ = 1,...,m-re és xTBej < 2"By+eminden j =1,...,n-re.

Egy e-NEP-ben egyik jatékos sem tudja novelni e-nal tébbel a varhaté ki-
fizetését stratégidjanak egyoldali megvaltoztatdsaval. A kozelité megoldasok
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esetében a polinomidlis idében valé megoldhatdsag azt jelenti, hogy a futasi
id6 a legrosszabb esetben is a probléma bemend adatai és % binaris kédo-
lasanak polinomidlis fiiggvénye. Mivel az e hibatag additiv, ezért ha az
algoritmusokat hatékonysdguk szerint 6ssze akarjuk hasonlitani az A és B
matrixokat megfeleld konstansok hozzdadasaval és pozitiv skaldrokkal vald
szorzéssal normalizalnunk kell. Az elfogadott standard a [0, 1] normalizélas,
ami azt jelenti, hogy a métrixok minden eleme a [0, 1] intervallumba esik, és
van legalabb egy elem, amelynek értéke 0, és legalabb egy olyan, amelynek
értéke 1. Természetesen figyelmen kivil hagyjuk azt az érdektelen esetet,
amikor valamelyik matrix minden eleme azonos.

A jelenleg ismert legjobb polinomidlis algoritmus Tsaknakis and Spi-
rakis (2008) nevéhez fiiz6dik. A hibatag € =~ 0,3393. Ezt eddig még nem
sikeriilt lejjebb szoritani. Az a sejtés, hogy %-nél lejjebb nem is lehet. Ha a
sejtés igaz, akkor nincs is olyan algoritmus, amely polinomialis idében meg-
talalja egy tetszoleges bimatrix jaték egy kozelit6 NEP-jét. Ha kevesebbel
is megelégsziink, akkor azért tehetiink egy 1épést az exponencialis futasi id6
csOkkentése felé. Lipton at al. (2003) konstrudltak egy olyan szellemes algo-
ritmust, amely szubexponencialis id6 alatt meghataroz egy e-NEP-et. Kulcs-
fogalom a ,,k-egyenletes kevert stratégia”.

2. Definicié. Az x kevert stratégiat k-egyenletesnek nevezzik a tiszta
stratégidk egy k-elemii S multihalmazdn (egyes stratégidk tobbszor is szere-
pelhetnek S-ben), ha S minden eleme 1 valészintiségii, z tobbi eleme pedig

Iz
0.
A {8 eredmény (egy kicsit leegyszertisitett formaban) a kovetkezo.

3. Tétel (Lipton at al. 2003). Minden [0, 1]-normalizalt n x n-es bimatrix
jatékhoz és barmely € > 0 -hoz 1étezik egy k-egyenletes e-NEP minden k& >

12612n n_re.

Ennek értelmében elég ellendrizni az Gsszes olyan tamaszt, amelynek az
elemszdma nem nagyobb, mint % egész része. Mivel polinomidlis id6
alatt eldonthetd, hogy egy adott tamaszhoz tartozik-e egy e-NEP, ezért ez az
algoritmus tn. kvazipolinomiélis, vagyis a futdsi ideje n®™ ™) nagysagrendi.

Ortiz és Irfan (2017) attekintd cikke segit eligazodni a bimétrix jatékok
egy kozelité NEP-jét meghatarozo algoritmusok kozott.

4 Majdnem negativ definit matrixok
Legyen A n-rend{i szimmetrikus métrix és legyen
A(t) = A+t117]

ahol t egy valdos paraméter.

3. Definicié. Az A maétrixot majdnem negativ definitnek nevezziik,
(r6viden: m.n.d.), ha van olyan valés szdm, amelyre az A(t) matrix negativ
definit.
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Vildgos, hogy minden negativ definit méatrix m.n.d. (vélasszuk a t = 0
paraméter értéket). Ugyanakkor konnydi taldlni olyan indefinit métrixot,
amely m.n.d.. Példaul az

-2 =5
A= [ -5 —10 ]

matrix indefinit, de az

-6 -9
A=Y = [ -9 —14 ]
matrix negativ definit.

A kévetkezd dllitds egyszertien kovetkezik az a7 A(t)r = 2T Az + (17x)?
Osszefliggésbol.

4. Tétel. Ha A m.n.d., akkor A negativ definit az 172 = 0 altéren.
A Crouzeix-Chabrillac tétel a kévetkezét allitja.

5. Tétel (Crouzeix-Chabrillac, 1984). Az A métrix akkor és csak akkor
negativ definit az 17z = 0 altéren, ha

A1
Iner[ T 0 ] = (n,0,1).
(A szegélyezett matrixnak n negativ és 1 pozitiv sajatértéke van)
Ha ezt a tételt esetiinkre alkalmazzuk, akkor a majdnem negativ definitség
egy sziikséges feltételét kapjuk.
6. Tétel. Ha az A matrix m.n.d., akkor

A 1
Iner[ T 0 ] = (n,0,1).

A kovetkezékben az a célunk, hogy jél hasznilhaté elégséges feltételt
kapjunk. Ehhez sziikségiink lesz az A(t) métrix és féminorjai determinédn-
sanak vizsgdlatara. Jelolje a tovdbbiakban Ay (t) az A(t) elsé k sora és k
oszlopa altal meghatarozott féminort. Kozismert az alabbi tétel.

7. Tétel Az A(t) matrix akkor és csak akkor negativ definit, ha
(—1)* det(Ag(t)) >0 (9)
minden k= 1,...,n esetében.

8. Tétel. Tetszéleges A kvadratikus matrixra fennall a kovetkezd Gssze-
fliggés:
det(A(t)) = 1T adj(A)1t + det(A). (10)

Bizonyitds. Az &llitas azonnal adddik az altaldnositott matrix-determinans
lemm#bdl (Theorem 2, Vrabel (2016)) O
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9. Tétel. Tegyiik fel, hogy az A szimmetrikus métrix rendelkezik a
kovetkezo tulajdonsaggal:

1Tadj(Ap)1 = 0 = (—1)* det(A;) > 0.

Legyenek
det(Ak.)
T = _——
* 1Tad?(1%§)1>0 lTadj(Ak.)l}
és det(Ag)
et(Ag
T = SRR o
1Tad§r(1%§)1<o lTadj(Ak.)l}

Ha T, < T_, akkor A(¢) minden T} < ¢t < T_ szédmra negativ definit,
kévetkezésképpen A m.n.d.

Bizonyitds. A 7. Tétel szerint ahhoz, hogy A(t) negativ definit legyen,
sziikséges és elégséges, hogy (—1)* det(Ax(t)) > 0 legyen minden k =1,...,n
esetében. Mivel A féminorjai is kvadratikus matrixok, a (9) és (10) egyen-
16tlenséget és egyenloséget felhasznalva azt kapjuk, hogy a

(=1)* det(Ag(t)) = (—1)F det(Ay) + (=1)*1Tadj(Ay)1t > 0

feltétel akkor és csak akkor teljestil minden k£ = 1,...,n-re, ha T < t <
T_. |

A 9. Tételben megfogalmazott elégséges feltétel teljesiilését polinomialis
id6ben ellendrizni lehet.
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ON FINDING A NASH EQUILIBRIUM POINT FOR BIMATRIX GAMES:
SOME EASY-TO-TREAT SPECIAL CASES

We address the problem of numerically determining a Nash equilibrium of a bi-
matrix game. It is commonly known that this problem is very hard in general.
Identifying easy-to-treat (solvable in polynomial time) special cases is of signifi-
cance both theoretically and computationally. We first overview a few special cases
and then define a new polynomially solvable subclass of bimatrix games. This class
is defined via a slight generalization of negative definite matrices that we call ,,al-
most negative definite”. A necessary and a sufficient condition is derived for the
characterization of almost negative definite matrices.





