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NEHANY SPECIALIS OLIGOPOL PROBLEMA!

SZIDAROVSZKY FERENC -~ MOLNAR SANDOR
Budapesti Corvinus Egyetem — Szent Istvan Egyetem

A Kklasszikus oligopol jaték néhéany kiterjesztését mutatjuk be. Targyaldsra
keriil a bizonytalan arfiiggvények esete, amikor a becslési hibat valészintségi
valtozénak tekintjiik, és a kifizetéfiiggvény varhatd értékének maximalizdlasa
és szorasanak minimalizdldsa egy tObbcélu optimumfeladatra vezet. Ha a
kifizetofiiggvények nem folytonosak, akkor a klasszikus modszerek nem al-
kalmazhatdk, igy djabb mddszer valik sziikségessé. A részlegesen kooperald
jatékosokat leiré modell specialis esetként tartalmazza mind a nem-kooperativ
és a kooperativ jatékok eseteit. Kimutatjuk, hogy tobbféle olyan esetet is tar-
talmaz, amikor a jatékosoknak a tobbiek véllalatdban érdekeltsége van. Az
utolsé modellben feltételezziik, hogy az dllami hatdsdg megbiinteti (vagy ju-
talmazza) azokat a vallalatokat, amelyek egy el6irt szennyezédésmennyiségnél
tobbet (vagy kevesebbet) bocsdtanak ki egyenként vagy egyiittesen.

1 Bevezetés

Jelen cikk szerzéinek hosszi és gylimolestzé kapcsolata van a SZIGMA fo-
lyo6irattal, amihez az is hozzajarul, hogy a korabbi és jelenlegi fészerkeszto
a szerzOk régi baratja, volt hallgatéja vagy kollégdja. Fz a kapcsolat 1976-
ban kezdddott, és ezutdn 18 tanulmény keriilt publikdlasra. A SZIGMA
komoly nemzetkozi érdeklédés kozéppontjaba keriilt, példaul az Arizonai
Egyetem kényvtardban is megtaldlhaté. Jelen cikkiinkben a SZIGMA 50 éves
jubileumdhoz szeretnénk hozzajarulni néhény ujszerii, modositott oligopol
modell bemutataséaval.

A matematikai koézgazdasdgtan egyik fontos teriilete a jdatékelmélet és
ezen belill az oligopol probléma. A legegyszeriibb, klasszikus model Cournot
(1838) munkdjahoz vezethetd vissza, az 6 uttord kutatdsai alapjén szémos ku-
tatd vizsgalta ezt a kérdéskort. Okuguchi (1976) munkéja az elsé 6sszefoglald
mi, amely a 70-es évek kozepéig elért eredményeket mutatja be. Ezek tébb-
termékes altaldnositdsait targyalja az Okuguchi és Szidarovszky (1999) mono-
grafia, amelyben néhany moédositott modellt is bemutatnak, beleértve a mo-
dellek dinamikus kiterjesztését és stabilitasi vizsgalatukat. A legegyszeriibb
modell a kévetkezSképpen irhato le. Tekintsiink n vallalatot, akik ugyanazt
a terméket gyartjak és egy kozos piacon értékesitik. Jelolje x1,x2,..., 25 a

n
gyértott és piacra bocsétott termékmennyiségeket, X = > x; a teljes termék
i=1
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kibocsatast és X = > x; a k-adik vallalat szempontjdbdl a tébbi vallalat
i#k

egylittes termékmennyiségét. A piaci ar, f(X), a teljes termékmennyiség

monoton csokkend fiiggvénye, és a k-adik vallalat koltségfiiggvénye, Cy(zy)

a véllalat termékkibocsatasanak szigorian névekvo fiiggvénye. Ezek alapjan

a k-adik véllalat profitja a bevétel és kiadas kiilonbsége:

Oy (vx, Xi) = op f(zr + Xi) — Cr(an). (1.1)

Ha L jeloli a k-adik véllalat kapacitaskorlatjat, akkor egy n-személyes
jatékot definidlhatunk, ahol a vallalatok a jatékosok és a k-adik jatékos
stratégiahalmaza a [0, L] zédrt intervallum és kifizetéfiiggvénye Iy (xg, Xk ).
Altaldnosan a kovetkezéket teszik fel az 4r és koltségfliggvényekrol:

(A) f kétszer folytonosan differencidlhaté a [0, )_, L] intervallumon, és
C a [0, Lj] intervallumon

(B) f'(X) <0
(C) a f"(X) + f1(X) <0
(D) f/(X) = Cyl(xx) <0

az értelmezési tartomanyba es6 Osszes valtozoértékek és k = 1,2, ..., n esetén.
Az (A) feltétel az analitikus vizsgdlatot kénnyiti meg, a (B) feltétel szerint
f szigortan csokkend. A (C) feltétel teljesiil, ha f konkdv, azonban ez nem
sziikséges. Hasonl6 a helyzet a (D) feltételnél, ami biztosan teljesiil, ha Cj
konvex.

Specidlis modellek esetén az f fiiggvény linearitdsat tételezik fel, f(X) =
A — BX ahol A és B pozitiv konstansok. Ha C}, konvex, akkor az Osszes fel-
tétel teljesiil. Gyakran hiperbolikus arfliggvénnyel is dolgoznak: f(X) = %,
ahol A > 0. Ez a fliggvény azonban 0-ban nincs értelmezve, igy az analitikus
vizsgalatokban ez nehézséget jelent. A tovabbiakban a klasszikus modellnek
néhany érdekes kiterjesztését mutatjuk be.

2 Bizonytalan arfiiggvény esete

Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény kordbbi ar adatok alapjan lett megbecsiilve,
igy hibaval terhelt. A pontos fliggvényrél feltessziik, hogy a k-dik jatékos azt
hiszi, hogy ez f(X) + nx, ahol 1y egy valésziniiségi valtozd, ahol E(ng) = 0
és Var(n;,) = 67. Ekkor (1.1) alapjan

E(IL) =z (f(X) + E(r)) — Crlar) = 2 f(X) — Cr(ay) (2.1)

és
Var (IIy) = 2367 , (2.2)
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amelyek a k-adik jatékos szamdara a profit varhaté értékét és variancidjat
jelentik. A jatékos a varhaté érték maximalizdlasdra és a variancia csokken-
tésére torekszik, igy egy két célfiggvényes optimumfeladatot ir fel,

i f(X) — Cp(rg) — max és 2267 — min.

A silyozdsos médszer alapjan ezt egy kozoénséges optimumfeladatra vezeti
vissza
e f (v + Xg) — Cr(zr) — prid; — max, (2.3)
ahol ay, a két célfuggvény relativ fontossagat mutatja.
Ez a feladat ekvivalens az (1.1) profitfiiggvény maximalizéldsaval, ahol
a koltségfiiggvényt Ci(zr) + axziéi helyettesiti. Ha az eredeti oligopol
probléma kielégiti az (A)— (D) feltételeket, akkor a (2.3) kifizet6figgvényekkel
rendelkezé jéték is kielégiti. A k-dik jatékos vélaszfiiggvénye (2.3) maxi-
malizdldsdval adédik a [0, Lg] intervallumon. A (2.3) fiiggvény szigorian
konkav, els6 és masodrendii derivaltja xj szerint
flae+ Xi) + 2 f (zn + Xi) — Ch(zr) — 205,63,
és
2fl(.rk + Xk-) + xk.f”(xk. + Xk-) - C,i'(xk) - 20%-(52 <0,
igy a k-dik jatékos vélaszfliggvénye
0, ha f(X) - CL0) <0
Ri(Xy) = L ha f(Lp + X)) + Lif'(Li + Xi) — C,(Li) — 20, Ly 657 > 0
T, kiilonben,

(2.4)
ahol 7y, az

f(xk. =+ Xk-) + .fk-fl(lik + Xk.) — C,i(xk) — 20%-(521% =0 (2.5)

egyenletnek a nyilt (0, L) intervallumon valé megolddsa. A harmadik eset-
ben x5, = 0 esetén (2.5) értéke pozitiv, z, = Ly, esetében negativ, és szigorian
csokken, igy a (2.5) egyenletnek egyértelmii megolddsa van. A vélaszfiiggvé-
nyeket felirhatjuk a teljes termékmennyiség fiiggvényében is:
0, ha f(X) - C4(0) <0
Bu(X)={ L, ha f(X)+ Lif'(X) — Ch(Li) — 20, LisE 20 (26)
Ty  kiilonben,

ahol T az

F(X) +apf (X) = Cp(xr) — 200652, = 0 (2.7)
egyenlet egyértelmii megolddsa a (0, L) nyilt intervallumon. Az elsé két eset-
ben Ry (X) konstans, a harmadik esetben pedig Ry (X) csokkend fiiggvénye
X-nek. Ez abbdl lathaté, hogy ha a (2.7) egyenletben az x;, = Ri(X)
helyettesitését elvégezziik, majd X szerint differencialjuk, akkor

I + B ()f"(X)
F(X) = O (Rr(X)) — 20087 —

R (X) = - (2.8)
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adédik. A (2.6)-ban adott fiiggvény folytonos, igy Ri(X) az egész tartomé-
nyon nem noévekvé. Az egyenstilyi 6sszes termékmennyiség nyilvanvaléan a

iz_%k(x) ~-X=0 (2.9)
k=1

egyenlet megoldasa. A bal oldal X = 0 esetben nemnegativ, X = >/, Ly
esetén nempogzitiv, és szigorian csOkkend. Ezért az X* megoldés 1étezik és
egyértelmii, valamint az egyes jatékosok egyensilyi stratégiait az

T = Rp(X™)

egyenlet szolgéltatja.
Irjuk 4t a (2.7) egyenletet

F(X) + 2 f (X)) — Cp(xp) = 20632, (2.10)

alakra, ahol a bal oldal szigorian csokken xx-ban, ezért a megoldas is csokken,
ha oy, vagy 0 novekszik. Kimutathato tovabbd, hogy a teljes termékmennyi-
ség az egyensulypontban csckken, ha barmely oy vagy 6y érték noévekszik.
Tegyiik fel példaul, hogy oy < ag, de a tobbi paraméter értéke nem valtozik.
Jelolje X és X a teljes termékmennyiséget ebben a két esetben. Az allitassal
ellentétben tegyiik fel, hogy X < X. Akkor i # k esetén

]_%L(Y) = RL(X) > Ri(X), valamint ]_%k(Y) > Rk(Y) > Rk(X),

amibol

X=) R(X)>> Ri(X)=X, (2.11)
i=1 i=1
ami ellentmondés. Itt R; és R; jeldli a jatékosok (2.6) valasztéfiiggvényeit
@y és oy mellett. A linedris és a hiperbolikus esetek targyaldsa, valamint
dinamikus kiterjesztésiik stabilitasi vizsgalata a Chiarella és Szidarovszky
(2009) és a Chiarella, Matsumoto és Szidarovszky (2013) tanulmanyokban
talalhatok.

3 Szakadasos kifizetofiiggvények esete

Tegyiik fel el6szor, hogy az Osszes termeld a termékmennyiség aranyaban
bocsat ki szennyezddést, amibdl maximum K} mennyiséget a cég vagy ki-
tisztit vagy elszallittat, ha ennél tobb a szennyezddés, akkor egy kiils6 céget
fogad fel, akinél az elszallitas egységkoltsége is nagyobb és ezen kiviil a fel-
vonulas koltsége is megterheli. Jelolje ax a szennyezodési kibocsatas ardnyat
és by a cég tisztitasi vagy elszallitasi egységkoltségét. Ugyanez a kiilsé cég
esetében by, és ¢y, a felvonuldsi koltség. Ezek alapjan a k-dik jatékos profit-
fliggvénye

Qg T, ha apzy < K,

Iy (wk, Xi) = 2k (A — BX), — Bug) — cpay, — { or + Bpxy,  kiilénben,

(3.1)
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ahol f(X) =A- BX, Ck(xk.) = CkTL, O = akbk, ﬂk = ak@k.

A (3.1) fuggvénynek az xp = K} /ay helyen szakadédsa van, igy az el6z6
esetben alkalmazott médszer nem alkalmazhaté az egyensilypont 1étezésének
és egyértelmiiségének az igazolasdhoz. A 1étezés bizonyithatd, azonban az
egyértelmiiség nem igaz, amint azt a kovetkezd példa mutatja. Legyen n = 2,
A=14,B=2,ak=ak=<pkZKk.Zl,ﬂkZLk=2(k=1,2). Ekkor a
két jatékos valaszfiiggvénye, ahol Xy, = x3_p,

2, ha 0< X; <1,5
Rk(Xk.) = {{1;2}, ha Xk. = 1,5
1 ha X, > 1,5,

amib0l azonnal latszik, hogy az x1 = 1,22 = 2 és az x1 = 2, x5 = 1 stratégidk
egyensilypontot adnak. Ezt a modellt a (Szidarovszky és Matsumoto, 2016)
tanulmany targyalja részletesen.

Hasonlé modell adédik, ha agxr > K esetén Kj szennyezddést a cég
sajat maga tisztit vagy szallit el, és csak a K, feletti agxy — Kj mennyiséget
bizza a kiils6 cégre.

A (Burr, Gardini és Szidarovszky, 2015) cikk egy hasonlé modellt mutat
be és elemez diszkrét dinamika feltételezésével. Tegyiik most fel, hogy f(X) =
A — BX, Cy(zy) = cpay, és a (t — 1)-dik idSpontban xy, a k-dik jatékos ter-
mékmennyisége.

A t-dik idépontban a jatékos vélaszfiiggvénye (2.4) alapjdn

0, ha f(X5) —CL(0) <0
Rk(Xk-) =< Ly ha f(Lk + Xk.) + Lk.fl(Lk. + Xk.) - CII@(Lk) >0 (32)
T, kiilonben,

ahol 7y, az
flay + Xi) +ap f (2, + X)) — Cp(wx) =0 (3.3)

egyenlet megoldasa. Ennek az elsé két esetre valé kiterjesztése lenne a legjobb
dontése a jatékosnak a t-dik idopontban, ha statikus becslést feltételeziink
Xg-ra.

Azonban a jdtékos a kovetkezo feltételeket akarja teljesiteni:

— ha Ty és x kozel van egymashoz, akkor a véltoztatasi koltségek miatt
a jatékos nem akar valtoztatést;

— ha ¥} nagyon kicsi, akkor nem érdemes kevés termékmennyiséggel a
piacon maradnia.

Ezek alapjan a moédositott valaszfiiggvény a kovetkezd
. T, ha |fk—1}k| <er
Rp(Xi) =40, haz <l (34)

Ty kiilonben,

ahol €y, és [, a véllalat altal meghatarozott kicsi értékek.
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Vegytik észre, hogy ennek a fliggvénynek az ) szempontjabol x, —ek, .+

€k és xp = I helyeken szakadasa van. Kimutathatd, hogy végtelen sok
egyensulypont létezik, amelyet az n = 2 esetben az
A-a 95 o Lo
B K1 T2 AT S B K1
(3.5)
Az o o, <A oo
B K, - tEnrsTg K
egyenl6tlenségek irnak le, ahol K;, és K> a két jatékos dinamikus
xk(t) zxk(t— 1)+Kk- (]_%k(Xk(t— 1)) —xk(t— 1)) (3.6)

egyenletének egyiitthatdja. A (3.5) halmaz az eredeti oligopol jaték egyen-
sulypontjat is tartalmazza.

4 Reészlegesen kooperald jatékosok esete

Tekintsiik ismét a bevezetésben leirt alapesetet. Tegyiik fel, hogy az egyes ja-
tékosok a sajat profitjukon kiviil a toébbiek profitjdhoz is hozza kivannak jarul-
ni. Ez példaul ugy torténhet, hogy a kovetkezé kifizetofiiggvényt valasztjak:

@k:Hk—l—Zaklﬂl (k=1,2,...,n) (4.1)
1#k

azaz az [-dik (I # k) jétékos profitjdnak ay; részét is szerepeltetik a k-dik
jatékos kifizet6figgvényében. Ezt a konstrukciét Cyert és DeGroot (1973)
alapjan részleges kooperdciénak nevezziik. Az ay; = 0 esetben az eredeti
jatékot kapjuk vissza, az ay; = 1 esetben pedig az egyiittes profitot maxi-
malizélja az Gsszes jatékos. A oy fliggvény dtirhaté a kovetkezé alakra:

or = (2 + Sk) f(@r + Xi) — Cr(x) Za“cl ) (4.2)
12k

ahol Sk- = Zl#k ATy .
Vegytiik észre, hogy

Oy
% = flar + Xi) + (@ + Si) f/ (2 + X)) — O (1)
és 52
afzk =2f"(w + Xi) + (2 + Sk) [ (we + Xi) — CFl (1) <0,
k

azaz a k-dik jatékos ¢y, kifizetéfliggvénye szigorian konkav, igy a valaszfiigg-
vény egyértelmii:

0, ha f(Xg)+Skf'(Xy) —C(0) <0
Ry (Xk, S) = L ha f(Lk + Xp) + (L + Sk)f (L + X)) — Cp(Li) 20
T kiilonben,
(4.3)
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ahol 7y, az
fQ@r + X)) + (2 + Sk) f (@ + Sk) — Ch(zx) =0 (4.4)

egyenlet egyetlen megolddsa. A (4.3) vélaszfiiggvényt dtirhatjuk, mint X és
Sy, figgvényét

_ 0, ha f(X)+ Skf'(X)—Cp(0) <0
Rp(X,Sk) = L ha f(X) + (Lg + 5) f(X) = C(Lk) 2 0 (4.5)
T, kilonben,

ahol T, az

FX) + (@ + Se) f'(X) = Cr(zx) = 0 (4.6)
egyenlet egyértelmi{i megolddsa a (0, Lj) nyilt intervallumon. Kimutathatd,
hogy az egyensilyi Ossztermék mennyisége csokken, ha egy vagy tobb ay
érték novekszik, amihez a (C)—(D) feltételeket médositani kell:

(@) (I+ap)f +vf”" <0
D) (1—ap)f —C{ <0

az osszes X,v € [0, p_; Li] és x), € [0, L] esetén, ahol feltessziik, hogy a
jatékosok azonosan kezelik a tobbieket, azaz ax = ap (I # k). A Bischi,
Chiarella, Kopel és Szidarovszky (2010) monografia kiilon fejezetet szin a
részlegesen kooperativ oligopol jatékoknak.

Matsumoto, Merlone és Szidarovszky (2010) kimutatja, hogy tobbféle
véllalati 6sszefon6dds matematikailag a (4.1) modellre vezethetd vissza.

Tegyiik fel eloszor, hogy a k-dik vallalatnak a tobbi vallalatban 6x; érde-
keltsége van (I # k), ekkor kifizetéfiiggvénye a

Pr = (1 - Z(Slk)nk + Z(Smﬂl (4.7

I#£k I#k

alakban irhat6 fel. Ha bevezetjikk az ay = 6r /(1 — Z#k 8ii;) véaltozdkat,
akkor ¢, maximalizdldsa ekvivalens a (4.1) fiiggvény maximalizaldséval.

Tegyiik fel, hogy a k-dik jatékos csak a sajat érdekeltségét tekinti a tobbi
vallalatban, de ignordlja masok érdekeltségét a sajat vallalataban. Ekkor
azonnal (4.1) adédik az ay; = 6 valasztassal.

Az indirekt tulajdont érdekeltségek esetén a k-dik jatékos kifizetofiggvé-
nye

ok =1l + Zéwpz ; (4.8)
1k
amely tartalmazza a sajat vallalati profiljat és a tobbi véllalatbdl szarmazo
részesedését is. Ha bevezetjik a D = (8y;) métrixot a Ogxr, = 0 diagondlis
elemekkel, akkor (4.8) a
p=II+Deyp

alakban irhaté fel, ahol ¢ = (), II = (II). Innen
p=(1-D)m
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adddik. Vegyiik észre, hogy 3, £k O < 1 feltételezésével az I — D matrix

M-métrix nemnegativ inverzzel. Ha by; jeloli az (I — D)~! elemeit, akkor
(4.9)-bél

P = Z b1y (4.10)
=1

adddik, ami az ay; = by /by, valasztassal (4.1)-gyel ekvivalens optimumprob-
Iémava alakul.
Netté indirekt tulajdoni érdekeltségek esetén (4.8) a kovetkez8képpen

modosul
ee= (1= dw) (e + Y duef), (4.11)
I#k I#k
ahol a brutté profit ¢ értékek az
¢E=Hk+25wl3 (k=1,2,...,n) (4.12)
I#k

egyenletrendszer megolddsai. Innen

p” =(I-D)"'IT,

A = diag (1—2651, 1= b, 1—265,”)

I#1 1#2 l#n

matrix segitségével (4.11) alapjdn

és a

¢=AMl+Dp”)=A((I-D)I-D) 'M+DI-D) 'N) =
=AI-D+D)I-D)'ll=A(I-D)'m,

amibdl lathatd, hogy k= 1,2, ..., n esetén

Pr = (1 - Z(Slk) ibklnl ; (4.13)

Ik =1

amely a (4.1) fiiggvény maximumfeladataval ekvivalens az ap; = bp/bgk
valasztassal.

5 Kornyezeti szennyezés biintetésének figye-
lembevétele

Most azt is tegyiik fel a bevezetésben vazolt modellhez, hogy az egyes ja-
tékosok a termelés mellett szennyezodést is kibocsatanak, ami aranyos a
termékmennyiséggel. Ha zj a k-dik jatékos termékmennyisége, akkor ejxy
a kibocsédtott szennyezédés mennyisége. Az allami hatésdg a maximélisan
megengedhet6 Ej, szennykibocsatast engedélyez szamara, és ha ezt a jatékos
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tullépi, akkor biintetést fizet, ami ardnyos az epxy — Fj kiillonbséggel. Ha
pedig az el6irtnal kevesebbet bocsat ki, akkor az Ej — epxy kiillonbséggel
aranyos jutalmat kap. Ha my jeloli az ardnyossagi tényezot, akkor a jatékos
kifizetofliggvénye a kovetkezo:

Hk' Zxk(A—BXk. —Bxk.) — CLTk —mk(ekxk —Ek), (51)

ahol linearis ar és koltségfiiggvény szerepel. Megjegyezzik, hogy az dllandé
koltségek nem befolyasoljak a jatékosok optimum problémajat, igy ezektol
eltekinthetiink. Azt is feltehetjiik, hogy az egyensilypontokban az Gsszes
jatékos kibocsatasa pozitiv, ugyanis zérus kibocsatas esetén a jatékos kilép a
piacrél. Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy nem kell 6ket figyelembe
venniink. Az elsérendii optimumfeltétel (5.1) alapjan

A— BXj —2Bxp, —c, — mper =0

vagy
A— BX — Bay, — cx —mper =0, (5.2)

amibdl lathaté, hogy a jatékos valaszfiiggvénye, mint a teljes kibocsatas
fuggvénye,
o A—BX—ck.—mk.ek.

Tk B (5.3)
Ez valéban maximumot szolgéltat, mert (5.1) szigortian konkév. Adjuk Gssze
ezeket az egyenleteket k = 1,2,...,n esetére, ekkor
X — An —nBX — 2}221(% + mkek)
B B
adddik, amibdl lathato, hogy
o An =S (et mer) (5.4)

(n+1)B

Ha valamelyik jatékos marginalis koltsége, szennyezodés kibocsatasi ratdja,
vagy a biintetési (jutalmazdsi) tényez&je névekszik, az csdkkendéleg hat a teljes
kindlatra. Az (5.3) egyenl8ség alapjin

T = i(A _ An - ZZ:l(ck +mk‘ek‘)

B 1 — (Ck- =+ mkek)) =
1 (5.5)

= ICES)] (A + ;(cz + mye;) — n(ck +mk€k))

ami szintén csokkend, ha a c¢,, m, vagy e, értéke novekszik. Ez akkor
kovetkezik be, ha valamelyik jatékos rosszabb technoldgiara valt a mar-
gindlis koltség, a szennykibocsdtasi rdta novelésével, vagy a biintetési (ju-
talmazdsi) tényezét noveli az dllami hatésdg. A tobbi jétékos kibocsatdsa
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pedig novekszik, ezzel egyiitt pedig novekszik a szennyezddés kibocsatasuk
is. A k-dik jatékos szennyezédés kibocsatasa pedig
1

Tk = B r D)

(Aek. + ey, Z(Cl + mye;) — negey, — nmkez)
I#k

aminek ey, szerinti derivéltja

1
B(n+1)

nmg€g

(A + Z(Cl + mye) — neg, — 2nmkek) =z — m .

14k

(5.6)

Ennek el6jele viszont az xj és e, egymashoz viszonyitott ardanyatol fligg.

Sok iparag esetén a hatésdg nem tudja az egyes jatékosok szennyezddés
kibocsatasat mérni, csak a jatékosok egyiittes kibocsatasat. Ilyenkor a tel-
jes kibocsatasra ad meg egy maximalisan elfogadhaté értéket, és ehhez vis-
zonyitja a blntetés, vagy jutalom mértékét hasonléan az elobbi esethez. fgy
a k-dik jatékos kifizetofiiggvénye

Hk = xk(A — BXk. — Bxk.) — CpX — Mg (Z €r; — E) . (5.7)
=1

Az elsérendii optimélis feltétel azonos (5.2)-vel, igy az egyensulyi stratégidk
és az azokbol levont kovetkeztetések is megmaradnak erre az esetre.

A matematikai egyszerliség miatt linedris ar és koltségfiiggvényt valasz-
tottunk. Amennyiben egy altaldnosabb oligopol modellbél indulunk ki, amely
eleget tesz az (A)—(D) feltételeknek, akkor az el6bbi két modellhez ha-
sonldan egy linearis tag adddik a koltségfiiggvényhez, amely nem befolyasolja
a feltételek teljestilését.

Egy harmadik, némiképp bonyolultabb modellt kapunk, ha a biintetés
(jutalmazés) mechanikdjat megvéltoztatjuk. A k-dik jatékos epxy kibocsata-
sanak aranya a teljes kibocsatdashoz képest ek.xk./(zll":l elxl), igy az E meg-
engedett egylittes maximumot ilyen ardnyban osztja szét az allami hatdsag
az egyes jatékosok kozott. fgy a k-dik jatékos kifizetofiiggvénye

Hk = xk(A — BXk. — Bxk.) — CpT — Mg (6k.13k- — %E) . (5.8)
1=1 €11
Az elsérendli optimumfeltételek lényegesen bonyolultabbak, mint az elézé
esetekben, ezért az egyszeriiség kedvéért tegytik fel, hogy my = m és ex, = e.
Ekkor (5.8) leegyszeriisodik,
I = z1(A — BXy, — Bxy) — crxy, — m(exk - f—kE) , (5.9)
1=1T1

aminek xp-szerinti derivéltja zérus kell legyen optimum esetében,

A—BXk—2Bxk—ck—me+mEM:0,

( ;L:lxl)z
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vagy
X — a2y
A—BX — Bxy — ¢, —me+mE Xka =0,

amibdl a k-dik jatékos valaszfiggvénye

AX? — BX3 — ¢, X% —meX? 4+ mEX

Ty = BXZ - mE (5.10)
Ha ezeket az egyenleteket Osszeadjuk k= 1,2,...,n esetére, akkor
¥ n(AX? — BX? —meX?+mEX) - X*>""
BX?+mFE
adddik, amely X-re egy masodfoku egyenletre vezet,
Xz(n—l—l)B—l-X(nme—l-icl—nA)—l—mE(l—n):O, (5.11)
1=1

ha X-szel egyszertisitiink. Az egyiitthatdk el6jeleitdl fliggéen a pozitiv gyokok
szdma 0,1,2 lehet, és ha ezeket beirjuk az (5.10) egyenletbe, megkapjuk az
egyes jatékosok egyensilyi stratégidit.

Az eléz6ekben bemutatott modellek kissé altaldnosabb véltozatait tér-
gyaljak a Matsumoto, Szidarovszky és Yabuta (2018) és a Matsumoto, Szi-
darovszky és Takizawa (2018) dolgozatok.

6 Kovetkeztetések és befejez6 megjegyzések

A bemutatott modellek tisztan mutatjdk, hogy az oligopol jaték vizsgélata
milyen gazdag. Ha ehhez hozzavessziik, hogy a targyalt modellek hiperbo-
likus arfliggvények mellett is vizsgalhatok, a Cournot modellt a Bertrand
oligopol jatékok is felvalthatjak, amikor a jatékosok dontése az arra és nem a
termékmennyiségre vonatkozik. Az itt bemutatott modellek kiterjeszthetok
a tobbtermékes, valamint az alkalmazott tulajdonu esetekre is. Kiilonlegesen
érdekes a modellek dinamikus kiterjesztése a késleltetés nélkiili (Bischi, Chia-
rella, Kopel és Szidarovszky, 2010) és a késleltetéssel biré dinamikdk (Ma-
tsumoto és Szidarovszky, 2018) eseteire is. Oszintén reméljiik, hogy ez a cikk
felhivja néhany fiatal kutat6 érdeklédését a témakor irant, igy ezen a teriile-
ten is tovabb gazdagodhat a hazai kutatas.
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ON SOME SPECIAL OLIGOPOLY MODELS

Some extensions of the classical oligopoly model is discussed including the case of
uncertain price function, when the expected profit is maximized and the variance
of the profit is minimized. This multiobjective optimum problem is then solved.
If the profit functions are discontinuous, then the usual methodology cannot be
applied to find equlibria, so new idea has to be developed. The model with partially
cooperative firms contains both the fully cooperative and noncooperative games as
special cases. It is shown that several variants of co-ownership among the firms can
be modeled by using this structure. The last model describes several firms and a
regulator, who wants to control emission volumes with appropriate penalties and
rewards.





