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K¶ESZP¶ENZ OPTIMALIZ¶AL¶AS GLPK PROGRAM
HASZN¶ALAT¶AVAL1

¶AGOSTON KOLOS CSABA
Budapesti Corvinus Egyetem

A k¶eszp¶enz-optimaliz¶al¶as az oper¶aci¶okutat¶as r¶eg¶ota kutatott terÄulete. Ebben
a cikkben val¶os adatokon mutatok be egy banki k¶eszp¶enz-optimaliz¶al¶ast,
melyet line¶aris programoz¶asi feladatok seg¶³ts¶eg¶evel v¶egeztem el. A cikkben
Äosszehasonl¶³tottam a determinisztikus ¶es a sztochasztikus megkÄozel¶³t¶eseket is.
A hagyom¶anyos k¶eszp¶enz-optimaliz¶aci¶on k¶et terÄuleten l¶eptem t¶ul: egyr¶eszt
vizsg¶altam a bank¯¶ok valutagazd¶alkod¶as¶at is, m¶asr¶eszr}ol a bank¯¶okok kÄozÄotti
k¶eszp¶enzsz¶all¶³t¶as lehet}os¶eg¶et is. A vegyes eg¶esz¶ert¶ek}u line¶aris programoz¶asi
feladatok megold¶as¶ara a glpk nev}u szabad hozz¶af¶er¶es}u szoftvert haszn¶altam,
¶³gy a cikkb}ol k¶epet kaphatunk a megold¶o (solver) felhaszn¶alhat¶os¶ag¶ar¶ol ¶es
korl¶atair¶ol is.

1 Bevezet¶es

A k¶eszp¶enz-optimaliz¶al¶as az oper¶aci¶okutat¶as egyik sokat kutatott terÄulete.
A dÄont¶eshoz¶onak szÄuks¶ege van k¶eszp¶enzre mindennapi feladatai ell¶at¶as¶ara.
Amennyiben a dÄont¶eshoz¶o k¶eszp¶enzt tart, akkor ezen vagyonr¶esz hozam¶ar¶ol
le kell mondania. A k¶eszp¶enzhez jut¶as viszont tranzakci¶os kÄolts¶eggel j¶ar. Ha
a k¶eszp¶enz¶allom¶any t¶ul magas, akkor az elvesz¶³tett kamat jelent probl¶em¶at,
ha pedig kev¶es k¶eszp¶enzt tart a dÄont¶eshoz¶o, akkor a k¶eszp¶enzhez jut¶as tran-
zakci¶os kÄolts¶egei lesznek magasak.

A t¶emakÄor kiindul¶asi pontj¶anak Baumol (1952) tekinthet}o. Az }o eset¶eben
a dÄont¶eshoz¶o mag¶anszem¶ely (¶es nem v¶allalat). A kÄornyezet determinisztikus:
a fogyaszt¶as konstans ¶es el}ore rÄogz¶³tett, amit}ol nem t¶er el a t¶enyleges ¶ert¶ek
sem. Fontos megjegyezni, hogy a probl¶em¶at nem oper¶aci¶okutat¶asi szem-
pontb¶ol vizsg¶alta; az }o ¶erdekl}od¶es¶enek kÄoz¶eppontj¶aban a p¶enzkereslet ¶allt.
Miller ¶es Orr (1966) vizsg¶alatai kÄoz¶eppontj¶aban m¶eg mindig a p¶enzkereslet
¶allt. CikkÄukben a dÄont¶eshoz¶o m¶ar nem mag¶anszem¶ely, hanem v¶allalat, ¶es
a kÄornyezet is realisztikusabb: a k¶eszp¶enz szÄuks¶eglet nem konstans ¶es nem
is determinisztikus. A probl¶em¶at }ok is analitikus eszkÄozÄokkel kezelik. A
k¶eszp¶enz optimaliz¶al¶ast line¶aris programoz¶asi feladatk¶ent ¶³rja fel Eppen ¶es
Fama (1968). A probl¶em¶at Markov-l¶anc modellel kezelik, ami stacion¶arius
id}osort felt¶etelez. A k¶es}obbiekben is sz¶amos tanulm¶any foglalkozott a k¶esz-
p¶enzoptimaliz¶al¶as t¶emakÄor¶evel: (a teljess¶eg ig¶enye n¶elkÄul) (Bar-Ilan, Perry
¶es Stadje, 2004), (Elton ¶es Gruber, 1974), (Heyman, 1973), (Simutis, 2007),
(Yao, Chen ¶es Lu, 2006), (Snellmana ¶es Virenb, 2009).

1Be¶erkezett: 2011. janu¶ar 19. E-mail: kolos.agoston@uni-corvinus.hu.
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Magyar nyelven Havran D¶aniel tanulm¶anya (Havran, 2008) mutatja be a
k¶eszp¶enzoptimaliz¶al¶ast a Magyar Posta p¶eld¶aj¶an keresztÄul.

2 A feladat bemutat¶asa

Az OTP Bank Nyrt. v¶allalatn¶al 2008/09 ¶evben ¯¶oki k¶eszp¶enzoptimaliz¶aci¶os
projekt zajlott. A projekt eredm¶enyeit az Apoll¶o nev}u rendszer ¯¶oki modul-
j¶aban implement¶alt¶ak. A cikk meg¶³r¶as¶at a projekt sor¶an megfogalmaz¶odott
probl¶em¶ak inspir¶alt¶ak, a bemutatott eredm¶enyek val¶os adatokon alapulnak,
de ennek ellen¶ere a cikk nem az implement¶alt rendszert ismerteti.

A kereskedelmi bankok tipikusan jelent}os ¯¶okh¶al¶ozattal rendelkeznek, me-
lyek az ¶atutal¶asok mellett nem csek¶ely k¶eszp¶enzforgalmat is lebonyol¶³tanak.
A banknak biztos¶³tani kell ¯¶okh¶al¶ozat¶anak k¶eszp¶enzzel tÄort¶en}o ell¶at¶as¶at. A
¯¶okok k¶eszp¶enzzel tÄort¶en}o ell¶at¶asa nem mentes a kÄolts¶egekt}ol, ¶³gy szerep jut
az optimaliz¶al¶asnak.

A k¶eszp¶enz sz¶all¶³t¶as¶anak van ¯x kÄolts¶ege ¶es ¶altal¶aban a sz¶all¶³t¶o c¶eg fel-
sz¶amol egy csek¶ely h¶anyadot (p¶ar tized ezrel¶eket) a p¶enz kezel¶es¶e¶ert. Ezzel
szemben ¶all a nem realiz¶alt hozam: a p¶enzt¶arban l¶ev}o k¶eszp¶enz¶allom¶any nem
kamatozik, amely Äosszeget realiz¶alni tudn¶a a bank, ha a p¶enz befektet¶esre
kerÄult volna.

A probl¶ema tipikusnak is mondhat¶o: min¶el tÄobbszÄor rendel a ¯¶ok p¶enz-
sz¶all¶³t¶o aut¶ot a tranzakci¶os kÄolts¶eg ann¶al nagyobb lesz, viszont a nem realiz¶alt
hozam kicsi. Ford¶³tva: ha kevesebbszer rendel p¶enzsz¶all¶³t¶o aut¶ot a bank¯¶ok
(¶³gy kicsi lesz a tranzakci¶os kÄolts¶eg, de nagyobb mennyis¶eg}u k¶eszp¶enz¶allo-
m¶annyal kell rendelkezni), akkor nagyobb lesz a nem realiz¶alt hozam.

Probl¶ema ezen felÄul m¶eg abb¶ol is ad¶odik, hogy a napi forgalmakat nem
tudjuk pontosan, a forgalomr¶ol csak becsl¶essel rendelkezÄunk, amely term¶e-
szet¶eb}ol ad¶od¶oan bizonytalan. Teh¶at a kÄolts¶egeket ¶ugy kell a lehet}o leg-
alacsonyabb szinten tartani, hogy (egy el}ore adott) nagy val¶osz¶³n}us¶eggel az
Äugyfeleket ki tudjuk szolg¶alni.

A banki folyamat modellje a kÄovetkez}o: p¶enzsz¶all¶³t¶o aut¶o mindig a nap
v¶eg¶en ¶erkezik, ha reggel az aut¶o ¶erkez¶es¶et ig¶enyelt¶ek. A sz¶all¶³tand¶o k¶eszp¶enz
mennyis¶eg¶et is m¶ar reggel (nyit¶askor) meg kell mondani, b¶ar az aznapi t¶eny-
leges forgalom m¶eg nem ismert. A kor¶abbi tapasztalatok vagy a bank bels}o
modellje alapj¶an rendelkez¶esre ¶all egy becsl¶es a v¶arhat¶o forgalomra (amely
lehet negat¶³v is, pozit¶³v is). Ezen becsÄult forgalom alapj¶an fut le az optima-
liz¶aci¶o.

A vizsg¶alt id}oszakra nem csak a becsl¶es ¶all rendelkez¶esre, hanem a t¶eny-
leges forgalmak is (mivel m¶ultbeli id}oszakr¶ol van sz¶o), az optimaliz¶aci¶o m}ukÄo-
d¶es¶et a t¶enyleges adatokon lehet tesztelni. A tesztel¶es sor¶an ¶un. cs¶usz¶oablakos
(rolling horizon) technik¶at fogok alkalmazni. A nap eleji nyit¶ok¶eszlethez
hozz¶aadom az aznapi t¶enyleges forgalmat ¶es a modell ¶altal aznapra java-
solt p¶enzfelv¶etelt ¶es besz¶all¶³t¶ast, ¶³gy megkapom az aznapi z¶ar¶o k¶eszletet.
A kÄovetkez}o optimaliz¶aci¶ot a friss¶³tett becsl¶essel ¶es a tov¶abbsz¶amolt nyit¶o
k¶eszlettel v¶egzem. Figyelembe v¶eve a z¶ar¶o ¶allom¶anyt, tov¶abb¶a kisz¶am¶³tva
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a p¶enz ki- ¶es besz¶all¶³t¶as t¶enyleges kÄolts¶egeit, megkapok egy (modellezett)
ÄosszkÄolts¶eget a vizsg¶alt id}oszakra.

3 A bank¯¶oki adatok vizsg¶alata

Induljunk ki abb¶ol, hogy becsl¶essel rendelkezÄunk a napi forgalmakr¶ol, il-
letve annak sz¶or¶as¶ar¶ol. A vizsg¶alt negyed¶evre rendelkez¶esre ¶allnak m¶ar a
t¶enyleges adatok is, ¶³gy a becsl¶es j¶os¶ag¶at is vizsg¶alni lehet. A becsl¶es j¶os¶ag¶at
a szok¶asos m¶odszerrel m¶ertem le: a kÄovetkez}o napi becsÄult ¶ert¶ek ¶es a t¶enyleges
¶ert¶ek kÄulÄonbs¶eg¶et vettem, ezek n¶egyzet¶et Äosszegeztem a negyed¶evre (SSE).
Ezut¶an vettem az az i-edik napi t¶enyleges ¶ert¶eknek a negyed¶evi ¶atlagt¶ol
vett kÄulÄonbs¶eg¶et, ¶es ezek n¶egyzet¶et Äosszegeztem a negyed¶evre (SST). A k¶et
Äosszeget egym¶assal elosztva, ¶es egyb}ol levolva (1-SSE/SST) kapjuk az R2

mutat¶osz¶amot, amely az illeszked¶es j¶os¶ag¶at m¶eri regresszi¶os modell eset¶en2.

Bank¯¶ok K¶eszp¶enzforgalom Relat¶³v Becsl¶es
¶atlaga sz¶or¶asa sz¶or¶as illeszked¶ese (R2)

Fi¶ok 1 -35807 21088 0,59 -0,12
Fi¶ok 2 -49626 32535 0,66 -0,04
Fi¶ok 3 381,1 1833 4,81 -0,36
Fi¶ok 4 -21559 23918 1,11 0,12
Fi¶ok 5 30695 19020 0,62 0,19
Fi¶ok 6 -305 9598 31,45 0,09

1. t¶abl¶azat. A bank¯¶okok jellemz}oi

A cikk sor¶an 6 kÄulÄonbÄoz}o bank¯¶ok eredm¶enyeit mutatom be. Az 1. t¶abl¶azat
a bank¯¶okokr¶ol mutat Äosszefoglal¶o adatokat. Az els}o oszlop az ¶atlagos napi
k¶eszp¶enzforgalom egyenleg¶et adja meg ezer forintban. Ennek pozit¶³v ¶ert¶eke
azt jelenti, hogy (Äosszess¶eg¶eben) az Äugyfelek helyeznek el k¶eszp¶enzt a bank-
sz¶aml¶ainkon, teh¶at a k¶eszp¶enz gy}ulik a bank¯¶okban, amire be¯zet¶esk¶ent
fogok hivatkozni a k¶es}obbiekben. Ennek ellent¶ete a bank¯¶ok sz¶am¶ara ki-
¯zet¶es, amikor az Äugyfelek felvesznek k¶eszp¶enz a sz¶aml¶ajukr¶ol, teh¶at fogy a
bank¯¶ok k¶eszp¶enz¶allom¶anya. A m¶asodik oszlop a forgalom sz¶or¶as¶at mutatja,
a harmadik a relat¶³v sz¶or¶ast, a negyedik R2 mutat¶oj¶anak ¶ert¶ek¶et az adott
bank¯¶okra. Az R2 mutat¶o negat¶³v ¶ert¶eke azt jelenti, hogy a becsÄult ¶es a
t¶enyleges ¶ert¶ek kÄulÄonbs¶ege jobban sz¶or¶odik, mint t¶enyleges ¶ert¶ek.

Egy-egy nap forgalm¶anak eloszl¶as¶ar¶ol ¶altal¶aban normalit¶ast szoktunk fel-
t¶etelezni. A norm¶alis eloszl¶as felt¶etelez¶es¶enek helyess¶eg¶et ¶ugy ellen}orzÄom,
hogy a becsl¶es hib¶aj¶at elosztom a becsÄult sz¶or¶assal. Ha helyt¶all¶o a norm¶alis
eloszl¶as felt¶etelez¶ese (¶es a becsl¶es), akkor ezeknek a h¶anyadosoknak szten-
derd norm¶alis eloszl¶ast kell kÄovetniÄuk. Ezen h¶anyadost a tov¶abbiakban 'nor-
maliz¶alt kÄulÄonbs¶eg'-nek h¶³vom. A 2. t¶abl¶azat a 'normaliz¶alt kÄulÄonbs¶eg'-ek
¶atlag¶at ¶es sz¶or¶as¶at mutatja.

2Az R2 mutat¶osz¶am levezet¶ese megtal¶alhat¶o a legtÄobb statisztika kÄonyvben, pl.: Hu-
nyadi, Mundrocz¶o ¶es Vita (1997) 643. oldal.
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Bank¯¶ok ¶Atlag Sz¶or¶as
Fi¶ok 1 0,51 2,01
Fi¶ok 2 0,26 1,86
Fi¶ok 3 0,06 1,85
Fi¶ok 4 0,23 1,50
Fi¶ok 5 0,44 1,38
Fi¶ok 6 0,25 1,85
ÄOsszesen 0,29 1,75

2. t¶abl¶azat. A becsl¶es normalit¶as¶anak vizsg¶alata:

'normaliz¶alt kÄulÄonbs¶eg'-ek.

1. ¶abra. Normaliz¶alt kÄulÄonbs¶eg'-ek hisztogramja

A 2. t¶abl¶azat adatai alapj¶an azt lehet l¶atni, hogy a 'normaliz¶alt kÄulÄonbs¶eg'-
ek nem sztenderd norm¶alis eloszl¶ast kÄovetnek. A v¶arhat¶o ¶ert¶ek nagyobb mint
0 (a szok¶asos szigni¯kancia szintek eset¶en szigni¯k¶ansan) ¶es a sz¶or¶as nagyobb,
mint 1, ami azt jelenti, hogy a becsÄult sz¶or¶asok alulbecsÄultek.

Az 1. ¶abra a 'normaliz¶alt kÄulÄonbs¶eg'-ek hisztogramj¶at mutatja. Az ¶abr¶an
j¶ol l¶atszik, hogy b¶ar az eloszl¶as nem sztenderd norm¶alis, m¶as param¶eter}u
(nem egys¶egnyi sz¶or¶as¶u) norm¶alis eloszl¶as nem t}unik elfogadhatatlannak,
b¶ar statisztikailag m¶eg mindig szigni¯k¶ans a kÄulÄonbs¶eg. Amennyiben 6 sza-
bads¶agfok¶u t-eloszl¶ast illesztÄunk (korrig¶alt sz¶or¶assal) a nulhipot¶ezist m¶ar
nem tudjuk visszautas¶³tani. Ez¶ert a modellez¶est elv¶egeztem mind norm¶alis
eloszl¶ast, mind 6 szabads¶agfok¶u t eloszl¶ast felt¶etelezve is.

Mint kor¶abban eml¶³tettem, a forgalom becsÄult ¶ert¶ekei, illetve a forgalom
becsÄult sz¶or¶asa az optimaliz¶aci¶o eset¶en adotts¶agok, a felt¶art hi¶anyoss¶agok
ellen¶ere is ezekkel az ¶ert¶ekekkel dolgoztam.
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4 A probl¶ema fel¶³r¶asa programoz¶asi feladatk¶ent

A bank¯¶okok eset¶en a k¶eszp¶enz-optimaliz¶aci¶o neh¶ezs¶eg¶et az adja, hogy a
jÄov}obeni forgalmak pontos ¶ert¶eke nem ismert. Amennyiben tÄok¶eletes el}ore-
l¶at¶as lehets¶eges lenne, akkor az optim¶alis k¶eszp¶enz rendel¶es ¶es besz¶all¶³t¶asok
m¶ert¶eke egy vegyes eg¶esz¶ert¶ek}u programoz¶asi feladat megold¶asak¶ent megkap-
hat¶o lenne. Az el}orejelz¶esÄunk azonban nem tÄok¶eletes, a jÄov}obeni forgalmakr¶ol
csak egy eloszl¶ast t¶etelezÄunk fel.

A bank¯¶oknak a k¶eszp¶enz ig¶enyt, illetve lead¶ast a nap elej¶en kell megren-
delni az el}oz}o napok realiz¶al¶odott forgalmi adatai ismeret¶eben, teh¶at a kÄovet-
kez}o napi dÄont¶esem fÄugg az aznapi forgalom t¶enyleges nagys¶ag¶at¶ol. Ilyen t¶³-
pus¶u probl¶em¶akat ¶un. szcen¶ari¶o f¶akkal3 lehet modellezni. A forgalom jÄov}obeli
alakul¶as¶at p¶ar kategoriz¶alt ¶ert¶ekkel szeml¶eltetem (pl.: kis forgalom eset¶en
1 000, nagy forgalom 20 000). Szcen¶ari¶o f¶at ¶ugy kapok, hogy a k¶eszp¶enz ren-
del¶es illetve besz¶all¶³t¶asi dÄont¶es meghozatala ut¶an az ¶agat tov¶abb ¶agaztatom
a kÄovetkez}o napi forgalom szerint. Szcen¶ari¶o f¶at mutat a 2. ¶abra. A dÄont¶esi
f¶an a teli kÄorÄok jelzik a dÄont¶esi szitu¶aci¶okat, az ezekb}ol kiindul¶o ¶elek pedig
jelzik a jÄov}o bizonytalans¶ag¶at. Az els}o napi dÄont¶est azel}ott kell meghoznom,
hogy az aznapi forgalmat ismern¶em. Viszont a kÄovetkez}o napi dÄont¶es m¶ar
kÄulÄonbÄozhet aszerint, hogy az els}o nap kicsi volt a forgalom, vagy nagy.

JelÄolje Ci1;:::;ij a j-edik nap eleji k¶eszp¶enz¶allom¶anyt valamely szcen¶ari¶o
eset¶en. Az i1; :::; ij ¶ert¶ekek hat¶arozz¶ak meg a szcen¶ari¶o f¶an belÄuli helyzetet.
JelÄolje ezen az ¶agon a j-edik napi (nap v¶egi) k¶eszp¶enzfelv¶etelt, illetve lead¶ast
Xi1;:::;ij

¶es Yi1;:::;ij
. A p¶enz be- illetve kisz¶all¶³t¶ashoz ¯x kÄolts¶eg is tartozik,

ez¶ert bin¶aris v¶altoz¶okat is be kell vezetni a ¯x kÄolts¶egek modellez¶es¶ehez:
Di1;:::;ij illetve Ei1;:::;ij . D ¶es E v¶altoz¶ok 1 ¶ert¶eke azt jelenti, hogy tÄort¶enik
g¶epj¶arm}u rendel¶es, 0 ¶ert¶eke pedig azt, hogy nem.

TegyÄuk fel, hogy a j-edik napon a forgalom alakul¶as¶ara lj szcen¶ari¶ot
kÄulÄonbÄoztetÄunk meg4. JelÄolje ezeket az ¶ert¶ekeket rendre: fi1;:::;ij;1,..., fi1;:::;ij;lj .

3K¶eszp¶enz-optimaliz¶aci¶os feladatok eset¶en a legtÄobb szerz}o Markov modellt haszn¶al
(p¶eld¶aul Eppen ¶es Fama (1968)). ¶En elt¶erek a szok¶ast¶ol ¶es a sztochasztikus optimaliz¶al¶ast
szcen¶ari¶o f¶akkal fogom elv¶egezni. A Markov modell mellett sz¶ol¶o ¶erv, hogy a dÄont¶es
meghozatalakor nem sz¶am¶³t, hogy hogyan alakult ki a nap eleji nyit¶o k¶eszlet ¶ert¶ek, hanem
csak az, hogy mennyi az adott napon a k¶eszp¶enz¶allom¶any nyit¶o ¶ert¶eke. Markov modell el-
leni ¶erv viszont, hogy a Markov modell stacion¶arius id}osorok eset¶en eleg¶ans. A bank¯¶okok
(¶es kÄulÄonÄosen az ATM-ek) forgalma viszont nem stacion¶arius id}osorokkal irhat¶o le. P¶eld¶aul:
amennyiben h¶etv¶eg¶en is nyitva van a bank¯¶ok, a forgalom jelent}osen kisebb (vagy adott
esetben ak¶ar nagyobb is lehet), vagy ¯zet¶esnap kÄozel¶eben a forgalom jelent}osen nagyobb
lehet. A dÄont¶es meghozatalakor teh¶at nem tudunk csak az adott napra t¶amaszkodni,
hanem tÄobb napra el}ore kell tekinteni. A Markov modellt is ki lehet b}ov¶³teni ¶ugy, hogy
dÄont¶eskor tÄobb napot tekint el}ore, de jelent}osen csÄokkenti a modell egyszer}us¶eg¶et (¶es nÄoveli
a m¶eret¶et). Tov¶abb¶a a mi esetÄunkben nem egy dÄont¶esi szab¶aly meghat¶aroz¶asa a c¶el, hanem
konkr¶etan az ig¶enyelt vagy leadott k¶eszp¶enz mennyis¶ege. A Markov modell eset¶en az
¶allapotokat kategoriz¶alni kell a k¶eszp¶enz¶allom¶any z¶ar¶o ¶ert¶eke alapj¶an, ¶³gy az ig¶enyelt vagy
leadott k¶eszp¶enz mennyis¶ege is csak p¶ar kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶ek lehet.

4A feladat modellez¶ese sor¶an feltesszÄuk, hogy a j-edik napon minden szcen¶ari¶o eset¶en
ugyanannyi el¶agaz¶as lehets¶eges (az el¶agaz¶asok sz¶ama viszont kÄulÄonbÄozhet egyik napr¶ol a
m¶asikra). JelÄolje rendre l1, ..., lj az 1., ..., j. napon az el¶agaz¶asok sz¶am¶at. Ez az (l1; :::; lj )
egyÄuttes meghat¶arozza a szcen¶ari¶o f¶at. Pl.: (4 : 3 : 2) olyan szcen¶ari¶o f¶at jelent, ahol az
els}o nap 4-fel¶e ¶agazik a fa, a m¶asodikon 3-fel¶e, a harmadikon pedig 2-fel¶e. Ilyen szcen¶ari¶o
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2. ¶abra. P¶elda szcen¶ari¶o f¶ara

Ekkor a szcen¶ari¶o f¶anak ezen az ¶ag¶an a nap v¶egi ¶allom¶anyt megkaphatjuk
¶ugy, hogy a nyit¶o ¶allom¶anyhoz hozz¶aadjuk az aznapi forgalom egyik kate-
goriz¶alt ¶ert¶ek¶et plusz a rendelt k¶eszp¶enz¶allom¶anyt ¶es levonjuk a besz¶all¶³tott
k¶eszp¶enz mennyis¶eg¶et:

Ci1;::;ij
+ fi1;:::;ij ;ij+1

+ Xi1;:::;ij
¡ Yi1;:::;ij

= Ci1;:::;ij;ij+1
; (1)

ahol 1 · ij+1 · lj.
Az lj lehets¶eges megval¶osul¶as eset¶en azt felt¶etelezem, hogy mindegyik 1

lj

val¶osz¶³n}us¶eggel kÄovetkezik be. JelÄolje ©(:) a felt¶etelezett eloszl¶as (norm¶alis
vagy t) eloszl¶asfÄuggv¶eny¶et, ©¡1(:) pedig ennek inverz¶et. Legyen 1 · ij+1 ·
lj! Ekkor:

fi1;:::;ij;ij+1
= f̂j + ©¡1

µ
(ij+1 ¡ 1)

1

lj
+

1

2

1

lj

¶
ŝj ;

f¶at mutat a 2. ¶abra.
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ahol f̂j az j-edik napra a becsÄult forgalom, ŝj pedig a forgalom becsÄult
sz¶or¶asa. P¶eld¶aul lj = 2 eset¶en az inverz s}ur}us¶egfÄuggv¶enyt a 0,25 ¶es 0,75
pontokban veszem.

A ¯x kÄolts¶egek modellez¶es¶ehez szÄuks¶eges egyenletek:

Xi1;:::;ij · pmkDi1;:::;ij ; (2)

illetve
Yi1;:::;ij

· pmkEi1;:::;ij
: (3)

A pmk param¶eter a ¯x kÄolts¶egek modellez¶es¶ehez szÄuks¶eges param¶eter. Jelen
esetben pmk param¶eter a p¶enzsz¶all¶³t¶o aut¶oban sz¶all¶³that¶o k¶eszp¶enz maxi-
mum¶at mutatja.

A szcen¶ari¶o fa ezen ¶ag¶an a j-edik nap kÄolts¶ege megkaphat¶o a kÄovetkez}o
m¶odon:

Costi1;i2;:::;ij
= c1Xi1;i2;:::;ij + c2Yi1;i2;:::;ij

+ c3Di1;i2;:::;ij
+ c4Ei1;i2;:::;ij

+

+

ljX

k=1

cint

lj
Ci1;i2;:::;ij;k ;

(4)
ahol c1, c2, c3, c4 ¶es cint kÄuls}o param¶eterek. A c1 illetve c2 param¶eter fejezi
ki az ig¶enyelt illetve leadott p¶enzmennyis¶eg (feldolgoz¶asi) kÄolts¶eg¶et, c3 ¶es c4

a p¶enz ki- illetve besz¶all¶³t¶as ¯x kÄolts¶ege (aut¶orendel¶es kÄolts¶ege), cint pedig a
napi kamatl¶ab.

A megoldani k¶³v¶ant programoz¶asi feladat a kÄovetkez}o: minimaliz¶aljuk az
ÄosszkÄolts¶eget, amelyet megkaphatunk ¶ugy, hogy a Costi1;i2;:::;ij kÄolts¶egeket
beszorozzuk a csom¶opontba ¶erkez¶es val¶osz¶³n}us¶eg¶evel ¶es ÄosszegezzÄuk az Äosszes
el¶agaz¶asi csom¶opontra, ez az ÄosszkÄolts¶eg v¶arhat¶o ¶ert¶eke. Az (1), (2) ¶es (3)
korl¶atoknak minden csom¶opontra teljesÄulnie kell. A dÄont¶esi v¶altoz¶ok halmaza
pedig a C, X, Y , D ¶es E v¶altoz¶ok Äosszess¶ege5.

5 Az el¶agaz¶asmentes probl¶ema fel¶³r¶asa

El¶agaz¶asmentes probl¶ema alatt azt ¶ertem, hogy a szcen¶ari¶o f¶aban nincs el-
¶agaz¶as, csak egyetlen szcen¶ari¶ot modellezek. Az el¶agaz¶asmentess¶eg egyfajta
a determinisztikuss¶agot jelent: a j + 1-edik napi dÄont¶esem meghozatalakor
nem haszn¶alom fel a j-edik napi inform¶aci¶ot. A modell ugyanazt a k¶eszp¶enz-
mennyis¶eget javasolja rendelni k¶et nap m¶ulva akkor is, ha holnap a v¶artn¶al
(becsÄultn¶el) nagyobb ¶es akkor is, ha a v¶artn¶al (becsÄultn¶el) kisebb a t¶enyleges
k¶eszp¶enzforgalom.

Mivel ekkor minden dÄont¶esn¶el csak egy ¶el indul ki, ez¶ert l1 = l2 = ::: =
ln = 1, teh¶at a v¶altoz¶ok indexel¶es¶en¶el csak 1-esek szerepelnek, a k¶erd¶es csak
az, hogy h¶any. A v¶altoz¶ok indexe legyen ebben a fejezetben fjg1, ami azt
mutatja, hogy az indexben j darab 1-es van, teh¶at az j-edik napr¶ol van sz¶o.
Pl.: Cfjg1 jelÄoli az j-edik nap eleji k¶eszp¶enz¶allom¶anyt.

5A C v¶altoz¶okat ki lehetne fejezni az indul¶o k¶eszp¶enz¶allom¶any ¶es X , Y , D E ¶es f
v¶altoz¶ok seg¶³ts¶eg¶evel.
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5.1 Biztons¶agi korl¶at modellez¶ese el¶agaz¶asmentes prob-
l¶ema eset¶en

A bank¯¶okok nem tekinthetnek el att¶ol a t¶enyt}ol, hogy az el}orejelzett ¶ert¶ekek
bizonytalans¶agot hordoznak. A bank¯¶okok m}ukÄodtet¶ese (j¶o h¶³rneve) megkÄo-
veteli, hogy az Äugyfelek ig¶eny¶et nagy val¶osz¶³n}us¶eggel ki tudjuk el¶eg¶³teni.

A rendszerbe biztons¶agi tartal¶ek be¶ep¶³t¶es¶ere tÄobb lehet}os¶eg is rendelke-
z¶esre ¶all. Ezek kÄozÄul ¶en a kÄovetkez}o megfontol¶ast v¶alasztottam: a j-edik nap
eleji dÄont¶esem k¶et napra kihat. A rossz dÄont¶est csak a kÄovetkez}o nap elej¶en
lehet ¶ujabb rendel¶essel korrig¶alni, ami csak a kÄovetkez}o nap v¶egi sz¶all¶³t¶askor
¶erkezik meg, teh¶at t¶enyleges seg¶³ts¶eget csak plusz k¶et nap m¶ulva jelent. Ez¶ert
azt kÄovetelem meg, hogy a j-edik nap eleji dÄont¶esemmel nagy val¶osz¶³n}us¶eggel
a j + 1 nap v¶egi egyenleg m¶eg mindig pozit¶³v legyen. JelÄolje »j a j-edik napi
forgalmat le¶³r¶o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ot, »j+1 pedig a j + 1-edik napi forgalmat

le¶³r¶o val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ot. ¶ElÄunk a felt¶etelez¶essel, hogy »j ¶es »j+1 fÄuggetlen

egym¶ast¶ol. Norm¶alis eloszl¶as fel¶etelez¶ese eset¶en »j (f̂j ; ŝj) param¶eter}u, »j+1

pedig (f̂j+1; ŝj+1) param¶eter}u norm¶alis eloszl¶ast kÄovet.
A j + 1-edik nap v¶egi egyenleg:

Cfjg1 + »j + Xfjg1 ¡ Yfjg1 + »j+1 : (5)

Az (5) kifejez¶esnek nagy val¶osz¶³n}us¶eggel 0-n¶al nagyobbnak kell lennie. A
megb¶³zhat¶os¶agi szintnek 99,9%-ot v¶alasztottam. Egyr¶eszt a bank¯¶okok nem
futhatnak ki a k¶eszp¶enzb}ol gyakorlatilag soha sem, m¶asr¶eszt az is indokolja
a magas biztons¶agi szint v¶alaszt¶as¶at, hogy a sz¶or¶asok alulbecsÄultek. Mivel »j

¶es »j+1 is norm¶alis eloszl¶as¶u, ez¶ert az ÄosszegÄuk is az, (f̂j + f̂j+1;
q

ŝ2
j + ŝ2

j+1)

param¶eterekkel. Az (5) ¶atrendez¶es¶evel kapjuk a val¶osz¶³n}us¶egi korl¶atot:

P

µ
Cfjg1 + Xfjg1 ¡ Yfjg1 ¸ ¡»j ¡ »j+1

¶
¸ 0; 999 ; (6)

ahol P (:) az esem¶eny val¶osz¶³n}us¶eg¶et jelÄoli.
A (6) korl¶atot egyszer}ubb alakra hozhatjuk, ha mindk¶et oldalhoz hozz¶a-

adjuk f̂j = ffjg1 ¶ert¶eket, mert Cfj+1g1 = Cfjg1 + ffjg1 + Xfjg1 ¡ Yfjg1.
¶Igy

P

µ
Cfj+1g1 ¸ (¡»j + f̂j) ¡ »j+1

¶
¸ 0; 999 : (7)

A sztenderd norm¶alis eloszl¶as t¶abl¶azata szerint a Cfj+1g1-nek a (¡»j +
fj)¡»j+1 val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et 3,09 sz¶or¶assal kell meghalad-
nia. A line¶aris programoz¶asi feladatok eset¶en a kerek¶³tett 3 sz¶or¶assal fogok
dolgozni6.

A Student f¶ele t eloszl¶as eset¶en is 3 sz¶or¶asnyi biztons¶agi tartal¶ekkal sz¶amo-
lok. Term¶eszetesen a t eloszl¶as eset¶en ehhez m¶as val¶osz¶³n}us¶eg tarozik, mint

6A vizsg¶alt bank¯¶okok eset¶ere a sz¶or¶as al¶abecsÄult, ez¶ert 4, 5 vagy ak¶ar 6 sz¶or¶asnyi
tartal¶ek is indokolt lehetne.
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norm¶alis eloszl¶as eset¶en7. FÄuggetlen t eloszl¶asok Äosszeg¶ere nincs z¶art k¶eplet,
ez csak numerikusan hat¶arozhat¶o meg (l¶asd pl.: Walker ¶es Saw (1978)),
r¶aad¶asul minden egyes esetben ¶ujra kellene sz¶amolni.

A cikk f}o eredm¶enye a szcen¶ari¶os f¶as megkÄozel¶³t¶es Äosszehasonl¶³t¶asa a 'de-
terminisztikus' megkÄozel¶³t¶essel, ami m¶as biztons¶agi szint eset¶en is ¶ertelmez-
het}o. A megoldand¶o programoz¶asi feladatot ¶ugy kapjuk, ha a modell felt¶etelei
kÄoz¶e felvesszÄuk a j+1 nap v¶egi egyenlegre vonatkoz¶o val¶osz¶³n}us¶egi (8) korl¶atot8.

Cfj+1g1 ¸ ¡f̂j+1 + 3
q

ŝ2
j + ŝ2

j+1 : (8)

Amennyiben a j+1. nap el}orejelzett forgalma jelent}os be¯zet¶es a bank¯¶ok
sz¶am¶ara, akkor a (8) korl¶at egyenl}otelens¶eg form¶aj¶aban fog teljesÄulni, ami
logikus is, hiszen att¶ol, hogy holnap jelent}os be¯zet¶esre sz¶am¶³tok, a mai nap
v¶egi egyenleg nem lehet negat¶³v.

5.2 Az el¶agaz¶asmentes feladat numerikus eredm¶enyei

Az el}oz}o pontban le¶³rt programoz¶asi feladatot val¶os adatokon futattam, kÄu-
lÄonbÄoz}o hossz¶us¶ag¶u id}ohorizontra (n-re). A futtat¶ashoz ¶ert¶eket kell adni a
c1, c2, c3, c4, cint ¶es pmk param¶etereknek. A futtat¶asokat a cint = 0; 2,
c1 = c2 = 0; 3, c3 = c4 = 10000 ¶es a pmk = 200000 param¶eterekkel futtattam.
A nyit¶o k¶eszp¶enz ¶allom¶any minden esetben 30000 (ezer forint).

A line¶aris programoz¶asi feladatok megold¶as¶ahoz glpk nev}u megold¶ot hasz-
n¶altam. A glpk program a gnu szabad szoftverek licensze al¶a tartozik. A
programot Windows 2000 oper¶aci¶os rendszeren, 2,33 gigahertz ¶orajel}u ¶es 1,9
GB mem¶ori¶aval rendelkez}o g¶epen futattam.

A 3. t¶abl¶azat mutatja kÄulÄonbÄoz}o id}ohorizontra a modellezett ÄosszkÄolts¶eget,
a 4. t¶abl¶azat pedig azt mutatja, hogy h¶any esetben kerÄult k¶eszp¶enzzavarba a
bank¯¶ok.

Bank¯¶ok n = 9 n = 8 n = 7 n = 6 n = 5 n = 4 n = 3 n = 2

Fi¶ok 1 2 108 2 116 2 116 2 105 2 109 2 099 2 110 2 034
Fi¶ok 2 2 891 2 891 2 891 2 881 2 925 2 869 2 916 2 824
Fi¶ok 3 266 236 262 298 271 256 476 476
Fi¶ok 4 1 901 1 916 1 901 1 917 1 934 1 883 1 902 1 777
Fi¶ok 5 1 121 1 118 1 105 1 114 1 117 1 101 1 295 11 616
Fi¶ok 6 698 696 696 663 654 581 741 748

3. t¶abl¶azat. Az el¶agaz¶asmentes modellek kÄolts¶egei (negyed¶evre, ezer forintban)

A 3. t¶abl¶azat alapj¶an levonhatjuk azt a kÄovetkeztet¶est, hogy az opti-
maliz¶al¶asi horizont nÄovel¶ese (egy id}o ut¶an) nem csÄokkenti ¶erdemben az Äossz-
kÄolts¶eget. A t¶ul rÄovid optimaliz¶al¶asi id}ohorizont (n = 2, n¶eha n = 3) ellenben
probl¶em¶as lehet (l¶asd kÄulÄonÄosen az 5. ¯¶ok eset¶et). Fontos l¶atni, hogy ebben

7Szeml¶eltet¶esÄul: fÄuggetlen, azonos sz¶or¶as¶u, 6 szabads¶agfok¶u t eloszl¶asok eset¶en a 3,09
sz¶or¶ashoz 0,9976% biztons¶agi szint tartozik.

8Mivel mind norm¶alis, mind t eloszl¶as eset¶en a 3 sz¶or¶asnyi biztons¶agi szintet haszn¶alom,
¶³gy az eredm¶enyekben nem lesz kÄulÄonbs¶eg, de azt fontos hangs¶ulyozni, hogy t eloszl¶as eset¶en
ehhez a 3 sz¶or¶ashoz kisebb biztons¶agi szint tartozik.
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az esetben ¶un. le¯zet}o ¯¶okr¶ol van sz¶o. A ¯¶ok a felgyÄulemlett k¶eszp¶enzt
nem ¯zeti le, hanem a bank¯¶okban }orzi n = 1 optimaliz¶al¶asi horizont eset¶en.
Ez az¶ert van ¶³gy, mert a le¯zet¶eskor a p¶enz sz¶aml¶al¶as¶anak kÄolts¶ege nagyobb,
mint a kamatvesztes¶eg. A probl¶ema megold¶odik, ha nÄoveljÄuk az optimaliz¶al¶as
id}ohorizontj¶at, mert a felgyÄulemlett k¶eszp¶enzre tÄobb nap is felsz¶am¶³tjuk a ka-
matvesztes¶eget,¶³gy ez a hat¶as felÄul¶³rja az egyszer felsz¶amoland¶o p¶enzsz¶amol¶as
hat¶as¶at.

Bank¯¶ok n = 9 n = 8 n = 7 n = 6 n = 5 n = 4 n = 3 n = 2
Fi¶ok 1 0 0 0 0 0 0 0 0
Fi¶ok 2 0 0 0 0 0 0 0 0
Fi¶ok 3 0 0 0 0 0 0 0 0
Fi¶ok 4 0 0 0 0 0 0 0 0
Fi¶ok 5 7 4 8 5 7 7 2 0
Fi¶ok 6 2 2 2 2 2 2 1 0

4. t¶abl¶azat. Az el¶agaz¶asmentes modellek k¶eszp¶enzhi¶anyos napjainak sz¶ama

A 4. t¶abl¶azat azt mutatja, h¶any esetben kerÄult k¶eszp¶enzzavarba a bank¯¶ok.
¶Erdekes az 5. ¯¶ok esete. Ez a ¯¶ok ¶un. le¯zet}o ¯¶ok, teh¶at a felgyÄulemlett
k¶eszp¶enzt sz¶all¶³tja el az aut¶o. Ez a ¯¶ok ¶ugy kerÄul k¶eszp¶enzzavarba, hogy a
t¶enyleges ¶ert¶ek elt¶er az el}orejelzett ¶ert¶ekt}ol, ¶es a modell tÄobb p¶enz le¯zet¶es¶et
javasolja, mint amennyi a p¶enzt¶arban van.

Itt l¶atszik, hogy nagyon fontos a bank¯¶oki folyamatok meg¶ert¶ese ¶es pon-
tos modellez¶ese. Amikor a bank¯¶ok k¶eszp¶enzt rendel, el}ore meg kell mon-
dania a pontos Äosszeget, ezen v¶altoztatni nem lehet. Le¯zet¶eskor a helyzet
valamelyest rugalmasabb. A p¶enzsz¶all¶³t¶o aut¶o nyilv¶an nem tud tÄobb p¶enzt
elsz¶all¶³tani, mint amennyi a ¯¶okban van. KÄulÄonÄosen l¶enyeges, hogy meg kell-e
el}ore mondani, hogy mennyi p¶enzt sz¶all¶³t el az aut¶o, ¶es mi tÄort¶enik akkor, ha
elt¶er¶es mutatkozik az el}ore bejelentett}ol. Le¯zet¶eskor sokkal szerencs¶esebb
lenne, ha nem a modell ¶altal le¯zetni javasolt k¶eszp¶enzmennyis¶eghez iga-
zodn¶ank, hanem a t¶enyleges forgalom ismeret¶eben (vagy legal¶abbis pon-
tosabb ismeret¶eben, mint az optimaliz¶al¶askor ismert el}orejelz¶es) a modell
¶altal becsÄult z¶ar¶o ¶ert¶ekhez.

A 6. ¯¶ok eset¶eben viszont t¶enylegesen kifogyott a ¯¶ok a p¶enzb}ol, tÄobbszÄor
is. Itt nem volt el¶egs¶eges a biztons¶agi szint. Ez a ¯¶ok viszonylag kis forgalm¶u
¶es az ¶atlagos forgalomhoz k¶epest a sz¶or¶as nagyon jelent}os (30-szoros). Azon a
napon, amikor kifut a p¶enzb}ol, a t¶enyleges ¶ert¶ek a becsÄult ¶ert¶ekt}ol tÄobb mint
5 becsÄult sz¶or¶assal t¶er el. R¶aad¶asul p¶ar napon belÄul el}ofordul tÄobb 3 sz¶or¶asn¶al
nagyobb elt¶er¶es. Ilyen rendk¶³vÄuli esetekre nem lehet a modellt felk¶esz¶³teni.
Val¶osz¶³n}us¶³thet}o, hogy nem az el}ojelz¶es volt ennyire rossz, hanem rendk¶³vÄuli
esem¶eny ¶all a nagyfok¶u elt¶er¶es mÄogÄott (amit a bank¯¶ok el}ore tudott).

6 Sztochasztikus modellez¶es

KÄozismert t¶eny, hogy v¶eletlen folyamatok eset¶en a v¶arhat¶o ¶ert¶ekekkel v¶egzett
optimaliz¶aci¶o jelent}os m¶ert¶ekben elt¶erhet a sztochasztikus optimumt¶ol. Ebben
a fejezetben megvizsg¶alom, hogy a sztochasztikus modellek hogyan teljes¶³te-
nek a val¶os adatokon.
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Fontos k¶erd¶es, hogy a sztochasztikus modellez¶es kÄolts¶egel}onyt jelent-e az
el¶agaz¶asmentes fel¶³r¶ashoz k¶epest, hiszen minden nap, az aznapi dÄont¶es ut¶an
az elm¶ult napi t¶enyleges ¶ert¶ek ismeret¶eben ¶ujra futtatom a modellt. Az el-
s}o napi dÄont¶es pedig sztochasztikus modell eset¶en is azonos lesz az Äosszes
szcen¶ari¶ora.

6.1 Biztons¶agi korl¶at modellez¶ese sztochasztikus prob-
l¶ema eset¶en

Szcen¶ari¶o f¶ak eset¶en a biztons¶agi korl¶atot az el¶agaz¶asmentes esett}ol elt¶er}oen
kezelem. El¶agaz¶asmentes esetben a (8) k¶eplet azt fejezi ki, hogy a nap
v¶egi ¶allom¶any legyen megfelel}oen nagyobb a kÄovetkez}o napra v¶art forga-
lom ¶ert¶ek¶en¶el. Szcen¶ari¶o f¶ak eset¶en a nap v¶egi ¶allom¶any nem egy¶ertelm}u,
¶eppen ez a szcen¶ari¶o f¶ak l¶enyege. Ez¶ert ebben az esetben azt kÄovetelem meg,
hogy b¶armilyen ¶agon a nap v¶egi egyenleg nagy val¶osz¶³n}us¶eggel el¶eg legyen a
kÄovetkez}o (m¶asodik) napi forgalom kiegyenl¶³t¶es¶ehez. Ebben az esetben is a
3 sz¶or¶asnyi biztons¶agi tartal¶ekkal sz¶amolok, ami norm¶alis eloszl¶as eset¶en a
99,9% biztons¶agi szintnek felel meg, t eloszl¶as eset¶en pedig 99,5%-nak:

Ci1;i2;:::;ij;ij+1 ¸ ¡f̂j+1 + 3ŝj+1 ; (9)

ahol 1 · ij+1 · lj , ¶es f̂j+1 a j + 1. napra el}orejelzett forgalom, ŝj+1 pedig
ennek sz¶or¶asa.

6.2 Numerikus eredm¶enyek sztochasztikus modellekre

Els}o fontos megjegyz¶esÄunk, hogy sztochasztikus modellek eset¶en nagyon kÄony-
nyen el¶erjÄuk a megold¶o korl¶atait. Ezt szeml¶elteti az 5. t¶abl¶azat: egy adott
feladat megold¶asa h¶any m¶asodpercet vett ig¶enybe kÄulÄonbÄoz}o li ¶ert¶ekad¶asok
eset¶en.

Modell n = 9
2;2;2 0,0
2;2;2;2 0,1
2;2;2;2;2 20,1
4;4;4 0,1
4;4;4;1 > 400
4;2;1 0,1
4;2;1;1 1,2
4;2;1;1;1 92,5

5. t¶abl¶azat. A sztochasztikus modellek id}oig¶enye

Az 5. t¶abl¶azat ¶ert¶ekei alapj¶an l¶athat¶o, hogy a feladat megold¶as¶ahoz szÄuk-
s¶eges id}o exponenci¶alisan n}o a szcen¶ari¶o fa m¶eret¶evel, ami term¶eszetesen nem
meglep}o ¶es ismert is a szcen¶ari¶o f¶ak eset¶eben.

A 6. ¶es 8. t¶abl¶azatokban a n¶eh¶any kiv¶alasztott sztochasztikus modell fut¶asi
eredm¶enyeit kÄozlÄom norm¶alis eloszl¶as felt¶etelez¶ese eset¶en.
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Bank¯¶ok (2;2;2) (2;2;2;2) (4;4;4) (4;2;1) (4;2;1;1)
Fi¶ok 1 2 034 2 048 2 089 2 036 2 063
Fi¶ok 2 2 731 2 731 2 805 2 824 2 826
Fi¶ok 3 255 229 250 249 260
Fi¶ok 4 1 728 1 735 1 798 1 797 1 802
Fi¶ok 5 1 038 1 039 1 100 1 100 1 098
Fi¶ok 6 595 597 587 567 649

6. t¶abl¶azat. A sztochasztikus modellek kÄolts¶ege (negyed¶evre, ezer forintban)

norm¶alis eloszl¶as felt¶etelez¶ese eset¶en

A 6. t¶abl¶azat adataib¶ol a kÄovetkez}o kÄovetkeztet¶eseket lehet levonni: a
kÄulÄonbÄoz}o sztochasztikus modellek teljes¶³tm¶enye kÄozÄott egy¶ertelm}u domi-
nanci¶at fel¶all¶³tani nem lehet. Azt lehet mondani, hogy azok a modellek,
amikor az els}o nap csak 2-fele ¶agaztatunk, ¶atlagban jobban teljes¶³tenek, mint
azok, amikor 4-fele, de a kijelent¶es t¶avolr¶ol sem meggy}oz}o. Az id}ohorizont
nÄovel¶es¶enek itt sincs egy¶ertelm}uen kimutathat¶o pozit¶³v hat¶asa.

Az 1-4. ¯¶ok adatai alapj¶an a sztochasztikus modellek Äosszess¶eg¶eben job-
ban teljes¶³tenek, mint az el¶agaz¶asmentes modellek: a 4-9 napos el¶agaz¶asmen-
tes modellek ¶atlag¶an¶al a sztochasztikus modellek ¶atlaga az 1. ¯¶ok eset¶eben
2,6%-kal, a 2. ¯¶ok eset¶eben 3,7%-kal, a harmadik ¯¶ok eset¶eben 6,1%-kal, a 4.
¯¶ok eset¶eben pedig 7,2%-kal kisebb kÄolts¶eggel j¶ar az optimaliz¶aci¶o. Amennyi-
ben a 4 ¯¶ok kÄolts¶egeit ÄosszegezzÄuk, a csÄokken¶es 4,4%. Az 5. ¶es 6. ¯¶ok
eset¶en a kÄolts¶egek Äosszehasonl¶³t¶asa az¶ert nem szerencs¶es, mert itt kifutottak
a szÄuks¶eges k¶eszp¶enzb}ol, de itt is a sztochasztikus modellek teljes¶³tettek job-
ban, hasonl¶o m¶ert¶ekben. Az eredm¶enyeket k¶etf¶elek¶eppen is lehet ¶ertelmezni:
egyr¶eszt azt mondhatjuk, hogy nem jelent}os az el¶ert kÄolts¶egcsÄokken¶es, m¶as-
r¶eszt azt is lehet mondani, hogy ha egy bank a k¶eszp¶enzell¶at¶as ÄosszkÄolts¶eg¶et
4%-kal tudja csÄokkenteni, az sz¶am¶ara jelent}os eredm¶eny.

Bank¯¶ok kamat- aut¶o ¯x p¶enzsz¶amol¶as
kÄolts¶eg kÄolts¶ege kÄolts¶ege

Fi¶ok 1 (el¶agaz¶asmentes) 1 070 412 627
Fi¶ok 1 (sztochasztikus) 989 438 627
Fi¶ok 2 (el¶agaz¶asmentes) 1 552 442 898
Fi¶ok 2 (sztochasztikus) 1 366 526 891

Fi¶ok 3 (el¶agaz¶asmentes) 149 95 21
Fi¶ok 3 (sztochasztikus) 193 42 14
Fi¶ok 4 (el¶agaz¶asmentes) 1 241 273 394
Fi¶ok 4 (sztochasztikus) 1 038 346 388
Fi¶ok 5 (el¶agaz¶asmentes) 278 303 531
Fi¶ok 5 (sztochasztikus) 227 310 538
Fi¶ok 6 (el¶agaz¶asmentes) 337 213 114
Fi¶ok 6 (sztochasztikus) 353 158 88

7. t¶abl¶azat. Az el¶agaz¶asmentes ¶es sztochasztikus modellek kÄolts¶egÄosszetev}oi

(negyed¶evre, ezer forintban) norm¶alis eloszl¶as felt¶etelez¶ese eset¶en

¶Erdemes megvizsg¶alni, hogy mib}ol ad¶odik pontosan a sztochasztikus mo-
dellek alacsonyabb kÄolts¶egszintje. A vizsg¶alat elv¶egz¶es¶ehez az ÄosszkÄolts¶eget 3
Äosszetev}ore bontom: kamatra, az aut¶orendel¶es kÄolts¶eg¶ere ¶es a p¶enzfeldolgoz¶as
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kÄolts¶eg¶ere. E 3 Äosszetev}o ¶atlaga az el¶agaz¶asmentes ¶es sztochasztikus modellek
eset¶eben a 7. t¶abl¶azatban l¶athat¶o.

A 8. t¶abl¶azat adatai alapj¶an a kÄovetkez}o ÄosszefÄugg¶esekre lehetÄunk ¯gyel-
mesek: a p¶enzsz¶amol¶as kÄolts¶ege tekintet¶eben ¶altal¶aban nincs nagy kÄulÄonbs¶eg
az el¶agaz¶asmentes ¶es sztochasztikus modellek kÄozÄott. Ez az¶ert van ¶³gy, mert
a tiszt¶an le¯zet}o vagy felvev}o ¯¶okok eset¶en az ig¶enyelt vagy le¯zetett Äosszeg
nagys¶aga nem t¶er el csak az id}oz¶³t¶ese, ami Äosszess¶eg¶eben nem befoly¶asolja a
p¶enzsz¶aml¶al¶as kÄolts¶eg¶et. M¶as a helyzet a kÄozel Äonell¶at¶o ¯¶okok eset¶en. Az }o
esetÄukben (a 3. ¶es 6. ¯¶ok) mindk¶et ir¶anyban van k¶eszp¶enz¶araml¶as. E ¯¶okok
eset¶en a sztochasztikus modellek kevesebb k¶eszp¶enz¶araml¶ast produk¶altak,
ez¶ert kisebb a p¶enzfeldolgoz¶as kÄolts¶ege. Ha csak egyir¶any¶u k¶eszp¶enz¶araml¶as-
sal ¶allunk szemben, akkor csak a sz¶all¶³t¶asok nagys¶aga ¶es id}oz¶³t¶ese t¶erhet el.
Nincs egy¶ertelm}u k¶ep, de ¶ugy t}unik, hogy a sztochasztikus modellek tÄobbszÄor
rendelnek p¶enzsz¶all¶³t¶o aut¶ot kisebb Äosszegekre, ¶³gy nyernek a kamatkÄolts¶egen,
ami ellens¶ulyozza m¶eg a tÄobbszÄori sz¶all¶³t¶as megnÄovekedett ¯x kÄolts¶eg¶et is.

Bank¯¶ok (2;2;2) (2;2;2;2) (4;4;4) (4;2;1) (4;2;1;1)

Fi¶ok 1 0 0 0 0 0
Fi¶ok 2 0 0 0 0 0
Fi¶ok 3 0 0 0 0 0
Fi¶ok 4 0 0 0 0 8
Fi¶ok 5 16 13 7 7 8
Fi¶ok 6 3 3 1 1 1

8. t¶abl¶azat. A sztochasztikus modellek eset¶en a k¶eszp¶enzhi¶anyos napok

sz¶ama norm¶alis eloszl¶as felt¶etelez¶ese eset¶en

A 8. t¶abl¶azat v¶egezetÄul azt mutatja, hogy h¶any esetben kerÄul k¶eszp¶enz-
zavarba a bank. Az ¶ert¶ekek nagy vonalakban megegyeznek az el¶agaz¶asmentes
modell eset¶en tapasztaltakkal. ¶Ugy t}unik, hogy azok a modellek 'biztons¶a-
gosabbak' amikor az els}o nap 4-fele ¶agaztatunk. Ez logikus lehet abb¶ol a
szempontb¶ol, hogy a 4-fele ¶agaztat¶as valamivel nagyobb biztons¶agi szintet
eredm¶enyez, mint a 2-fele ¶agaztat¶as.

A modell futtat¶as¶at elv¶egeztem ¶ugy is, hogy nem norm¶alis eloszl¶ast, hanem
6 szabads¶agfok¶u t eloszl¶ast alkalmaztam (9. t¶abl¶azat). L¶athat¶o, hogy nincs
l¶enyegi kÄulÄonbs¶eg a norm¶alis ¶es t eloszl¶as felt¶etelez¶ese kÄozÄott. Ez a meg¶alla-
p¶³t¶as igaz a k¶eszp¶enzhi¶anyos napok sz¶am¶ara is. Fontos most is hangs¶ulyozni,
hogy az (elm¶eleti) biztons¶agi szint t eloszl¶as eset¶en valamivel kisebb, mint
norm¶alis eloszl¶as eset¶en.

Bank¯¶ok (2;2;2) (2;2;2;2) (4;4;4) (4;2;1) (4;2;1;1)
Fi¶ok 1 2 025 1 991 2 053 2 040 2 063
Fi¶ok 2 2 714 2 718 2 774 2 806 2 807
Fi¶ok 3 255 227 253 258 258
Fi¶ok 4 1 736 1 717 1 792 1 777 1 808
Fi¶ok 5 1 026 1 020 1 085 1 085 1 083
Fi¶ok 6 587 593 576 573 631

9. t¶abl¶azat. A sztochasztikus modellek kÄolts¶ege (negyed¶evre, ezer forintban)

6 szabads¶agfok¶u t eloszl¶as felt¶etelez¶ese eset¶en
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A tov¶abbiakban k¶et olyan modellt mutatok be, amelyek nem szoktak el}o-
fordulni a szakirodalomban. Az egyik a valut¶ak kezel¶ese, a m¶asik a bank¯¶okok
kÄozÄotti ¶atsz¶all¶³t¶as modellez¶ese.

7 TÄobb p¶enznem egyÄuttes kezel¶ese

Ebben a fejezetben ¶ugy b}ov¶³tem a modellt, hogy ¯gyelembe veszem, hogy
a bankok nem csak forint k¶eszlettel rendelkeznek, hanem valutak¶eszlettel is.
A modell k¶et valut¶at fog kezelni eur¶ot ¶es doll¶art. A biztons¶agi korl¶atokat
mindh¶arom p¶enznemre teljes¶³teni kell. A p¶enzsz¶all¶³t¶o aut¶o viszont tud tÄobb
valut¶at is hozni egyszerre, ¶es a fuvard¶³jat is csak egyszer kell ki¯zetni. K¶erd¶es,
hogy ebben a kÄornyezetben mekkora a kÄulÄonbs¶eg az el¶agaz¶asmentes ¶es a
sztochasztikus9 megkÄozel¶³t¶es optimuma kÄozÄott.

A feladat programoz¶asi modellj¶ehez a kÄovetkez}o jelÄol¶eseket kell bevezetni:
A p¶enznemet jobb fels}o indexben jelÄolÄom. P¶eld¶aul CFT

i1;i2;:::;ij
jelÄoli a vizsg¶alt

szcen¶ari¶o eset¶en a forint k¶eszlet j-edik napi z¶ar¶o ¶ert¶ek¶et, ahol i1; i2; :::; ij
jelÄoli az j-edik nap v¶eg¶eig bej¶art utak egyik¶et. Hasonl¶ok¶eppen CEU

i1;i2;:::;ij
az

eur¶o j-edik nap v¶egi ¶allom¶anya, CUS
i1;i2;:::;ij

pedig a doll¶ar j-edik nap v¶egi z¶ar¶o

¶ert¶eke. Hasonl¶oan XFT
i1;i2;:::;ij

, XEU
i1;i2;:::;ij

¶es XUS
i1;i2;:::;ij

jelÄoli a vizsg¶alt szce-
n¶ari¶o eset¶en az adott p¶enznem j.-edik napi rendelt ¶ert¶ek¶et, ahol i1; i2; :::; ij
jelÄoli az j-edik nap v¶eg¶eig bej¶art utak egyik¶et, Y v¶altoz¶ok pedig a kÄozpontba
besz¶all¶³tani k¶³v¶ant p¶enzmennyis¶eget jelÄolik. Di1;i2;:::;ij ¶es Ei1;i2;:::;ij v¶altoz¶ok
pedig a vizsg¶alt szcen¶ari¶o eset¶en a p¶enz ki- illetve besz¶all¶³t¶as t¶eny¶et le¶³r¶o
bine¶aris v¶altoz¶ok. A jelÄol¶esekb}ol is l¶athat¶o, hogy a p¶enzsz¶all¶³t¶o aut¶oval tÄobb
valut¶at is tudunk rendelni egyszerre (nincs fels}o indexe a v¶altoz¶oknak).

Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert a valut¶ak ¶allom¶any¶at is forint¶ert¶eken kezelem ¶es
a valut¶ak eset¶en is a forint¶ert¶ekhez hasonl¶o kÄolts¶egstrukt¶ur¶at t¶etelezek fel.

A probl¶ema line¶aris programoz¶asi feladatk¶ent val¶o fel¶³r¶asakor az (1) kor-
l¶atot minden p¶enznemre fel kell ¶³rni, p¶eld¶aul forint eset¶en az al¶abbi alakot
Äolti:

CF T
i1;i2;:::;ij

+ fFT
i1;i2;:::;ij ;ij+1

+ XFT
i1;i2;:::;ij

¡ Y F T
i1;i2;:::;ij

= CF T
i1;i2;:::;ij;ij+1

;

ahol 1 · ij+1 · lj . A ¯x kÄolts¶eget modellez}o (2) ¶es (3) korl¶atok pedig az
al¶abbi m¶odon v¶altoznak:

XF T
i1;i2;:::;ij

+ XEU
i1;i2;:::;ij

+ XUS
i1;i2;:::;ij

· pmkDi1;i2;:::;ij ;

illetve
Y F T

i1;i2;:::;ij
+ Y EU

i1;i2;:::;ij
+ Y US

i1;i2;:::;ij
· pmkEi1;i2;:::;ij

:

Valut¶ak ¯gyelembev¶etele eset¶en a (4) c¶elfÄuggv¶eny m¶odosul, mert nem csak
a forint ¶allom¶anyra, hanem az eur¶o ¶es a doll¶ar ¶allom¶anyra is kell kamatveszte-
s¶eget sz¶amolni. Term¶eszetesen mindh¶arom p¶enznemre van sz¶amol¶asi kÄolts¶eg
is.

9Mivel az el}oz}o pontban l¶attuk, hogy nincs l¶enyeges elt¶er¶es a norm¶alis ¶es t eloszl¶as
felt¶etelez¶ese kÄozÄott, a sz¶am¶³t¶asokat csak norm¶alis eloszl¶asra mutatom be.
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Costi1;i2;:::;ij
=

= c1X
F T
i1;i2;:::;ij

+ c2Y
F T
i1;i2;:::;ij

+

ljX

k=1

cint

lj
CFT

i1;i2;:::;ij;k +

= c1X
EU
i1;i2;:::;ij + c2Y

EU
i1;i2;:::;ij

+

ljX

k=1

cint

lj
CEU

i1;i2;:::;ij ;k +

= c1X
US
i1;i2;:::;ij

+ c2Y
US
i1;i2;:::;ij

+

ljX

k=1

cint

lj
CUS

i1;i2;:::;ij;k +

+ c3Di1;i2;:::;ij + c4Ei1;i2;:::;ij ;

(10)

7.1 El¶agaz¶asmentes modellez¶es valut¶ak ¯gyelembev¶etele
eset¶en

Valut¶ak ¯gyelembev¶etelekor ¶ujfent el}oszÄor az el¶agaz¶asmentes modellt vizs-
g¶alom, amikor a szcen¶ari¶o f¶aban nincs el¶agaz¶as. Ekkor minden p¶enznemre
teljesÄulnie kell a (8) korl¶atnak, amely p¶eld¶aul forint eset¶en a

CF T
fi+1g1 ¸ f̂FT

i+1 + 3
q

(ŝFT
i )2 + (ŝFT

i+1)
2

alakot Äolti.

Numerikus eredm¶enyek

A valutaforgalomra m¶ultbeli adat nem ¶allt rendelkez¶esre, ez¶ert egy szeml¶el-
tet}o megold¶ast v¶alasztottam: mivel a valuta forgalom jelent}osen elmarad a
forint forgalom mellett ez¶ert a 3. ¯¶ok forgalm¶at tekintettem az eur¶o forga-
lomnak, a 6. ¯¶ok forgalm¶at pedig a doll¶ar forgalomnak. Az 1., 2., 4. ¶es
5. ¯¶ok forgalm¶at pedig n¶egy kÄulÄonbÄoz}o forint forgalomnak. Jelen esetben
id}ohorizontnak az n = 3 ¶ert¶ekkel sz¶amoltam csak. A 10. t¶abl¶azat mutatja a
cs¶usz¶oablakos technik¶aval sz¶amolt kÄolts¶eget.

Bank¯¶ok n = 3
Fi¶ok 1 2 852
Fi¶ok 2 3 650
Fi¶ok 4 2 668
Fi¶ok 5 2 200

10. t¶abl¶azat. Az el¶agaz¶asmentes modell kÄolts¶ege

valut¶ak ¯gyelembev¶etel¶evel (negyed¶evre, ezer forintban)

7.2 Sztochasztikus modellez¶es valut¶ak ¯gyelembev¶etele
eset¶en

Valut¶ak ¯gyelembev¶etele eset¶en is az a k¶erd¶es, hogy ha szcen¶ari¶o f¶akkal
modellezem a val¶os folyamatokat, akkor jobb eredm¶enyt kapok-e mint ha
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az el¶agaz¶asmentes megkÄozel¶³t¶est v¶alasztom. A k¶erd¶es most is az¶ert merÄul fel,
mert a cs¶usz¶oablakos technika miatt mindennap ¶ujrasz¶amolom a modellt.

A biztons¶agi korl¶atot modellez}o (9) korl¶atnak most is minden p¶enznemre
teljesÄulnie kell. Forint eset¶en p¶eld¶aul az al¶abbi alakot Äolti:

CF T
i1;i2;:::;ij;ij+1

¸ ¡f̂FT
j+1 + 3ŝFT

j+1 :

Numerikus eredm¶enyek

Sztochasztikus modellez¶es eset¶en a kÄovetkez}o m¶odon j¶artam el: az els}o napon
minden p¶enznem eset¶en k¶et lehets¶eges forgalmat felt¶eteleztem. Mivel Äosszesen
3 p¶enznem van, ez 8 lehets¶eges szcen¶ari¶o. A m¶asodik napot is bevontam a
modellez¶esbe, de tov¶abbi el¶agaz¶assal nem dolgoztam, mert meghaladta volna
a probl¶ema a megoldhat¶os¶ag hat¶ar¶at. A n¶egy bank¯¶okra a a sztochasztikus
modell kÄolts¶egeit a 11. t¶abl¶azat mutatja. A t¶abl¶azatban szerepel, hogy a
sztochasztikus modell eset¶en az ÄosszkÄolts¶eg h¶any sz¶azal¶ekkal kisebb, mint az
el¶agaz¶asmentes modell eset¶en.

Bank¯¶ok
Sztochasztikus

modell
kÄolts¶egv¶altoz¶as

(%)
Fi¶ok 1 2 563 -10,1
Fi¶ok 2 3 325 -8,9
Fi¶ok 4 2 383 -10,7
Fi¶ok 5 1 864 -15,3

11. t¶abl¶azat. A sztochasztikus modell kÄolts¶ege valut¶ak

¯gyelembev¶etel¶evel (negyed¶evre, ezer forintban)

A sztochasztikus modellez¶es a valut¶ak ¯gyelembev¶etel¶evel az egy p¶enznem
kezel¶es¶ehez k¶epest nagyobb m¶ert¶ekben csÄokkenti a kÄolts¶egeket. Mivel a 6.
¯¶ok forgalma j¶atssza a doll¶ar szerep¶et, ez¶ert ebben az esetben is kifutunk a
k¶eszletb}ol.

8 Bank¯¶okok kÄozÄotti ¶atsz¶all¶³t¶as

Ebben a fejezetben a bank¯¶okok kÄozÄotti ¶atsz¶all¶³t¶ast vizsg¶alom. Amennyi-
ben lehets¶eges, c¶elszer}u ¶ugy megszervezni a k¶eszp¶enzsz¶all¶³t¶ast, hogy az egyik
bank¯¶ok kÄozvetlenÄul egy m¶asik bank¯¶oknak sz¶all¶³tson. ¶Igy k¶et fuvar helyett
csak 1-et kell ¯zetni. Ebben az esetben a p¶enzsz¶all¶³t¶o c¶eg nem is dolgozza fel
a p¶enzt, csak sz¶all¶³tja, ¶³gy a p¶enzfeldolgoz¶as d¶³j¶at is meg lehet takar¶³tani10. A
modellez¶es sor¶an ezekkel a felt¶etelez¶esekkel ¶elek. Term¶eszetesen a bank¯¶okba
sz¶all¶³tott k¶eszp¶enz mennyis¶ege nem ¯x Äosszeg, hanem az aznapi forgalom
fÄuggv¶enye, ez¶ert a bank¯¶ok biztons¶agos m}ukÄod¶ese kÄulÄonÄosen kritikus ebben
az esetben.

Bank¯¶okok kÄozÄotti ¶atsz¶all¶³t¶asok modellez¶es¶en¶el a megold¶o m¶eret¶et meg-
haladn¶a a sztochasztikus modellez¶es, ez¶ert csak el¶agaz¶asmentes modellel vizs-
g¶altam a probl¶em¶at. C, X, Y , D ¶es E v¶altoz¶ok jelent¶ese ugyanaz, mint eddig.

10Ilyen esetekben term¶eszetesen a bank¯¶okoknak van tÄobblet munk¶ajuk, amennyiben ez
sz¶amottev}o kÄolts¶eggel j¶ar, modellezni kell.
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A v¶altoz¶ok fels}o indexe, a bank¯¶okra utal. Ezen v¶altoz¶ok mellett szÄuks¶egesek
m¶eg az ¶atsz¶all¶³t¶asokat le¶³r¶o v¶altoz¶ok. Legyen B egy indexhalmaz, ami a
lehets¶eges ¶atsz¶all¶³t¶asi ir¶anyokat tartalmazza. XbY egy ¶atsz¶all¶³t¶as eset¶en a
p¶enzmennyis¶eget jelÄoli, ahol az ir¶anyt b index jelÄoli. Term¶eszetesen b 2 B.
Minden ¶atsz¶all¶³t¶ashoz ki kell ¯zetni az aut¶o ¯x kÄolts¶eg¶et (de csak azt), teh¶at
XbY v¶altoz¶okhoz DbE bine¶aris v¶altoz¶ot is be kell vezetni a ¯x kÄolts¶egek
modellez¶es¶ehez. JelÄolje tov¶abb¶a fB azoknak az ¶atsz¶all¶³t¶asi ir¶anyoknak a
halmaz¶at, amikor az ¶atsz¶all¶³t¶as az f -edik ¯¶okb¶ol tÄort¶enik valamelyik m¶asik
¯¶okba. JelÄolje hasonl¶oan Bf azon ¶atsz¶all¶³t¶asi ir¶anyok halmaz¶at, amikor
valamelyik m¶asik ¯¶okb¶ol az f-edik ¯¶okba sz¶all¶³tanak ¶at k¶eszp¶enzt.

A bevezetett jelÄol¶esekkel fel tudjuk ¶³rni a szÄuks¶eges korl¶atokat: nap v¶egi
egyenleg:

Ck
fjg1 + ffjg1 + Xk

fjg1 +
X

b2Bf

XbYfjg1 ¡ Y k
fjg1 ¡

X

b2fB

XbYfjg1 = Ck
fj+1g1 ;

ahol 1 · j · n ¶es k 2 K, ahol K a bank¯¶okok halmaza.
Fix kÄolts¶egek modellez¶ese:

Xk
fjg1 · pmkDk

fjg1 ;

Y k
fjg1 · pmkEj

fjg1 ;

¶es
XbYfjg1 · pmkDbEfjg1 ;

ahol k 2 K ¶es b 2 B.
Biztons¶agi korl¶at szÄuks¶eges m¶ert¶eke

Ck
fj+1g1 ¸ ¡f̂k

j+1 + 3
q¡

ŝk
j

¢2
+

¡
ŝk
j+1

¢2
; (11)

ahol k 2 K. Az j-edik napon a c¶elfÄuggv¶eny ¶ert¶eke:

Costfjg1 =
X

k2K

³
cintC

k
fj+1g1 + c1X

k
fjg1 + c2Y

k
fjg1 + c3D

k
fjg1 + c4E

k
fjg1

´
+

+
X

b2B

c3DbEfjg1 :

Numerikus eredm¶enyek

Az ¶atsz¶all¶³t¶asi feladat megold¶as¶at a rendelkez¶esre ¶all¶o 6 bank¯¶ok p¶eld¶aj¶an
mutatom be. A bank¯¶okok kÄozÄotti ¶atsz¶all¶³t¶ast nem engedem meg mindenhon-
nan mindenhova, csak ahol ¶ertelmes: olyan bank¯¶okokb¶ol ahol felhalmoz¶odik
a k¶eszp¶enz olyan bank¯¶okokba, ¶alland¶o k¶eszp¶enzsz¶all¶³t¶asi ig¶eny l¶ep fel. Az
¶atsz¶all¶³t¶asok a kÄovetkez}o viszonylatokban lehets¶egesek: 3. ¶es 5. ¯¶okb¶ol az 1.,
2., 4. ¶es 6. ¯¶okba.

A modellt maximum n = 4 eset¶en tudtam futtatni bel¶athat¶o id}on belÄul.
Az n = 4 esetben a cs¶usz¶oablakos technika eset¶en a modellezett ÄosszkÄolts¶eg
7 531 ezer forint. Ez az Äosszeg 15%-kal alacsonyabb, mint a 6 ¯¶ok egyedi
kÄolts¶egeinek Äosszege.
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9 ÄOsszefoglal¶as

Ebben a cikkben banki k¶eszp¶enz-optimalit¶asi probl¶em¶akat vizsg¶altam, ¶es a
k¶eszp¶enz-optimaliz¶al¶asi probl¶em¶at line¶aris programoz¶asi feladatk¶ent ¶³rtam
fel, melyet a glpk nev}u szabad szoftverrel oldottam meg. A modellez¶es sor¶an
bebizonyosodott, hogy a probl¶ema kezelhet}o line¶aris programoz¶asi feladat-
k¶ent. Az is bebizonyosodott, hogy m¶eg cs¶usz¶oablakos technika eset¶en is
¶erdemes sztochasztikus modellekben gondolkodni. A cikkben szcen¶ari¶o f¶as
megkÄozel¶³t¶est alkalmaztam, melynek sor¶an az optimaliz¶al¶asi horizont csÄokken,
mert a programoz¶asi feladat m¶erete exponenci¶alisan n}o az el¶agaz¶asok sz¶am¶a-
val. A cikkben megmutattam azt is, hogy line¶aris programoz¶asi feladatok
seg¶³ts¶eg¶evel kezelhet}o a szok¶asost¶ol elt¶er}o probl¶ema is, mint p¶eld¶aul a va-
lut¶ak ¯gyelembev¶etele, vagy a bank¯¶okok kÄozÄotti ¶atsz¶all¶³t¶as modellez¶ese.

KÄoszÄonetnyilv¶an¶³t¶as

Ez¶uton szeretn¶em megkÄoszÄonni De¶ak Istv¶annak ¶es Kov¶acs Erzs¶ebetnek a
hasznos javaslatait. Szeretn¶em megkÄoszÄonni k¶et ismeretlen lektorom tan¶acsait
is. Szint¶en szeretn¶em megkÄoszÄonni ¶Agoston Andre¶anak ¶es Forg¶o Ferencnek
is a k¶ezirat tÄobbszÄori ¶atolvas¶as¶at. Term¶eszetesen az esetleges hib¶ak¶ert az
eny¶em a felel}oss¶eg.
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CASH FLOW MANAGEMENT WITH GLPK SOFTWARE

In recent years both operational research and quantitative ¯nance have paid much
attention to cash management issues. In this paper we present a cash management
study which is based on real world data and uses a mixed integer linear program-
ming (MILP) model as the main tool. In the paper we compare deterministic
and stochastic approaches. The classical cash management problem is extended
in two ways: we considered the possibility of bank o±ces keeping more than one
currency and also investigated the opportunity of cash transports between bank
o±ces. The MILP problem was solved with glpk (GNU Linear Programming Kit),
a free software. The reader can also get a feel of how to use this solver.
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A H¶AZASS¶AGOK V¶ARHAT¶O TARTAMA ¶ES T¶UL¶EL¶ESE1

FARAG¶O MIKL¶OS
KÄozponti Statisztikai Hivatal

H¶any ¶ev van m¶eg h¶atra v¶arhat¶oan egy h¶azass¶agb¶ol, ha ismert a h¶azast¶arsak
kora, ¶es h¶any ¶evvel ¶eli t¶ul majd egyikÄuk a m¶asikat, felt¶eve, hogy megÄozvegyÄul,
vagy h¶any ¶evig ¶elnek v¶arhat¶oan a v¶al¶as ut¶an? A h¶azass¶agokb¶ol h¶atral¶ev}o
tartam ¶es a h¶azass¶ag megsz}un¶es¶et kÄovet}o ¶elettartam v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et a szerz}o
tudom¶asa szerint a h¶azasfelek kor¶anak k¶etv¶altoz¶os fÄuggv¶enyek¶ent m¶eg nem
vizsg¶alt¶ak. A cikk ezekre adja meg a formul¶akat, r¶aad¶asul kÄulÄonbÄoz}o megsz}u-
n¶esi okonk¶ent is, ¶es elemzi az eredm¶enyeket a magyar n¶epess¶egre vonatkoz¶oan,
n¶egy ¶evtizedig visszamen}oen.

Bevezet¶es

A cikk eredete egy |az Äozvegyek v¶arhat¶o ¶elettartam¶ara ir¶anyul¶o| k¶erd¶esfel-
vet¶es volt, melynek kÄozvetlen ¶altal¶anos¶³t¶asak¶ent ad¶odott a kÄulÄonbÄoz}o csal¶adi
¶allapot¶u n¶epess¶eg haland¶os¶agi t¶abl¶ainak el}o¶all¶³t¶asa. Ebb}ol egy¶altal¶an nem
kÄozvetlenÄul t¶amadt az Äotlet: meghat¶arozni a h¶azass¶agok h¶atral¶ev}o v¶arhat¶o
tartam¶at, esetleg a h¶azass¶ag ,,kimenetel¶enek" (v¶al¶as, hal¶aloz¶as) fÄuggv¶eny¶eben.
E c¶elra m¶ar h¶azasp¶arokra vonatkoz¶o statisztik¶akra volt szÄuks¶eg. A k¶et prob-
l¶ema megoldhat¶os¶ag¶anak meg¶allap¶³t¶asa ut¶an ¶es m¶odszertan¶anak kifejleszt¶ese
kÄozben m¶ar term¶eszetesen vet}odÄott fel a h¶azass¶ag ut¶ani ¶elet vizsg¶alata, azaz a
t¶ul¶el¶es (a h¶azass¶ag¶e) v¶arhat¶o tartam¶anak kisz¶am¶³t¶asa. Itt is ¶ertelmesnek t}unt
megkÄulÄonbÄoztetni egym¶ast¶ol a h¶azass¶agot kÄovet}o csal¶adi ¶allapotokat (elv¶alt,
Äozvegy). A cikk a fentieknek megfelel}oen h¶arom fejezetb}ol ¶all, mindegyik a
sz¶am¶³t¶asi m¶odszer bemutat¶as¶aval kezd}odik, majd ezt kÄoveti az eredm¶enyek
elemz¶ese.

1. A csal¶adi ¶allapot szerinti rÄovid¶³tett haland¶os¶agi t¶abl¶ak m¶odszertana
megegyezik a KSH-ban haszn¶alatossal, azzal a kÄulÄonbs¶eggel, hogy speci¶alisan
az egyes csal¶adi ¶allapotokban ¶el}ok n¶epess¶eg- ¶es hal¶aloz¶asi sz¶amait haszn¶alja
a hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}us¶egek ¶es ezeken keresztÄul a t¶abla egy¶eb elemeinek, ¶³gy
a v¶arhat¶o ¶elettartam becsl¶es¶ere.

2. A h¶azass¶agtartamok kisz¶am¶³t¶as¶at az tette lehet}ov¶e, hogy a n¶epsz¶am-
l¶al¶asok ¶eveire |¶es csak akkorra| vonatkoz¶oan rendelkez¶esre ¶allnak a h¶azas-
p¶arok kor(p¶ar)fÄugg}o l¶etsz¶am-, hal¶aloz¶asi ¶es v¶al¶asi adatai. Ez a fejezet a
kÄovetkez}o k¶erd¶esre ad v¶alaszt: adott egy (x; y) kor¶u h¶azasp¶ar (x a f¶erj kora,
y a feles¶eg¶e) ismeretlen sz¶am¶u h¶azass¶agban eltÄoltÄott ¶ev ut¶an, v¶arhat¶oan h¶any
¶ev van m¶eg h¶atra a h¶azass¶agukb¶ol, felt¶eve, hogy elv¶alnak vagy felt¶eve, hogy

1Be¶erkezett: 2010. szeptember 28. E-mail: faragomik@t-online.hu.
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a f¶erj vagy a feles¶eg meghal, vagy nem felt¶eve semmit, azaz ilyenkor az is-
mertetett h¶arom ok kÄozÄul a ,,legkor¶abbi" miatt ¶er v¶eget a h¶azass¶ag.

3. A ,,T¶ul¶el¶es" c. fejezet egyr¶eszt azt t¶argyalja, hogy a ,,most" (x; y)
kor¶u h¶azasp¶ar egyik tagja v¶arhat¶oan h¶any ¶evvel ¶eli (majd) t¶ul a h¶azass¶agot,
ism¶et felt¶eve, hogy elv¶alnak, vagy felt¶eve, hogy a m¶asik meghal, vagy nem
felt¶eve semmit. Ezzel egyben el}o¶all az (x; y) kor¶u h¶azasp¶ar adott csal¶adi
¶allapot¶u (Äozvegy vagy elv¶alt) ¶es nem}u t¶ul¶el}oj¶enek a v¶arhat¶o teljes h¶atral¶ev}o
¶elettartama, ez ugyanis a h¶azass¶agb¶ol m¶eg v¶arhat¶oan h¶atral¶ev}o tartam ¶es a
t¶ul¶el¶esi tartam Äosszege. Kisz¶am¶³tjuk p¶eld¶aul, hogy egy (x; y) kor¶u h¶azasp¶arb¶ol
a f¶erjnek mennyi a h¶atral¶ev}o v¶arhat¶o ¶elettartama, felt¶eve, hogy }o fog meg-
ÄozvegyÄulni (vagy elv¶alnak, vagy nem felt¶eve semmit, azaz hogy e k¶et ok
b¶armelyike vet v¶eget a h¶azass¶agnak).

A 2. ¶es 3. fejezetre, azaz a h¶azass¶agok v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o tartam¶anak,
valamint a v¶arhat¶o t¶ul¶el¶esi tartamoknak { mint k¶etv¶altoz¶os fÄuggv¶enyeknek {
kisz¶am¶³t¶as¶ara eredeti m¶odszert fejlesztettÄunk ki.

Sz¶am¶³t¶asaink az ¶un. ,,peri¶odus-t¶abla" m¶odszer¶en alapulnak. Az alapgon-
dolat, hogy ti. egy popul¶aci¶o adott { ¶altal¶aban egy vagy k¶et napt¶ari ¶eves
{ id}ointervallumra, az ¶un. peri¶odusra vonatkoz¶o ar¶anysz¶amait kivet¶³tik a
jÄov}ore, r¶eg¶ota elterjedt a demogr¶a¯¶aban: klasszikusan a haland¶os¶agi t¶abl¶ak
¶ertelmez¶ese is ezzel a felt¶etelez¶essel tÄort¶enik. Ezzel a m¶odszerrel sz¶am¶³tj¶ak
ki a teljes term¶ekenys¶egi r¶at¶akat (Total Fertility Rate), l¶asd Pl. Farag¶o
(2011), vagy az eg¶eszs¶egesen v¶arhat¶o ¶elettartamokat is (Healthy Life Years).
A m¶odszer gondolatmenete h¶arom l¶ep¶esb}ol ¶all. El}oszÄor a val¶odi popul¶aci¶or¶ol
szerzett statisztikai adatokb¶ol egy f}ore es}o korfÄugg}o ar¶anysz¶amokat k¶epeznek
(hal¶aloz¶asi, szÄul¶esi, v¶al¶asi stb.), majd ezeket val¶osz¶³n}us¶egekbe transzform¶alj¶ak.
Ezut¶an elk¶epzelnek egy ,,kiindul¶o" rÄogz¶³tett l¶etsz¶am¶u ¯kt¶³v kohorszot, pl.
egyid}oben szÄuletett ¶ujszÄulÄotteket vagy 15 ¶eves n}oket, akikre ¶erv¶enyesnek te-
kintik a k¶epzett val¶osz¶³n}us¶egeket. E n¶epess¶egen, az ¶un. t¶abla popul¶aci¶on,
mely ezekkel a val¶osz¶³n}us¶egekkel ¶el, hal, szÄul, v¶alik stb., kÄulÄonbÄoz}o kÄonnyen
v¶egrehajthat¶o sz¶am¶³t¶asokat v¶egeznek. V¶egÄul az eredm¶enyeket (v¶arhat¶o ¶elet-
tartam, egy any¶ara es}o v¶arhat¶o szÄulet¶essz¶am stb. becsl¶esei) ¶erv¶enyesnek te-
kintik az eredeti, a val¶odi n¶epess¶egre, de tov¶abbra is azzal a felt¶etelez¶essel,
hogy a peri¶odus r¶at¶ai a n¶epess¶eg h¶atral¶ev}o ,,¶elete" sor¶an ¶erv¶enyben marad-
nak. Ez nyilv¶an soha nem teljesÄul, a r¶at¶ak ¶evente v¶altoznak, ez¶ert kell pl.
a haland¶os¶agi t¶abl¶akat ¶evente ¶ujra elk¶esz¶³teni. A t¶abla-m¶odszer l¶enyege,
hogy egy pillanatnyi ¶allapot tulajdons¶againak ,,kimerev¶³t¶ese" mellett k¶esz¶³t
becsl¶eseket a jÄov}ore vonatkoz¶oan. Azonban val¶oj¶aban a pillanatnyi helyzetet
jellemzi. A 2. fejezet n¶ovuma az, hogy a kohorszok h¶azasp¶arokb¶ol ¶allnak.

KÄulÄonbÄoz}o csal¶adi ¶allapotokban eltÄoltÄott v¶arhat¶o ¶elettartamok kisz¶am¶³-
t¶as¶anak adekv¶at matematikai modellje lehetne az ¶un. ,,tÄobb¶allapot¶u t¶abla
modell" (multistate table): az 1. ¶abra ir¶any¶³tott gr¶afj¶anak szÄogpontjai (a
dobozok) egy szem¶ely csal¶adi ¶allapotainak, az ir¶any¶³tott ¶elek a lehets¶eges
¶atmeneteknek felelnek meg. Ut¶obbiak cimk¶ei az ¶atmenet val¶osz¶³n}us¶egei,
melyek a peri¶odusban szerzett statisztikai adatokb¶ol sz¶armazn¶anak. Egy
adott kor¶u szem¶ely adott ¶allapotb¶ol kiindul¶o v¶eletlen bolyong¶asa ¶all el}o,
ha az ¶atmeneti val¶osz¶³n}us¶egek szerinti sorsol¶as eredm¶enyek¶ent l¶ep minden
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Äutemben valamely kimen}o ¶elre. ¶Eves Äutemeket v¶eve az ¶atl¶ep¶es el}ott x ¶eves
szem¶ely x + 1 ¶evesen ¶erkezik meg az ¶uj dobozba { vagy marad helyben, ha
hurok¶elre l¶epett. MegjegyezzÄuk, hogy az i ¶allapotb¶ol a j-be tÄort¶en}o ¶atmenet
val¶osz¶³n}us¶egei a legprimit¶³vebb modell eset¶eben sem konstansok, legal¶abbis
id}ofÄugg}oek, pontosan: az ¶elre r¶al¶ep}o kor¶at¶ol fÄuggenek. Ezut¶an nem neh¶ez
kisz¶amolni az egyes ¶allapotokban eltÄoltÄott v¶arhat¶o id}otartamokat, a kiin-
dul¶o x(0) kor ¶es s(0) ¶allapot fÄuggv¶enyek¶ent. (A legegyszer}ubb Monte Carlo-
m¶odszerrel, tetsz}oleges pontoss¶aggal becsÄulni.) Az egyetlen neh¶ezs¶eget az
adekv¶at ¶atmeneti val¶osz¶³n}us¶egek meg¶allap¶³t¶asa okozza. A tapasztalatok sze-
rint ugyanis egy ¶atmenet val¶osz¶³n}us¶ege a bolyong¶as eg¶esz el}otÄort¶enet¶et}ol fÄugg,
azaz att¶ol, hogy a bolyong¶o megel}oz}oen mely csal¶adi ¶allapot¶aba h¶any ¶eves
kor¶aban l¶epett be ¶es meddig tart¶ozkodott ott (teh¶at a bolyong¶as nem Markov-
folyamat). Egy v¶al¶as val¶osz¶³n}us¶ege fÄugg a h¶azass¶agb¶ol m¶ar eltelt id}ot}ol,
de egy m¶asodik vagy harmadik v¶al¶as vagy megÄozvegyÄul¶es val¶osz¶³n}us¶ege is
kÄulÄonbÄozik az els}o¶et}ol. (Az ¶abr¶an v jelÄoli az ¶atl¶ep¶es el}ott a bolyong¶o ¶altal
betÄoltÄott ¶allapotok v¶altoz¶o hossz¶us¶ag¶u id}osor¶at.) Azonban ilyen m¶elys¶eg}u ¶es
mennyis¶eg}u statisztikai adat begy}ujt¶ese igen kÄolts¶eges, ez¶ert a tÄobb¶allapot¶u
modell alkalmaz¶as¶ar¶ol lemondunk. Az 1. ¶abr¶anak megfelel}o tÄobb¶allapot¶u mo-
dell alapj¶an Willekens ¶es szerz}ot¶arsai (1982) sz¶am¶³tottak v¶arhat¶oan eltÄoltÄott
tartamokat az egyes ¶allapotokban, azonban csak korfÄugg}o { ¶es nem m¶ultfÄugg}o
{ ¶atmeneti val¶osz¶³n}us¶egek alkalmaz¶as¶aval. Egy Äosszefoglal¶o m}u a tÄobb¶allapot¶u
t¶abla modellekr}ol: Key¯tz ¶es szerz}ot¶arsai (2005).

1. ¶abra
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Maradunk teh¶at a ,,sima" haland¶os¶agi t¶abla modelln¶el (illetve a 2. ¶es 3.
fejezetben annak h¶azasp¶arokra tÄort¶en}o ¶altal¶anos¶³t¶as¶an¶al), amely esetÄunkben,
a kÄulÄonbÄoz}o csal¶adi ¶allapotban eltÄoltÄott v¶arhat¶o ¶elettartamok kisz¶am¶³t¶asakor
azzal a megszor¶³t¶o felt¶etellel j¶ar, hogy ez a csal¶adi ¶allapot a vizsg¶alt szem¶ely
hal¶al¶aig v¶altozatlanul fennmarad. Azaz felt¶etelezzÄuk, hogy a hajadon, a
n}otlen, az elv¶alt ¶es az Äozvegy nem h¶azasodik meg (¶ujra), a h¶azas nem v¶alik el.
Ez ¶ugy ¶ertelmezend}o, hogy a sz¶am¶³tott eredm¶enyek csak ilyen ,,¶eletp¶aly¶aj¶u",
azaz az ¶allapot¶aban (hajadon, Äozvegy stb.) megmarad¶o szem¶elyekre ¶erv¶e-
nyesek.

El}orebocs¶atjuk, hogy a sz¶am¶³t¶asokban minden esetben demogr¶a¯ai jel-
leg}u ar¶anysz¶amokb¶ol becsÄuljÄuk el}oszÄor a val¶osz¶³n}us¶egeket, majd ezekb}ol a
kÄulÄonbÄoz}o tartamok v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et. EltekintÄunk a kÄozvetlen val¶osz¶³n}us¶egek
r¶eszletes elemz¶es¶et}ol, ¯gyelmÄunket ink¶abb az ¶att¶etelesebb v¶arhat¶o tartamokat
vizsg¶alat¶anak szenteljÄuk. Mint l¶atni foguk, ezek ¶ertelmez¶ese { Äosszetett mi-
voltuk miatt { gyakran nem nyilv¶anval¶o. M¶ar a legegyszer}ubb, a rÄogz¶³tett
korhoz tartoz¶o v¶arhat¶o ¶elettartam maga is az adott { ¶es az ann¶al magasabb {
¶eletkorokhoz tartoz¶o hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}us¶egeknek egyfajta ,,ÄosszegÄongyÄol¶ese".
A sz¶amszer}u eredm¶enyek r¶eszletes vizsg¶alata helyett ink¶abb ¶altal¶anos meg-
¶allap¶³t¶asokat teszÄunk, ugyanakkor megk¶³s¶ereljÄuk felt¶arni a bels}o ÄosszefÄugg¶e-
seket ¶es a meglep}onek t}un}o jelens¶egek okait.

Input-output

A haland¶os¶agi t¶abl¶ak sz¶am¶³t¶asa egy z¶art n¶epess¶egnek valamely rÄogz¶³tett meg-
¯gyel¶esi id}ointervallumban { a peri¶odusban { bekÄovetkezett hal¶aloz¶asi ese-
m¶enyein alapul. K¶etfajta n¶epess¶eget vizsg¶alunk: kÄulÄonbÄoz}o csal¶adi ¶allapot¶u
szem¶elyek¶et, valamint h¶azasp¶arok¶et. Mindk¶et esetben a legkisebb el}ofordul¶o
¶eletkor 20 ¶ev. A korcsoportokhoz tartoz¶o kis esetsz¶amok (szem¶elyek ¶es h¶azas-
p¶arok korfÄugg}o l¶etsz¶ama, korfÄugg}o hal¶aloz¶asi ¶es v¶al¶asi sz¶amok) miatt c¶elszer}u
volt k¶et¶eves peri¶odusokat v¶alasztani a szok¶asos egy¶eves helyett. Sz¶am¶³t¶asa-
inkban h¶azasp¶arok eset¶en a peri¶odus: 1969{1970, 1979{1980, 1989{1990 ¶es
2000{2001, azaz a legut¶obbi n¶epsz¶aml¶al¶asi ¶es az azokat megel}oz}o napt¶ari
¶evek. Szem¶elyek eset¶en a fentieken k¶³vÄul m¶eg a 2006{2007 intervallum is,
melynek adatai a 2001. ¶evi n¶epsz¶aml¶al¶as tov¶abbvezetett ¶ert¶ekekei. Elemz¶e-
seket az id}osorokon k¶³vÄul csak a legutols¶o, azaz a 2000{2001 ¶es 2006{2007
peri¶odusokra v¶egzÄunk.

JelÄol¶esek

A tanulm¶any kÄonnyebb ¶attekinthet}os¶ege ¶erdek¶eben a jelÄol¶esek nagyobb r¶esz¶et
itt, a tÄobbit pedig a megfelel}o fejezetekben ismertetjÄuk:

{ f , n : f¶er¯, n}o
{ x: a szem¶ely betÄoltÄott kora (eg¶esz ¶ev)
{ hx;mi: a szem¶ely korcsoportja: a kora az [x; x + m) intervallumba esik
{ (x; y): a h¶azasp¶ar kora: a f¶erj kora x ¶ev, a feles¶eg kora y ¶ev
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{ hx; y;mi: a h¶azasp¶ar korcsoportja, ahol a f¶erj, ill. feles¶eg kora rendre
[x; x + m)-be, illetve [y; y + m)-be esik, speci¶alisan a legfels}o korcsoport-
ban, azaz m = 1 eset¶en hx;mi, illetve hx; y; mi az x-n¶el nem ¯atalabb
szem¶elyeket, illetve az (x; y)-n¶al nem ¯atalabb p¶arokat jelÄoli

{ a csal¶adi ¶allapotok jelei: zf: n}otlen; zn: hajadon; hf : h¶azas f¶er¯; hn:
h¶azas n}o; vf : elv¶alt f¶er¯; vn: elv¶alt n}o; of : Äozvegy f¶er¯; on: Äozvegy n}o.

Az al¶abbi jelÄol¶esekben, ha egy jel az s indexet tartalmazza ,,s csal¶adi
¶allapotban" jelent¶essel, akkor a jel az s-t elhagyva is ¶ertelmezend}o: ,,b¶armely
csal¶adi ¶allapotban" jelent¶essel:

{ k: a peri¶odus hossza (¶ev)
{ mP s

x : az s csal¶adi ¶allapot¶u hx;mi korcsoport¶uak sz¶ama a vizsg¶alt n¶e-
pess¶egben a peri¶odus kÄozep¶en

{ mPx;y: az hx; y; mi korcsoport¶u h¶azasp¶arok sz¶ama a peri¶odus kÄozep¶en
{ mDs

x: azon hx;mi korcsoport¶uak sz¶ama, akik a peri¶odusban az s csal¶adi
¶allapotban halnak meg.

{ H¶azass¶agmegsz}un¶esi okok: a) elemi okok: v: v¶al¶as; f : a f¶erj hal¶ala; n:
a feles¶eg hal¶ala; b) Äosszetett okok: h: hal¶al, azaz b¶armelyik h¶azast¶ars hal¶ala;
b: b¶armely ok, azaz v¶al¶as vagy b¶armelyik h¶azast¶ars hal¶ala

{ mDv
x;y; mDf

x;y; mDn
x;y; mDh

x;y; mDb
x;y: a peri¶odusban az egyes vizsg¶alt

okok miatt megsz}unt h¶azass¶agok sz¶ama az hx; y;mi korcsoportban.
{ A megsz}un¶esi okok halmaza: C = fv; f; n; h; bg. ¶Ertelemszer}uen teljesÄul

mDh
x;y = mDf

x;y + mDn
x;y ; mDb

x;y = mDv
x;y + mDh

x;y :

Term¶eszetesen fenn¶all mDhf
x =

P
y Df

x;y ¶es mDhn
x =

P
y Dn

x;y is. (A h¶azas
f¶er¯ak hal¶aloz¶asi esetsz¶ama egyenl}o a f¶erj hal¶al¶aval v¶egz}od}o h¶azass¶ag-meg-
sz}un¶esek¶evel.)

{ mMs
x: az hx; mi korcsoport¶u szem¶ely hal¶aloz¶asi r¶at¶aja az s csal¶adi

¶allapotban
{ mMc

x;y: az hx; y;mi korcsoport¶u h¶azasp¶ar h¶azass¶ag¶anak c 2 C ok¶u
megsz}un¶esi r¶at¶aja

{ mqs
x: a s csal¶adi ¶allapotban az x + m ¶eves ¶eletkor el}ott bekÄovetkezett

hal¶aloz¶as val¶osz¶³n}us¶ege, felt¶eve az x ¶eves ¶eletkor el¶er¶es¶et az s csal¶adi ¶allapotban
{ mqc

x;y: annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy egy (x; y) kor¶u h¶azasp¶ar h¶azass¶aga
m ¶even belÄul c okb¶ol megsz}unik

{ mps
x = 1¡mqs

x: a szem¶ely x+m ¶eves ¶eletkora el¶er¶es¶enek val¶osz¶³n}us¶ege az
s csal¶adi ¶allapotban, felt¶eve az x ¶eves ¶eletkor el¶er¶es¶et az s csal¶adi ¶allapotban.

{ xps
20 = 5p

s
20 ¢ 5p

s
25 ¢ . . . ¢ 5p

s
x¡5: az 5-tel oszthat¶o x ¶eves kor el¶er¶es¶enek

val¶osz¶³n}us¶ege, a kezdeti 20 ¶eves kort¶ol az s ¶allapotban folyamatosan meg-
maradva,

{ lsx = 100000xps
20: a tov¶abb¶el}ok, azaz a kezdeti ls20 = 100000 sz¶am¶u s

¶allapot¶u 20 ¶eves szem¶elyb}ol { az s csal¶adi ¶allapotot nem elhagyva { az x ¶eves
kort el¶er}ok v¶arhat¶o sz¶ama.

A tov¶abb¶el}o h¶azasp¶arok (vagy ,,megmarad¶o h¶azass¶agok") sz¶am¶anak el}o-
¶all¶³t¶as¶ahoz feltesszÄuk, hogy az (x; 20) ¶es (20; y) kor¶u h¶azasp¶arok indul¶o l¶et-
sz¶amai:
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{ lx;20 = l20;y = 100000, (x; y = 20; 25; . . . ; 85), azaz a ¯atalabbik f¶el 20
¶eves

{ lx+t;y+t: a tov¶abb¶el}o (x; y) kor¶u h¶azasp¶arok v¶arhat¶o sz¶ama, min (x; y) =
20

{ mLs
x: A kezdeti 100000 s csal¶adi ¶allapot¶u szem¶ely ¶altal az hx; mi kor-

csoportban, azaz x; . . . ; x+ m¡ 1 ¶evesen Äosszesen meg¶elt ember¶evek v¶arhat¶o
sz¶ama az s csal¶adi ¶allapotban

{ mLc
x;y: az indul¶o 100000 h¶azasp¶ar ¶altal a c 2 C okb¶ol megsz}un}o h¶azas-

s¶agok sor¶an meg¶elt h¶azasp¶ar¶evek v¶arhat¶o sz¶ama az hx; y;mi korcsoportban
{ es

x: az x kor¶u szem¶ely v¶arhat¶o ¶elettartama |v¶egig| az s csal¶adi
¶allapotban

{ ¿ c
x;y: egy (x; y) kor¶u h¶azasp¶ar c 2 C okb¶ol megsz}un}o h¶azass¶ag¶anak

v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o tartama.

1 Csal¶adi ¶allapott¶ol fÄugg}o haland¶os¶agi t¶abl¶ak

A rÄovid¶³tett (korcsoportos) haland¶os¶agi t¶abl¶ak el}o¶all¶³t¶as¶anak m¶odszereit egy
1956-os ENSZ-k¶ezikÄonyv szab¶alyozza. Az algoritmus r¶eszletes le¶³r¶asa meg-
tal¶alhat¶o Chiang (1968) kÄonyv¶eben. A KSH is ezt haszn¶alja a rÄovid¶³tett
haland¶os¶agi t¶abl¶ak sz¶am¶³t¶as¶ara, l¶asd Radn¶oti (2003) . Mi is ezeket az ismert
formul¶akat alkalmazzuk az al¶abbiakban kÄulÄon-kÄulÄon, az egyes |s-sel jelÄolt|
csal¶adi ¶allapotokra, fels}o indexben jelÄolve ezeket.

Az egyes s-sel jelÄolt csal¶adi ¶allapotokban l¶ev}ok 5qs
x hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}us¶ege

az [x; x+5) korintervallumban vett, azaz Äot ¶even belÄul bekÄovetkezett hal¶aleset
val¶osz¶³n}us¶eg¶et jelenti, m¶³g es

x az x ¶eves korban v¶arhat¶o ¶elettartamot jelÄoli,
ahol x = 20; 25; . . . ; 85. Az emberi ¶elet v¶egess¶eg¶et felt¶etelezve, a utols¶o,
[85; 1) intervallumra el}o¶³rjuk, hogy 1qs

85 = 1. Az s csal¶adi ¶allapotban a
hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}us¶eg becsl¶ese a hal¶aloz¶asi sz¶amokb¶ol:

mqs
x = m

mMs
x

1 + m=2mMs
x

;

ahol a hal¶aloz¶asi r¶ata: mMs
x = mDs

x=(kmP s
x). A kezdeti ls20 = 100000

sz¶am¶u s ¶allapot¶u szem¶elyb}ol s ¶allapotban tov¶abb¶el}ok sz¶ama ¶³gy gener¶alhat¶o
m ¶evenk¶ent: lsx+m = lsx(1¡mqs

x), amint az lsx ¶es mqs
x de¯n¶³ci¶oj¶ab¶ol kÄovetkezik

(l¶asd a JelÄol¶eseket). Az x ¶eves kort el¶er}ok ¶altal ¶ujabb m ¶ev alatt meg¶elt em-
ber¶evek v¶arhat¶o sz¶ama:

mLs
x =

m

2
(lsx + lsx+m) ;

id}oben line¶aris fogy¶ast felt¶etelezve x ¶es x + m kÄozÄott (x + m · 85).
Egy kiv¶etellel m = 5 ¶eves korcsoportokat haszn¶alunk: [20; 25), [25; 30),

. . ., [80; 85), [85; 1). A [85; 1) intervallumban a t¶ul¶el}ok sz¶am¶at exponenci¶alis
eloszl¶as¶unak felt¶etelezve 1Ms

85 param¶eterrel, azaz felt¶eve, hogy a t¶ul¶el}ok sz¶a-
ma ¶evr}ol ¶evre egy konstans h¶anyad¶aval, 1=1Ms

85 r¶esz¶evel csÄokken, bel¶athat¶o,
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hogy az ls85 sz¶am¶u 85 ¶eves ¶altal meg¶elt ember¶evek v¶arhat¶o sz¶ama a tov¶abbi-
akban, ¶eletÄuk folyam¶an:

1L5
85 = L5

85=1Ms
85 :

A fentiekkel az x ¶eves korban v¶arhat¶o ¶elettartam az irodalomb¶ol ismert:

es
x =

1

lsx

85¡xX

im=0

mLs
x+im i 2 IN ; (1)

ahol m (az utols¶o korcsoport miatt) i-t}ol fÄugg.

2006{2007. ¶evi eredm¶enyek

A 30 ¶evesn¶el ¯atalabb Äozvegyek ¶es elv¶altak hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}us¶egei { a kis
esetsz¶am miatt { bizonytalanok. Ez kÄulÄonÄosen szembet}un}o a 2. ¶abra Äozvegy
f¶er¯ gÄorb¶einek alakul¶as¶aban.

A 2. ¶abr¶an, valamint az 1. t¶abl¶azatban felt}un}o az Äozvegy n}ok ¶es a n}otlen
f¶er¯ak kedvez}o poz¶³ci¶oja mind a hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}us¶egek, mind a v¶arhat¶o
¶elettartamok szerinti rangsorban, tov¶abb¶a, hogy j¶o h¶azasnak lenni (amennyi-
ben j¶o ¶elni) ¶es rossz elv¶altnak. Ut¶obbi a 65 ¶evesn¶el ¯atalabb f¶er¯akra nem
¶erv¶enyes.

2. ¶abra Hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}us¶egek 5 ¶even belÄul ¶es v¶arhat¶o ¶elettartamok csal¶adi ¶allapot szerint
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¶Eletkor N}otlen Hajadon H¶azas ÄOzvegy Elv¶alt F¶er¯ N}o
(¶ev) f¶er¯ n}o f¶er¯ n}o f¶er¯ n}o
20 44,6 54,5 53,0 60,7 35,8 54,5 43,9 54,8 49,7 57,5
25 39,7 49,6 48,1 55,8 39,3 49,5 38,9 49,8 44,9 52,6
30 34,9 44,7 43,2 50,9 34,3 45,0 34,1 44,9 40,1 47,6
35 30,2 39,8 38,4 46,0 29,8 40,6 29,5 40,1 35,4 42,8
40 25,8 35,1 33,6 41,1 25,5 36,1 25,0 35,3 30,8 38,0
45 22,0 30,8 29,1 36,4 21,7 31,8 21,1 30,8 26,5 33,3
50 18,9 26,7 24,9 31,9 18,5 27,7 17,6 26,6 22,7 29,0
55 16,3 23,0 21,0 27,6 15,7 23,9 14,8 22,5 19,3 24,7
60 14,3 19,3 17,5 23,4 13,2 20,0 12,3 18,5 16,1 20,6
65 12,5 16,0 14,2 19,3 11,0 16,3 10,0 14,7 13,2 16,7
70 10,8 12,7 11,2 15,5 9,0 12,7 7,9 11,1 10,5 12,9
75 9,3 9,6 8,5 11,9 6,9 9,3 6,1 7,8 7,9 9,4
80 7,7 6,8 6,1 8,8 5,0 6,2 4,3 5,0 5,6 6,3
85 5,9 4,2 3,7 6,3 3,0 3,3 2,6 2,2 3,3 3,4

1. t¶abl¶azat. V¶arhat¶o ¶elettartamok (es
x) csal¶adi ¶allapot szerint

Az 2. ¶abra szerint a n}otlen f¶er¯ak hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}us¶egei 75 ¶ev fÄolÄott
m¶eg a h¶azas f¶er¯ak ¶ert¶ekein¶el is kedvez}obbek (kisebbek), v¶arhat¶o ¶elettarta-
muk 80 ¶ev felett pedig a h¶azas n}ok kiv¶etel¶evel mindenkin¶el hosszabb (a jobb
oldali ¶abra).

Id}osorok

Az 1989{1990-es ¶evek a h¶azas n}ok kiv¶etel¶evel minden csal¶adi ¶allapotban ¶es
minden korcsoportban kedvez}otlenek voltak a hal¶aloz¶asok szempontj¶ab¶ol.
Ennek megfelel}oen az 1989{1990-es peri¶odusb¶ol sz¶am¶³tott v¶arhat¶o ¶elettar-
tamok minimumot vesznek fel |a h¶azas n}ok¶et}ol eltekintve| minden csal¶adi
¶allapotban ¶es ¶eletkorban (3. ¶abra).

3. ¶abra. V¶arhat¶o ¶elettartamok csal¶adi ¶allapot szerint 25 ¶es 50 ¶eves korban (es
25 ¶es es

50)
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2 H¶azass¶agtartam

Ebben a fejezetben a h¶azass¶agb¶ol h¶atral¶ev}o tartam v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et megad¶o
formul¶akat dolgozzuk ki kÄulÄonbÄoz}o ,,majdani" c kimenetelek eset¶en. A gon-
dolatmenet hasonl¶³tani fog az 1. fejezetben le¶³rtakhoz. Az anal¶ogia ugyanis
akÄozÄott, hogy ti. v¶arhat¶olag ,,meddig ¶el egy (adott kor¶u) ember" ¶es hogy
,,meddig ¶el egy h¶azass¶ag", ¶³gy ragadhat¶o meg: Az ¶el}o szem¶elyek kohorsz¶anak
fogy¶as¶at, azaz a lx, lx+m, lx+2m, . . . sorozat csÄokken¶es¶et (ebb}ol sz¶am¶³tjuk a
v¶arhat¶o ¶elettartamot), az egyetlen ,,kil¶ep¶esi" lehet}os¶eg (az ¶elet ¶allapot¶ab¶ol)
val¶osz¶³n}us¶egei hat¶arozz¶ak meg, a hal¶al¶e. A h¶azasp¶arok kohorsz¶anak l¶etsz¶am-
csÄokken¶es¶et h¶arom elemi kil¶ep¶esi lehet}os¶eg (a h¶azass¶ag ¶allapot¶ab¶ol ) valame-
lyike id¶ezi el}o: a f¶erj hal¶ala, a feles¶eg¶e vagy v¶al¶as. Tov¶abb¶a tekinthet}ok
az ezekb}ol el}o¶all¶³that¶o Äosszetett okok is, pl. a hal¶al (b¶armelyik f¶el¶e) vagy a
,,b¶armely okb¶ol" tÄort¶en}o megsz}un¶es. Az ut¶obbi matematikai modellje azonos
az egy¶en v¶arhat¶o ¶elettartam¶a¶eval (eltekintve att¶ol, hogy itt h¶azasp¶arok ko-
horsz¶at¶ol van sz¶o), hiszen a ,,b¶armely ok"-on k¶³vÄul nincs m¶as alternat¶³va a
kil¶ep¶esre a h¶azass¶agb¶ol, ahogy az ¶eletb}ol is egyetlen van. A kil¶ep¶esi okok
Äosszet¶etele ¶³gy ¶abr¶azolhat¶o:

JelÄolje ¿ c
x;y az (x; y) kor¶u h¶azasp¶ar (az els}o sz¶am mindig a f¶er¯ kora) c

okb¶ol v¶egz}od}o h¶azass¶ag¶ab¶ol m¶eg h¶atral¶ev}o id}o v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et. Jelent¶ese
pontosan: a c esem¶eny (pl. a f¶erj hal¶ala) bekÄovetkezt¶eig eltelt id}o { mint
val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o { v¶arhat¶o ¶ert¶eke, felt¶eve, hogy c kÄovetkezik be legko-
r¶abban a lehets¶eges kimenetelek kÄozÄul. Kiv¶etel, ha c = ,,b¶armely ok": ekkor
a h¶arom elemi kimenetel kÄozÄul a legkor¶abbi id}opontj¶aig eltelt id}o v¶arhat¶o
¶ert¶eke.

Az eredm¶enyek meg¶ert¶es¶ehez l¶atni kell, hogy egy Äosszetett kimenetelhez
tartoz¶o v¶arhat¶o ¶ert¶ek mindig kisebb vagy egyenl}o, mint az Äosszetev}ok¶e. P¶el-
d¶aul egy adott kor¶u h¶azasp¶ar felt¶etelezetten hal¶alesettel v¶egz}od}o h¶azass¶a-
g¶ab¶ol h¶atral¶ev}o v¶arhat¶o tartam nem nagyobb, mint a f¶erj (vagy a feles¶eg)
hal¶al¶aval v¶egz}od}o h¶azass¶agb¶ol v¶arhat¶oan h¶atral¶ev}o. Ugyanis az Äosszetett
okhoz tartoz¶o v¶arhat¶o ¶ert¶ek val¶oj¶aban az Äosszetev}o esem¶enyek kÄozÄul mindig
a legkor¶abbi bekÄovetkez¶esig eltelt id}o v¶arhat¶o ¶ert¶eke. Ez pedig nem nagyobb,
mint az Äosszetev}ok kÄulÄon-kÄulÄon sz¶am¶³tott v¶arhat¶o ¶ert¶ekei:

E(min(»1; »2; . . . ; »N)) · min(E(»1);E(»2); . . . ; E(»N )) ;

kÄovetkezv¶en az integr¶al monotonit¶as¶ab¶ol.
A m¶odszertan most is ,,rÄovid¶³tett" jelleg}u, a v¶arhat¶o tartamok 20, 25,

. . ., 85 ¶eves h¶azast¶arsakra ¶erv¶enyesek. A kÄozbens}o ¶ert¶ekek interpol¶aci¶oval
el}o¶all¶³that¶ok. A tov¶abbiakban, ha h¶azass¶agokr¶ol lesz sz¶o, akkor a k¶epletekben
a h¶azast¶arsak kora, x ¶es y egym¶ast¶ol fÄuggetlenÄul befutja a korintervallumok
kezd}opontjait, azaz f20; 25; . . . ; 85g-t, ezt kÄulÄon nem jelÄoljÄuk.

A megmarad¶o h¶azass¶agok v¶arhat¶o sz¶ama az egyes kohorszokban a kiin-
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dul¶o l¶etsz¶amb¶ol, mely

lcx;20 = lc20;y = 100000 ; c 2 C = fv; f; n; h; bg ;

az ¶eletkor nÄoveked¶es¶evel az al¶abbi k¶eplet szerint fogy, a c megsz}un¶esi ok {
v¶al¶as, a f¶erj hal¶ala, a feles¶eg hal¶ala, valamelyikÄuk hal¶ala vagy b¶armely ok {
valamelyike miatt:

lcx+m;y+m = lcx;y(1 ¡ mqc
x;y) :

A k¶epletbeli mqc
x;y-nak, azaz a h¶azass¶ag c okb¶ol val¶o megsz}un¶esi val¶osz¶³n}us¶e-

g¶enek becsl¶ese:

mqc
x;y = m

mMc
x;y

1 + m=2mMc
x;y

;

ahol a megsz}un¶esi r¶ata:

mMc
x;y =

1

k

mDc
x;y=k

mPx;y + mDc
x;y=2

:

Az mMc
x;y-t el}o¶all¶³t¶o formula magyar¶azata a tÄobbszÄorÄos kil¶ep¶es}u t¶abl¶ak (mul-

tiple decrement tables) elm¶elete alapj¶an a kÄovetkez}o. Felt¶etelezzÄuk a kil¶ep¶esi
okok (kÄozel) fÄuggetlens¶eg¶et, valamint a kil¶ep¶esek peri¶oduson belÄuli egyenle-
tess¶eg¶et. Ekkor p¶eld¶aul v¶al¶as (c = v) eset¶en a m¶asik k¶et okb¶ol bekÄovetkezett
megsz}un¶esek fele esik a v¶al¶as ,,el¶e", illetve ,,mÄog¶e", ez¶ert a m¶asodik nevez}o:

m
~Px;y ¡ mDf

x;y=2 ¡ mDn
x;y=2 ;

ahol m
~Px;y a peri¶odus eleji n¶epess¶eg. Mivel azonban

m
~Px;y = mPx;y + (mDv

x;y + mDf
x;y + mDn

x;y)=2 ;

behelyettes¶³t¶essel el}o¶all a formula c = v-re.
Az Äosszetett kimenetelek megsz}un¶esi r¶at¶aja is ¶³gy ¶all el}o, haszn¶alva az

al¶abbi azonoss¶agokat:

mDh
x;y = mDf

x;y + mDn
x;y ; mDb

x;y = mDv
x;y + mDf

x;y :

Az Ic
x;y sz¶am¶u c 2 C okb¶ol megsz}un}o (x; y) kor¶u tov¶abb¶el}o h¶azasp¶ar ¶altal

meg¶elt h¶azasp¶ar¶evek v¶arhat¶o sz¶ama m ¶ev alatt:

mLc
x;y =

m

2

¡
lcx;y + lcx+m;y+m

¢
(x; y = 20; 25; . . . ; 80) ;

az utols¶o korcsoportokban pedig a kÄovetkez}o elj¶ar¶ast kÄovetjÄuk. Itt is fel-
tesszÄuk, hogy az utols¶o korcsoportokban, azaz max(x; y) = 85 eset¶en a ko-
horszok lcx;y c 2 C l¶etsz¶ama exponenci¶alis eloszl¶as¶u, param¶etere a korcsoport-
beli hal¶aloz¶asi r¶ata, 1Mc

x;y. Ekkor a h¶azasp¶ar¶evek v¶arhat¶o sz¶ama az utols¶o
korcsoportban:

mLc
85;y =

lc85;y

15M
c
85;y

¶es mLc
x;85 =

lcx;85

15M
c
x;85

:
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Ezekkel pedig egy (x; y) kor¶u h¶azasp¶ar c okb¶ol megsz}un}o h¶azass¶ag¶anak v¶ar-
hat¶o h¶atral¶ev}o tartama az el}oz}o fejezetben le¶³rtakkal anal¶og m¶odon:

¿ c
x;y =

1

lcx;y

85¡max(x;y)X

im=0

mLc
x+im;y+im ; (i 2 IN) ; (2)

ahol m az utols¶o korcsoport miatt i-t}ol fÄugg. A fenti k¶eplet azonosan ¶at¶³rhat¶o
a kÄovetkez}o alakba:

¿ c
x;y =

85¡max(x;y)X

im=0

impc
x;y ¢ mqc

x+im;y+im ¢ im ; (20)

ahol impc
x;y annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy a c kohorsz (x; y) kor¶u h¶azasp¶ar¶anak

h¶azass¶aga im ¶even ¶at fennmarad. Ezt az alakot alkalmazzuk majd a v¶arhat¶o
t¶ul¶el¶es formul¶aj¶aban.

Eredm¶enyek (2000-2001)

A tov¶abbiakban korkÄulÄonbs¶egen x ¡ y-t ¶ertjÄuk, teh¶at pozit¶³v korkÄulÄonbs¶eg
mindig id}osebb f¶erjet jelent. A 2. t¶abl¶azat tartalmazza a h¶azass¶agok v¶arhat¶o
h¶atral¶ev}o tartamait, a f¶erj hal¶al¶at felt¶etelezve. Terjedelmi okok miatt nem
kÄozÄoljÄuk a m¶asik n¶egy kil¶ep¶esi okhoz tartoz¶o t¶abl¶azatot. A t¶abl¶azatokon az
,,id}o jobbra lefel¶e m¶ulik". A 4.¶abra 5 ¶evvel ¯atalabb feles¶eg eset¶en ¶abr¶azolja
a kÄulÄonbÄoz}o kimenetelek val¶osz¶³n}us¶egeit, illetve az egyes kimenetelek eset¶en
a v¶arhat¶o tartamokat. A jobb oldali ¶abr¶an a ,,f¶erj hal¶ala gÄorbe" a 2. t¶abl¶azat
f}o¶atl¶oj¶aval p¶arhuzamos egyenesen elhelyezked}o cell¶ak ¶ert¶ekeit tartalmazza. A
bal oldali ¶abra ,,pillanatnyi", azaz az adott korhoz tartoz¶o ¶ert¶ekeket mutat, a
jobb oldali azonban az adott kort¶ol ,,jobbra" elhelyezked}o kumul¶alt ¶ert¶ekeket,
melyek ¶epp a bal oldali ¶abra ¶ert¶ekeib}ol sz¶armaznak.

² A 2. t¶abl¶azatbeli, a f¶erj hal¶al¶ara vonatkoz¶o ¶ert¶ekek nem sokkal ha-
ladj¶ak meg { legfeljebb 3 ¶evvel, ha a f¶erj az id}osebb {, a b¶armelyik
h¶azast¶ars hal¶al¶ara vonatkoz¶oakat. A feles¶eg hal¶al¶ara vonatkoz¶o ¶ert¶ekek
ann¶al jobban: 10{20 ¶evvel. A 4. ¶abra jobb oldali gra¯konja is ezt
mutatja speci¶alis esetben, 5 ¶evvel id}osebb f¶erjekn¶el. Ez egyszer}uen
azt a t¶eny jelzi, hogy a f¶erj hal¶ala j¶oval el}obb kÄovetkezik be, mint
a feles¶eg¶e, teh¶at els}odleges a hat¶asa a b¶armelyik h¶azast¶ars hal¶al¶ara
vonatkoz¶o ¶ert¶ekekre (l¶asd az Äosszetett kimenetelek term¶eszet¶evel kap-
csolatos kor¶abbi meg¶allap¶³t¶ast).

² Hasonl¶oan, a b¶armely okb¶ol v¶egz}od}o h¶azass¶agokra vonatkoz¶o ¶ert¶ekek
nem sokkal t¶ernek el a b¶armelyik h¶azast¶ars hal¶al¶ara vonatkoz¶okt¶ol, leg-
al¶abbis, ha a f¶erj az id}osebb, ¶es mindketten legal¶abb 40 ¶evesek: legfel-
jebb 3 ¶evvel. A v¶al¶asi adatokt¶ol val¶o elt¶er¶es ellenben 20 ¶ev fÄolÄotti. Ez
azt jelenti, hogy a h¶atral¶ev}o v¶arhat¶o tartamot ebben a tartom¶anyban
els}odlegesen a ,,hal¶aleset szabja ki", a v¶al¶asnak kicsi a szerepe.
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2. t¶abl¶azat. A h¶azass¶ag v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o tartama a h¶azast¶arsak ¶eletkora szerint, a f¶erj
hal¶al¶at felt¶etelezve, 2000{2001

4. ¶abra. A h¶azass¶ag megsz}un¶es¶enek 5 ¶even belÄuli val¶osz¶³n}us¶ege ¶es v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o tartama
megsz}un¶esi okok szerint, 5 ¶evvel ¯atalabb feles¶eg eset¶en, 2000-2001

A bal oldali ¶abr¶ar¶ol az al¶abbiak olvashat¶ok le:

² A ,,b¶armely ok" gÄorb¶eje ¯atalkorban a v¶al¶as, k¶es}obb pedig a b¶armely
okb¶oli hal¶aloz¶as gÄorb¶ej¶evel esik szinte egybe, azaz a h¶azass¶ag megsz}u-
n¶es¶et eleinte (¯atal korban) a v¶al¶asok, k¶es}obb a hal¶alesetek okozz¶ak.

 
 

 
 

20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85

20 50,6 49,0 45,6 42,3
25 47,3 45,8 44,2 40,6 38,2
30 43,2 42,5 41,0 39,3 36,0 33,2
35 39,1 38,4 37,7 36,2 34,6 31,3 28,7
40 34,4 33,8 33,0 31,6 30,1 26,9 24,5
45 30,1 29,4 28,6 27,3 26,0 22,8 21,0
50 26,0 25,2 24,5 23,3 22,0 19,6 18,4
55 21,9 21,4 20,8 19,6 18,6 16,5 16,0
60 18,3 18,0 17,3 16,2 15,3 13,9 14,2
65 15,1 14,9 14,2 13,1 12,7 12,5 14,0
70 12,5 12,0 11,4 10,4 10,4 11,3 13,3
75 9,8 9,4 8,9 8,1 8,7 11,3
80 7,6 7,3 6,9 6,1 7,4
85 5,7 5,4 5,2 4,1

Feleség, éves
Férj, éves

 
 

 
 

 

 
 
 

 
 

 
c

xxq 5,5 −                                                                c
xx 5, −τ  

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0

10

20

30

40

50

60

(2
5,

 2
0)

(3
5,

 3
0)

(4
5,

 4
0)

(5
5,

 5
0)

(6
5,

 6
0)

(7
5,

 7
0)

(8
5,

 8
0)

Év

éves
0%

10%

20%

30%

40%

50%

60%

(2
5,

 2
0)

(3
0,

 2
5)

(3
5,

 3
0)

(4
0,

 3
5)

(4
5,

 4
0)

(5
0,

 4
5)

(5
5,

 5
0)

(6
0,

 5
5)

(6
5,

 6
0)

(7
0,

 6
5)

(7
5,

 7
0)

(8
0,

 7
5)

Bármely ok Válás Bármelyik fél halála
Férj halála Feleség halála

éves



A h¶azass¶agok v¶arhat¶o tartama ¶es t¶ul¶el¶ese 33

² A teljes kortartom¶anyban (5 ¶evvel ¯atalabb feles¶eg eset¶en) 3{3,5-szÄor
nagyobb a val¶osz¶³n}us¶ege annak, hogy a h¶azass¶ag a f¶erj hal¶al¶aval v¶egz}odik,
mint hogy a feles¶eg¶evel.

² A (45; 40) ¶eves kor felett kezdi a hal¶aloz¶as (b¶armelyik f¶el¶e) val¶osz¶³n}us¶ege
meghaladni a v¶al¶as¶et.

A jobb oldali ¶abr¶an meg¯gyelhet}o, hogy:

² a ,,b¶armely ok" gÄorbe hozz¶asimul¶asa a ,,hal¶aloz¶as" gÄorb¶ej¶ehez azt jelzi,
hogy az adott kor¶u h¶azasp¶arok { k¶es}obbi { v¶al¶as¶anak csek¶ely a val¶osz¶³-
n}us¶ege.

² A v¶al¶assal v¶egz}od}o h¶azass¶agok gÄorb¶ej¶enek kezdeti emelked¶ese meglep}o,
hiszen ez azt jelenti, hogy az id}osebb p¶aroknak v¶arhat¶oan tÄobb van m¶eg
h¶atra a v¶al¶asig, mint a ¯atalabbaknak. Ez azonban a korai v¶al¶asok nagy
val¶osz¶³n}us¶eg¶eb}ol egyenesen kÄovetkezik.

² A (85; 80) kor¶u h¶azasp¶arra v¶al¶as ¶es a feles¶eg hal¶ala eset¶en a v¶arhat¶o
h¶atral¶ev}o tartam egyar¶ant 15 ¶ev, ami azt jelzi, hogy e kor fÄolÄott nagyon
ritk¶an fordul el}o v¶al¶as vagy a feles¶eg hal¶ala (mert nyilv¶an ezeket megel}ozi
a f¶erj¶e), ¶es ¶³gy a h¶azass¶ag eltart a lehets¶eges maximumig, azaz az
id}osebbik f¶el { ¶altalunk ,,adminisztrat¶³ve" rÄogz¶³tett { 100 ¶eves kor¶aig.

Id}osorok

A 5. ¶abra gÄorb¶ei kÄozÄotti kapcsolat meg¶ert¶es¶et ism¶et seg¶³ti az a meggondol¶as,
hogy az Äosszetett esem¶enyek gÄorb¶einek alakj¶at ann¶al jobban befoly¶asolja egy
Äosszetev}o gÄorb¶eje, min¶el kÄozelebb esik hozz¶a. Az (50; 45) kor¶u h¶azasp¶arra
vonatkoz¶o gÄorb¶ek kÄozÄul a legals¶o, a ,,b¶armely ok"-hoz tartoz¶o p¶eld¶aul szinte
egybeesik a ,,b¶armelyik h¶azast¶ars hal¶al¶a"-hoz tartoz¶oval. Ez azt jelenti, hogy
ilyen magas korban a h¶azass¶ag hossz¶anak alak¶³t¶as¶aban a hal¶aleset¶e a f}oszerep
(f}oleg a f¶erj hal¶al¶a¶e).

5. ¶abra. A h¶azass¶agok v¶arhat¶o h¶atralev}o tartama
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L¶athat¶o, hogy (30; 25) ¶eves korban is a hal¶aleset befoly¶asa a legnagyobb,
de a v¶al¶asnak is jut szerep. Hasonl¶oan, a ,,b¶armelyik h¶azast¶ars hal¶ala" gÄorbe
alakj¶at a f¶erj hal¶ala gÄorbe j¶oval er}osebben befoly¶asolja, mint a feles¶eg hal¶ala
gÄorbe.

{ A ¯atalkori v¶al¶asok sz¶am¶anak az eltelt k¶et ¶evtized alatt bekÄovetkezett
nagym¶ert¶ek}u nÄoveked¶es¶et tÄukrÄozi a v¶al¶assal v¶egz}od}o h¶azass¶agok v¶arhat¶o hosz-
sz¶anak jelent}os csÄokken¶ese a (30; 25) ¶evesek kÄor¶eben ¶es stagn¶al¶asa az (50; 45)
korban.

{ Ezt azonban 1990 ¶es 2000 kÄozÄott m¶ar kompenz¶alja a hal¶aloz¶asok mindk¶et
nemre ¶erv¶enyes javul¶asa: a b¶armely okb¶ol v¶egz}od}o h¶azass¶agok v¶arhat¶o hossza
2000{2001-ben m¶ar nagyobb, mint 1999{2000-ben.

¶Eszrevehet}o egy m¶elyebb ÄosszefÄugg¶es az egy¶enek csal¶adi ¶allapott¶ol fÄugg}o
v¶arhat¶o ¶elettartamai ¶es a h¶azass¶agtartamok kÄozÄott. Egy adott kor¶u h¶azas
f¶er¯ v¶arhat¶o ¶elettartam¶anak kisz¶am¶³t¶asakor (1. k¶eplet) felt¶eteleztÄuk, hogy
csal¶adi ¶allapota mindv¶egig v¶altozatlan. Ekkor azonban e tartam meg kell,
hogy egyezzen az }o h¶azass¶ag¶anak h¶atral¶ev}o v¶arhat¶o tartam¶aval, ha azt az }o
(a f¶erj) hal¶al¶anak felt¶etelez¶es¶evel sz¶am¶³tjuk ki. A helyzetet kiss¶e bonyol¶³tja,
hogy ut¶obbit kÄulÄonbÄoz}o kor¶u feles¶egek mellett sz¶amoltuk ki (2. k¶eplet). ¶Igy
viszont annak kell teljesÄulnie, hogy az x ¶eves h¶azas f¶er¯ v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o
¶elettartama megegyezik a kÄulÄonbÄoz}o y kor¶u feles¶egekhez tartoz¶o v¶arhat¶o h¶a-
zass¶agtartamok s¶ulyozott kÄozep¶evel, felt¶etelezve a f¶erj hal¶al¶at. Ellen}orizhet}o,
hogy ez igaz, ha a s¶uly:

s(x; y) = Pr (a feles¶eg kora y j az x ¶eves f¶erj hal meg) ;

azaz annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy egy x ¶eves f¶erj hal¶ala eset¶en a feles¶eg ¶eppen
y ¶eves.

Val¶oban, pl. a 1. t¶abl¶azat ,,h¶azas f¶er¯" oszlop¶anak valamely rÄogz¶³tett x
korhoz tartoz¶o eleme s¶ulyozott kÄozepe a 2. t¶abl¶azat f¶erj hal¶al¶ara vonatkoz¶o
r¶esz megfelel}o (az x kor¶u f¶erjhez tartoz¶o) sor¶aba es}o kÄulÄonbÄoz}o (y kor¶u fe-
les¶egekhez tartoz¶o) tartamoknak. (Annak, hogy ez l¶athat¶oan nem mindig
teljesÄul pontosan, az az oka, hogy az egy¶enek ¶es a p¶arok hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}u-
s¶egeinek becsl¶esi formul¶aja { a r¶at¶akb¶ol { nem teljesen kompatibilis ebb}ol a
szempontb¶ol.)

3 T¶ul¶el¶es

Ebben a fejezetben az (x; y) kor¶u h¶azasp¶arok valamelyik tagj¶anak v¶arhat¶o
h¶atral¶ev}o ¶elettartam¶at, tov¶abb¶a ennek a h¶azass¶agon t¶uli r¶esz¶et, azaz a h¶a-
zass¶ag ut¶an v¶arhat¶o ¶elettartamot vizsg¶aljuk, felt¶etelezve a h¶azass¶ag valami-
lyen okb¶ol tÄort¶en}o megsz}un¶es¶et. Ennek megfelel}oen a (majdani) Äozvegy vagy
elv¶alt f¶er¯ ¶es n}o v¶arhat¶o ¶elettartam¶at (es

x;y), illetve t¶ul¶el¶esi tartam¶at (±s
x;y)

sz¶am¶³tottuk ki, ahol s a most felsorolt, a h¶azass¶agot kÄovet}o n¶egy ¶allapot va-
lamelyik¶et jelÄoli. Nem ¶all¶³tottuk el}o az Äosszetett megsz}un¶esi okokhoz tartoz¶o
¶ert¶ekeket, hiszen nem ¶ertelmezhet}o p¶eld¶aul a b¶armelyik h¶azast¶ars hal¶al¶aval
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(nem tudni, melyik melyikÄuk¶evel) v¶egz}od}o h¶azass¶ag t¶ul¶el}oj¶enek (a m¶asik
f¶elnek) a v¶arhat¶o t¶ul¶el¶esi ¶elettartama.

A teljes h¶atral¶ev}o ¶elettartam de¯n¶³ci¶o szerint: es
x;y = ¿s

x;y +±s
x;y, ahol s ¶es

c ¶ertelemszer}uen Äosszetartoz¶o ¶ert¶ekek. P¶eld¶aul, ha c = ,,f¶erj hal¶ala", akkor
a hozz¶atartoz¶o s = ,,Äozvegy n}o" stb. Ekkor teh¶at az x ¶eves f¶erjjel ¶el}o y ¶eves
feles¶eg Äozvegys¶eg eset¶en v¶arhat¶o ¶elettartama egyenl}o a h¶azass¶ag f¶erj hal¶ala
eset¶en v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o tartam¶anak ¶es a feles¶eg Äozvegyen v¶arhat¶o t¶ul¶el¶esi
tartam¶anak Äosszeg¶evel.

A tov¶abbiakban is: x ¶es y egym¶ast¶ol fÄuggetlenÄul befutja a korintervallu-
mok kezd}opontjait, f20; . . . ; 85g-t.

3.a Egy (x; y) kor¶u h¶azasp¶ar s ¶allapot¶u t¶ul¶el}oj¶enek a h¶azass¶ag megsz}un¶ese
ut¶an v¶arhat¶o ¶elettartama, felt¶eve, hogy ¶elete v¶eg¶eig megmarad az s ¶allapotban

A kÄovetkez}o s¶ema az (x; y) kor¶u h¶azasp¶ar c okb¶ol megsz}unt h¶azass¶ag¶at
¶es annak s ¶allapot¶u t¶ul¶el¶es¶et szeml¶elteti. A t¶ul¶el¶es v¶arhat¶o tartam¶at, azaz a
vastag vonallal jelzett tartam v¶arhat¶o hossz¶at a (3) k¶eplet ¶all¶³tja el}o.

A k¶epletben szerepl}o, a h¶azass¶ag megsz}un¶es¶enek ok¶at k¶odol¶o c ¶ertelem-
szer}uen tartozik s-hez az al¶abbi hozz¶arendel¶es szerint:

s ! c
elv¶alt f¶er¯ v¶al¶as
Äozvegy f¶er¯ feles¶eg hal¶ala
elv¶alt n}o v¶al¶as
Äozvegy n}o f¶erj hal¶ala

Ekkor az s ¶allapot¶u t¶ul¶el}o (Äozvegy vagy elv¶alt f¶er¯ vagy n}o) v¶arhat¶o
t¶ul¶el¶esi tartama, amely a c ok miatt v¶egz}od}o h¶azass¶agot kÄoveti:

±s
x;y =

1X

t=0

tp
c
x;y ¢ mqc

x+t;y+t ¢ es
z+t+m=2 ; (t = im) (3)

ahol tp
c
x;y annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy a h¶azass¶ag t ¶even ¶at fennmarad,

tov¶abb¶a ahol a z index fÄuggv¶enye s-nek: z = x vagy z = y aszerint, hogy s
f¶er¯ra vagy n}ore utal, rendre (pl. s = of eset¶en z = x).

A (3) hibrid formul¶aban (mely a teljes v¶arhat¶o ¶ert¶ek t¶etele) egym¶as
mellett szerepelnek az egy¶enekre ¶es a h¶azasp¶arokra vonatkoz¶o { az el}oz}o
k¶et fejezetben de¯ni¶alt { fogalmak jelei. A tp

c
x;y ¢ mqc

x+t;y+t s¶uly annak a
val¶osz¶³n}us¶ege, hogy a h¶azass¶ag t = im ¶even ¶at fennmarad, majd m ¶even
belÄul megsz}unik c okb¶ol. Ebb}ol m¶ar kÄovetkezik, hogy a s¶ulyok Äosszege 1.
A harmadik t¶enyez}o, es

z+t+m=2 a h¶azasp¶ar egyik { a megsz}un¶es pillanat¶aban

¶atlagosan z+t+m=2 kor¶u { tagj¶anak az ett}ol a pillanatt¶ol sz¶am¶³tott v¶arhat¶o

c
yx ,τ

 
             x                                   
             y                           c 

 
 
 

s
yx ,δ
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h¶atral¶ev}o ¶elettartam¶at jelenti { azt v¶egig az s ¶allapotban eltÄoltve. Ezt a
t¶enyez}ot 85 ¶eves korig a csal¶adi ¶allapott¶ol fÄugg}o haland¶os¶agi t¶abl¶akban m¶ar
kisz¶am¶³tottuk, a mqc

x;y megsz}un¶esi val¶osz¶³n}us¶egeket pedig a h¶azass¶agtartam
sz¶am¶³t¶asa sor¶an el}o¶all¶³tottuk.

A magas ¶eletkorokra vonatkoz¶o kis esetsz¶amok miatt 85 ¶ev fÄolÄott most
is exponenci¶alis modellt alkalmazunk. ¶Igy a (3) k¶eplet ¯nom¶³t¶asra szorul, a
benne szerepl}o szumma k¶et r¶eszre esik sz¶et. Am¶³g 85 ¶ev alatt m = 5, addig
fÄolÄotte m = 1 kor¶evenk¶ent sz¶amolunk. Egyben p¶otoljuk a ipc

x;y-t el}o¶all¶³t¶o
formul¶akat is.

Legyen a f¶erj, illetve a feles¶eg kora x ¶es y egyar¶ant 5-tel oszthat¶o. Egy ¿
id}o eltelt¶evel az id}osebbik el¶eri a 85 ¶eves kort, ekkor a korukat jelÄolje ~x ¶es ~y,
azaz ~x = x + ¿ , ~y = y + ¿ ¶es max(~x; ~y) = 85. Ha t is 5-tel oszthat¶o, ~t eg¶esz,
akkor

±s
x;y =

1

lcx;y

µ X

t¸0
x+t;y+t·80

lcx+t;y+t¢5qc
x+t;y+t¢es

x+t+5=2+
1X

~t=0

lc~x+~t;~y+~t¢1qc
~x+~t;~y+~t¢es

~z+~t

¶
;

(30)
ahol lcx;y = 100000, ha min(x; y) = 20, azaz ha a ¯atalabbik 20 ¶eves. (A
k¶epletbeli t megfelel a (2')-beli im-nek.) Ha pedig min(x; y) > 20, akkor

lcx+5;y+5 = lcx;y(1 ¡ 5q
c
x;y) ;

ha z · 80, kÄulÄonben pedig

lc
~x+~t;~y+~t

= lc~x;~y exp(¡15M
c
~x;~y

~t) 1q
c
~x+~t;~y+~t

= 1 ¡ exp(¡15M
c
~x;~y

~t) ~t ¸ 0 :

A t¶ul¶el}o ,,egyszem¶elyes" folyamat¶at tov¶abbra is exponenci¶alisnak felt¶etelezzÄuk
85 ¶ev fÄolÄott, ¶³gy: es

x+t ´ 1=15Ms
85. (Teh¶at nem fÄugg a kort¶ol, megfelelve az

exponenci¶alis folyamat ,,ÄorÄokifj¶u" jelz}oj¶enek.) Val¶oj¶aban 5-tel oszthat¶o in-
dexekre sz¶amoltuk ki, a szÄuks¶eges es

x+t+5=2 ¶ert¶ekeket (es
x+t + es

x+t+5)=2 -vel
kÄozel¶³tjÄuk.

¶Eszrevehet}o, hogy a (3') formula es
x+t+5=2 ill. es

~z+~t
s¶ulyozott kÄozepeit

sz¶am¶³tja ki, ahol a s¶ulyok a h¶azass¶ag c ok¶u megsz}un¶es¶enek val¶osz¶³n}us¶egei
t id}o eltelt¶evel. Val¶oban, hiszen a fenti k¶epleteket az al¶abbi szumm¶akba
helyettes¶³tve el}o¶all

X

t¸0
x+t;y+t·85

lcx+t;y+t ¢ 5q
c
x+t;y+t=lcx;y = 1 ¶es

1X

~t=0

lc~x+~t;~y+~t ¢ 1q
c
~x+~t;~y+~t=lc~x;~y = 1 ;

mivel az els}o egyenl}os¶eg kÄozvetlenÄul ad¶odik, a m¶asodik szumm¶ab¶ol pedig ez
lesz:

(1 ¡ exp(¡15M
c
~x;~y))

1X

~t=0

exp(¡15M
c
~x;~y

~t) ;

amely egy 1 Äosszeg}u m¶ertani sor. Az (3') k¶eplet m¶asodik szumm¶aja ¶at¶³rhat¶o
¶³gy is:

lc~x;~y

lcx;y

(1 ¡ exp(¡15M
c
~x;~y))

1X

~t=0

exp(¡15M
c
~x;~y

~t)es
~z+~t :



A h¶azass¶agok v¶arhat¶o tartama ¶es t¶ul¶el¶ese 37

Ha a t¶ul¶el}o az id}osebb, vagy azonos kor¶uak, akkor es
~z+~t

nem fÄugg ~t-t}ol, hisz

~z + ~t ¸ 85. Kiemelve }ot a szumm¶ab¶ol, ezt kapjuk:

lc~x;~y

lcx;y

1

15Ms
85

:

Ha a t¶ul¶el}o a ¯atalabb, akkor es
~z+~t

-t ~z ¶es 84 kÄozÄott minden kor¶evre ki kell
sz¶amolni. Ezeket line¶aris interpol¶aci¶oval kÄozel¶³tjÄuk 5-tel oszthat¶o index}u
szomsz¶edaikb¶ol: ha w0 · w · w00, akkor

es
w =

¡
(w00 ¡ w)es

w0 + (w ¡ w0)es
w00

¢
=5 :

3.b Egy (x; y) kor¶u h¶azasp¶ar s ¶allapot¶u t¶ul¶el}oj¶enek a v¶arhat¶o teljes ¶elettartama
(bele¶ertve a h¶azass¶agban eltÄoltÄottet is) felt¶eve, hogy ¶elete v¶eg¶eig megmarad az
s ¶allapotban

Amint azt a s¶ema mutatja, az (x; y) kor¶u h¶azasp¶ar c okb¶ol v¶egz}od}o
h¶azass¶ag¶anak s ¶allapot¶u t¶ul¶el}oje

es
x;y = ¿c

x;y + ±s
x;y (4)

v¶arhat¶o teljes h¶atral¶ev}o ¶elettartammal rendelkezik, mely a h¶azass¶agb¶ol v¶ar-
hat¶oan h¶atral¶ev}o tartam ¶es a v¶arhat¶o t¶ul¶el¶esi tartam Äosszege, ahol s ¶es c a
3.a-ban m¶ar ismertetett m¶odon felelnek meg egym¶asnak.

Eredm¶enyek (2000{2001)

A 6. ¶abra a tipikus +5 ¶ev korkÄulÄonbs¶eg mellett mutatja a sz¶am¶³tott ¶ert¶ekeket.
Az ¶abr¶an a harmadik gra¯kon gÄorb¶ei az els}o k¶et gra¯kon megfelel}o gÄorb¶einek
(fÄuggv¶eny-) Äosszegek¶ent ¶allnak el}o. A megfelel¶est a gÄorb¶ek azonos mint¶azata
jelzi. P¶eld¶aul: f¶erj hal¶ala { Äozvegy n}o; vagy: elv¶alt f¶er¯, illetve elv¶alt n}o {
v¶al¶as.
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6a. ¶abra. A h¶azass¶ag v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o tartama 5 ¶evvel id}osebb f¶erj eset¶en (¿s
x;x¡5)

6b. ¶abra. A v¶arhat¶o t¶ul¶el¶esi tartam 5 ¶evvel id}osebb f¶erj eset¶en (±s
x;x¡5)

6c. ¶abra. A teljes v¶arhat¶o ¶elettartam 5 ¶evvel id}osebb f¶erj eset¶en (es
x;x¡5)
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Az 6. ¶abr¶ab¶ol levonhat¶o kÄovetkeztet¶esek p¶eld¶aul:

² Äozvegy n}o: egy rÄovid v¶arhat¶o h¶azass¶ag-tartamot (els}o ¶abra: f¶erj hal¶ala)
kÄovet}o hossz¶u v¶arhat¶o Äozvegys¶eg (m¶asodik ¶abra: Äozvegy n}o) = rÄovid
v¶arhat¶o Äossz¶elettartam (harmadik ¶abra: Äozvegy n}o), teh¶at a h¶azass¶ag-
tartam domin¶al;

² v¶al¶as (mindk¶et nemre): hossz¶u v¶arhat¶o h¶azass¶ag-tartamot kÄovet}o rÄovid
v¶arhat¶o t¶ul¶el¶es = hossz¶u v¶arhat¶o Äossz¶elettartam;

² Äozvegy f¶er¯: kÄozepesen hossz¶u v¶arhat¶o h¶azass¶ag ut¶an rÄovid v¶arhat¶o
Äozvegys¶eg = el¶egg¶e rÄovid v¶arhat¶o ¶elettartam.

² A teljes v¶arhat¶o ¶elettartam hossz¶at ¶altal¶aban a h¶azass¶ag v¶arhat¶o tar-
tama (rÄovid, kÄozepes, hossz¶u) hat¶arozza meg, a gÄorb¶ek kÄozti (¶ev-)
t¶avols¶agok a v¶arhat¶o h¶atralev}o tartam ¶abr¶an sokkal nagyobbak, mint a
v¶arhat¶o t¶ul¶el¶esi tartam ¶abr¶an. Ezt jelzi az is, hogy a majdan Äozveggy¶e
v¶al¶o f¶erjek teljes v¶arhat¶o ¶elettartama hosszabb, mint 5 ¶evvel ¯atalabb
feles¶egeik¶e, ha }ok lesznek Äozvegyek (az ¶abra als¶o k¶et gÄorb¶eje kÄozÄott
kÄozel¶³t}oleg ¶alland¶o 5 ¶ev a kÄulÄonbs¶eg). Ugyanis Äozvegy f¶er¯ eset¶en
el}oszÄor a feles¶eg hal meg { sokkal k¶es}obb, mint a ford¶³tott esetben
a f¶erj (l¶asd a h¶azass¶ag v¶arhat¶o h¶atralev}o tartama gÄorb¶eket). Ezt a
kÄulÄonbs¶eget a feles¶eg hosszabb Äozvegyi ¶elete m¶ar nem tudja kompenz¶alni.

² ¶Erdekes, hogy (55; 50) kor fÄolÄott a k¶et elv¶alt h¶azasf¶el t¶ul¶el¶esi gÄorb¶eje
(¶es ¶³gy az Äossz¶elettartam gÄorb¶eje is) szinte egybeesik. Ez azonban csak
az 5 ¶ev korkÄulÄonbs¶eg}u p¶arokra teljesÄul.

ÄOsszess¶eg¶eben meg¶allap¶³thatjuk, hogy az egyes ¶abr¶akon belÄul a gÄorb¶ek
Äosszevet¶ese ¶ovatoss¶agot ig¶enyel. Egyes t¶ul¶el¶esi ¶ert¶ekek az¶ert { is { rÄovidek,
mert hossz¶u h¶azass¶agot kÄovetnek (az elv¶altak¶e, f}oleg a n}ok¶e), ami ut¶an m¶ar
nincs m¶od sok¶aig ¶elni. Vagy p¶eld¶aul az Äozvegy n}ok hi¶aba ¶elik t¶ul sokkal a
h¶azass¶agot, ha ez ut¶obbi olyan rÄovid, hogy az Äossz¶elettartamuk v¶egÄul is rÄovid
lesz.

A tov¶abbl¶ep¶es lehet}os¶egei

Az elv¶egzett vizsg¶alat a probl¶ema egy els}o kÄozel¶³t¶es¶enek tekinthet}o. A sz¶am¶³-
t¶asok r¶eszletezetts¶eg¶enek ¶es az alapul szolg¶al¶o matematikai-statisztikai modell
m¶elys¶eg¶enek nÄovel¶ese egyar¶ant indokolt.

¶Erdemes lenne az Äot¶eves korcsoportokat kor¶evesre s}ur¶³teni: jelenleg p¶el-
d¶aul a h40; 35; 5i korcsoportba beletartozik a 44 ¶eves f¶er¯b}ol ¶es 35 ¶eves n}ob}ol
¶all¶o { 9 ¶ev korkÄulÄonbs¶eg}u { p¶ar is.

A h¶azass¶agtartamra ¶es a t¶ul¶el¶esre szolg¶al¶o modell jelenleg nem veszi ¯-
gyelembe a h¶azasp¶ar ,,mÄogÄott ¶all¶o" h¶azasp¶ar¶eveket, amelyek pedig bizony¶ara
er}osen befoly¶asolj¶ak az eredm¶enyeket. Jelenleg e hat¶asok ki¶atlagol¶odnak.
Ha a teljes m¶ultat, azaz a kor¶abban betÄoltÄott ¶allapotokat nem is (l¶asd a
Bevezet¶est), de az elm¶ult h¶azasp¶ar¶eveket ¯gyelembe lehetne venni.
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Sz¶am¶³tani kell azonban arra, hogy e v¶altoztat¶asok hat¶as¶ara az eredm¶enyek
mennyis¶ege kÄorÄulbelÄul 2000-szeres¶ere (5£80£80) nÄovekszik, ami azt jelenti,
hogy azok ki¶ert¶ekel¶ese is sz¶am¶³t¶og¶epet ig¶enyel. Ennek azonban semmi akad¶a-
lya, hiszen az eredm¶enyek olyan adatb¶azisba rendezhet}ok, amelynek oszlopai:
a f¶er¯ kora, a n}o kora, az eltelt tartam ¶es a v¶arhat¶o tartam. A rekordok
sz¶ama egy rÄogz¶³tett peri¶odusban 512000 (80£80£80), amely manaps¶ag m¶ar
kezelhet}o m¶eret.

ÄOsszefoglal¶as

Mennyi ideig ¶el m¶eg v¶arhat¶oan egy adott popul¶aci¶ohoz tartoz¶o szem¶ely, ha
ismert a kora: x? A v¶alasz: az ex v¶arhat¶o ¶elettartam rÄogz¶³tett nem eset¶en egy
egydimenzi¶os t¶abl¶azatb¶ol olvashat¶o ki. Term¶eszetesen vet}odik fel az anal¶og
k¶erd¶es: mennyi ideig ,,¶el" m¶eg egy h¶azass¶ag, ha ismert a h¶azasfelek (x; y)
kora. Az ismertetett sz¶am¶³t¶asi m¶odszerrel z¶art alakban el}o¶all¶³tottuk a v¶alaszt
tartalmaz¶o ¿x;y k¶etdimenzi¶os t¶abl¶azat formul¶ait. Megadtuk e t¶abl¶azat kÄulÄon-
bÄoz}o megsz}un¶esi okokhoz (v¶al¶as, egyik vagy m¶asik, vagy b¶armelyik f¶el hal¶ala)
tartoz¶o v¶altozatait is. V¶egÄul kisz¶am¶³tottuk a ,,most" (x; y) kor¶u h¶azasp¶ar tag-
jainak a h¶azass¶ag ut¶an (elv¶alt vagy Äozvegy ¶allapotban) v¶arhat¶o ¶elettartam¶at.
Ebb}ol egy Äosszegz¶essel (h¶azass¶ag+t¶ul¶el¶es) automatikusan el}o¶allnak a h¶azas-
felek v¶arhat¶o teljes h¶atral¶ev}o ¶elettartamait tartalmaz¶o { az egyes megsz}un¶esi
okokhoz tartoz¶o { t¶abl¶azatok is. A h¶azass¶agb¶ol h¶atral¶ev}o v¶arhat¶o tartam
¶es a h¶azass¶agot kÄovet}o v¶arhat¶o ¶elettartam, mindk¶et h¶azasf¶el kor¶anak fÄugg-
v¶enyek¶ent, nemcsak fogalmilag, illetve matematikai formul¶aiban anal¶og a
klasszikus ,,egyszem¶elyes" v¶arhat¶o ¶elettartammal, hanem fontoss¶ag¶aban is.
Kisz¶am¶³t¶asa hasznos ¶es izgalmas kÄovetkeztet¶esekre ad alkalmat.

KÄoszÄonetnyilv¶an¶³t¶as

KÄoszÄonettel tartozom Radn¶oti L¶aszl¶onak a m¶odszertani konzult¶aci¶ok¶ert, va-
lamint az anonim lektoroknak a gondolat¶ebreszt}o b¶³r¶alat¶ert.
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EXPECTED DURATION OF MARRIAGE AND OF POST-MARITAL

SURVIVAL

What is the expected remaining time of a marriage, if the ages of the spouses are
given? By how many years will one of them survive the other, provided beeing
widowed someday? Or what are their life expectations after the divorce? The
expected remaining time of marriage or the life expectancies after cessations of
marriage, to the authors knowledge, have not yet been studied as two-variable
functions. In this paper, we develop formulas for these values as functions the ages
of the two spouses, with respect to the various causes of cessation. Our results are
analysed on the data of the Hungarian population for four decades retrospectively.
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A M¶ER¶ESI BIZONYTALANS¶AG KOCK¶AZAT ALAP¶U
KEZEL¶ESE MEGFELEL}OS¶EGI DÄONT¶ESEKBEN IPARI

KÄORÄULM¶ENYEK KÄOZÄOTT1

KOSZTY¶AN ZSOLT TIBOR { HEGED}US CSABA
Pannon Egyetem

A m¶er¶esi bizonytalans¶ag ¯gyelembev¶etele a kÄulÄonbÄoz}o vizsg¶al¶o ¶es tan¶us¶³t¶o
laborat¶oriumokban a napi rutin r¶esze. Tanulm¶anyunkban r¶avil¶ag¶³tunk, hogy
ipari kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott (¶allapotfÄugg}o karbantart¶as, ¶atv¶eteli vagy gy¶art¶as-
kÄozi megfelel}os¶eg-ellen}orz¶es eset¶en) is fontos lehet a m¶er¶esi bizonytalans¶ag ke-
zel¶es¶enek be¶ep¶³t¶ese a megfelel}os¶egi dÄont¶esekbe, ha nagy ez a bizonytalans¶ag,
vagy nagy vesztes¶eget okozhatnak a hib¶as dÄont¶esek. Azonban az eddigi aj¶an-
l¶asokkal ¶es gyakorlattal szemben nem megb¶³zhat¶os¶ag alapon, hanem kock¶azat
alapon kezeljÄuk bizonytalans¶agot. L¶etrehoztunk egy olyan m¶odszert, amely
a dÄont¶esi kimenetelekhez tartoz¶o kÄolts¶egek ¶es bev¶etelek valamint a folyamat-
jellemz}ok alapj¶an megadja az optim¶alis elfogad¶asi hat¶art. Bemutatjuk, hogy
m¶odszerÄunk alapj¶an az optim¶alis elfogad¶asi hat¶ar analitikus sz¶am¶³t¶asokkal ¶es
szimul¶aci¶okkal is meghat¶arozhat¶o.

1 Bevezet¶es

A m¶er¶esi eredm¶eny bizonytalans¶ag¶anak meghat¶aroz¶as¶aval ¶es ennek a bizony-
talans¶agnak a ¯gyelembev¶etel¶evel legink¶abb a vizsg¶al¶o ¶es tan¶us¶³t¶o labora-
t¶oriumok foglalkoznak a mai napig. Azonban a Guide to the Expression
of Uncertainty in Measurement [1] (rÄoviden: GUM) aj¶anl¶as l¶etrehoz¶as¶aval
elkezd}odÄott egy szeml¶eletv¶alt¶as, melynek kÄoszÄonhet}oen az ipari folyamatok
sor¶an hozott dÄont¶esekben is szerepet kapott a m¶er¶esi bizonytalans¶ag ismerete
¶es ¯gyelembev¶etele. A m¶er¶esi bizonytalans¶ag ¯gyelembev¶etele fontos minden
nagy kock¶azattal j¶ar¶o, m¶er¶esre alapozott dÄont¶es meghozatal¶aban, teh¶at nem
csak akkor, ha nagy a m¶er¶esi bizonytalans¶ag, hanem akkor is, amikor a hib¶as
dÄont¶es okozta vesztes¶egek jelent}osek.

A bizonytalans¶agot tÄobbf¶elek¶eppen ¶ertelmezhetjÄuk [2-4] a fuzzy-halma-
zokra ¶epÄul}o, illetve a val¶osz¶³n}us¶egelm¶eleti a k¶et legink¶abb elterjedt megkÄoze-
l¶³t¶es. Hab¶ar a m¶er¶esi bizonytalans¶ag kifejezhet}o fuzzy-logikai megkÄozel¶³t¶essel
is [5-10] ahol a m¶er¶esi eredm¶enyek sz¶or¶od¶as¶at a tags¶agi fÄuggv¶enyekkel jelle-
mezhetjÄuk, mi a k¶et megkÄozel¶³t¶es kÄozÄul a val¶osz¶³n}us¶egelm¶eletit alkalmazzuk
a tov¶abbiakban.

A GUM-ban le¶³rt m¶odszer alapj¶an a m¶er¶esi bizonytalans¶ag k¶etf¶elek¶eppen
jellemezhet}o: Jellemezhet}o eloszl¶ask¶ent a sz¶or¶as nagys¶ag¶aval kifejezve (stan-

1Be¶erkezett: 2011. febru¶ar 9. E-mail: hegeduscs@gtk.uni-pannon.hu.
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dard bizonytalans¶ag2 { standard uncertainty). Ha tÄobb t¶enyez}ob}ol ad¶odik a
bizonytalans¶ag eloszl¶asa, akkor ered}o standard bizonytalans¶agnak (combined
standard uncertainty) nevezzÄuk. Valamint megadhat¶o intervallumk¶ent (kiter-
jesztett bizonytalans¶ag { expanded uncertainty), mely intervallum sugar¶at a
sz¶or¶as (illetve a sz¶or¶assal jellemzett ered}o standard bizonytalans¶ag) ¶es egy k
kiterjeszt¶esi t¶enyez}o szorzatak¶ent kapjuk.

2 A m¶er¶esi bizonytalans¶ag kezel¶ese dÄont¶esekben

A GUM [1] ¶altal javasolt ¶es a szabv¶anyokba, aj¶anl¶asokba [11-17] ¶atemelt
kiterjesztett bizonytalans¶ag ¶es a gyakorlatban haszn¶alt k = 2 kiterjeszt¶esi
t¶enyez}o ¶ert¶ek csak abban az esetben eredm¶enyez 95;45%-os megb¶³zhat¶os¶agi
szintet, ha az ered}o bizonytalans¶ag norm¶alis eloszl¶ast kÄovet [18,19], ett}ol
elt¶er}o esetben al¶a vagy fÄol¶e becsÄulhetjÄuk a megb¶³zhat¶os¶agi szintet. Ez¶ert
szÄuks¶eges a bizonytalans¶agot val¶osz¶³n}us¶egi eloszl¶ask¶ent kezelni nem csak a
m¶er¶esi eredm¶enyek sz¶or¶as¶at, illetve annak kiterjeszt¶es¶et tekinteni a m¶er¶esi
eredm¶enyekre alapozott dÄont¶esekn¶el, valamint a dÄont¶esek kÄovetkezm¶eny¶et is
¯gyelembe venni, kock¶azat alapon dÄonteni [20,21].

Pendrill [22] a c¶elnak val¶o megfelel¶es (¯tness for purpose) alapgondo-
lat¶at terjesztette ki a m¶er¶esi bizonytalans¶ag kezel¶es¶ere, mely kiterjeszt¶es
szerint meg kell tal¶alni az egyens¶ulyt a m¶er¶esi kÄolts¶egek ¶es hib¶as dÄont¶esek
kock¶azata kÄozÄott. Pendrill a m¶er¶esÄugy joghat¶assal j¶ar¶o m¶er¶esek (legal metrol-
ogy) terÄulet¶ere korl¶atozta az elemz¶es¶et; a vizsg¶alat, a vizsg¶alati eredm¶eny
maxim¶alisan megengedhet}o bizonytalans¶ag¶aval foglalkozott, nem pedig azzal,
hogy ismert bizonytalans¶ag¶u m¶er¶es eset¶en milyen dÄont¶esi szab¶alyt alkossunk
egy term¶ek vagy folyamat megfelel}os¶eg¶er}ol.

Forbes [23] a megfelel}os¶eg ¶ert¶ekel¶est m¶ar Bayes-dÄont¶esk¶ent kezelte, a
cselekv¶eseket kieg¶esz¶³tette az ¶ujram¶er¶essel ¶es ¶³gy hat¶arozta meg a m¶er¶esi
eredm¶enyhez kapcsol¶od¶o legkisebb kÄolts¶eg}u cselekv¶esi v¶altozatot. Azonban a
kÄolts¶egekn¶el nem sz¶amolt a helyes dÄont¶esek kÄolts¶eg¶evel, ¶³gy a gyakorlatban
el¶erhet}o optimumt¶ol elt¶er}o eredm¶enyeket kapott.

3 A m¶er¶esi bizonytalans¶ag kock¶azat szempont¶u
kezel¶ese

Olyan m¶odszert dolgoztunk ki, amelyben a kor¶abbi megkÄozel¶³t¶esekkel [1,11-
17,22,23] szemben a t¶enyleges ¶ert¶ek ¶es a m¶er¶esi bizonytalans¶ag eloszl¶asa nem
felt¶etlenÄul szimmetrikus, ez¶ert k¶et kÄulÄon intervallumot hat¶arozunk meg a
m¶er¶esi eredm¶enyhez illesztve. Ezek az ¶uj intervallumok m¶ar nem a sz¶or¶as

2a Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement az Orsz¶agos M¶er¶esÄugyi
Hivatal ¶altal k¶esz¶³tett hiteles ford¶³t¶asa alapj¶an a ,,standard bizonytalans¶ag egy m¶er¶es
eredm¶eny¶enek bizonytalans¶aga sz¶or¶ask¶ent kifejezve" ¶es a ,,kiterjesztett bizonytalans¶ag a
m¶er¶esi eredm¶eny kÄorÄuli olyan tartom¶anyt meghat¶aroz¶o mennyis¶eg, amelyt}ol elv¶arhat¶o,
hogy a m¶erend}o mennyis¶egnek ¶esszer}uen tulajdon¶³that¶o ¶ert¶ekek eloszl¶as¶anak egy nagy
h¶anyad¶at mag¶aba foglalja"
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tÄobbszÄorÄosek¶ent sz¶am¶³t¶odnak, hanem a dÄont¶esi hib¶ak kÄovetkezm¶enyeinek ¶es
bekÄovetkez¶esi val¶osz¶³n}us¶eg¶enek fÄuggv¶eny¶eben. Teh¶at a m¶ert ¶ert¶ekhez egy
KLSL als¶o ¶es KUSL fels}o intervallum ad¶odik, melyek hossz¶at ¶ugy hat¶arozzuk
meg, hogy a dÄont¶es kock¶azata minim¶alis legyen (1. ¶abra). ¶Igy tulajdonk¶eppen
a m¶er¶esi pontok helyett intervallumot vizsg¶alunk a hat¶arok kÄozÄott, ami ekvi-
valens megold¶as azzal, hogy ezekkel az intervallumokkal sz}uk¶³tjÄuk a hat¶arokat.

1. ¶abra. Megfelel}os¶eg ¶ert¶ekel¶ese, ha a m¶er¶esi pontok helyett intervallumokat alkalmazunk (bal
oldal), illetve az ezzel ekvivalens megold¶as, a hat¶arok m¶odos¶³t¶asa az intervallumok nagys¶ag¶aval

(jobb oldal)

Felt¶etelezzÄuk, hogy ismert az x vizsg¶alt jellemz}o t¶enyleges ¶ert¶ek¶enek elosz-
l¶asa (az eloszl¶as t¶³pusa ¶es param¶eterei) a kor¶abbi m¶er¶esekb}ol, ¶es az m m¶er¶esi
hiba eloszl¶asa, a m¶er}om}uszer kalibr¶al¶asi jegyz}okÄonyv¶eb}ol. A folyamat, beren-
dez¶es, vagy term¶ek megfelel}os¶eg¶er}ol a kett}o Äosszegek¶ent megjelen}o y = x+m
m¶ert ¶ert¶ek alapj¶an dÄontÄunk. Akkor tekintjÄuk megfelel}onek a folyamatot, ha
a vizsg¶alt jellemz}o egy als¶o LSL (Lower Speci¯cation Limit) ¶es fels}o USL
(Upper Speci¯cation Limit) speci¯k¶aci¶os hat¶ar kÄoz¶e esik, LSL · y · USL.
Abban az esetben, ha csak egyoldali speci¯k¶aci¶os hat¶arunk van, akkor a
fÄolÄosleges hat¶ar elhagyhat¶o a modellb}ol. T¶enylegesen csak akkor megfelel}o
a vizsg¶alt jellemz}o, ha t¶enyleges x ¶ert¶eke esik a speci¯k¶aci¶os hat¶arok kÄoz¶e,
LSL · x · USL.

A m¶er¶esi hiba miatt a n¶egy esetet kÄulÄonbÄoztetÄunk meg a t¶enyleges meg-
felel}os¶eg ¶es a meghozott dÄont¶es kombin¶aci¶ojak¶ent (1. t¶abl¶azat). Ha nincs
beavatkoz¶asra szÄuks¶eg, de a m¶ert ¶ert¶ek ennek ellenkez}oj¶et mutatja, akkor
fÄolÄoslegesen avatkozunk be, els}ofaj¶u hib¶at v¶etÄunk. Ha a vizsg¶alt jellemz}o
val¶oj¶aban nem megfelel}o, de ezt a m¶er¶esi hiba miatt nem vesszÄuk ¶eszre, ¶es elfo-
gadjuk (azaz nem avatkozunk be) akkor m¶asodfaj¶u hib¶at v¶etÄunk. DÄont¶esÄunk
akkor helyes, ha a nem megfelel}o folyamatba avatkozunk be vagy hagyjuk
tov¶abb futni a j¶o folyamatot.

Fedezet DÄont¶es
Nem tÄort¶ent karbantart¶as/
beavatkoz¶as (1)

Karbantart¶as/beavatkoz¶as
tÄort¶ent (0)

T¶eny: Nem szÄuks¶eges kar-
bantart¶as/beavatkoz¶as (1)

¼11 = r11 ¡ c11
Helyes elfogad¶as

¼10 = r10 ¡ c10
Felesleges beavatkoz¶as

T¶eny: Karbantart¶as / be-
avatkoz¶as szÄuks¶eges (0)

¼01 = r01 ¡ c01
Helytelen elfogad¶as

¼00 = r00 ¡ c00
Helyes beavatkoz¶as

1. t¶abl¶azat. Fedezetek alakul¶asa a dÄont¶es ¶es a t¶eny¶allapot fÄuggv¶eny¶eben
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A n¶egy esethez cij kÄolts¶egeket rendelhetÄunk, melyek a m¶er¶esek elv¶egz¶es¶e-
t}ol, a term¶ek ¶es szolg¶altat¶as l¶etrehoz¶as¶ab¶ol ¶es a meghozott dÄont¶es alapj¶an v¶eg-
rehajtott cselekv¶esekt}ol fÄuggenek. Az¶ert, hogy az alternat¶³v¶ak v¶alaszt¶asakor
elmaradt hasznokkal is sz¶amolni tudjunk a cij kÄolts¶egek mellett, az egyes

esetek rij bev¶eteleit is sz¶amba vettÄuk. ¶Igy a bev¶etelek ¶es kÄolts¶egek kÄulÄonb-
s¶egek¶ent megjelen}o ¼ij = rij ¡ cij fedezettel sz¶amolunk. Nem felt¶etlenÄul lesz
a n¶egy esetre n¶egy kÄulÄonbÄoz}o kÄolts¶egÄunk. Az el}o¶all¶³t¶as ¶es a m¶er¶es kÄolts¶ege
minden esetben jelen van, hisz ez megel}ozi a dÄont¶est. A selejtez¶es vagy a
tov¶abbi felhaszn¶al¶as, ¶ert¶ekes¶³t¶es kÄolts¶ege m¶ar a dÄont¶es kÄovetkezm¶enye. A
bev¶eteleket is ¯gyelembe v¶eve a fedezetek m¶ar val¶osz¶³n}uleg mind a n¶egy eset-
ben kÄulÄonbÄoznek, b¶ar ez nem felt¶etele a m¶odszerÄunknek. Ahogy azt majd a
k¶es}obbiekben bemutatjuk, az adott t¶eny¶allapothoz tartoz¶o helyes ¶es helytelen
cselekv¶esekhez tartoz¶o kimenetelek fedezetkÄulÄonbs¶ege, illetve ezek ar¶anya lesz
az optim¶alis dÄont¶esi szab¶aly kialak¶³t¶as¶an¶al m¶ervad¶o.

Legyen az x t¶enyleges ¶ert¶ek eloszl¶as¶anak s}ur}us¶egfÄuggv¶enye f(x), az m
m¶er¶esi hib¶a¶e pedig g(m). TegyÄuk fel, hogy a k¶et eloszl¶as egym¶ast¶ol fÄuggetlen,
¶³gy az egyÄuttes eloszl¶as s}ur}us¶egfÄuggv¶enye a kett}o szorzatak¶ent kaphat¶o. Mivel
fÄuggetlen a m¶er¶esi hiba a t¶enyleges ¶ert¶ekt}ol, ez¶ert ¶abr¶azolhatjuk }oket egy
der¶ekszÄog}u koordin¶atarendszer k¶et tengely¶en (l¶asd 2. ¶abra). A koordin¶a-
tarendszer pontjai pedig a lehets¶eges m¶er¶esi eredm¶enyek. Azonos m¶er¶esi
eredm¶eny tÄobb (elm¶eletileg v¶egtelen sok) t¶enyleges ¶ert¶ek { m¶er¶esi hiba p¶a-
ros¶³t¶asb¶ol is sz¶armazhat, ¶³gy az azonos y m¶ert ¶ert¶ekek egy -1 meredeks¶eg}u
egyenesen helyezkednek el. Amikor el}o¶³rt (speci¯k¶aci¶os) hat¶arokat adunk
meg azokat a t¶enyleges x ¶ert¶ekre vonatkoztatjuk, de ellen}orz¶eskor csak az
y m¶ert ¶ert¶ekek ¶allnak rendelkez¶esÄunkre. Ennek megfelel}oen az x = LSL ¶es
x = USL hat¶arok fÄugg}oleges egyenesk¶ent, m¶³g az y = LSL ¶es y = USL
hat¶arok -1 meredeks¶eg}u egyenesekk¶ent jelennek meg.

A 2. ¶abra bal oldal¶an az 1. t¶abl¶azatban bemutatott n¶egy eset l¶athat¶o: a
sra®ozott paralelogramma a helyes elfogad¶as esete, az y ¶es az x ¶ert¶ek is a
speci¯k¶aci¶os hat¶arok kÄozÄott van. A szÄurke terÄuletek (LSL · y · USL ¶es
x · LSL vagy USL · x) a m¶asodfaj¶u hiba eseteit fedik le, a fekete r¶eszek-
kel pedig az els}ofaj¶u hib¶at jelÄoltÄuk. A negyedik eset a sz¶³nezetlenÄul maradt
terÄuletekhez tartoz¶o helyes beavatkoz¶as esete.

A fedezet v¶altoztat¶as¶ahoz az elfogad¶asi/beavatkoz¶asi dÄont¶eseket kell m¶o-
dos¶³tani. Legyen KL az als¶o ¶es KU a fels}o hat¶arhoz tartoz¶o m¶odos¶³t¶as
m¶ert¶eke. A KL ¶es KU korrekci¶os tagok pozit¶³v ¶ert¶eke az elfogad¶asi hat¶arok
sz}uk¶³t¶es¶et, a negat¶³v ¶ert¶eke pedig a hat¶arok t¶ag¶³t¶as¶at, laz¶³t¶as¶at jelenti. Ha az
egyes esetekhez tartoz¶o fedezeteket s¶ulyozzuk az esetek bekÄovetkez¶esi val¶o-
sz¶³n}us¶eg¶evel, a fedezetmaximaliz¶al¶o c¶elfÄuggv¶eny az al¶abbi m¶odon ¶³rhat¶o fel:

¦(KL; KU ) = ¦(0) + ¢¦(KL; KU ) ! max : (1)

A ¦(0) a korrekci¶o n¶elkÄuli (KL = KU = 0) v¶arhat¶o fedezet, ¢¦(KL;KU )
pedig a KL ¶es KU korrekci¶os tagokt¶ol fÄugg}o v¶altoz¶as ebben a v¶arhat¶o fe-
dezetben. Itt tulajdonk¶eppen egy kock¶azat jelleg}u ¶ert¶eket kapunk, hiszen
val¶osz¶³n}us¶eget szorzunk a kÄovetkezm¶eny p¶enzben kifejezett ¶ert¶ek¶evel, de a
kock¶azat negat¶³v kicseng¶ese miatt a v¶arhat¶o fedezet elnevez¶est haszn¶aljuk.
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2. ¶abra. A dÄont¶esek kimenetel¶enek 4 esete (bal oldalon) ¶es a hat¶arok m¶odos¶³t¶asa ¶altal ¶erintett
terÄuletek (jobb oldalon)

A v¶arhat¶o fedezet maximaliz¶al¶ashoz elegend}o a ¢¦(KL; KU ) v¶arhat¶o
fedezetv¶altoz¶as maximaliz¶al¶asa, mely a kÄovetkez}ok¶eppen n¶ez ki:

¢¦(KL;KU) =

= (¼00 ¡ ¼01)
LSLZ

¡1

µ LSL+KL¡xZ

LSL¡x

f(x)g(m)dm+

USL¡xZ

USL¡KU¡x

f(x)g(m)dm

¶
dx+

+ (¼10 ¡ ¼11)
USLZ

LSL

µ LSL+KL¡xZ

LSL¡x

f(x)g(m)dm+

USL¡xZ

USL¡KU¡x

f(x)g(m)dm

¶
dx+

+ (¼00 ¡ ¼01)
+1Z

USL

µ LSL+KL¡xZ

LSL¡x

f(x)g(m)dm+

USL¡xZ

USL¡KU¡x

f(x)g(m)dm

¶
dx! max :

(2)

Abban az esetben, amikor vizsg¶alt karakterisztika eltol¶odik, elegend}o azt a
speci¯k¶aci¶os hat¶art ¯gyelembe venni, amelyik fel¶e az eltol¶odott folyamat tart.
¶AllapotfÄugg}o karbantart¶as eset¶en jellemz}o, hogy a kop¶as, anyagf¶arad¶as vagy
valamilyen degrad¶aci¶o miatt trend jelenik meg a vizsg¶alt karakterisztika le-
fut¶as¶aban. Illetve el}ofordulhat, hogy a csak egy minimum vagy maximum
¶ert¶eket¶³rnak el}o, amit nem l¶ephet ¶at a folyamatjellemz}o, ekkor ¶ertelemszer}uen
csak ezt az egy hat¶art kell ¯gyelembe venni a dÄont¶es sor¶an. Csak als¶o hat¶ar
l¶etez¶ese eset¶en az ¶altalunk vizsg¶alt tartom¶anyok az ¶abr¶an l¶athat¶o m¶odon
v¶altoznak (3. ¶abra).

 

LSL
USL

LSL

USL

y=USL

y=LSL

x

m

LSL
USL

LSL

USL

y=USL

y=LSL

x

m

y=USL-K

y=LSL+K

 

 



48 Koszty¶an Zsolt Tibor { Heged}us Csaba

3. ¶abra. A ¢¦(K) ¶altal ¶erintett terÄuletek, ha csak egy als¶o el}o¶³rt hat¶ar van

Az y = LSL + K egyenes fÄolÄott elhelyezked}o pontok mind az elfogad¶asi
tartom¶anyba tartoznak, de csak az x = LSL fÄugg}oleges egyenest}ol jobbra es}o
pontok a t¶enylegesen megfelel}oek. Ugyan¶³gy az y = LSL + K egyenes alatti
pontok eset¶eben elv¶egezzÄuk a karbantart¶ast, de csak a x < LSL esetben
volna ez szÄuks¶eges. A v¶arhat¶o fedezetv¶altoz¶as egyenlete az al¶abbi m¶odon fog
kin¶ezni:

¢¦(K) = (¼00 ¡ ¼01)

Z LSL

¡1

Z LSL+K¡x

LSL¡x

f(x)g(m) dmdx +

+ (¼10 ¡ ¼11)

Z +1

LSL

Z LSL+K¡x

LSL¡x

f(x)g(m) dmdx ! max

(3)

¢¦(K) = (¼00 ¡ ¼01)

Z LSL

¡1
f(x)

¡
G(LSL + K ¡ x) ¡ G(LSL ¡ x)

¢
dx ¡

¡ (¼11 ¡ ¼10)

Z +1

LSL

f(x)
¡
G(LSL + K ¡ x) ¡ G(LSL ¡ x)

¢
dx ;

(4)
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ahol G(m) a g(m) fÄuggv¶eny hat¶arozatlan integr¶alja. Bederiv¶alunk az in-
tegr¶aljel mÄog¶e:

@¢¦(K)

@K
= (¼00 ¡ ¼01)

Z LSL

¡1
f(x)g(LSL + K ¡ x) dx ¡

¡ (¼11 ¡ ¼10)

Z +1

LSL

f(x)g(LSL + K ¡ x) dx = 0

(5)

(¼00¡¼01)

LSLZ

¡1

f(x)g(LSL+K¡x) dx = (¼11¡¼10)

+1Z

LSL

f(x)g(LSL+K¡x) dx

(6)
Ha a (¼00 ¡ ¼01) ¶es a (¼11 ¡ ¼10) kÄulÄonbs¶egek kÄozÄul egyik sem nulla, akkor a
kÄovetkez}o egyenlet ¶³rhat¶o fel:

¼00 ¡ ¼01

¼11 ¡ ¼10
=

R +1
LSL

f(x)g(LSL + K ¡ x) dx
R LSL

¡1 f(x)g(LSL + K ¡ x) dx
: (7)

A K ¶ert¶eke innen m¶ar numerikusan kisz¶am¶³that¶o. Ha a (¼00 ¡ ¼01) ¶es
a (¼11 ¡ ¼10) kÄulÄonbs¶egek kÄozÄul az egyik nulla, akkor a m¶asik kÄulÄonbs¶eg
el}ojele alapj¶an hozzuk meg a dÄont¶esi szab¶alyt. Ebben az esetben vagy min-
den term¶eket tov¶abbengedÄunk, vagy mindet visszautas¶³tjuk. Ha mindk¶et
kÄulÄonbs¶eg nulla, az azt jelenti, hogy b¶arhogy is dÄontÄunk, azonos fedezetre
sz¶am¶³thatunk a term¶ek t¶enyleges megfelel}os¶eg¶et}ol fÄuggetlenÄul. Mivel a gya-
korlatban ez a legritk¶abban fordul el}o, a legval¶osz¶³n}ubb, hogy nem vettÄunk ¯-
gyelembe valamilyen kÄolts¶eg vagy bev¶etel t¶enyez}ot. A (¼00¡¼01) kÄulÄonbs¶eget
¶ertelmezhetjÄuk ¶ugy, mint a m¶asodfaj¶u dÄont¶esi hiba vesztes¶eg¶et a helyes dÄon-
t¶eshez k¶epest, a (¼11 ¡ ¼10) kÄulÄonbs¶eg pedig az els}ofaj¶u hiba vesztes¶eg¶et
jelentheti a t¶eny¶allapothoz tartoz¶o helyes dÄont¶eshez k¶epest.

JelÄolje az f ¢ g s}ur}us¶egfÄuggv¶enyt h, melyhez tartoz¶o eloszl¶as H, ekkor:

¼00 ¡ ¼01

¼11 ¡ ¼10
=

1 ¡ H(LSL)

H(LSL)
; (8)

H(LSL) =
¼11 ¡ ¼10

¼11 ¡ ¼10 + ¼00 ¡ ¼01
= q ; (9)

A (9) egyenlet jobb oldala (q) csak nulla ¶es egy kÄozÄotti ¶ert¶eket vehet fel,
mivel a bal oldalon egy eloszl¶asfÄuggv¶eny van. Ha a q > 1, akkor ¼01 > ¼00,
azaz a nem megfelel}o term¶eket ki¯zet}od}obb elfogadni, mint visszautas¶³tani,
ez¶ert minden term¶eket elfogadunk (K = ¡1). Ha a (9) jobb oldal¶an l¶ev}o
kifejez¶es negat¶³v, akkor k¶et esettel sz¶amolhatunk: Ha a sz¶aml¶al¶o pozit¶³v,
akkor ¼11 > ¼10 ¶es ¼01 > ¼00, ¶³gy minden elfogad¶as jÄovedelmez}obb a vissza-
utas¶³t¶asn¶al (K = ¡1), ha a sz¶aml¶al¶o negat¶³v, akkor ¼11 < ¼10 ¶es ¼01 < ¼00,
teh¶at minden visszautas¶³t¶as kedvez}obb az elfogad¶asn¶al (K = 1). Az ut¶obbi
eset azt jelenten¶e, hogy nem ¶erdemes a term¶eket gy¶artani, ez¶ert ez a dÄont¶esi
helyzet val¶oj¶aban meg sem jelenik a gyakorlatban. A q ¶ert¶ek¶et a vesztes¶egek
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ar¶anyak¶ent ¶ertelmezve az alacsony |null¶ahoz kÄozeli| q ¶ert¶ekek jelentik azt,
hogy a m¶asodfaj¶u hiba vesztes¶ege nagyobb (q = 0;01 eset¶en a m¶asodfaj¶u
hiba vesztes¶ege 99-szerese az els}ofaj¶u hib¶a¶enak). A magasabb |egyhez
kÄozeli| q ¶ert¶ekek pedig az els}ofaj¶u hiba vesztes¶eg¶enek magasabb ar¶any¶at
jelentik. A gyakorlatban mindk¶et eset el}ofordulhat, de a magas vesztes¶eggel
j¶ar¶o m¶asodfaj¶u hiba eset¶et tartjuk a vesz¶elyesebbnek.

A (9) egyenletet ¶ertelmezve l¶athatjuk, hogy a LSL a H(z) eloszl¶asfÄuggv¶eny
q-kvantilise. Mintav¶etelez¶es eset¶en a q-kvantilis ¶ert¶ek¶et Hn tapasztalati el-
oszl¶asb¶ol aszimptotikus torz¶³tatlans¶aggal becsÄulhetjÄuk a rendezett mint¶ak
elm¶elete alapj¶an [24]. A becsl¶es norm¶alis eloszl¶ast kÄovet Q v¶arhat¶o ¶ert¶ekkel
¶es Dn sz¶or¶assal.

Q = H¡1

µ
¼11 ¡ ¼10

¼11 ¡ ¼10 + ¼00 ¡ ¼01

¶
; (10)

Dn =
1p

nh(Q)

s
¼11 ¡ ¼10

¼11 ¡ ¼10 + ¼00 ¡ ¼01

µ
1 ¡ ¼11 ¡ ¼10

¼11 ¡ ¼10 + ¼00 ¡ ¼01

¶
: (11)

Az n mintaelemsz¶am nÄoveked¶es¶evel a sz¶or¶as null¶ahoz tart ¶es a becsl¶es
aszimptotikusan torz¶³tatlan, ¶³gy a becsl¶es gyeng¶en konzisztens [25]. Ha mind
a t¶enyleges folyamat, mind a m¶er¶esi bizonytalans¶ag norm¶alis eloszl¶as¶u ¾x ¶es
¾m sz¶or¶assal valamint ¹x ¶es ¹m v¶arhat¶o ¶ert¶ekekkel, akkor a (9) egyenletben
H(LSL) egy olyan norm¶alis eloszl¶as, melynek v¶arhat¶o ¶ert¶eke ¹¤ ¶es sz¶or¶asa
¾¤.

¹¤ =
¾2

x(LSL + K ¡ ¹x) + ¾2
m¹x

¾2
x + ¾2

m

¶es ¾¤ =
¾x¾mp
¾2

x + ¾2
m

: (12)

Standardiz¶al¶as ut¶an:

¼11 ¡ ¼10

¼11 ¡ ¼10 + ¼00 ¡ ¼01
= ©

µ
LSL ¡ ¹¤

¾¤

¶
=

= ©

µ
LSL ¡

¡
¾2

x(LSL + K ¡ ¹m) + ¾2
m¹x

¢
=(¾2

x + ¾2
m)

¾x¾m=
p

¾2
x + ¾2

m

¶
:

(13)

Ebb}ol K ¶ert¶eke a kÄovetkez}o m¶odon sz¶am¶³that¶o:

K = ¹m ¡ ¾2
m

¾2
x

(¹x ¡ LSL) ¡ ¾m

p
¾2

x + ¾2
m

¾2
x

¢ ©¡1

µ
¼11 ¡ ¼10

¼11 ¡ ¼10 + ¼00 ¡ ¼01

¶
:

(14)
A k¶et norm¶alis eloszl¶as¶u v¶altoz¶o Äosszegek¶ent megjelen}o y m¶ert ¶ert¶ek v¶arhat¶o
¶ert¶ek¶et ¶es sz¶or¶as¶at behelyettes¶³tve a gyakorlatban kÄonnyebben felhaszn¶alhat¶o
k¶epletet kapunk. A m¶er¶esi bizonytalans¶ag ¶es a m¶er¶esi eredm¶eny param¶etereit
kÄozvetlenÄul a kalibr¶al¶asi ¶es megfelel}os¶eg ellen}orz¶esi adatokb¶ol sz¶am¶³thatjuk.

K =
¾2

y¹m

¾2
y ¡ ¾2

m

¡ ¾2
m(¹y ¡ LSL)

¾2
y ¡ ¾2

m

¡ ¾m¾yq
¾2

y ¡ ¾2
m

©¡1

µ
¼11 ¡ ¼10

¼11 ¡ ¼10 + ¼00 ¡ ¼01

¶
:

(15)
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4 A szimul¶aci¶ok eredm¶enyei

A gyenge konzisztencia miatt kell}oen nagy elemsz¶am¶u szimul¶aci¶oval is kÄoze-
l¶³thet}o a K optim¶alis ¶ert¶eke, illetve az elfogad¶asi hat¶ar m¶odos¶³t¶as¶anak az a
tartom¶anya, ahol kedvez}obb eredm¶enyt ad a m¶er¶esi bizonytalans¶ag ¯gyelem-
bev¶etele.

Szimul¶aci¶okat v¶egeztÄunk annak meg¶allap¶³t¶as¶ara, mely esetekben ¶erdemes
¯gyelembe venni a m¶er¶esi bizonytalans¶agot. A 4. ¶abra azt szeml¶elteti, hogyan
v¶altozik az Äosszes fedezet a K korrekci¶os tag valamint a folyamatk¶epess¶eg
fÄuggv¶eny¶eben. Amikor a m¶er¶esi bizonytalans¶ag ¯gyelembev¶etel¶evel l¶etrejÄov}o
¦(K) fedezetgÄorbe a bizonytalans¶ag ¯gyelembev¶etele n¶elkÄul keletkez}o ¦(0)
fedezetgÄorbe fÄolÄott van, akkor ¶erdemes a m¶er¶esi bizonytalans¶aggal foglalkozni.
A szimul¶aci¶o sor¶an a folyamatk¶epess¶eg v¶altoz¶as¶at csak a m¶er¶esi hiba sz¶or¶a-
s¶anak v¶altoz¶asa okozta. A szimul¶aci¶oban rÄogz¶³tett bev¶etel- ¶es kÄolts¶egadatok
mellett (q = 0;5313) akkor ¶erdemes csak a m¶er¶esi bizonytalans¶ag ¯gyelem-
bev¶etel¶evel foglalkozni, ha a (¹y ¡ LSL)=¾y ar¶any kisebb, mint 1,68, azaz a
hossz¶u t¶av¶u folyamatk¶epess¶eg index ppk < 1;68=3 = 0;56. A hib¶as dÄont¶esek
kÄovetkezm¶enyeinek s¶ulyoss¶aga is befoly¶asolja a m¶er¶esi bizonytalans¶ag ¯gye-
lembev¶etel¶enek szÄuks¶egess¶eg¶et. M¶as bev¶etel- ¶es kÄolts¶egadatok mellett enn¶el
jobb k¶epess¶eggel rendelkez}o folyamat eset¶en is ¶erdemes lehet ¯gyelembe venni
a m¶er¶esi bizonytalans¶agot.

Ha az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert csak a hib¶as dÄont¶esekb}ol ad¶od¶o kÄolts¶egeket
tekintjÄuk (r11 = r10 = r01 = r00 = 0, ¼11 = ¼00 = 0) ¶es ¼10=q = ¼10 + ¼01,
akkor az 5. ¶abra gra¯konj¶an l¶athat¶o m¶odon jelent}os kÄulÄonbs¶eg lehet a teljes
folyamat sor¶an keletkez}o kÄolts¶egek kÄozÄott att¶ol fÄugg}oen, hogyan m¶odos¶³tjuk
a beavatkoz¶asi hat¶art.

4. ¶abra. A fedezetek alakul¶asa K ¶es a folyamatk¶epess¶eg fÄuggv¶eny¶eben
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5. ¶abra. A kÄolts¶egek ar¶any¶anak alakul¶asa K ¶es q fÄuggv¶eny¶eben

Amint az az ¶abr¶ab¶ol is l¶atszik, a beavatkoz¶asi hat¶arok m¶odos¶³t¶asa ak¶ar
nÄovelheti is a kÄolts¶egeinket. A kÄolts¶egnÄovekm¶eny jelent}os (a C(0)=C(K)
ar¶any nulla kÄozeli), ha a q kÄozel van valamelyik sz¶els}o¶ert¶ek¶ehez (azaz null¶ahoz
vagy egyhez tart), teh¶at ha a dÄont¶esi hib¶ak kÄozÄul az egyik sokkal nagyobb a
m¶asikn¶al.

Sz¶am¶³t¶asokat v¶egeztÄunk a gyakorlatban tipikusan alkalmazott estekre:
amikor nem veszik ¯gyelembe a m¶er¶esi bizonytalans¶agot (K = 0), amikor
sz}uk¶³tik az elfogad¶asi tartom¶anyt a m¶er¶esi hiba sz¶or¶as¶anak k¶etszeres¶evel
(K = 2¾m), amikor ugyanekkora m¶ert¶ekben t¶ag¶³tj¶ak az elfogad¶asi tartom¶anyt
(K = ¡2¾m). Ezekhez az esetekhez tartoz¶o egys¶egnyi fedezeteket vetettÄuk
Äossze az ¶altalunk meghat¶arozott optim¶alis korrekci¶os t¶enyez}o (Kopt) eset¶en
el¶ert egys¶egnyi fedezettel (2. t¶abl¶azat). Az els}o h¶arom oszlopban szerepl}o
fedezet¶ert¶ekek kÄozÄul az al¶ah¶uzva szedettek jelzik a soronk¶enti maximumot.
Ez alapj¶an l¶athat¶o, hogy a gyakorlatban haszn¶alt megold¶asok kÄozÄul melyiket
¶erdemes haszn¶alni az egyes esetekben. A sz¶am¶³t¶asok meger}os¶³tik a szimul¶aci¶os
eredm¶enyeket, a t}ur¶eshat¶arok melletti ,,biztons¶agi s¶av" optim¶alis sz¶eless¶ege
(Kopt) folyamatosan v¶altozik a dÄont¶esi kimenetelekhez tartoz¶o bev¶etelek ¶es
kÄolts¶egek ar¶any¶anak (q) v¶altoz¶as¶aval. A Kopt ¶ert¶eke nem kÄothet}o kiz¶ar¶o-
lagosan a m¶er¶esi bizonytalans¶ag nagys¶ag¶ahoz, ¶es az alkalmaz¶as¶aval el¶erhet}o
fedezet minden esetben legal¶abb akkora, mint a gyakorlatban eddig haszn¶alt
biztons¶agi s¶avok eset¶eben.

Ha a 2. t¶abl¶azatban bemutatott folyamatot ¶ugy m¶odos¶³tjuk, hogy a
m¶er¶esi bizonytalans¶aghoz tartoz¶o ¾m sz¶or¶as 0,01 ¶es 2 (a folyamat sz¶or¶as¶anak
1/400-a ¶es 1/2-e) valamint a vesztes¶egek q ar¶anya 0,01 ¶es 0,2 kÄozÄotti ¶ert¶eket
vegyen fel, akkor a 6. ¶abr¶an l¶athat¶o k¶epet kapjuk.
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q Egys¶egre jut¶o fedezet Kopt

K = ¡2¾m K = 0 K = 2¾m K = Kopt
0,05 -10,5472 2,5184 4,9113 5,6933 2,4280

0,10 -0,4061 5,4685 4,9865 6,3438 1,6156

0,15 2,9743 6,4519 5,0115 6,7386 1,0675

0,20 4,6644 6,9436 5,0240 7,0247 0,6319

0,25 5,6785 7,2386 5,0316 7,2500 0,2582

0,30 6,3546 7,4353 5,0366 7,4362 -0,0774

0,35 6,8375 7,5758 5,0401 7,5951 -0,3884

0,40 7,1997 7,6812 5,0428 7,7339 -0,6835

0,45 7,4814 7,7631 5,0449 7,8572 -0,9690

0,50 7,7068 7,8287 5,0466 7,9683 -1,2500

0,55 7,8911 7,8823 5,0480 8,0695 -1,5310

0,60 8,0448 7,9270 5,0491 8,1625 -1,8165

0,65 8,1748 7,9648 5,0501 8,2487 -2,1116

0,70 8,2862 7,9972 5,0509 8,3291 -2,4226

0,75 8,3828 8,0253 5,0516 8,4046 -2,7582

0,80 8,4673 8,0499 5,0522 8,4758 -3,1319

0,85 8,5419 8,0716 5,0528 8,5435 -3,5675

0,90 8,6082 8,0909 5,0533 8,6083 -4,1156

0,95 8,6675 8,1081 5,0537 8,6707 -4,9280

2. t¶abl¶azat. Az egy egys¶egre jut¶o fedezet ¶ert¶eke a hat¶arok m¶odos¶³t¶as¶anak
fÄuggv¶eny¶eben (¹x = 105, ¾x = 4, ¹m = 0, ¾m = 2, LSL = 100)

A t¶enyleges folyamat ¶es a m¶er¶esi bizonytalans¶ag sz¶or¶as¶anak ar¶any¶at loga-
ritmikus sk¶al¶an jelÄoltÄuk. J¶ol l¶athat¶o, hogy ha minden m¶ast rÄogz¶³tve hagyunk,
akkor is csak bizonyos q ¶ert¶ekek eset¶en lesz line¶arishoz kÄozel¶³t}o a Kopt ¶es a
¾m kapcsolata.

6. ¶abra. Az optim¶alis korrekci¶os t¶enyez}o ¶ert¶ekei a vesztes¶egek ar¶anya (q) ¶es a m¶er¶esi
bizonytalans¶aghoz tartoz¶o sz¶or¶as (¾m) fÄuggv¶eny¶eben
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5 Konkl¶uzi¶o

Igazoltuk, hogy a szabv¶anyok ¶es aj¶anl¶asok ¶altal javasolt, kiz¶ar¶olag a m¶er¶esi
bizonytalans¶ag fÄuggv¶eny¶eben meghat¶arozott ¶es a t}ur¶eshat¶arokhoz illesztett
megb¶³zhat¶os¶ag alap¶u biztons¶agi s¶av alkalmaz¶asa ak¶ar ronthat is a v¶arhat¶o
kÄolts¶eg vagy fedezet ¶ert¶ek¶en. Az ¶³gy el¶ert eredm¶eny rosszabb lehet ann¶al,
mintha teljesen ¯gyelmen k¶³vÄul hagyn¶ank a m¶er¶esi bizonytalans¶agot. Be-
mutattuk, hogy az eredm¶enyt a m¶er¶esi bizonytalans¶ag mellett a folyamat
k¶epess¶ege (ingadoz¶as¶anak m¶ert¶eke ¶es a v¶arhat¶o ¶ert¶ek t}ur¶eshat¶arokt¶ol vett
t¶avols¶aga), valamint az egyes dÄont¶esi kimenetelekhez tartoz¶o bev¶etelek ¶es
kÄolts¶egek nagys¶aga is befoly¶asolja. Az ¶altalunk javasolt m¶odszerrel a kÄolts¶e-
gek (vagy fedezetek) optimaliz¶alhat¶oak, s ez az optimum ak¶ar mintav¶eteles
vizsg¶alatb¶ol is meg¶allap¶³that¶o. Bizony¶³tottuk, hogy bonyolultabb esetekben
nem szÄuks¶eges analitikusan sz¶am¶³t¶asokat v¶egeznÄunk, a sztochasztikus kon-
vergencia miatt szimul¶aci¶okkal is meghat¶arozhat¶ok a minim¶alis kock¶azattal
j¶ar¶o elfogad¶asi hat¶arok.
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RISK-BASED MEASUREMENT UNCERTAINTY TREATING IN

INDUSTRIAL CONFORMANCE ASSESSMENT DECISIONS

The consideration of measurement uncertainty is part of the daily routine in a
measuring and testing laboratory. The authors show that taking measurement
uncertainty into account can also be essential in industrial decision practice (e.g.
in condition based maintenance or conformity inspection). The consideration of
measurement uncertainty particularly required if this uncertainty is large or the
consequence of an incorrect decision is critical. The introduced model treats the
measurement uncertainty on risk base instead of the previously used reliability-
centered approach. The authors show that the optimal bounds of acceptance region
can be determined with simulations and analytical calculations as a function of
measurement uncertainty, the observed characteristics and the loss or pro¯t of
decision outputs.
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A KV¶AZI-HIPERBOLIKUS DISZKONT¶AL¶AS
ALKALMAZ¶ASA AZ OPTIM¶ALIS SZABADALMAK

ELM¶ELET¶EBEN1

NAGY BENEDEK
Szegedi Tudom¶anyegyetem

Gazdas¶agpolitikai dÄont¶esek sor¶an gyakorta szÄuks¶eges azonnali kÄolts¶egek ¶es
hossz¶u id}on ¶at realiz¶al¶od¶o hasznok, vagy azonnali hasznok ¶es hosszabb id}on ¶at
realiz¶al¶od¶o kÄolts¶egek Äosszevet¶ese. A neoklasszikus kÄozgazdas¶agtannak meg-
van az eszkÄoze az e®ajta dÄont¶esek kezel¶es¶ere: a jelen- ¶es jÄov}o¶ert¶ek-sz¶am¶³t¶as,
valamint a nett¶o jelen¶ert¶ek-szab¶aly. A k¶³s¶erleti kÄozgazdas¶agtan oldal¶ar¶ol
azonban az ilyenkor alkalmazott exponenci¶alis diszkont¶al¶ast sok t¶amad¶as
¶erte. K¶³s¶erletek alapj¶an a nagyobb pszichol¶ogiai realizmus ¶erdek¶eben alterna-
t¶³v¶akat javasolnak az exponenci¶alis modellel szemben: a hiperbolikus, illetve
kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶asi modelleket. Ezek az alternat¶³v modellek ma-
gyar¶azattal szolg¶alhatnak a fogyaszt¶ok viselked¶es¶enek id}obeli inkonzisztenci¶a-
j¶ara, vagyis hogy dÄont¶esÄuket, ¶ert¶ek¶³t¶eletÄuket ceteris paribus puszt¶an az id}o
m¶ul¶asa miatt megv¶altoztatj¶ak. Jelen dolgozat c¶elja kett}os. Egyr¶eszt c¶el, hogy
¶attekintve a kÄulÄonbÄoz}o diszkont¶al¶asi modelleket ¶es azok ÄosszefÄugg¶eseit, r¶avi-
l¶ag¶³tson, hogy kÄulÄonbÄoz}os¶egeik milyen elt¶er¶eseket okozhatnak m¶eg egyszeri
ki¯zet¶esek jelen¶ert¶ek¶enek Äosszevet¶es¶en¶el is, de m¶eg ink¶abb akkor, ha ezeket az
alternat¶³v modelleket p¶enz¶aramok jelen¶ert¶ek¶enek kalkul¶al¶as¶ara haszn¶aljuk. A
szakirodalomban eddig nem jelent meg a hiperbolikus ¶es kv¶azi-hiperbolikus
diszkont¶al¶asi modellek ilyen haszn¶alata. M¶asr¶eszt a diszkont¶al¶asi modellek
kÄulÄonbÄoz}os¶eg¶enek relevanci¶aj¶at szeretn¶e szeml¶eltetni a gazdas¶agpolitika sz¶a-
m¶ara. Az optim¶alis szabadalmak elm¶elet¶enek seg¶³ts¶eg¶evel k¶³v¶anom meg-
mutatni, hogy egy nem-exponenci¶alis diszkont¶al¶asi modell alkalmaz¶as¶aval
m¶as optim¶alis szabadalmi id}o, ¶es ilyen m¶odon m¶as aj¶anl¶as ad¶odik a gaz-
das¶agpolitika sz¶am¶ara.

Kulcsszavak: kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶as, optim¶alis szabadalmak, an-
nuit¶as

1 Bevezet¶es

Beruh¶az¶as-gazdas¶agoss¶agi sz¶am¶³t¶asok sor¶an Irwing Fisher (1930) ¶ota a main-
stream kÄozgazdas¶agtan ¶altal haszn¶alt normat¶³v dÄont¶esi szab¶aly, hogy legfÄol-
jebb azokat a beruh¶az¶asokat ¶erdemes megval¶os¶³tani, amelyek eset¶eben a nett¶o
jelen¶ert¶ek pozit¶³v, vagyis amikor a beruh¶az¶ast¶ol annak hasznos ¶elettartama
alatt v¶arhat¶o Äosszes nett¶o p¶enz¶araml¶as jelenre diszkont¶alt Äosszege null¶an¶al

1Be¶erkezett: 2010. december 7. E-mail: xxx@t-online.hu.
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nagyobb. Samuelson (1937) hasonl¶o m¶odon normat¶³v dÄont¶esi szab¶alyk¶ent
vezeti be a diszkont¶alt hasznoss¶ag elm¶elet¶et. K¶es}obb azonban magatart¶as-
gazdas¶agtani kutat¶asok (Ainslie 1992, Loewenstein-Prelec 1992) r¶amutattak,
hogy a val¶os¶agban a dÄont¶eshoz¶ok az eml¶³tett, exponenci¶alis diszkont¶al¶ast al-
kalmaz¶o modellekkel Äossze nem egyeztethet}o m¶odon hoznak intertempor¶alis
dÄont¶eseket. Mag¶ara a diszkont¶al¶asi viselked¶esre koncentr¶alva dÄont¶eseik job-
ban le¶³rhat¶oak hiperbolikus (Loewenstein-Prelec 1992) vagy kv¶azi-hiperboli-
kus (Laibson 1996) diszkont¶al¶ast felt¶etelezve. Az exponenci¶alis diszkont¶al¶ast
univerz¶alisan alkalmazva a fogyaszt¶oi dÄont¶esek eset¶en t¶eves eredm¶enyekhez
jutunk, viszont a nem-exponenci¶alis diszkont¶al¶asi modellek a beruh¶az¶asi dÄon-
t¶esek eset¶en vezetnek hib¶as kÄovetkeztet¶esre. Ha a beruh¶az¶asi dÄont¶esekn¶el az
empirikusan megalapozott nem-exponenci¶alis diszkont¶al¶ast haszn¶aljuk fel,
akkor az ezekben a modellekben megjelen}o id}obeli inkonzisztencia miatt a
mai terveket nem fogjuk kÄovetni a jÄov}oben (Cropper-Laibson 1998). Amel-
lett fogok ¶ervelni, hogy a diszkont¶al¶asbeli kÄulÄonbs¶egek miatt bizonyos dÄont¶esi
szitu¶aci¶okban indokolt e k¶etf¶ele m¶odszer egyfajta ,,kever¶ek¶et" alkalmazni.
A korm¶anyzat lehet az a szerepl}o, aki kÄulÄonbÄoz}o elkÄotelez}od¶esi mechaniz-
musokkal beavatkozhat annak ¶erdek¶eben, hogy bizonyos projektekben a fo-
gyaszt¶ok nem-exponenci¶alis id}obeli preferenci¶ai ¶erv¶enyesÄulhessenek (Strotz
1956, Cropper-Laibson 1998). A beruh¶az¶asi dÄont¶eseknek egy ilyen terÄulete a
kÄornyezetv¶edelmi beruh¶az¶asok vagy az innov¶aci¶o. Az innov¶aci¶o neoklasszikus
elm¶elet¶eben er}oforr¶as-felhaszn¶al¶as ¶ar¶an kÄolts¶egcsÄokkent¶es ¶es ez¶altal jÄov}obeli
megnÄovekedett fogyaszt¶oi tÄobblet ¶erhet}o el. Az optim¶alis szabadalmak Nord-
haus (1967) ¶altal elind¶³tott elm¶elet¶eben az ¶allam ¶altal meghat¶arozott szaba-
dalmi v¶edelmi id}o egy olyan elkÄotelez}od¶es, amely pontosan meghat¶arozza
a jÄov}obeli cselekv¶esi lehet}os¶egeket: a szabadalmi v¶edelem id}otartama alatt
a feltal¶al¶o elsaj¶at¶³thatja az innov¶aci¶ob¶ol sz¶armaz¶o hasznok egy r¶esz¶et pro-
¯tk¶ent, ¶es csak e v¶edelem lej¶arta ut¶an ¶elvezheti a t¶arsadalom tÄobbi r¶esze
a teljes hasznot. Nordhaus az ¶allam ¶altal kijelÄolend}o optim¶alis szabadalmi
hosszat az ¶altala vizsg¶alt t¶enyez}ok fÄuggv¶eny¶eben 1 ¶es 34 ¶ev kÄoz¶e teszi, m¶³g
a val¶os¶agban az EgyesÄult ¶Allamokban ¶es Eur¶op¶aban a t¶enyleges szabadalmi
id}otartam egys¶egesen 20 ¶ev. Vajon m¶ashogyan kell-e az ¶allamnak meg¶allap¶³-
tani a szabadalmi v¶edelem hossz¶at, ha ¯gyelembe veszi a fogyaszt¶ok jÄov}obeli
hasznokra ¶es kÄolts¶egekre vonatkoz¶o nem-exponenci¶alis diszkont¶al¶asi viselke-
d¶es¶et?

A dolgozat 2. fejezet¶eben ¶attekintem ¶es csoportos¶³tom a kÄulÄonbÄoz}o disz-
kont¶al¶asi modelleket, r¶amutatok kapcsol¶od¶asi pontjaikra, illetve az elt¶er}o
modellek haszn¶alat¶ab¶ol ered}o jelen¶ert¶ek-sz¶am¶³t¶asbeli eredm¶enyek kÄulÄonbÄoz}o-
s¶eg¶ere. A 3. fejezetben a m¶asodik fejezet eredm¶enyei alapj¶an megmutatom,
hogy az exponenci¶alis ¶es nem-exponenci¶alis modellek haszn¶alat¶ab¶ol ered}o
kÄulÄonbs¶egek hatv¶anyozottan ¶erv¶enyesÄulnek akkor, amikor megpr¶ob¶aljuk egy
olyan terÄuleten alkalmazni ezeket a modelleket, mint a p¶enz¶aramok, annuit¶a-
sok jelen¶ert¶ek¶enek kisz¶am¶³t¶asa, hiszen p¶eld¶aul egy innov¶aci¶o id}oben hosszan
elny¶ul¶oan biztos¶³t hozamokat jelenbeli kÄolts¶egek ¶ar¶an. Ismereteim szerint
az exponenci¶alis diszkont¶al¶asi modellekkel verseng}o alternat¶³v modellek ilyen
alkalmaz¶as¶aval m¶eg nem foglalkoztak. Ahogy a m¶asodik fejezetben, itt is
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kisz¶am¶³tom a kÄulÄonbÄoz}o modellek alkalmaz¶as¶aval el}o¶all¶o kÄulÄonbs¶egeket a je-
len¶ert¶ekekben. A 4. fejezetben a nem-exponenci¶alis diszkont¶al¶ast az op-
tim¶alis szabadalmak elm¶elet¶ere alkalmazom. Ebben a r¶eszben Du®y (2005)
egyszer}u modellje seg¶³ts¶eg¶evel mutatom be, hogy a hiperbolikus diszkont¶al¶as
alkalmaz¶asa hasznos hozz¶aj¶arul¶as lehet egy olyan gazdas¶agpolitikai v¶altoz¶o,
mint a szabadalmi v¶edelmi id}o megfelel}o kialak¶³t¶as¶an¶al. V¶egÄul az 5. feje-
zetben Äosszegzem az eredm¶enyeket ¶es kitekint¶est adok tov¶abbi alkalmaz¶asi
lehet}os¶egekre.

2 Az exponenci¶alis diszkont¶al¶asi modell ¶es al-
ternat¶³v¶ai

A diszkont¶alt hasznoss¶ag modellje (DU { Discounted Utility) Paul Anthony
Samuelson 1937-es ,,A Note on Measurement of Utility" c¶³m}u ¶³r¶as¶aval kerÄult
be a kÄozgazdas¶agi gondolkod¶asba, ¶es terjedt el rohamos sebess¶eggel, mint a
kÄulÄonbÄoz}o id}opontokban jelentkez}o hasznoss¶agok Äosszehasonl¶³t¶as¶anak m¶od-
szere. Azt ¶³rja: ,,b¶armely tetsz}oleges id}oszak alatt az egy¶en ¶ugy viselkedik,
hogy maximaliz¶alja az Äosszes jÄov}obeli hasznoss¶agnak egy megfelel}o id}obeli
diszkont¶al¶assal azonos nagys¶agrend}uv¶e csÄokkentett Äosszeg¶et. [. . .] Az egy¶en
a jÄov}obeli hasznoss¶agokat egy egyszer}u ¶es kÄovetkezetes m¶odon sz¶am¶³tolja le,
mely m¶odszer ismert sz¶amunkra." (Samuelson, 1937, p. 156) Ez az ismert-
nek felt¶etelezett m¶odszer pedig a p¶enz id}o¶ert¶ek¶enek sz¶am¶³t¶as¶an¶al haszn¶alt
exponenci¶alis diszkont¶al¶as lett.

Samuelson eredeti ¶ertelmez¶es¶enek megfelel}oen a diszkont¶al¶as vagy lesz¶a-
m¶³tol¶as fogalm¶anak t¶ag ¶ertelmez¶es¶et magyar¶azva Rachlin (2006, 425. o) az
Oxford Enciclopedic Dictionary bejegyz¶es¶et id¶ezi, miszerint a diszkont¶alni
sz¶o egyik jelent¶ese: ,,egy eredeti esem¶eny hat¶as¶at csÄokkenteni". ¶Altal¶anos
esetben teh¶at arr¶ol van sz¶o, hogy egy kezdeti esem¶eny hat¶asa (X) valamilyen
egyÄutthat¶o (±) szerint egy kisebb hat¶ass¶a (x) m¶ers¶ekl}odik. Ez a m¶ers¶ekl}od¶es
fel¶³rhat¶o ak¶ar x = ±X, ak¶ar x=X = ± form¶aban. Ez a ± egyÄutthat¶o maga is
m¶as v¶altoz¶ok fÄuggv¶eny¶eben lehet nagyobb vagy kisebb, kifejezve, hogy milyen
hat¶asra ¶es milyen m¶ert¶ekben csÄokken a kezdeti esem¶eny hat¶asa.

Samuelson az eredetileg a beruh¶az¶as-gazdas¶agoss¶agi sz¶am¶³t¶asok sor¶an a
mikroÄokon¶omi¶aban sz}ukebb ¶ertelemben jÄov}obeli p¶enzÄosszegek ¶ert¶ek¶enek Äossze-
hasonl¶³t¶as¶ara haszn¶alt lesz¶am¶³tol¶ast jÄov}obeli hasznoss¶agok Äosszehasonl¶³t¶as¶ara
is kiterjesztette. ¶Altal¶anoss¶agban X egy jelenben megkaphat¶o Äosszeget (il-
letve annak hasznoss¶ag¶at) jelent, x egy jÄov}oben megkaphat¶o Äosszeget (illetve
annak hasznoss¶ag¶at), ± pedig azt az ¶ert¶eket, a diszkontfaktort mutatja, amely
mellett a k¶et el}obbi ¶ert¶ek a dÄont¶eshoz¶o sz¶am¶ara egyforma. Ekkor a ± v¶altoz¶o
¶ert¶ek¶et k¶et t¶enyez}o hat¶arozza meg, a kamatl¶ab, mint exog¶en param¶eter, ¶es
az id}o m¶ul¶asa, mint v¶altoz¶o (± = ±t = (1+r)¡t, ahol a t param¶eter az id}ot, r
pedig a kamatl¶abat jelenti). Min¶el tÄobb id}o telik el a jelen ¶es a jÄov}o kÄozÄott,
±t ¶ert¶eke ann¶al kisebb, ¶³gy adott jelenbeli Äosszegnek ann¶al nagyobb jÄov}obeli
felel meg, vagy adott jÄov}obeli Äosszegnek ann¶al kisebb jelenbeli.

Az intertempor¶alis dÄont¶esek neoklasszikus elm¶elete a diszkontfaktor ala-
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kul¶as¶at exponenci¶alis m¶odon kezeli, ami azt jelenti, hogy id}oegys¶egenk¶ent
¶alland¶o Äutemben v¶altozik az ar¶any x ¶es X kÄozÄott. A magatart¶as-gazdas¶agtani
k¶³s¶erletek azonban r¶amutattak arra, hogy a t¶enyleges emberi dÄont¶eshozatal
sor¶an a k¶³s¶erleti alanyok sorra ezzel Äossze nem egyeztethet}o dÄont¶eseket hoz-
nak, ¶es diszkont¶al¶asi viselked¶esÄuk jobban le¶³rhat¶o m¶asmilyen modellekkel. A
legismertebb ilyen k¶³s¶erleti eredm¶eny, anom¶alia, a preferenciafordul¶as jelens¶e-
ge (Kirby{Herrnstein, 1995), amikor az id}o m¶ul¶asa befoly¶asolja a v¶alaszt¶ast A
¶es B kÄulÄonbÄoz}o id}opontokban v¶alaszthat¶o alternat¶³v¶ak kÄozÄott. A fogyaszt¶ok
intertempor¶alis v¶alaszt¶asaik sor¶an id}obeli inkonzisztenci¶at mutatnak. Ezzel a
jelens¶eggel kapcsolatos a halogat¶as-probl¶ema (Laibson, 1997): id¶en ¶ugy gon-
dolom, hogy racion¶alis kalkul¶aci¶ok alapj¶an meg¶eri nekem jÄov}ore elkezdeni
er}oteljesen takar¶ekoskodni, de mikor a kÄovetkez}o ¶ev eljÄon, m¶egsem teszem
ezt, hanem elhalasztom egy ¶evvel, nem l¶atv¶an el}ore, hogy egy ¶ev m¶ulva is
¶eppen ¶³gy fogok gondolkodni.2

TÄobbf¶ele lehets¶eges magyar¶azat is szÄuletett ezekre a jelens¶egekre. Ezek
egy r¶esze, amelyekkel itt most foglalkozni szeretn¶ek, a diszkont¶al¶asi modellt
v¶altoztatja meg. Ilyenek p¶eld¶aul a szakirodalom ¶altal hiperbolikus diszkont¶a-
l¶asnak (Loewenstein-Prelec 1992), illetve kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶asnak
(Phelps-Pollak, 1968) nevezett modellek. Ezen alternat¶³v modellek mind
azt hangs¶ulyozz¶ak, hogy a diszkont¶al¶asi k¶³s¶erletek tan¶us¶aga szerint az id}o
m¶ul¶as¶at¶ol fÄugg}oen nemcsak maga a diszkontfaktor v¶altozik (csÄokken folyam-
atosan), hanem ennek a v¶altoz¶asnak az Äutem¶et is befoly¶asolja az id}o.3 A
hiperbolikus elnevez¶es arra utal, hogy ezekben a modellekben az id}o a disz-
kontt¶enyez}o nevez}oj¶eben tal¶alhat¶o, ¶³gy az id}o m¶ul¶as¶aval maga a diszkontr¶ata
is csÄokken}o { ellent¶etben az exponenci¶alis modellel, ahol a diszkontr¶ata kons-
tans. A kv¶azi-hiperbolikus eset ¶atmenet a kett}o kÄozÄott, amennyiben az
id}oben csÄokken}o diszkontr¶at¶at csak az els}o id}oszakban mutatja, onnant¶ol
kezdve a diszkontr¶ata id}oben ¶alland¶o.

Egy id}oben v¶altoz¶o diszkontr¶at¶aval diszkont¶al¶o modell kÄulÄonbÄoz}o m¶odokon
formaliz¶alhat¶o, kÄulÄonbÄoz}o szerz}ok elt¶er}o fÄuggv¶enyekkel pr¶ob¶alj¶ak az ilyen
m¶odon diszkont¶al¶o viselked¶est le¶³rni. Az ilyen m¶odon diszkont¶al¶o nem-ex-
ponenci¶alis diszkont-fÄuggv¶enyeket dÄont¶esi szab¶alyk¶ent haszn¶alva m¶as ered-
m¶enyeket fogunk kapni, mintha optimaliz¶al¶o gazdas¶agi alanyainkr¶ol expo-
nenci¶alis diszkont¶al¶ast felt¶etelezn¶enk.

Az id}oben csÄokken}o diszkontr¶at¶at alkalmaz¶o modelleket felfoghatjuk ¶ugy
is, mint az exponenci¶alis modell ¶altal¶anos¶³t¶asait. Az egyik ir¶anyzat abba
az ir¶anyba ¶altal¶anos¶³t, hogy m¶³g az exponenci¶alis modellben egy tetsz}oleges

2Az id}obeli inkonzisztenci¶aval, halogat¶assal ¶es ezzel ÄosszefÄugg¶esben l¶ev}o fogyaszt¶oi
Äonkontrollal kapcsolatban egy j¶o ¶attekint¶est ad Lippai (2010).

3Sz¶amos tov¶abbi modell is l¶etezik az eml¶³tett jelens¶egek magyar¶azat¶ara. Ezek kÄozÄul itt
azt a csoportot emeltem ki, amely az exponenci¶alishoz hasonl¶oan konkr¶et fÄuggv¶enyform¶at
ad az ¶altala le¶³rt diszkont¶al¶asi viselked¶esnek. Frederick et al. (2002) kimer¶³t}oen ¶attekinti
¶es csoportos¶³tja az alternat¶³v magyar¶az¶o elm¶eleteket. Az ebben a cikkben is megeml¶³tett
szubaddit¶³v modell, b¶ar r¶eszben matematiz¶alt, nem ad meg az ¶altalam vizsg¶altakhoz ha-
sonl¶o explicit diszkontfÄuggv¶enyt (b}ovebben l¶asd Read 2001). Trope ¶es Liberman (2003)
a preferenciafordul¶as jelens¶eg¶ere olyan magyar¶azatot ad, amely pszichol¶ogiai t¶enyez}oket
{ attit}udÄoket, ¶erzelmeket, kogn¶³ci¶okat { haszn¶al magyar¶az¶o t¶enyez}okk¶ent, ¶am ezek m¶eg
kev¶esb¶e matematiz¶altak.
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id}oben ±t = ±t a diszkontt¶enyez}o, ez ¶altal¶anos¶³that¶o ±t = ¯±t form¶aban { ez
a diszkr¶et kv¶azi-hiperbolikus, vagy m¶as n¶even b¶eta-delta diszkontfÄuggv¶eny.
E szerint az ir¶anyzat szerint az elt¶er¶est az els}o id}oszak kÄulÄonÄosen er}oteljes
diszkont¶al¶asa okozza. A m¶asik ir¶anyzat pedig abba az ir¶anyba ¶altal¶anos¶³t,
hogy az exponenci¶alis modellhez k¶epest az ¶altal¶anos¶³tott modellben ±t = ±®(t)

{ ez a folytonos hiperbolikus diszkontfÄuggv¶enyek csoportja. Ez az ir¶anyzat
az elt¶er¶est az ,,id}o t¶eves ¶erz¶ekel¶es¶evel" magyar¶azza.4 L¶athat¶o, hogy ezen
¶altal¶anos k¶epletekb}ol a diszkont¶al¶asi param¶eterek megfelel}o megv¶alaszt¶as¶aval
hat¶aresetk¶ent el}o¶all¶³that¶o az exponenci¶alis modell.

Jelen dolgozatban a kv¶azi-hiperbolikus modellt fogom alkalmazni, k¶et
okb¶ol is. El}oszÄor is az egyszer}us¶eg ok¶an. Ez a fÄuggv¶enyforma ,,visszaadja a
hiperbolikus diszkontfÄuggv¶enyek kvalitat¶³v von¶as¶at [miszerint a diszkontr¶ata
id}oben csÄokken}o], mikÄozben megtartja az exponenci¶alis diszkontfÄuggv¶eny anal-
itikus kezelhet}os¶eg¶et." (Laibson 1996, p. 8.). A m¶asodik ok ÄosszefÄugg¶esben ¶all
az els}ovel. Laibson megfontol¶as¶ahoz hasonl¶oan m¶as szerz}ok is ezt a fÄuggv¶eny-
form¶at alkalmazt¶ak, amikor laborat¶oriumi k¶³s¶erletekben vagy val¶os dÄont¶esek
meg¯gyel¶es¶evel a dÄont¶eshoz¶ok ¶altal haszn¶alt diszkontfÄuggv¶eny param¶etereit
becsÄulni igyekeztek, ¶³gy a szakirodalomban fellelhet}ok a kv¶azi-hiperbolikus
modell ¯ ¶es ± param¶etereire vonatkoz¶o benchmark-¶ert¶ekek, a hiperbolikus
modellek param¶etereire viszont nem ¶allnak rendelkez¶esre empirikus becsl¶esek.

Az ¶altalam haszn¶alt diszkont¶al¶asi modell eset¶eben teh¶at egy tetsz}oleges
id}oszak diszkontr¶at¶aja kisz¶am¶³that¶o a ±t = ¯ ¢ ±t form¶aban. Ha ¯ = 1, akkor
megkapjuk speci¶alis esetk¶ent az exponenci¶alisan diszkont¶al¶o modellt. Ha
viszont, ahogyan a modell felteszi, 0 < ¯ < 1, akkor egy diszkr¶et diszkont-
fÄuggv¶enyt kapunk, melynek ¶ert¶ekei f 1; ¯±; ¯±2; ¯±3; . . . g. A b¶eta-delta disz-
kont¶al¶as mÄogÄott az az elk¶epzel¶es h¶uz¶odik meg, hogy a dÄont¶eshoz¶o els}osorban
az alapj¶an m¶erlegel, hogy jelenbeli vagy k¶es}obbi fogyaszt¶asr¶ol van-e sz¶o. A
nem jelenbeli fogyaszt¶asokat egyb}ol egy er}oteljes, ¯ m¶ert¶ekben diszkont¶alja.
Att¶ol kezdve viszont, hogy a nem-jelenbelis¶eg miatt elv¶egezte az er}oteljes
lesz¶am¶³tol¶ast, m¶ar enn¶el j¶oval kisebb m¶ert¶ekben befoly¶asolja az, hogy kicsi-
vel vagy sokkal k¶es}obbi fogyaszt¶asr¶ol van sz¶o. A modellfeltev¶es szerinti 0 <
¯ < 1 a rÄovid t¶av¶u er}os tÄurelmetlens¶egre utal. Az els}o id}oszak ut¶an a jÄov}ot
lesz¶am¶³tol¶o, id}oben ¶alland¶o kamatl¶ab a feltev¶es szerint rh < re (vagyis 0 <
±e < ±h < 1). Ez az alacsonyabb kamatl¶ab az exponenci¶alis diszkont¶al¶ashoz
k¶epest ¶ertelmezett nagyobb hossz¶u t¶av¶u tÄurelemre utal. ÄOsszevetve egy ex-
ponenci¶alis ¶es egy kv¶azi-hiperbolikus diszkontfÄuggv¶enyt, az 1. ¶abr¶an l¶athat¶o
k¶epet kapunk. A kÄonnyebb kezelhet}os¶eg kedv¶e¶ert az egy¶ebk¶ent diszkr¶et
b¶eta-delta diszkontfÄuggv¶eny pontjait ÄosszekÄotÄottem. Az ¶abra k¶esz¶³t¶es¶en¶el
a kv¶azi-hiperbolikus diszkontfÄuggv¶eny eset¶eben haszn¶alt param¶eterek az em-
pirikus vizsg¶alatokb¶ol Angeletos et al. (2001) ¶altal becsÄult param¶eter¶ert¶ekek.
Ezekhez meglep}oen hasonl¶o ¶ert¶ekeket tal¶al egy m¶asik k¶³s¶erletben Laibson et
al. (2007).

Az ¶abra azt mutatja, hogy l¶etezik adott param¶eterek mellett egy olyan
t¤ id}opont, amikor az exponenci¶alis ¶es a kv¶azi-hiperbolikus diszkontt¶enyez}o

4Ezekben az ¶altal¶anos¶³t¶asokban ®(t) az id}o ¶eszlel¶esi fÄuggv¶enye, a ,,val¶os" t id}oben
csÄokken}o meredeks¶eggel emelkedik. B}ovebben l¶asd Lippai (2009).
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megegyeznek, enn¶el kor¶abbi id}opont eset¶en az exponenci¶alis diszkontt¶enyez}o
nagyobb a kv¶azi-hiperbolikusn¶al, enn¶el k¶es}obbi id}opont eset¶eben pedig kisebb.

1. ¶abra. Egy exponenci¶alis ¶es egy kv¶azi-hiperbolikus diszkontfÄuggv¶eny.
Forr¶as: saj¶at szerkeszt¶es.

Az ¶abra szerint ha az exponenci¶alis diszkontr¶ata ±e = 0;91 (vagyis a ka-
matl¶ab 10%), m¶³g a hiperbolikus esetben ¯ = 0;7, ¶es az alacsonyabb hossz¶u
t¶av¶u kamatl¶abnak kÄoszÄonhet}oen ±h = 0;957 (azaz a ,,kv¶azi-hiperbolikus ka-
matl¶ab" 4;5%), akkor a t¤ id}opont 6;931 ¶evn¶el tal¶alhat¶o. Ekkor egys¶egnyi
p¶enzt 6,931 ¶evn¶el rÄovidebb id}ore lekÄotve a bankban, a lekÄot¶es v¶eg¶en ki¯zetett
Äosszeget kevesebbre ¶ert¶ekeln¶e a kv¶azi-hiperbolikusan diszkont¶al¶o egy¶en, mint
a betettet. 6,931 ¶even t¶uli lekÄot¶esn¶el azonban az exponenci¶alisan kamatoz¶o
bet¶et v¶egs}o ki¯zet¶es¶et ¶ert¶ekesebbnek v¶eln¶e, mint a betett Äosszeget. Az egy¶en
teh¶at az els}o 6,931 ¶evben egys¶egnyi jelenbeli p¶enz¶ert tÄobb jÄov}obeli p¶enzt
k¶er, mint amennyit a bank adna, illetve egys¶egnyi jÄov}oben kaphat¶o p¶enzt
kevesebb jelenbelivel tart egyen¶ert¶ek}unek. Enn¶el rÄovidebb id}o alatt a bank
alulkompenz¶aln¶a a megtakar¶³t¶ot, enn¶el hosszabb id}o eset¶en viszont felÄul.5

A k¶etf¶ele m¶odszerrel sz¶am¶³tott diszkontr¶ata kÄozÄotti viszonyt a

¯±t
h

±t
e

= ¯

µ
1 + re

1 + rh

¶t

k¶eplet adja meg, ahol ±e = 1=(1 + re) ¶es ±h = 1=(1 + rh). A z¶ar¶ojelben
l¶ev}o h¶anyados egyn¶el nagyobb, vagyis a szorzat m¶asodik t¶enyez}oje t-ben

5B¶ar szeml¶eletes Äosszehasonl¶³tani a gazdas¶agi alany ¶altal elv¶art hozamot ¶es a bank
¶altal aj¶anlott hozamot, tÄobb szempontb¶ol sem szerencs¶es. Egyr¶eszt a nem exponenci¶alis
diszkont¶al¶as id}obeli inkonzisztens volt¶ab¶ol fakad¶oan ez az ¶ert¶ekel¶es csak a jelenb}ol n¶ezve
¶erv¶enyes. M¶asr¶eszt, Mulligan (1996) amellett ¶ervel, hogy egy hiperbolikus diszkont¶al¶o vagy
nem f¶er hozz¶a a p¶enzpiacokhoz, vagy nincs vagyona. Az eml¶³tett p¶eld¶amban egy arbitra-
zs}or kock¶azatmentes nyeres¶egre tehet szert Äosszekapcsolva a kv¶azi-hiperbolikus diszkon-
t¶al¶ot ¶es az exponenci¶alisan diszkont¶al¶o bankot. B¶ar ezt a p¶eld¶at m¶eg a 3. fejezetben is
haszn¶alom a jÄovedelem¶araml¶asok Äosszehasonl¶³t¶as¶ara, a fenti k¶et ok miatt a 4. fejezetben
m¶ar csak hasznoss¶agok eset¶eben haszn¶alom a kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶ast, p¶enzÄossze-
gek eset¶eben nem.

 
 

 
 
 

1 

δ(t) 

t* = 6.931 
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(δ = 0.957; β = 0.7) 
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nÄovekv}o. A szorzat, vagyis a k¶et diszkontr¶ata ar¶anya egyn¶el kisebb vagy
nagyobb ¶ert¶eket is felvehet, ahogyan az 1. ¶abr¶an l¶atszik is. Megadhat¶o az a
t¤ id}opont a diszkont¶al¶asi param¶eterek fÄuggv¶eny¶eben, amikor a k¶et diszkont-
r¶ata fentebb kisz¶am¶³tott ar¶anya ¶eppen egy, m¶egpedig

t¤ =
ln¯

ln ±e ¡ ln ±h
=

ln¯

ln 1+rh

1+re

: (1)

Ha t¤-ot a diszkont¶al¶asi param¶eterek fÄuggv¶enyek¶ent ¶ertelmezzÄuk, akkor (1)
alapj¶an meg¶allap¶³that¶o, hogy @t¤=@¯ < 0, tov¶abb¶a, hogy @t¤=@re < 0 ¶es
@t¤=@rh > 0, ¶es mivel re > rh, ez¶ert t¤ a k¶etf¶ele diszkontr¶ata kÄulÄonbs¶eg¶enek
csÄokken¶es¶eben is nÄovekv}o. Lentebb l¶athatjuk majd, hogy milyen gyakorlati
jelent}os¶eggel b¶³r ez a t¤ ¶ert¶ek. Az 1. t¶abl¶azat n¶eh¶any param¶eterkombin¶aci¶ora
mutatja azokat a t¤ id}oket, amelyekre (1) teljesÄul. Az egyes sorokhoz tartoz-
nak a kv¶azi-hiperbolikus fÄuggv¶eny kÄulÄonbÄoz}o ±, az oszlopokhoz a kÄulÄonbÄoz}o
¯ param¶eterei Laibson (1996) alapj¶an.

±hyp ¯ 0,25 0,5 0,75 0,8 ±hyp ¯ 0,25 0,5 0,75 0,8
0,96 173,98 86,99 36,10 28,00 0,96 25,44 12,72 5,28 4,10
0,97 75,63 37,81 15,69 12,17 0,97 21,38 10,69 4,44 3,44
0,99 35,78 17,89 7,43 5,76 0,99 16,26 8,13 3,37 2,62

1a. t¶abl¶azat. t¤ ¶ert¶eke ±e = 0;952 eset¶en
(vagyis ha re = 0;05)

1b. t¶abl¶azat. t¤ ¶ert¶eke ±e = 0;909 eset¶en
(vagyis ha re = 0;1)

Forr¶as: saj¶at sz¶am¶³t¶asok.

A b¶eta-delta diszkont¶al¶asi modell legf}obb h¶atr¶anya az exponenci¶alissal
szemben, hogy folytonos esetben nem ¶ertelmezhet}o, ¶es b¶ar az 1. ¶abr¶an nagy-
vonal¶uan folytonosk¶ent ¶abr¶azoltam, s}ot a t¶abl¶azatbeli ¶ert¶ekek meghat¶aroz¶a-
s¶an¶al is folytonosk¶ent kezeltem, a 0. ¶es 1. peri¶odus kÄozÄott m¶eg elvileg sem
tiszt¶azott, hogy hogyan lehetne folytonoss¶a tenni. Ezt a probl¶em¶at ugyan
kikÄuszÄobÄoli a folytonosan is ¶ertelmezhet}o hiperbolikus diszkont¶al¶as, azonban
csak m¶asfajta neh¶ezs¶egek ¶ar¶an. A hiperbolikus modell eset¶ere azonban sem-
mif¶ele becsl¶es nem ¶all rendelkez¶esre a diszkont¶al¶asi param¶eterek nagys¶ag¶at
illet}oen (m¶eg nagys¶agrendileg sem!). Megmutathat¶o, hogy a diszkont¶al¶asi
param¶eterek fÄuggv¶eny¶eben a hiperbolikus modell(ek)re is meghat¶arozhat¶o a
fentebb kisz¶am¶³tott t¤ ¶ert¶ek.

A bankok ¶altal ny¶ujtott kompenz¶aci¶o lehet teh¶at t¶ul alacsony, illetve t¶ul
magas is a dÄont¶eshoz¶ot¶ol elv¶arthoz k¶epest, az }o ment¶alis diszkont¶al¶asa sor¶an
haszn¶alt diszkontfÄuggv¶eny param¶etereit}ol fÄugg}oen. A magatart¶asgazdas¶agtan
sz¶amos k¶³s¶erletet v¶egzett, melyekben ¶eppen ilyen anom¶ali¶akra mutat r¶a (Tha-
ler 1981, Ainslie 1992): k¶et lehet}os¶eg kÄozÄul a dÄont¶eshoz¶onak az exponenci¶alis
modell szerint azt a lehet}os¶eget kellett volna v¶alasztania, hogy x id}o m¶ulva
szerez A mennyis¶eg}u hasznot, ehhez k¶epest }o azt v¶alasztotta, hogy ink¶abb
y id}o m¶ulva szerez B mennyis¶eg}ut. A harmadik r¶eszben azt mutatom be,
hogy ugyanez a ment¶alis diszkont¶al¶asbeli elt¶er¶es vajon milyen neh¶ezs¶egeket
okozhat tÄobb id}oszakon keresztÄul esed¶ekes p¶enz-, illetve hasznoss¶ag¶araml¶asok
kÄozÄotti v¶alaszt¶as, ilyen p¶enz-, illetve hasznoss¶ag¶aramok ¶ert¶ekel¶ese sor¶an.
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3 Nem-exponenci¶alis diszkont¶al¶as a p¶enz¶ara-
mok eset¶eben

A hiperbolikus diszkont¶al¶as irodalm¶anak f}o¶arama az egyedi ki¯zet¶esek jelen-
¶ert¶ek¶enek meghat¶aroz¶as¶aval foglalkozik. A k¶³s¶erletek j¶o r¶esze arra ir¶anyul,
hogy meghat¶arozz¶ak a diszkont¶al¶as param¶etereit annak vizsg¶alat¶aval, hogy
a kor¶abbi kisebb (sooner-smaller, SS, a fenti jelÄol¶esÄunk szerinti X) Äosszeg
mekkora k¶es}obbi nagyobb (later-larger, LL, kor¶abbi jelÄol¶esÄunkben x) felel
meg { ezek a matching k¶³s¶erletek {, illetve hogy egy adott kor¶abbi kisebb ¶es
k¶es}obbi nagyobb kÄozÄul melyiket v¶alasztja az alany { ezek a choice k¶³s¶erletek.

Az optim¶alis szabadalmak elm¶elet¶eben val¶o lentebb bemutat¶asra kerÄul}o
alkalmaz¶as szempontj¶ab¶ol viszont nem egyszeri ki¯zet¶esek Äosszehasonl¶³t¶asa,
hanem p¶enz¶aramok ¶ert¶ekel¶ese a c¶el, a nem-exponenci¶alis modellek szerint.6

Hogyan hat¶arozza meg vajon a gazdas¶agi szerepl}o a bizonyos id}on keresztÄul,
meghat¶arozott id}onk¶ent j¶ar¶o jÄovedelem¶araml¶as (vagy b¶armilyen m¶as ,,hasz-
noss¶ag¶araml¶as") jelen¶ert¶ek¶et? A m¶asodik fejezetben arra mutattam r¶a, hogy
amennyiben a gazdas¶agi alanyok a jÄov}obeli esem¶enyeket nem az exponenci¶alis
modell alapj¶an sz¶am¶³tolj¶ak le, hanem p¶eld¶aul a kv¶azi-hiperbolikus modell
alapj¶an, akkor az exponenci¶alis modellel sz¶am¶³tott eredm¶eny egyetlen id}opil-
lanat kiv¶etel¶evel a jelen¶ert¶eket vagy alul-, vagy felÄulbecsli. Jelen szakaszban
azt sz¶and¶ekozom bemutatni, hogy ez a hat¶as fokozottan torz¶³tja az ¶ert¶ekel¶est
a p¶enz¶aramok jelen¶ert¶ek¶enek becsl¶ese sor¶an, ami mindennem}u olyan opti-
maliz¶aci¶o eredm¶eny¶et k¶erd¶esess¶e teheti, amely az exponenci¶alis modellre ¶epÄul.

VegyÄuk kiindul¶asnak a legegyszer}ubb esetet, az ÄorÄokj¶arad¶ek eset¶et! Vizs-
g¶aljuk meg, hogyan viszonyul egym¶ashoz egy C Äosszeg}u ÄorÄokj¶arad¶ek kv¶azi-
hiperbolikus, illetve exponenci¶alis m¶odon diszkont¶alt jelen¶ert¶eke! Mivel

PVp;exp =
1X

t=1

C ¢ ±t
e =

1X

t=1

C ¢ 1

(1 + re)t
= C ¢ 1

re
;

illetve

PVp;hyp =
1X

t=1

C ¢ ¯±t
h =

1X

t=1

C ¢ ¯
1

(1 + rh)t
= C ¢ ¯

rh
;

ez¶ert
PVp;hyp

PVp;exp
= ¯ ¢ re

rh
:

Mivel a kv¶azi-hiperbolikus modell feltev¶ese, hogy a hossz¶u t¶av¶u kamatl¶ab
kisebb, mint az exponenci¶alis kamatl¶ab, ¶es a b¶eta egyn¶el kisebb pozit¶³v,
ez¶ert ez az ar¶any lehet egyn¶el nagyobb vagy kisebb egyar¶ant. Ha b¶eta
nagyobb (kisebb) a hossz¶u t¶av¶u kamatl¶abak ar¶any¶an¶al, akkor az eredm¶eny

6B¶ar az al¶abbiakban az egyszer}us¶eg ¶es kezelhet}os¶eg kedv¶e¶ert m¶ar csak a kv¶azi-
hiperbolikus esettel foglalkozunk, a fentebb eml¶³tett, a hiperbolikus modellel val¶o min}os¶egi
egyez}os¶ege ok¶an bel¶athat¶o, hogy a vizsg¶alt probl¶ema felvet¶es¶en¶el elegend}o lesz ennek a
modellnek a haszn¶alata is. Min}os¶egileg hasonl¶o eredm¶enyre jutn¶ank a hiperbolikus model-
lek alkalmaz¶as¶aval is.
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egyn¶el nagyobb (kisebb) lesz, vagyis a kv¶azi-hiperbolikus k¶eplettel diszkont¶alt
ÄorÄokj¶arad¶ek ¶ert¶eke nagyobb (kisebb) lesz, mintha az exponenci¶alis diszkont¶a-
l¶ast haszn¶altuk volna. Id¶ezzÄuk vissza az 1. ¶abr¶at! Fenti sz¶am¶³t¶asok geomet-
rikusan azt jelentik, hogy arra vagyunk k¶³v¶ancsiak, a k¶et gÄorbe alatti terÄulet
hogyan viszonyul egym¶ashoz.7 Az ¶abra alapj¶an l¶athat¶o, hogy a k¶et terÄulet
egyenl}os¶ege lehets¶eges, hiszen t¤ pontig a kv¶azi-hiperbolikus az exponenci¶alis
gÄorbe alatt halad, ut¶ana pedig fÄolÄotte. Elk¶epzelhet}o, hogy a b¶eta-delta eset-
ben amennyivel a t¤ pontig kisebb a gÄorbe alatti terÄulet, t¤ ut¶an pontosan
annyival nagyobb, mint ahogyan az is, hogy kevesebbel vagy ¶eppens¶eggel
tÄobbel. A t¶enyleges diszkont¶al¶asi param¶eterek hat¶arozz¶ak meg, hogy melyik
a val¶odi helyzet.

Ennek a k¶et terÄuletnek a t szerint v¶altoz¶o nagys¶ag¶ara ¶ep¶³tve meghat¶aroz-
hat¶o, hogy egy tetsz}oleges T id}opont eset¶eben a (T+1) id}opontt¶ol a v¶egtelenig
tart¶o annuit¶as eset¶en milyen viszonyban van egym¶assal a kv¶azi-hiperbolikus,
illetve az exponenci¶alis m¶odon diszkont¶alt jelen¶ert¶ek. Mivel a t¤ ut¶ani id}o-
pontok ki¯zet¶eseit az exponenci¶alis modell felÄul¶ert¶ekeli, ¶³gy min¶el nagyobb
T , ann¶al nagyobb lesz a kv¶azi-hiperbolikus annuit¶as-jelen¶ert¶ek az exponen-
ci¶alishoz k¶epest. A kÄulÄonbÄoz}o m¶odszerekkel diszkont¶alt annuit¶as-jelen¶ert¶ekek
viszony¶at megad¶o kifejez¶es a

PVT ;hyp

PVT ;exp
=

P1
t=T+1 C ¢ ¯ 1

(1+rh)tP1
t=T+1 C ¢ 1

(1+re)t

=

¯
rh¢(1+rh)T

1
re¢(1+re)T

= ¯ ¢ re

rh

µ
1 + re

1 + rh

¶T

:

A z¶ar¶ojelben l¶ev}o kifejez¶es egyn¶el nagyobb a kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶o
nagyobb hossz¶u t¶av¶u tÄurelme miatt, ez¶ert az utols¶o t¶enyez}o T -ben nÄovekv}o.
Min¶el nagyobb teh¶at T (min¶el k¶es}obbi id}opontt¶ol kezd}od}o ÄorÄokj¶arad¶ekot
vizsg¶alunk), ann¶al nagyobb a kv¶azi-hiperbolikus m¶odon sz¶am¶³tott jelen¶ert¶ek
az exponenci¶alishoz viszony¶³tva. Mivel az els}o k¶et t¶enyez}o, mint fentebb l¶at-
tuk, lehet egyn¶el kisebb vagy nagyobb is, ez¶ert a t¶enyleges ar¶any szint¶en lehet
egyn¶el kisebb vagy nagyobb. ¶Eppen eggyel lesz egyenl}o, ha

T =
ln 1

¯ ¢ rh

re

ln 1+re

1+rh

=
ln

³
¯ ¢ 1¡±e

1¡±h

´

ln ±e ¡ ln ±h
¡ 1 : (2)

A 2. t¶abl¶azat n¶eh¶any kv¶azi-hiperbolikus b¶eta ¶es delta ¶ert¶ek mellett mutatja
T ¶ert¶ekeit, amelyekre (2) teljesÄul.

±hyp ¯ 0,25 0,5 0,75 0,8 ±hyp ¯ 0,25 0,5 0,75 0,8
0,96 142,87 60,04 11,59 3,88 0,96 9,34 -3,36 -10,79 -11,97
0,97 47,92 10,91 -10,73 -14,18 0,97 3,26 -7,41 -13,66 -14,65
0,99 -5,66 -23,37 -33,73 -35,38 0,99 -10,63 -18,75 -23,50 -24,26

2a. t¶abl¶azat. T ¶ert¶eke ±e = 0;952 eset¶en
(vagyis ha re = 0;05)

2b. t¶abl¶azat. T ¶ert¶eke ±e = 0;909 eset¶en
(vagyis ha re = 0;1)

Forr¶as: saj¶at sz¶am¶³t¶asok.

7GÄorbe alatti terÄuletekr}ol igaz¶ab¶ol akkor besz¶elhetn¶enk, ha folytonosnak venn¶enk a
diszkontr¶ata-fÄuggv¶enyeket, a diszkr¶et esetben val¶oj¶aban { ahogyan a sz¶am¶³t¶as is mutatta
{ sorÄosszegekr}ol van sz¶o.
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A t¶abl¶azatokban szerepl}o negat¶³v sz¶amok azt jelentik, hogy a kv¶azi-hiper-
bolikus esetben a t¤ id}oponton t¶uli jelen¶ert¶ekek Äosszege annyival magasabb az
exponenci¶alis jelen¶ert¶ekekn¶el, hogy ezt nem tudja kiegyens¶ulyozni a t¤ el}otti
jelen¶ert¶ekek ellent¶etes ir¶any¶u kÄulÄonbs¶ege. Ebben az esetben az annuit¶asok
kv¶azi-hiperbolikus m¶odszerrel sz¶amolt jelen¶ert¶eke mindig meg fogja haladni
az exponenci¶alisan sz¶am¶³tott jelen¶ert¶eket. A hossz¶u t¶av¶u nagyobb tÄurelem
miatti t¶avoli jÄov}obeli tÄobblethaszon mindig nagyobb lesz, mint a rÄovid t¶av¶u
nagyobb tÄurelmetlens¶eg miatt a kÄozelebbi jÄov}obeni alulkompenz¶alts¶ag okozta
vesztes¶eg.8

4 A nem-exponenci¶alis diszkont¶al¶as alkalma-
z¶asa az optim¶alis szabadalmak elm¶elet¶eben

A negyedik fejezetben az innov¶aci¶o egy neoklasszikus mikroÄokon¶omiai mo-
dellj¶eben szeretn¶em alkalmazni a kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶ast, alapozva
az el}oz}o k¶et fejezetben tett Äosszehasonl¶³t¶asokra. A modell Du®y (2005) mo-
dellje, amely a szabadalmi v¶edelem id}otartama ¶es az innov¶aci¶o nagys¶aga kÄozti
ÄosszefÄugg¶est vizsg¶alja. Azt k¶³v¶anom e modell seg¶³ts¶eg¶evel megmutatni, hogy
egyr¶eszt elk¶epzelhet}o olyan, gazdas¶agi szempontb¶ol relev¶ans helyzet, amikor
indokolt lehet az exponenci¶alis diszkont¶al¶as helyett alternat¶³v, p¶eld¶aul kv¶azi-
hiperbolikus diszkont¶al¶asi modell alkalmaz¶asa. Az innov¶aci¶ok eset¶en jelenbeli
p¶enzberuh¶az¶assal jÄov}obeli p¶enzbeli tÄobbletnyeres¶egen t¶ul a fogyaszt¶ok ¶altal
hossz¶u t¶avon realiz¶alt j¶ol¶etnÄovekm¶enyt ¶erhetÄunk el, amelyek ¶ert¶ekel¶es¶en¶el in-
dokolt lehet a nem-exponenci¶alis diszkont¶al¶asi modellek haszn¶alata. Hasonl¶o
term¶eszet}uek lehetnek p¶eld¶aul a kÄornyezetv¶edelmi beruh¶az¶asok is. M¶asr¶eszt
r¶amutatok arra, hogy egy ilyen helyzetben a gazdas¶agpolitikai dÄont¶eshoz¶ok,
¶es nem a fogyaszt¶ok vagy a v¶allalatok szempontj¶ab¶ol l¶enyeges az alkalmazott
diszkont¶al¶asi modell megfelel}o megv¶alaszt¶asa. Harmadr¶eszt sz¶amszer}us¶³tem
a kÄulÄonbÄoz}o modellv¶alaszt¶as eredm¶enyei kÄozÄotti elt¶er¶est. Az els}o alfejezetben
rÄoviden bemutatom az innov¶aci¶o Du®y ¶altal haszn¶alt alapmodellj¶et, a m¶asodik
alfejezetben felvetem a probl¶em¶at ¶es megindokolom a kv¶azi-hiperbolikus disz-
kont¶al¶as haszn¶alat¶anak szÄuks¶egess¶eg¶et ¶es mik¶entj¶et, m¶³g a harmadik alfejezet
az eredm¶enyeket mutatja be.

4.1 Az alapmodell bemutat¶asa

Els}ok¶ent William Dawnbery Nordhaus volt az, aki egy mikroÄokon¶omiai mo-
dell seg¶³ts¶eg¶evel a szabadalom int¶ezm¶eny¶en keresztÄul a technikai fejl}od¶es, az
innov¶aci¶o, ¶es v¶egs}o soron a tud¶astermel¶es j¶ol¶eti hat¶asait vizsg¶alta (Nord-
haus 1967). Alapgondolata, hogy mivel a tud¶as kÄozj¶osz¶ag-tulajdons¶agokkal
b¶³r, ez¶ert az innov¶ator csak akkor lesz hajland¶o ¶uj tud¶ast el}o¶all¶³tani, vagyis
viselni az ezzel j¶ar¶o kÄolts¶egeket, hogyha az ¶uj tud¶as el}o¶all¶³t¶as¶ab¶ol sz¶armaz¶o

8Ezen gondolatmenet ¶es az ÄorÄokj¶arad¶ek jelen¶ert¶ekek Äosszehasonl¶³t¶asa ment¶en megmu-
tathat¶o, hogy ez ¶altal¶anoss¶agban azokban az esetekben ¶all el}o, amikor ¯ > rhyp=rexp.
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hasznokat is el tudja saj¶at¶³tani.9 A szabadalom ¶eppen egy olyan int¶ezm¶eny,
ami ezt lehet}ov¶e teszi.10 A hosszabb id}ore sz¶ol¶o szabadalmi v¶edelem teh¶at az
innov¶ator sz¶am¶ara hosszabb id}on keresztÄul biztos¶³tja az innov¶aci¶ob¶ol sz¶armaz¶o
pro¯tok elsaj¶at¶³t¶as¶anak lehet}os¶eg¶et, ¶es ez¶ert nagyobb m¶ert¶ek}u innov¶aci¶ora
sarkall. A szabadalmi v¶edelem miatt el}o¶all¶o monopol piaci poz¶³ci¶o statikus j¶o-
l¶eti vesztes¶eget okoz, a szabadalmi v¶edelem lej¶aratakor viszont dinamikus j¶o-
l¶eti nyeres¶eg k¶epz}odik, mikor mindenki szabadon hozz¶af¶erhet a tal¶alm¶anyhoz.
M¶³g az innov¶ator c¶elja az innov¶aic¶ob¶ol sz¶armaz¶o lehet}o legtÄobb pro¯t meg-
szerz¶ese, a gazdas¶agpolitika feladata a szabadalmi v¶edelmi id}otartam (a sza-
badalom ¶elettartama) olyan megv¶alaszt¶asa, hogy az, ¯gyelembe v¶eve a stati-
kus j¶ol¶eti vesztes¶eget ¶es a dinamikus j¶ol¶eti nyeres¶eget, maxim¶alis Äosszt¶arsa-
dalmi j¶ol¶etet biztos¶³tson.11

John Fitzgerald Du®y (2005) n¶eh¶any ponton elt¶er Nordhaus modellj¶et}ol,
de az alapvet}o gondolata ugyanez. Az al¶abbiakban nagy vonalakban v¶azolom
Du®y modellj¶et az innov¶aci¶o ¶es szabadalmi v¶edelem ÄosszefÄugg¶es¶er}ol. Tekint-
sÄuk egy kÄozÄons¶eges j¶osz¶ag piac¶at! A piacon tÄok¶eletes verseny uralkodik, min-
den v¶allalat ugyanakkora, konstans hat¶arkÄolts¶eggel tudja a term¶ek¶et el}o¶all¶³-
tani. A modellben vizsg¶alt innov¶aci¶o folyamatinnov¶aci¶o, vagyis az innov¶aci¶o
egyszer}uen abb¶ol ¶all, hogy alacsonyabb kÄolts¶eggel val¶o termel¶est tesz lehet}ov¶e
az innov¶ator sz¶am¶ara.

A Du®y ¶altal felvetett innov¶aci¶os modell h¶arom fontos ponton t¶er el a
Nordhaus-¶altal haszn¶altt¶ol. El}oszÄor is felt¶etelezi a term¶ekpiacon az id}oben
nÄovekv}o keresletet. Ez a nÄovekv}o kereslet id}oben nÄovekv}o bev¶etelk¶ent je-
lenik meg az innov¶ator sz¶am¶ara. A nÄoveked¶es Äutem¶et a gazdas¶ag ¶altal¶anos
nÄoveked¶es¶enek Äutem¶evel azonos¶³tja, ¶es azzal a felt¶etelez¶essel ¶el, hogy ez a
nÄoveked¶esi Äutem alatta marad az aktu¶alis kamatl¶abnak. M¶asodszor az egyes
innov¶aci¶ok m¶eret¶et adottnak ¶es ¶alland¶onak tekinti. Ezt azzal magyar¶azza,
hogy az ¶uj¶³t¶asok egy-egy terÄuleten l¶epcs}ozetesen tÄort¶ennek, ¶es amint egy-egy
¶ujabb, kell}oen nagy l¶ep¶est megtett egy innov¶ator, az innov¶aci¶ot m¶aris sza-
badalmaztatja. Du®y modellj¶eben teh¶at az innov¶aci¶o mindig ugyanakkora
l¶epcs}okben tÄort¶enik, ¶³gy a szabadalmi v¶edelem hossz¶anak v¶altoztat¶asa v¶egs}o

9M¶³g a tud¶asra ¶altal¶anoss¶agban jellemz}o a rivaliz¶al¶as technikai ¶ertelemben vett hi¶anya
(az ¶en tud¶asom mennyis¶ege nem csÄokken azzal, hogy valaki m¶as is tudja ugyanazt), gaz-
das¶agi ¶ertelemben val¶o rivaliz¶al¶as azonban l¶etezhet (az ¶en tud¶asom ¶ert¶ek¶et csÄokkenti, ha
m¶as is tudja ugyanazt). A tud¶ast ezek a modellek az¶ert tekintik kÄozj¶osz¶agnak, mert nincs
technikai ¶ertelemben rivaliz¶al¶as, a hasznok elsaj¶at¶³t¶asa az innov¶ator ¶altal viszont ¶eppen a
gazdas¶agi rivaliz¶al¶as miatt nem lehet tÄok¶eletes, m¶eg szabadalmi v¶edelem mellett sem.
10Term¶eszetesen nem ¶all¶³that¶o, hogy szabadalmi v¶edelem h¶³j¶an egy¶altal¶an nem jÄonn¶enek

l¶etre innov¶aci¶ok, hiszen az emberis¶eg sz¶amos ¶uj¶³t¶ast feltal¶alt m¶ar a szabadalom int¶ezm¶e-
ny¶enek l¶etrejÄotte el}ott is (ami maga is egy innov¶aci¶o volt!). Egy innov¶aci¶o hozad¶eka lehet
p¶eld¶aul szakmai elismer¶es is, amely szint¶en motiv¶alhatja a potenci¶alis innov¶atort.
11Nordhaus eredeti modellje sz¶amos fontos t¶enyez}ot hagy ¯gyelmen k¶³vÄul, amelyek a

v¶egeredm¶enyre mind befoly¶assal b¶³rhatnak. Az egyik legfontosabb ilyen t¶enyez}o tal¶an a
jÄov}o bizonytalans¶aga, p¶eld¶aul ami a k¶es}obbi id}oszakokban ¶erv¶enyes kamatl¶abakat vagy
¶eppens¶eggel az innov¶aci¶o sikeress¶eg¶et illeti. Ez az eredeti v¶altozat hasonl¶ok¶eppen nem
¶ep¶³ti be a modellbe a potenci¶alisan megjelen}o imit¶aci¶okat (szabadalmi v¶edelem sz¶eless¶ege),
vagy azt, hogy egy-egy innov¶aci¶ot adott esetben tÄobb v¶allalat fejleszt p¶arhuzamosan, de a
szabadalmat v¶egÄul is csak egyetlen v¶allalat kaphatja meg (szabadalmi verseny). Az eredeti
modell kib}ov¶³tett v¶altozatair¶ol egy lehets¶eges csoportos¶³t¶ast ad Nagy (2008).
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soron nem a l¶etrejÄov}o innov¶aci¶o m¶eret¶et (kÄolts¶egesebb, de nagyobb hozam-
mal kecsegtet}o, vagy kisebb kÄolts¶eg}u, de kisebb hozam¶u lesz-e az innov¶aci¶o),
hanem az ¶alland¶o nagys¶ag¶u ¶uj¶³t¶as l¶etrejÄovetel¶enek id}opontj¶at befoly¶asolja. A
v¶altoz¶o szabadalmi ¶elettartalomra v¶alaszul nem nagyobb vagy kisebb ¶uj¶³t¶asok
jÄonnek l¶etre, hanem a kÄovetkez}o l¶epcs}ofokot hamarabb vagy k¶es}obb l¶epik
meg. A harmadik jellemz}oje a modellnek, hogy ¯gyelembe veszi a verseng¶est
a kutat¶as-fejleszt¶es terÄulet¶en is, ez¶ert a pro¯tmaximaliz¶al¶o c¶egeknek mindad-
dig ¶erdemes el}or¶ebb hozniuk az innov¶aci¶o id}opontj¶at, am¶³g m¶eg pozit¶³v pro¯-
tot ¶erhetnek el. Nordhaus modellj¶eben egyetlen c¶eg foglalkozott innov¶aci¶oval,
¶³gy az adott szabadalmi ¶elettartam mellett ez az egyetlen c¶eg a pro¯tmaxi-
mumban el¶erhetett ak¶ar pozit¶³v pro¯tot is. A kutat¶as-fejleszt¶est v¶egz}o c¶egek
kÄozÄotti verseny azonban ezt a pro¯tlehet}os¶eget elt}unteti.

A modell szerint az innov¶aci¶o j¶ol¶eti hozad¶eka elm¶eletileg h¶arom r¶eszb}ol
¶allhat: egyr¶eszt H nagys¶ag¶u j¶arad¶ekot biztos¶³t a feltal¶al¶onak a szabadalmi
¶elettartam alatt. M¶asr¶eszt, ha a feltal¶al¶o nem tudja j¶arad¶ekk¶ent elsaj¶at¶³tani a
teljes j¶ol¶eti hozad¶ekot, akkor abb¶ol J nagys¶ag¶u hozam csordulhat t¶ul tov¶abbi
kÄuls}o szerepl}oknek extern haszonk¶ent, illetve egy K r¶esze pedig a monopol-
hatalom megsz}un¶es¶et kÄovet}oen fogyaszt¶oi tÄobblett¶e alakul¶o kor¶abbi holtteher-
vesztes¶eg. Feltev¶es szerint H0; J0; K0 ¸ 0, ¶es id}oben az innov¶aci¶o ir¶anti ke-
reslettel azonos g Äutemben nÄovekv}ok, vagyis H(t) = H0 ¢egt, J(t) = J0 ¢egt ¶es
K(t) = K0 ¢ egt. Az innov¶aci¶o I kÄolts¶ege fÄuggetlen az innov¶aci¶o id}opontj¶at¶ol.

A modell szerint teh¶at az innov¶atornak az adott L szabadalmi ¶elettartam
mellett addig ¶erdemes el}obbre hozni az innov¶aci¶o id}opontj¶at (tI), am¶³g m¶eg
pozit¶³v pro¯t realiz¶alhat¶o. A szabadalmi verseny eltÄunteti a pro¯tot, ¶³gy az
optimumban a

¼(tI) =

Z tI+L

tI

H0e
¡(r¡g)t dt ¡ Ie¡rtI = 0 (3)

felt¶etel ad¶odik. A felt¶etel els}o tagja az innov¶aci¶ot¶ol a szabadalmi ¶elettartam
lej¶art¶aig az innov¶ator ¶altal elsaj¶at¶³that¶o bev¶etelek jelenre diszkont¶alt ¶ert¶eke,
m¶³g a m¶asodik tag az ¶uj¶³t¶as megszÄulet¶esekor v¶allaland¶o kÄolts¶egnek a jelen-
¶ert¶eke. A modell az exponenci¶alis diszkont¶al¶as folytonos v¶altozat¶at alkalmaz-
za, ahol az alkalmazott diszkontfaktor ±t = e¡rt (melyben r az exponenci¶alis
kamatl¶ab). A (3) egyenletet tI -re rendezve az innov¶aci¶o id}opontj¶ara az al¶abbi
ÄosszefÄugg¶es ad¶odik:

tI =
1

g
ln

µ
I ¢ (r ¡ g)

H0 ¢ (1 ¡ e¡(r¡g)L)

¶
(4)

Az optim¶alis innov¶aci¶os id}opontr¶ol bel¶athat¶o, hogy @tI=@L < 0, vagyis hogy
a hosszabb szabadalmi ¶elettartam kor¶abbra hozza az innov¶aci¶o id}opontj¶at.
A (4) egyenlet teh¶at az exog¶en v¶altoz¶ok nagys¶ag¶anak fÄuggv¶eny¶eben megmu-
tatja, hogy a pro¯tmaximaliz¶al¶o v¶allalat kÄulÄonbÄoz}o L szabadalmi ¶elettarta-
mokhoz milyen tI id}opontot v¶alasztana az innov¶aci¶o megval¶os¶³t¶as¶ara.

A modellben L nÄovel¶ese az innov¶aci¶o id}opontj¶at (tI) egy¶ertelm}uen ko-
r¶abbra hozza a szabadalom lej¶arat¶anak id}opontj¶at (tE = tI +L) viszont nem
nÄoveli felt¶etlenÄul. Ezt mutatja az al¶abbi 2. ¶abra.
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2. ¶abra. A minim¶alis optim¶alis szabadalmi id}o ¶es az optim¶alis szabadalmi id}o.
Forr¶as: Du®y (2005), 3. o.

Az ¶abr¶an a tI az innov¶aci¶o v¶allalat ¶altal v¶alasztott id}opontj¶at mutatja
a szabadalmi ¶elettartam fÄuggv¶eny¶eben (4)-nek megfelel}oen. A Nordhaus-
modell felt¶etelei szerint ez egybeesne az L tengellyel. A tE fÄuggv¶eny a sza-
badalom lej¶arat¶anak idej¶et mutatja a szabadalmi ¶elettartam fÄuggv¶eny¶eben.
A Nordhaus-modell szerint ez az ¶abr¶an l¶athat¶o 45±-ban emelked}o fÄuggv¶eny
lenne, de Du®y modellj¶eben ez egy eleinte csÄokken}o, majd nÄovekv}o fÄuggv¶eny.
Am¶³g a szabadalmi v¶edelem hossz¶anak nÄovel¶ese kor¶abbra hozza a szabadalom
lej¶arat¶anak id}opontj¶at is, addig felt¶etlenÄul ¶erdemes nÄovelni L-et (az ¶abr¶an
L¤

min jelÄoli, ¶es Du®y minim¶alis optim¶alis szabadalmi id}onek nevezi). A fen-
tebb eml¶³tett ¶atv¶alt¶as a statikus j¶ol¶eti vesztes¶egek ¶es a dinamikus j¶ol¶eti nyere-
s¶egek kÄozÄott csak enn¶el nagyobb L eset¶eben jelenik meg. Az L ezen felÄuli nÄo-
vel¶es¶eb}ol sz¶armaz¶o dinamikus j¶ol¶eti nyeres¶eg, hogy a hamarabb bekÄovetkez}o
innov¶aci¶o miatt a t¶arsadalom kor¶abbi id}opontt¶ol kezdve jut hozz¶a a J haszon-
hoz. A statikus j¶ol¶eti vesztes¶eg pedig, hogy a k¶es}obb megsz}un}o monopolhata-
lom miatt csak k¶es}obbi id}opontt¶ol kezdve jutnak hozz¶a a H +K tÄobblethasz-
nokhoz. Addig ¶erdemes nÄovelni L-et teh¶at, am¶³g a nÄovel¶es hasznainak disz-
kont¶alt ¶ert¶eke meg nem egyezik a nÄovel¶es kÄolts¶egeinek diszkont¶alt ¶ert¶ek¶evel.

Ezt az ¶abr¶an L¤-gal jelÄolt optim¶alis szabadalmi v¶edelmi hossz¶us¶agot ki
lehet sz¶am¶³tani az innov¶aci¶ob¶ol sz¶armaz¶o Äosszes t¶arsadalmi j¶ol¶et maximaliz¶a-
l¶as¶aval, ¯gyelembe v¶eve a v¶allalatok viselked¶es¶et. Az innov¶aci¶ob¶ol sz¶armaz¶o
Äosszes t¶arsadalmi j¶ol¶et jelen¶ert¶eke

We(L) =

Z tI+L

tI

J0e
¡(re¡g)t dt +

Z 1

tI+L

(J0 + H0 + K0)e
¡(re¡g)t dt ; (5)

ahol az els}o tag a szabadalom ¶elettartama alatti hozamok jelen¶ert¶ek¶et adja
meg, a m¶asodik tag a szabadalom lej¶art¶aval szerezhet}o j¶ol¶eti hozamok jelen-
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¶ert¶ek¶et mutatja. A t¶arsadalmi j¶ol¶ethez m¶eg hozz¶atartozik az innov¶ator ¶altal
el¶ert Äosszes j¶ol¶et, de mivel a (3) felt¶etelb}ol tudjuk, hogy az innov¶ator ¶altal el-
saj¶at¶³tott j¶arad¶ekok jelen¶ert¶ek¶enek ¶es az innov¶aci¶os kÄolts¶eg jelen¶ert¶ek¶enek kÄu-
lÄonbs¶ege 0,¶³gy ezeket a tagokat kihagyva kaptuk a fenti egyszer}ubb fÄuggv¶enyt.
A gazdas¶agpolitikai dÄont¶eshoz¶onak teh¶at ¶ugy kell meghat¶aroznia L ¶ert¶ek¶et,
hogy az innov¶aci¶ob¶ol sz¶armaz¶o t¶arsadalmi j¶ol¶et maxim¶alis legyen. A felt¶etelt
felhaszn¶alva megoldva a @W (L)=@L = 0 egyenletet a kÄovetkez}o ÄosszefÄugg¶es
ad¶odik:

J0

H0 + K0
=

g ¡ reB

re ¡ g
; (6)

ahol B = e¡(r¡g)L. Az egyenlet egyetlen v¶altoz¶oja L, amire megoldhat¶o,
¶es megkapjuk bel}ole az L¤ optim¶alis szabadalmi ¶elettartamot. A 2. ¶abra
tan¶us¶aga szerint ez az optim¶alis szabadalmi id}o nagyobb, mint L¤

min. A
modellben csak akkor ¶erdemes a szabadalmi v¶edelmi id}ot ¶ugy meghat¶arozni,
hogy enn¶el a minim¶alisan optim¶alis id}on¶el hosszabb legyen, vagyis hogy a
szabadalom v¶egÄul is ne a lehet}o leghamarabb j¶arjon le, ha m¶ar a szabadalmi
v¶edelmi id}o alatt sz¶armaznak kÄuls}o szerepl}oknek is hasznai a tal¶alm¶anyb¶ol,
vagyis ha J > 0.

4.2 A kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶as beilleszt¶ese a
modellbe

Jelen alfejezetben beillesztem a hiperbolikus diszkont¶al¶ast Du®y fentebb be-
mutatott modellj¶ebe ¶es bemutatom, mi¶ert lehets¶eges ¶es indokolt ez a m¶odo-
s¶³t¶as.

Az innov¶aci¶o ¶altal a t¶arsadalom sz¶am¶ara gener¶alt j¶ol¶etet k¶et min}os¶egileg
kÄulÄonbÄoz}o r¶eszre bonthatjuk fel. Az egyik r¶esz az innov¶ator v¶allalat sz¶am¶ara
gener¶alt, p¶enzben m¶erhet}o j¶ol¶etnÄovekm¶eny (pro¯t), a m¶asik pedig a fogyasz-
t¶ok ¶altal a (kÄozelebbi vagy t¶avolabbi) jÄov}oben realiz¶aland¶o, p¶enzben nem
m¶erhet}o fogyaszt¶oi tÄobblet-nÄovekm¶eny.

Mi oka lenne egy v¶allalatnak arra, hogy ne exponenci¶alisan diszkont¶alja a
jÄov}ot? Az exponenci¶alis diszkont¶al¶asi modell egyik nagy sikere abban rejlik,
hogy a bankok ezt a fajta diszkont¶al¶ast alkalmazz¶ak, mikor kamatot ¯zetnek
vagy kamatot szednek. A gazdas¶agi realit¶asok talaj¶an ¶all¶o v¶allalatoknak is¶³gy
kell teh¶at sz¶amolniuk, amikor jÄov}obeli ¯zet¶esi kÄotelezetts¶egeiket vagy ¶eppen
elmaradt hasznaikat veszik sz¶am¶³t¶asba. Az exponenci¶alis kamatl¶abat kellene
alkalmazniuk akkor is, amikor a megszerzett pro¯tokat a bankban elhelyezik,
illetve akkor is, amikor a jÄov}obeli pro¯tjuk terh¶ere hitelt szeretn¶enek felvenni.

A fogyaszt¶ok azonban, a magatart¶as-gazdas¶agtani k¶³s¶erletek tan¶us¶aga sze-
rint ment¶alisan m¶ashogyan diszkont¶alj¶ak a jÄov}obeni hasznoss¶agokat. V¶alasz-
t¶asaik m¶eg akkor sem teljesen Äosszeegyeztethet}ok az exponenci¶alis modell
el}orejelz¶eseivel, ha t¶enyleges jÄov}obeli p¶enzhozamok kÄozÄott kell dÄonteniÄuk.
A jÄov}obeli fogyaszt¶oi tÄobblet-nÄovekm¶eny azonban enn¶el j¶oval absztraktabb,
p¶eld¶aul abb¶ol a szempontb¶ol, hogy a jelenlegi fogyaszt¶oi tÄobbletet nem lehet
bankba tenni ¶es kamatoztatni, hasonl¶ok¶eppen a jÄov}obeli fogyaszt¶oi tÄobblet
terh¶ere sem lehet hitelt felvenni.
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A nem-exponenci¶alis diszkont¶al¶asnak a modellbe val¶o beilleszt¶es¶en¶el h¶a-
rom dologra kell ¯gyelemmel lenni. El}oszÄor is, a nem-exponenci¶alis diszkon-
t¶al¶ast csak olyankor haszn¶alom, ha fogyaszt¶okra vonatkoz¶o jÄov}obeli hasznos-
s¶agok ¶ert¶ekel¶es¶er}ol van sz¶o a modellben. Ahol azonban t¶enylegesen p¶enzben
kifejezhet}o, a v¶allalat sz¶am¶ara megjelen}o jÄov}obeli bev¶etelekr}ol, illetve kÄolt-
s¶egekr}ol van sz¶o, ott megtartom az eredeti exponenci¶alis modellt.

M¶asodsorban annak ellen¶ere, hogy, mint ahogyan fentebb is jeleztem,
a kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶as diszkr¶et, ¶es folytonos m¶odon nem ¶ertel-
mezhet}o, jelen tanulm¶anyban m¶egis egy folytonos kÄozel¶³t¶essel fogok ¶elni, az
exponenci¶alis modell mint¶aj¶ara, vagyis a kv¶azi-hiperbolikus diszkontfaktort
¯±t

h = ¯e¡rht form¶aban haszn¶alom. Ez a modell az¶ert nem ¶ertelmezhet}o foly-
tonos v¶altozatban, mert a 0. ¶es 1. id}oszak kÄozÄotti er}oteljes diszkont¶al¶as ok¶an
nem lehet a diszkontfÄuggv¶enyt folytonoss¶a tenni. Az els}o id}oszakt¶ol kezd}o-
d}oen azonban a kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶as ugyan¶ugy m}ukÄodik, mint az
exponenci¶alis. A potenci¶alisan kv¶azi-hiperbolikus m¶odszerrel diszkont¶aland¶o
t¶enyez}ok mind az innov¶aci¶o id}opontja ut¶an jelentkeznek, teh¶at az eml¶³tett
probl¶ema csak akkor b¶³r jelent}os¶eggel, ha az innov¶aci¶o id}opontja az 1. id}o-
szakn¶al hamarabbra esik. (4) ¶atalak¶³t¶as¶aval l¶athat¶o, hogy ez abban az eset-
ben kÄovetkezhet be, ha

L >
1

re ¡ g
ln

eg

eg ¡ I
H0

(re ¡ g)
:

Ellen}orizhet}o azonban, hogy a param¶eterek Du®y ¶altal haszn¶alt ¶ert¶ekei mel-
lett mind L¤

min, mind pedig L¤ ¶ert¶ekei kisebbek enn¶el.

Harmadsorban pedig, mivel a dÄont¶eshoz¶ok nem maguk a fogyaszt¶ok, ha-
nem az }o j¶ol¶etÄuket ¯gyelembe vev}o ¶allam, ez¶ert a nem-exponenci¶alis diszkon-
t¶al¶asb¶ol ad¶od¶o id}obeli inkonzisztencia nem j¶atszik szerepet a dÄont¶eshoz¶asban.
A preferenciafordul¶as kÄovetkezm¶enye itt ¶eppens¶eggel a ,,siettet¶es" { mint a
halogat¶as ellent¶ete { lenne: a kor¶abban meghat¶arozott szabadalmi v¶edelmi
id}ot a fogyaszt¶ok k¶es}obb szeretn¶ek folyamatosan csÄokkenteni, a lej¶aratot
fokozatosan el}or¶ebb hozva. Az ¶allam azonban ebben a modellben a 0. id}o-
pontban elkÄotelezi mag¶at egy szabadalmi ¶elettartam mellett, amit ezut¶an az
id}o m¶ul¶as¶aval nem v¶altoztat meg.

A v¶allalatok sz¶am¶ara tov¶abbra is adotts¶agk¶ent jelenik meg az ¶allam ¶altal
meghat¶arozott L ¶ert¶eke, ¶es ezen adotts¶ag mellett hat¶arozz¶ak meg az innov¶aci¶o
optim¶alis id}opontj¶at a nullpro¯t-feltev¶es mellett, tov¶abbra is az exponenci¶alis
diszkont¶al¶ast alkalmazva. Az ¶allam sz¶am¶ara ebb}ol kÄovetkez}o felt¶etel teh¶at
tov¶abbra is v¶altozatlanul (3). Ugyan¶ugy, mint az eredeti modellben, a v¶allalat
most is minden L ¶ert¶ekhez meg tudja hat¶arozni, mi lenne az optim¶alis tI
¶ert¶ek.

Az ¶allam a maxim¶alis j¶ol¶et el¶er¶es¶ere tÄorekszik, mikÄozben a v¶allalatok op-
timaliz¶al¶o viselked¶es¶et is ¯gyelembe kell vennie. A maximaliz¶aland¶o j¶ol¶et a
kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶ast haszn¶alva a megfelel}o (a fogyaszt¶okra vonat-
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koz¶o) tagok eset¶en:

Wh(L) =

Z tI+L

tI

J0¯e¡(rh¡g)t dt +

Z 1

tI+L

(J0 + H0 + K0)¯e¡(rh¡g)t dt : (7)

Felhaszn¶alva a 2. fejezet tanuls¶agait a kÄulÄonbÄoz}o diszkont¶al¶asi modellek-
kel sz¶am¶³tott annuit¶as-jelen¶ert¶ekekkel kapcsolatban, kÄovetkeztethetÄunk arra,
hogy hogyan viszonyul egym¶ashoz We(L) ¶es Wh(L). Az 1. ¶es 2. fejezet ered-
m¶enyei alapj¶an az a felt¶etelez¶esem, hogy egyr¶eszt minden egy¶eb v¶altozat-
lans¶aga mellett azonos tI fÄuggv¶eny eset¶en m¶as L ¶ert¶ek fogja maximaliz¶al-
ni a We(L) j¶ol¶etet, mint a Wh(L) j¶ol¶etet. M¶asr¶eszt, hogy a We(L) j¶ol¶etet
maximaliz¶al¶o L att¶ol fÄugg}oen lesz nagyobb vagy kisebb, mint a Wh(L) j¶ol¶etet
maximaliz¶al¶o L, hogy az eredeti optim¶alis szabadalmi ¶elettartam hosszabb
vagy rÄovidebb, mint a 2. fejezetben de¯ni¶alt T .

5 Eredm¶enyek

Megoldva a @Wh(L)=@L = 0 egyenletet a felt¶etel felhaszn¶al¶as¶aval, egy, az
eredetihez hasonl¶o kifejez¶est kapunk:

J0

H0 + K0
=

g ¡ reB

re ¡ g

Bh

B
; (8)

melyben ism¶et B = e¡(re¡g)L ¶es Bh = e¡(rh¡g)L. Az egyenletb}ol el}oszÄor
is azonnal ad¶odik, hogy ha a kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶as param¶etereit
¶ugy v¶alasztjuk meg, hogy ¯ = 1 ¶es rh = re, akkor az eredeti exponenci¶alis
diszkont¶al¶ast kapjuk vissza, a fenti k¶epletben a jobb oldalon szerepl}o m¶asodik
tÄort ¶ert¶eke egy. ¶Igy ugyanaz az eredm¶eny ad¶odik az optim¶alis szabadalmi
¶elettartamra. JelÄolje L¤¤ a szabadalmi v¶edelmi id}onek azt a hossz¶at, amely
kiel¶eg¶³ti az egyenletet abban az esetben, ha ¯ < 1 ¶es rh < re! Z¶art formul¶aval
ebben az esetben ugyan nem adhat¶o meg az optim¶alis szabadalmi ¶elettartam,
de megvizsg¶alhatjuk L¤ ¶es L¤¤ viszony¶at. (6) ¶es (8) Äosszevet¶es¶evel ad¶odik,
hogy

g ¡ reB¤

re ¡ g
=

J0

H0 + K0
=

g ¡ reB¤¤

re ¡ g

B¤¤
h

B¤¤ ;

vagyis

g ¡ reB
¤ = (g ¡ reB

¤¤)
B¤¤

h

B¤¤ :

Tekintve, hogy B¤¤
h =B¤¤ mindenk¶eppen nagyobb egyn¶el,12 hisz

B¤¤
h

B¤¤ =
e¡(rh¡g)L¤¤

e¡(re¡g)L¤¤ = e(re¡rh)L¤¤
;

12Ez a t¶enyez}o ugyanis nem m¶as, mint a fentebb az annuit¶as-jelen¶ert¶ekek Äosszehasonl¶³-
t¶as¶an¶al kapott kifejez¶esben a z¶ar¶ojelben szerepl}o t¶enyez}o, a vizsg¶alt modellnek megfelel}o
folytonos ¶at¶ertelmez¶essel ¶es az alkalmazott nÄoveked¶esi t¶enyez}ovel egyÄutt.



A kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶as alkalmaz¶asa . . . 73

¶³gy fenn¶all a kÄovetkez}o egyenl}otlens¶eg:

g ¡ reB
¤ = (g ¡ reB

¤¤)
B¤¤

h

B¤¤ > g ¡ reB
¤¤ ;

ahonnan

B¤ < B¤¤ :

Azt kapjuk teh¶at, hogy e¡(re¡g)L¤
< e¡(re¡g)L¤¤

, ami csak ¶ugy ad¶odhat, ha
a jobb oldali kitev}o nagyobb, mint a bal oldali, azaz

¡(re ¡ g)L¤ < ¡(re ¡ g)L¤¤ ;

ahonnan

L¤ > L¤¤ :

ÄOsszefoglalva teh¶at azt kapjuk, hogy a kv¶azi-hiperbolikus egyenletet igazz¶a
tev}o L¤¤ mindenk¶eppen kisebb, mint az exponenci¶alis egyenletet igazz¶a tev}o
L¤. Ha az optim¶alis szabadalmi id}o meghat¶aroz¶as¶an¶al ¯gyelembe akarjuk
venni, hogy a fogyaszt¶ok a jÄov}obeli hasznokat nem exponenci¶alis m¶odon disz-
kont¶alj¶ak, akkor ceteris paribus egy rÄovidebb szabadalmi ¶elettartamot kell
meghat¶arozni, mintha exponenci¶alis diszkont¶al¶ast t¶etelezn¶enk fel r¶oluk. Az
els}o feltev¶es teh¶at bebizonyosodott, Wh(L) j¶ol¶etet m¶as L maximaliz¶alja, mint
a We(L) j¶ol¶etet. A m¶asodik feltev¶es azonban nem igazol¶odott be, mivel a
k¶etf¶ele m¶odon sz¶am¶³tott optim¶alis szabadalmi ¶elettartam mindig ugyanabba
az ir¶anyba t¶er el egym¶ast¶ol.

Az al¶abbi 3. ¶abra az optim¶alis szabadalmi id}ot mutatja az exponenci¶alis,
illetve a kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶ast alkalmazva. Az ¶abr¶an L¤ illetve L¤¤

¶ert¶ekeit J0=(H0 + K0) kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶ekeihez rendelve ¶abr¶azoltam, mikÄozben
rÄogz¶³tettem a nÄoveked¶esi Äutem, illetve a diszkont¶al¶asi param¶eterek ¶ert¶ekeit
g = 0;02, re = 0;085 ¶es rh = 0;045 ¶ert¶eken. Egy fontos probl¶ema a kv¶azi-
hiperbolikus modellel kapcsolatban itt eml¶³tend}o meg. J¶ollehet l¶eteznek
k¶³s¶erletek, melyek a modellben alkalmazott hossz¶u t¶av¶u kamatl¶abat becs-
lik meg, ez a kamatl¶ab v¶altozhat dÄont¶eshoz¶or¶ol dÄont¶eshoz¶ora, vagy ak¶ar a
dÄont¶esi helyzett}ol fÄugg}oen is. M¶³g az exponenci¶alis kamatl¶abat kezelhetjÄuk
mindenki ¶es minden dÄont¶esi helyzet sz¶am¶ara ¶alland¶o nagys¶ag¶u adotts¶agk¶ent,
a kv¶azi-hiperbolikus kamatl¶abat aligha. K¶erd¶eses, hogy aggreg¶alhat¶o-e vala-
hogyan a kÄulÄonbÄoz}o dÄont¶eshoz¶ok ¶altal hossz¶u t¶avon alkalmazott kamatl¶ab,
¶ertelmezhet}o-e Äosszt¶arsadalmi szinten annak nagys¶aga. Az ¶altalam haszn¶alt
param¶eterek v¶altoz¶asa a fÄuggv¶enyek egym¶ashoz val¶o viszony¶at nem v¶altoztatja
meg mindaddig, am¶³g teljesÄulnek a modell feltev¶esei, vagyis hogy re > rh >
g > 0.
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3. ¶abra. Az optim¶alis szabadalmi ¶elettartam hossza exponenci¶alis, illetve
kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶as mellett. Forr¶as: saj¶at szerkeszt¶es

Az optim¶alis szabadalmi id}o meghat¶aroz¶as¶an¶al dÄont}o t¶enyez}o J0=(H0 +
K0), a Du®y ¶altal t¶arsadalmi tÄobblet-h¶anyadnak (Social surplus ratio, Du®y
2005, 13. o.) nevezett mutat¶o. Ez az innov¶aci¶ob¶ol a t¶arsadalom ¶altal el-
saj¶at¶³that¶o t¶ulcsordul¶o hasznokkal van kapcsolatban. Az innov¶aci¶o id}osza-
konk¶ent J(t) tÄobblethasznot hoz az innov¶aci¶o id}opontj¶at¶ol kezd}od}oen, ¶es
tov¶abbi H(t) + K(t) tÄobblethasznot a szabadalom lej¶art¶at¶ol kezdve: e kett}o
ar¶anya a t¶arsadalmi tÄobblet-h¶anyad. Ez a mutat¶o nulla ¶ert¶eket vesz fÄol, ha
J0 = 0, vagyis hogyha a tal¶alm¶anyb¶ol extern hasznok nem sz¶armaznak: az
¶uj¶³t¶as a szabadalmi v¶edelem id}oszaka alatt csak az innov¶atorn¶al eredm¶enyez
bev¶eteleket. Ekkor az innov¶aci¶o Äosszes el}onye a fogyaszt¶ok sz¶am¶ara csak a
szabadalom lej¶arta ut¶an jelentkezik. Ennek az Äosszes el}onynek a jelen¶ert¶eke
pedig mind az exponenci¶alis, mind a kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶ast hasz-
n¶alva a fent eml¶³tett L¤

min minim¶alisan optim¶alis szabadalmi id}o eset¶eben
lesz maxim¶alis. Ez indokolja, hogy a 3. ¶abr¶an mindk¶et fÄuggv¶eny fÄugg}oleges
tengelymetszete ¶eppen a Du®y (2005, 12. o.) ¶altal meghat¶arozott L¤

min =
(ln r ¡ ln g)=(r ¡ g), a param¶eterek ¶altalam rÄogz¶³tett ¶ert¶ekei mellett 22,26 ¶ev.
A t¶arsadalmi tÄobblet-h¶anyad nÄoveked¶ese azt jelenti, hogy egyre nagyobb a
szabadalom ¶elettartama alatt megszerezhet}o hasznok nagys¶aga a szabadalom
lej¶arta ut¶an szerezhet}o tÄobblethasznokhoz k¶epest, vagyis ann¶al ¶erdemesebb
siettetni az innov¶aci¶ot. Ennek megfelel}oen az ¶abr¶an a t¶arsadalmi tÄobblet-
h¶anyad nÄoveked¶ese mind az exponenci¶alis, mind a kv¶azi-hiperbolikus disz-
kont¶al¶as eset¶en nÄoveli az optim¶alis szabadalmi ¶elettartamot. A t¶arsadalmi
tÄobblet-h¶anyadr¶ol Du®y azt ¶³rja (13. o.), hogy az ¶altala haszn¶alt modellben,
ahol ¶ugynevezett ,,run-of-the-mill" folyamat-innov¶aci¶okat vizsg¶al, ennek a
nagys¶aga ¶altal¶aban null¶ahoz kÄozeli. Az ilyen innov¶aci¶ok eset¶eben egy m¶ar
l¶etez}o technol¶ogi¶an hajtanak v¶egre valamilyen kis l¶ep¶esnyi fejleszt¶est, ¶es a
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hat¶ekonyabb technol¶ogia verseng a m¶ar megl¶ev}ovel. A kv¶azi-hiperbolikus
modell bevezet¶ese ¶es a r¶a jellemz}o alacsonyabb hossz¶u t¶av¶u kamatl¶ab alkal-
maz¶asa ceteris paribus csÄokkenti az optim¶alis szabadalmi ¶elettartamot, az
exponenci¶alis modell alkalmaz¶as¶aval kapott optim¶alis ¶elettartamhoz k¶epest.
Megmutathat¶o ugyanakkor, hogy az exponenci¶alis modelln¶el maradva, ¶es ab-
ban csÄokkentve a kamatl¶abat, az optim¶alis szabadalmi id}o nÄovekedne. A
kÄulÄonbs¶eg teh¶at min}os¶egi, nem csup¶an az alkalmazott alacsonyabb kamatl¶ab
okozza. Az ¶abr¶an bejelÄoltem a t¶arsadalmi tÄobblet-h¶anyad egy tetsz}oleges
¶ert¶ek¶et, ezen ¶ert¶ekn¶el a k¶et fÄuggv¶eny¶ert¶ek kÄozti kÄulÄonbs¶eg mutatja meg, hogy
mennyivel t¶er el egym¶ast¶ol L¤ ¶es L¤¤. Ahogyan a sz¶am¶³t¶asok is igazolt¶ak,
tetsz}oleges pozit¶³v t¶arsadalmi tÄobblet-h¶anyad eset¶en fenn¶all, hogy L¤ > L¤¤.

A jelens¶eg magyar¶azata a kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶as id}oben nÄovekv}o
tÄurelmess¶eg¶eben rejlik. L nÄovel¶ese L¤

min fÄol¶e kor¶abbra hozza az innov¶aci¶o
idej¶et, m¶³g t¶avolabbra tolja a szabadalom lej¶art¶anak idej¶et. Visszatekintve a
2. ¶abr¶ara az L¤ ¶ert¶ek¶et ¶ugy kaptuk meg L¤

min-hez k¶epest, hogy addig nÄoveltÄuk
a szabadalmi v¶edelem id}otartam¶at, am¶³g a nÄovel¶esb}ol sz¶armaz¶o kÄolts¶egek
jelen¶ert¶eke meg nem egyezett a nÄovel¶esb}ol sz¶armaz¶o hasznok jelen¶ert¶ek¶evel.
A kv¶azi-hiperbolikus esetben azonban ezeket az id}oben k¶es}obb jelentkez}o
kÄolts¶egeket a hossz¶u t¶av¶u nagyobb tÄurelem miatt gyeng¶ebben, m¶³g az id}oben
kÄozelebb jelentkez}o hasznokat a rÄovid t¶av¶u nagyobb tÄurelmetlens¶eg miatt
er}osebben diszkont¶aljuk, mint az exponenci¶alis esetben. Ez¶ert teh¶at az L
nÄovel¶es¶eb}ol sz¶armaz¶o hasznok ¶es kÄolts¶egek jelen¶ert¶eke csak egy L¤-n¶al kisebb
L¤¤ eset¶en lehet egyenl}o.

Du®y tanulm¶any¶aban tÄobb indokot is felsorol, amely miatt m¶egis ¶erdemes
a szabadalom ¶elettartam¶at a minim¶alisan optim¶alis szabadalmi ¶elettartam-
ban meghat¶arozni a t¶enylegesen optim¶alis mellett. Az egyik indoka ¶eppen az
eml¶³tett t¶arsadalmi tÄobblet-h¶anyad neh¶ez meghat¶aroz¶asa, f}oleg amennyiben
ezt egy ,,¶atlagos" innov¶aci¶ora kell meghat¶arozni. M¶asik ¶erve, hogy megmu-
tathat¶o a modellb}ol, hogy L¤

min eset¶en az el¶erhet}o t¶arsadalmi j¶ol¶et legal¶abb
70%-a az L¤ eset¶en, teh¶at elvileg maxim¶alisan el¶erhet}o t¶arsadalmi j¶ol¶etnek.
Ha a kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶ast alkalmaz¶o modell optim¶alis szabadal-
mi ¶elettartama L¤¤ < L¤, akkor ez az ar¶any v¶elhet}oen m¶eg kedvez}obb. Ha a
kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶asi modellt pozit¶³v ¶es nem normat¶³v modellk¶ent
alkalmazzuk, akkor a jelen cikk tanuls¶aga az optim¶alis szabadalmak Du®y-f¶ele
modellj¶ere n¶ezve az, hogy a minim¶alisan optim¶alis szabadalmi ¶elettartamot
alkalmazva a t¶enyleges t¶arsadalmi j¶ol¶et maximum¶at¶ol kevesebbel t¶erÄunk el,
mint azt az exponenci¶alis modell alkalmaz¶asa sugalln¶a.

6 ÄOsszegz¶es

A magatart¶as-gazdas¶agtani kutat¶asok azt mutatj¶ak, hogy a fogyaszt¶ok a p¶enz
id}o¶ert¶ek¶et m¶ashogyan kezelik, mint a hagyom¶anyos modellek azt felt¶etelezik.
Az emberek fej¶eben lezajl¶o ment¶alis diszkont¶al¶as az exponenci¶alis modell
helyett jobban megmagyar¶azhat¶o m¶as, alternat¶³v modellekkel. A nem ex-
ponenci¶alis diszkont¶al¶as egyik tÄunete az id}obeli inkonzisztencia, mely a halo-
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gat¶as probl¶em¶aj¶at okozza, ¶es amely visszavezethet}o a fogyaszt¶ok rÄovid t¶av¶u
nagyobb tÄurelmetlens¶ege ¶es hossz¶u t¶av¶u nagyobb tÄurelme kÄozÄotti kon°ik-
tusra. A tanulm¶any megmutatja, hogy egy alternat¶³v diszkont¶al¶asi modell,
mint amilyen a kv¶azi-hiperbolikus, hogyan v¶altoztatja meg a jÄov}obeli hasz-
noss¶agok, illetve hasznoss¶ag¶araml¶asok jelen¶ert¶ek¶et. A tanulm¶any c¶elja, hogy
a bemutatott kÄulÄonbÄoz}os¶eget be¶ep¶³tse egy nagyobb elm¶eletbe. Az optim¶alis
szabadalmak elm¶elet¶en keresztÄul szeml¶eltettem, hogy hogyan ragadhat¶o meg
a gazdas¶agpolitika szempontj¶ab¶ol annak jelent}os¶ege, hogy exponenci¶alis vagy
kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶ast t¶etelezÄunk fel a fogyaszt¶okr¶ol. Bemutattam,
hogy egy innov¶aci¶ob¶ol sz¶armaz¶o, nem p¶enzben megjelen}o tÄobblethasznokat
kv¶azi-hiperbolikusan diszkont¶alva a meg¶allap¶³tand¶o optim¶alis szabadalmi id}o
ceteris paribus alacsonyabb lesz, mintha a p¶enzbeli hasznokra alkalmazott ex-
ponenci¶alis diszkont¶ast haszn¶aln¶ank.

Az optim¶alis szabadalmak elm¶elete azonban csak egy a sz¶amos lehets¶eges
alkalmaz¶asi terÄulet kÄozÄul. A tanulm¶anyban felvetett optimaliz¶aci¶os probl¶ema
egy ¶altal¶anosabb t¶argykÄor, a Ramsey-probl¶em¶ak egy fajt¶aja. A Ramsey-
probl¶em¶ak sor¶an a korm¶anyzat ¶ugy igyekszik valamilyen cselekv¶esi param¶eter
optim¶alis nagys¶ag¶anak meghat¶aroz¶as¶ara, hogy bizonyos korl¶atoz¶o felt¶etelek
mellett maxim¶alis t¶arsadalmi j¶ol¶et legyen el¶erhet}o. Az ¶altalam bemutatott-
hoz hasonl¶oan teh¶at a kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶as be¶ep¶³thet}o ak¶ar olyan
terÄuleteken is, mint az optim¶alis ad¶opolitika vagy a zs¶ufolts¶agra hajlamos
javak optim¶alis szab¶alyoz¶asa.
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APPLYING QUASI-HYPERBOLIC DISCOUNTING TO THE THEORY

OF OPTIMAL PATENTS

Economic policy-making often entails trade-o®s of immediate costs and long-run
bene¯ts or immediate bene¯ts and long-run costs. Neoclassical economics has a tool
for such decisions: present and future value calculations and the net present value
rule. Experimental economics, however, has criticised exponential discounting used
for these calculations. Based on experiments they propose, in the sense of more
psychological realism, alternatives to the exponential model: hyperbolic and quasi-
hyperbolic models. These alternative discounting models may o®er explanation for
the time-inconsistent behaviour of consumers, when they change their decision or
valuation solely because of time elapsing. The aim of this paper is twofold. First it
aims at reviewing the various discounting models and the connections between them
and at pointing out that their di®erences can give rise to di®erences in comparing
the present value of single pay-o®s, and an even more empathic di®erence when
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used for calculating present value from °ows of yields. The literature has not yet
applied the hyperbolic and quasi-hyperbolic models to this ¯eld. Second it aims
at showing the relevance of the di®erence between discounting models to economic
policy. I will show, using the theory of optimal patents, that applying a non-
exponential discounting model will result in a di®erent optimal patent life, and
thereby a di®erent recommendation for economic policy-makers.

Keywords: quasi-hyperbolic discounting, optimal patents, annuity
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