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KESZPENZ OPTIMALIZALAS GLPK PROGRAM
HASZNALATAVAL!

AGOSTON KOLOS CSABA
Budapesti Corvinus Egyetem

A készpénz-optimalizalds az operacidkutatas régéta kutatott teriilete. Ebben
a cikkben valés adatokon mutatok be egy banki készpénz-optimalizalast,
melyet linedris programozasi feladatok segitségével végeztem el. A cikkben
Osszehasonlitottam a determinisztikus és a sztochasztikus megkozelitéseket is.
A hagyomaényos készpénz-optimalizdcion két teriileten 1éptem til: egyrészt
vizsgaltam a bankfiok valutagazdalkodasat is, masrészrol a bankfiékok kézotti
készpénzszallitas lehetéségét is. A vegyes egészértékii linedris programozdsi
feladatok megoldasara a glpk nevi szabad hozzaférési szoftvert hasznaltam,
igy a cikkbdl képet kaphatunk a megoldé (solver) felhaszndlhatdsdgdrdl és
korlatairdl is.

1 Bevezetés

A készpénz-optimalizalas az operacidkutatds egyik sokat kutatott teriilete.
A dontéshozénak sziiksége van készpénzre mindennapi feladatai ellatdsara.
Amennyiben a déntéshozé készpénzt tart, akkor ezen vagyonrész hozamardl
le kell mondania. A készpénzhez jutds viszont tranzakcids koltséggel jar. Ha
a készpénzallomany til magas, akkor az elveszitett kamat jelent problémat,
ha pedig kevés készpénzt tart a dontéshozé, akkor a készpénzhez jutas tran-
zakcids koltségei lesznek magasak.

A témakor kiinduldsi pontjanak Baumol (1952) tekinthetd. Az 6 esetében
a dontéshozé maganszemély (és nem vallalat). A kornyezet determinisztikus:
a fogyasztas konstans és elre rogzitett, amitol nem tér el a tényleges érték
sem. Fontos megjegyezni, hogy a problémat nem operacidkutatasi szem-
pontbdl vizsgalta; az ¢ érdeklodésének kozéppontjaban a pénzkereslet allt.
Miller és Orr (1966) vizsgélatai kézéppontjaban még mindig a pénzkereslet
allt. Cikkiikben a dontéshozé mar nem magénszemély, hanem vallalat, és
a kornyezet is realisztikusabb: a készpénz sziikséglet nem konstans és nem
is determinisztikus. A probléméat 6k is analitikus eszkozokkel kezelik. A
készpénz optimalizdlast linedris programozasi feladatként irja fel Eppen és
Fama (1968). A problémdt Markov-ldnc modellel kezelik, ami stacionarius
id6sort feltételez. A késébbiekben is szdmos tanulmény foglalkozott a kész-
pénzoptimalizalds témakorével: (a teljesség igénye nélkiil) (Bar-Ilan, Perry
és Stadje, 2004), (Elton és Gruber, 1974), (Heyman, 1973), (Simutis, 2007),
(Yao, Chen és Lu, 2006), (Snellmana és Virenb, 2009).

IBeérkezett: 2011. januar 19. E-mail: kolos.agoston@uni-corvinus.hu.
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Magyar nyelven Havran Déniel tanulmanya (Havran, 2008) mutatja be a
készpénzoptimalizalast a Magyar Posta példajan keresztiil.

2 A feladat bemutatasa

Az OTP Bank Nyrt. vallalatndl 2008/09 évben ficki készpénzoptimalizacids
projekt zajlott. A projekt eredményeit az Apollé nevii rendszer fiéki modul-
jdban implementéltdk. A cikk megirdsit a projekt sordn megfogalmazddott
problémak inspiraltak, a bemutatott eredmények valés adatokon alapulnak,
de ennek ellenére a cikk nem az implementdlt rendszert ismerteti.

A kereskedelmi bankok tipikusan jelentds fidkhalézattal rendelkeznek, me-
lyek az atutalasok mellett nem csekély készpénzforgalmat is lebonyolitanak.
A banknak biztositani kell fiokhédlézatanak készpénzzel torténé ellatasat. A
fickok készpénzzel torténo ellatdsa nem mentes a koltségektol, igy szerep jut
az optimalizaldsnak.

A készpénz szallitasanak van fix koltsége és édltalaban a szallité cég fel-
szdmol egy csekély hanyadot (pér tized ezreléket) a pénz kezeléséért. Ezzel
szemben &ll a nem realizalt hozam: a pénztarban 1év6 készpénzallomény nem
kamatozik, amely Osszeget realizdlni tudna a bank, ha a pénz befektetésre
kertilt volna.

A probléma tipikusnak is mondhat6: minél t6bbszor rendel a fidk pénz-
szallito autdt a tranzakcios koltség anndl nagyobb lesz, viszont a nem realizalt
hozam kicsi. Forditva: ha kevesebbszer rendel pénzszallité autét a bankfidk
(fgy kicsi lesz a tranzakcids koltség, de nagyobb mennyiségii készpénzéllo-
ménnyal kell rendelkezni), akkor nagyobb lesz a nem realizalt hozam.

Probléma ezen felil még abbdl is addédik, hogy a napi forgalmakat nem
tudjuk pontosan, a forgalomrdl csak becsléssel rendelkeziink, amely termé-
szetébOl adoddan bizonytalan. Tehat a koltségeket ugy kell a leheto leg-
alacsonyabb szinten tartani, hogy (egy elére adott) nagy valdszintiséggel az
igyfeleket ki tudjuk szolgalni.

A banki folyamat modellje a kovetkezd: pénzszdllité auté mindig a nap
végén érkezik, ha reggel az autd érkezését igényelték. A széllitandé készpénz
mennyiségét is mar reggel (nyitdskor) meg kell mondani, bar az aznapi tény-
leges forgalom még nem ismert. A kordbbi tapasztalatok vagy a bank bels6
modellje alapjén rendelkezésre all egy becslés a véarhaté forgalomra (amely
lehet negativ is, pozitiv is). Ezen becsiilt forgalom alapjén fut le az optima-
lizécid.

A vizsgdlt idOszakra nem csak a becslés 4ll rendelkezésre, hanem a tény-
leges forgalmak is (mivel multbeli idészakrdl van sz6), az optimalizacié miiko-
dését a tényleges adatokon lehet tesztelni. A tesztelés soran in. cstszéablakos
(rolling horizon) technikat fogok alkalmazni. A nap eleji nyitékészlethez
hozzaadom az aznapi tényleges forgalmat és a modell altal aznapra java-
solt pénzfelvételt és beszallitast, igy megkapom az aznapi zard készletet.
A kovetkezd optimalizaciot a frissitett becsléssel és a tovabbszamolt nyitd
készlettel végzem. Figyelembe véve a zaré allomanyt, tovdbbd kiszamitva
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a pénz ki- és beszéllitds tényleges koltségeit, megkapok egy (modellezett)
Osszkoltséget a vizsgalt idOszakra.

3 A bankfidki adatok vizsgalata

Induljunk ki abbdl, hogy becsléssel rendelkeziink a napi forgalmakrdl, il-
letve annak szérasar6l. A vizsgalt negyedévre rendelkezésre allnak mar a
tényleges adatok is, igy a becslés josdgat is vizsgalni lehet. A becslés jésagat
a szokdsos médszerrel mértem le: a kovetkezo napi becsiilt érték és a tényleges
érték kiilonbségét vettem, ezek négyzetét Gsszegeztem a negyedévre (SSE).
Ezutan vettem az az i-edik napi tényleges értéknek a negyedévi atlagtol
vett kiilonbségét, és ezek négyzetét Gsszegeztem a negyedévre (SST). A két
Osszeget egymassal elosztva, és egybdl levolva (1-SSE/SST) kapjuk az R?
mutatészamot, amely az illeszkedés jésagat méri regressziés modell esetén?.

Bankfick  Készpénzforgalom  Relativ Becslés
4tlaga  szdrdsa széras  illeszkedése (R?)
Fidk 1 -35807 21088 0,59 -0,12
Fidk 2 -49626 32535 0,66 -0,04
Fidk 3 381,1 1833 4,81 -0,36
Fidk 4 -21559 23918 1,11 0,12
Fidék 5 30695 19020 0,62 0,19
Fidk 6 -305 9598 31,45 0,09

1. tabldzat. A bankfidkok jellemzdi

A cikk sorédn 6 kiilonbozé bankfiok eredményeit mutatom be. Az 1. tabldzat
a bankfiékokrdl mutat Osszefoglalé adatokat. Az els6 oszlop az atlagos napi
készpénzforgalom egyenlegét adja meg ezer forintban. Ennek pozitiv értéke
azt jelenti, hogy (Gsszességében) az ligyfelek helyeznek el készpénzt a bank-
szamldinkon, tehat a készpénz gyiilik a bankfiokban, amire befizetésként
fogok hivatkozni a késObbiekben. Ennek ellentéte a bankfiék szaméra ki-
fizetés, amikor az tligyfelek felvesznek készpénz a szamlajukrol, tehat fogy a
bankfiék készpénzédllomdnya. A mésodik oszlop a forgalom szérasat mutatja,
a harmadik a relativ szérdst, a negyedik R? mutatéjanak értékét az adott
bankfidkra. Az R? mutaté negativ értéke azt jelenti, hogy a becsiilt és a
tényleges érték kiilonbsége jobban szérodik, mint tényleges érték.

Egy-egy nap forgalmanak eloszlasardl altalaban normalitast szoktunk fel-
tételezni. A normadlis eloszlds feltételezésének helyességét gy ellenérzom,
hogy a becslés hibajat elosztom a becsiilt szérassal. Ha helytdllé a normalis
eloszlds feltételezése (és a becslés), akkor ezeknek a hényadosoknak szten-
derd normalis eloszlast kell kovetniiik. Ezen hanyadost a tovabbiakban 'nor-
malizdlt kiilonbség’-nek hivom. A 2. tdbldzat a 'normalizélt kiilonbség’-ek
atlagat és szdérasat mutatja.

2Az R? mutatészdm levezetése megtaldlhaté a legtobb statisztika konyvben, pl.: Hu-
nyadi, Mundroczé és Vita (1997) 643. oldal.
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Bankfick  Atlag  Szoérés
Fidk 1 0,51 2,01
Fidk 2 0,26 1,86
Fidk 3 0,06 1,85
Fidk 4 0,23 1,50
Fidk 5 0,44 1,38
Fidk 6 0,25 1,85

Osszesen 0,29 1,75

2. tdbldzat. A becslés normalitdsanak vizsgédlata:
‘normalizalt kiilonbség’-ek.
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1. dbra. Normalizalt kiilonbség’-ek hisztogramja

A 2. tdbldzat adatai alapjan azt lehet latni, hogy a 'normalizélt kiilonbség’-
ek nem sztenderd normaélis eloszlast kovetnek. A véarhaté érték nagyobb mint
0 (a szokésos szignifikancia szintek esetén szignifikdnsan) és a szérds nagyobb,
mint 1, ami azt jelenti, hogy a becsiilt szérasok alulbecstltek.

Az 1. dbra a 'normalizélt kiilonbség’-ek hisztogramjat mutatja. Az dbran
jol latszik, hogy béar az eloszldas nem sztenderd normalis, mas paraméterii
(nem egységnyi szérdsi) normdlis eloszlds nem tiinik elfogadhatatlannak,
bar statisztikailag még mindig szignifikdns a kiilonbség. Amennyiben 6 sza-
badsédgfokd t-eloszlast illesztiink (korriglt szérdssal) a nulhipotézist méar
nem tudjuk visszautasitani. Ezért a modellezést elvégeztem mind normalis
eloszlast, mind 6 szabadséagfoku t eloszlast feltételezve is.

Mint korabban emlitettem, a forgalom becsilt értékei, illetve a forgalom
becsiilt szérdsa az optimalizacié esetén adottsagok, a feltart hianyossagok
ellenére is ezekkel az értékekkel dolgoztam.
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4 A probléma felirasa programozasi feladatként

A bankfickok esetén a készpénz-optimalizacié nehézségét az adja, hogy a
jOvObeni forgalmak pontos értéke nem ismert. Amennyiben tokéletes el6re-
latas lehetséges lenne, akkor az optimalis készpénz rendelés és beszallitasok
mértéke egy vegyes egészértékil programozasi feladat megoldasaként megkap-
hato lenne. Az eldrejelzésiink azonban nem tokéletes, a jovébeni forgalmakrdl
csak egy eloszlast tételeziink fel.

A bankfiéknak a készpénz igényt, illetve leadést a nap elején kell megren-
delni az el6z6 napok realizalodott forgalmi adatai ismeretében, tehat a kovet-
kez6 napi dontésem fiigg az aznapi forgalom tényleges nagysigatol. Ilyen ti-
pusti problémakat 1in. szcenari6 fakkal® lehet modellezni. A forgalom jévébeli
alakuldsat pér kategorizdlt értékkel szemléltetem (pl.: kis forgalom esetén
1 000, nagy forgalom 20 000). Szcenérié fat gy kapok, hogy a készpénz ren-
delés illetve beszallitasi dontés meghozatala utan az agat tovabb dgaztatom
a kovetkezd napi forgalom szerint. Szcenarié fat mutat a 2. dbra. A dontési
fan a teli korok jelzik a dontési szituacidkat, az ezekbol kiindulé élek pedig
jelzik a jov6 bizonytalansagat. Az els6 napi dontést azel6tt kell meghoznom,
hogy az aznapi forgalmat ismerném. Viszont a kovetkezd napi dontés mar
kiilonbozhet aszerint, hogy az elsé nap kicsi volt a forgalom, vagy nagy.

Jelolje Cj, . 4, a j-edik nap eleji készpénzallomdnyt valamely szcenérié
esetén. Az iy, ...,4; értékek hatarozzdk meg a szcendrié fan beliili helyzetet.
Jelolje ezen az dgon a j-edik napi (nap végi) készpénzfelvételt, illetve leaddst
Xil,...,ij és }Q17,,,7ij. A pénz be- illetve kiszallitashoz fix koltség is tartozik,
ezért binaris valtozdkat is be kell vezetni a fix koltségek modellezéséhez:
Dy, .. i illetve Ei, ;- D és E valtozok 1 értéke azt jelenti, hogy torténik
gépjarmi rendelés, 0 értéke pedig azt, hogy nem.

Tegytik fel, hogy a j-edik napon a forgalom alakuldsira [; szcendrit
kiilénboztetiink meg?. Jelolje ezeket az értékeket rendre: f;, veonvig Loy fin iy

3Készpénz-optimalizaciés feladatok esetén a legtobb szerzé Markov modellt hasznél
(példaul Eppen és Fama (1968)). En eltérek a szokastdl és a sztochasztikus optimalizaldst
szcendrié fakkal fogom elvégezni. A Markov modell mellett szdlé érv, hogy a dontés
meghozatalakor nem szdmit, hogy hogyan alakult ki a nap eleji nyité készlet érték, hanem
csak az, hogy mennyi az adott napon a készpénzallomany nyité értéke. Markov modell el-
leni érv viszont, hogy a Markov modell stacionarius idGsorok esetén elegans. A bankfiékok
(és kiilonosen az ATM-ek) forgalma viszont nem staciondrius idésorokkal irhaté le. Péld4ul:
amennyiben hétvégén is nyitva van a bankfidk, a forgalom jelent&sen kisebb (vagy adott
esetben akar nagyobb is lehet), vagy fizetésnap kozelében a forgalom jelent&sen nagyobb
lehet. A dontés meghozatalakor tehat nem tudunk csak az adott napra tdmaszkodni,
hanem tobb napra elére kell tekinteni. A Markov modellt is ki lehet bdviteni tgy, hogy
dontéskor tobb napot tekint elére, de jelentdsen csokkenti a modell egyszertiségét (és noveli
a méretét). Tovabba a mi esetiinkben nem egy doéntési szabdly meghatdrozasa a cél, hanem
konkrétan az igényelt vagy leadott készpénz mennyisége. A Markov modell esetén az
allapotokat kategorizédlni kell a készpénzdllomany zaré értéke alapjan, igy az igényelt vagy
leadott készpénz mennyisége is csak par kiillonbozé érték lehet.

4A feladat modellezése sordn feltessziik, hogy a j-edik napon minden szcendrié esetén
ugyanannyi eldgazds lehetséges (az eldgazdsok szdma viszont kiilonbozhet egyik naprél a
maésikra). Jeldlje rendre Iy, ..., [ az 1., ..., j. napon az eldgazdsok szdmét. Ez az (I1,...,1;)
egylittes meghatdrozza a szcendrié fat. Pl: (4 : 3 : 2) olyan szcendrié fat jelent, ahol az
els6 nap 4-felé dgazik a fa, a masodikon 3-felé, a harmadikon pedig 2-felé. Ilyen szcendrié
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2. dbra. Példa szcenérié fara

Ekkor a szcenarié fanak ezen az dgéan a nap végi allomanyt megkaphatjuk
gy, hogy a nyitd allomanyhoz hozzaadjuk az aznapi forgalom egyik kate-
gorizalt értékét plusz a rendelt készpénzallomanyt és levonjuk a beszéllitott
készpénz mennyiségét:

Cih-ﬁj + fi17~~~7ij7ij+l + Xi17~~~7ij - }/ilr“vij = Ci17~~~7ij7ij+l ) (1)
ahol 1 S ij+1 S lj.

Az I; lehetséges megval6sulds esetén azt feltételezem, hogy mindegyik li

J
valdsziniiséggel kovetkezik be. Jelolje ®(.) a feltételezett eloszlds (normélis

vagy t) eloszldsfiiggvényét, ®~1(.) pedig ennek inverzét. Legyen 1 < i;q <
l;! Ekkor:

S 1 11\
fi17~~.7ij,ij+l = fj +@ ! <(Zj+1 - l)l_ + §l_>5-7 ’
J J

fat mutat a 2. abra.
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ahol fj az j-edik napra a becsiilt forgalom, 3; pedig a forgalom becsiilt
szérdsa. Példaul I; = 2 esetén az inverz silirtiségfiiggvényt a 0,25 és 0,75
pontokban veszem.

A fix koltségek modellezéséhez sziikséges egyenletek:

Xi17~~~7’ij Sp'mk'D’ilw“vij ) (2)

illetve
}/'il,...,ij Sp'mk'Eil,...,ij . (3)
A ppi paraméter a fix koltségek modellezéséhez sziikséges paraméter. Jelen
esetben p,,, paraméter a pénzszallité autéban széllithatd készpénz maxi-
mumat mutatja.
A szcendrié fa ezen 4gén a j-edik nap koltsége megkaphaté a kévetkezd
médon:

Costiy ig,.iy = 1Koy ig,osiy T C2Yirsin,iy T3 Dissin iy + Cabiyig iy +

l]
Cint
+) =, Cirsizieih s
k=1 7
(4)

ahol ¢y, co, c3, ¢4 8 cipy Kkiils6 paraméterek. A ¢y illetve ¢y paraméter fejezi
ki az igényelt illetve leadott pénzmennyiség (feldolgozdsi) koltségét, cs és ¢4
a pénz ki- illetve beszallitas fix koltsége (autérendelés koltsége), ¢, pedig a
napi kamatlab.

A megoldani kivant programozasi feladat a kovetkez6: minimalizaljuk az
osszkoltséget, amelyet megkaphatunk tgy, hogy a Cost;, ... i; koltségeket
beszorozzuk a csomopontba érkezés valdszintliségével és Osszegezziik az Gsszes
eldgazdsi csomépontra, ez az OsszkoOltség varhatd értéke. Az (1), (2) és (3)
korlatoknak minden csomépontra teljesiilnie kell. A déntési valtozok halmaza
pedig a C, X, Y, D és E valtozdk Ssszessége’.

5 Az elagazasmentes probléma felirasa

Elagazasmentes probléma alatt azt értem, hogy a szcenarié faban nincs el-
agazas, csak egyetlen szcendriét modellezek. Az eldgazdsmentesség egyfajta
a determinisztikussagot jelent: a j 4+ 1-edik napi dontésem meghozatalakor
nem hasznalom fel a j-edik napi informéciét. A modell ugyanazt a készpénz-
mennyiséget javasolja rendelni két nap mulva akkor is, ha holnap a vartnal
(becsiiltnél) nagyobb és akkor is, ha a vértnal (becsiiltnél) kisebb a tényleges
készpénzforgalom.

Mivel ekkor minden dontésnél csak egy él indul ki, ezért [; = lo = ... =
l, = 1, tehat a valtozdk indexelésénél csak 1-esek szerepelnek, a kérdés csak
az, hogy hany. A véltozdk indexe legyen ebben a fejezetben {j}1, ami azt
mutatja, hogy az indexben j darab 1-es van, tehat az j-edik naprol van szo.
PL: Cyjy1 jeloli az j-edik nap eleji készpénzallomanyt.

5A C valtozékat ki lehetne fejezni az indulé készpénzilloméany és X, Y, D E és f
valtozdk segitségével.
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5.1 Biztonsagi korlat modellezése elagazasmentes prob-
léma esetén

A bankfiékok nem tekinthetnek el attdl a ténytél, hogy az eldrejelzett értékek
bizonytalansdgot hordoznak. A bankfikok miikddtetése (j6 hirneve) megkd-
veteli, hogy az tigyfelek igényét nagy valdszintiséggel ki tudjuk elégiteni.

A rendszerbe biztonsagi tartalék beépitésére tobb lehetdség is rendelke-
zésre all. Ezek koziil én a kovetkezd megfontolast valasztottam: a j-edik nap
eleji dontésem két napra kihat. A rossz dontést csak a kdvetkezd nap elején
lehet 1jabb rendeléssel korrigélni, ami csak a kovetkezd nap végi szallitaskor
érkezik meg, tehat tényleges segitséget csak plusz két nap milva jelent. Ezért
azt kovetelem meg, hogy a j-edik nap eleji dontésemmel nagy valdszinliséggel
a j + 1 nap végi egyenleg még mindig pozitiv legyen. Jeldlje &; a j-edik napi
forgalmat leiré valészintiségi valtozot, &;41 pedig a j + 1-edik napi forgalmat
leir6 valészintiségi valtozét. Eliink a feltételezéssel, hogy &; és ;41 fiiggetlen
egymastol. Normalis eloszlds felételezése esetén &; ( fj; §;) paramétert, &j4+1
pedig (fj1+1; 8j11) paraméterti normalis eloszlast kovet.

A j + l-edik nap végi egyenleg:

Con+& +Xpn =Y+ (5)

Az (5) kifejezésnek nagy valészintiséggel 0-ndl nagyobbnak kell lennie. A
megbizhatésagi szintnek 99,9%-ot vdlasztottam. Egyrészt a bankfidkok nem
futhatnak ki a készpénzbol gyakorlatilag soha sem, masrészt az is indokolja
a magas biztonsagi szint valasztdsat, hogy a szérasok alulbecsiiltek. Mivel &;

és &1 is normélis eloszldst, ezért az dsszegiik is az, (f; + fj11; 4 /33 4+5%,)
paraméterekkel. Az (5) atrendezésével kapjuk a valdszintiségi korldtot:

P<C{j}1 +Xpn —Yyn =2 =& — §j+1> >0,999, (6)

ahol P(.) az esemény valdsziniiségét jeloli.

A (6) korlatot egyszertibb alakra hozhatjuk, ha mindkét oldalhoz hozz4-
adjuk f; = f{j}l értéket, mert C{j+1}1 = C{j}l + f{j}l + X{j}l - Y{j}l-
gy

P<C{j+1}1 > (=& +f) - §j+1> >0,999 . (7)

A sztenderd normélis eloszlds tabldzata szerint a C;;13-nek a (=& +
fj) — &1 valészintiségi valtozé varhaté értékét 3,09 szorassal kell meghalad-
nia. A linedris programozési feladatok esetén a kerekitett 3 széréassal fogok
dolgozni®.

A Student féle t eloszlés esetén is 3 szérasnyi biztonséagi tartalékkal szamo-
lok. Természetesen a t eloszlas esetén ehhez mas valdszintiség tarozik, mint

6A vizsgalt bankfidkok esetére a szérds aldbecsiilt, ezért 4, 5 vagy akér 6 szérasnyi
tartalék is indokolt lehetne.
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normdlis eloszlas esetén”. Fiiggetlen t eloszlasok sszegére nincs zart képlet,
ez csak numerikusan hatarozhaté meg (ldsd pl.: Walker és Saw (1978)),
rdadasul minden egyes esetben tjra kellene szamolni.

A cikk f6 eredménye a szcendriés fas megkozelités 6sszehasonlitdsa a ’de-
terminisztikus’ megkozelitéssel, ami mas biztonsagi szint esetén is értelmez-
hetd. A megoldandé programozasi feladatot gy kapjuk, ha a modell feltételei
kozé felvessziik a j+1 nap végi egyenlegre vonatkozé valészintiségi (8) korldtot®.

Crin = —fr +3 /8 + 8, (8)

Amennyiben a j+1. nap elérejelzett forgalma jelentds befizetés a bankfidk
szadmara, akkor a (8) korldt egyenlStelenség formajaban fog teljesiilni, ami
logikus is, hiszen attdl, hogy holnap jelentOs befizetésre szamitok, a mai nap
végi egyenleg nem lehet negativ.

5.2 Az elagazasmentes feladat numerikus eredményei

Az el6z6 pontban leirt programozasi feladatot valés adatokon futattam, kii-
16nb6z6 hosszisagu id6horizontra (n-re). A futtatdshoz értéket kell adni a
C1, C2, C3, C4, Cint €S pmi paramétereknek. A futtatdsokat a ¢y = 0,2,
c1=cy=0,3, c3 = ¢4 = 10000 és a p,,,, = 200000 paraméterekkel futtattam.
A nyit6 készpénz dllomany minden esetben 30000 (ezer forint).

A linedris programozési feladatok megolddsahoz glpk nevii megoldét hasz-
naltam. A glpk program a gnu szabad szoftverek licensze ald tartozik. A
programot Windows 2000 operacios rendszeren, 2,33 gigahertz orajeli és 1,9
GB meméridval rendelkezd gépen futattam.

A 3. tabldzat mutatja kiillonboz6 idéhorizontra a modellezett dsszkoltséget,

a 4. tabldzat pedig azt mutatja, hogy hany esetben kerilt készpénzzavarba a
bankfiok.

Bankfisdk n=9 n=8 n=7 n=6 n=5 n=4 n=3 n=2
Fidk 1 2 108 2116 2 116 2 105 2 109 2 099 2 110 2 034
Fidk 2 2 891 2 891 2 891 2 881 2 925 2 869 2 916 2 824
Fidk 3 266 236 262 298 271 256 476 476
Fiok 4 1901 1916 1901 1917 1934 1883 1902 1777
Fidk 5 1121 1118 1 105 1114 1117 1101 1 295 11 616
Fidk 6 698 696 696 663 654 581 741 748

8. tabldzat. Az eldgazdsmentes modellek koltségei (negyedévre, ezer forintban)

A 3. tablazat alapjan levonhatjuk azt a kiovetkeztetést, hogy az opti-
malizdldsi horizont novelése (egy idé utédn) nem csokkenti érdemben az Gssz-
koltséget. A til rovid optimalizaldsi id6horizont (n = 2, néha n = 3) ellenben
problémas lehet (ldsd kiilondsen az 5. fick esetét). Fontos l4tni, hogy ebben

7Szemléltetésiil: fliggetlen, azonos szérasu, 6 szabadsigfoki t eloszldsok esetén a 3,09
sz6rashoz 0,9976% biztonsdgi szint tartozik.

8Mivel mind normaélis, mind t eloszlds esetén a 3 szérasnyi biztonsagi szintet hasznalom,
igy az eredményekben nem lesz kiilonbség, de azt fontos hangsilyozni, hogy t eloszlas esetén
ehhez a 3 szdérashoz kisebb biztonsagi szint tartozik.
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az esetben tn. lefizet6 fi6krél van szd. A fidk a felgylilemlett készpénzt

nem fizeti le, hanem a bankfiokban 6rzi n = 1 optimalizalasi horizont esetén.

Ez azért van igy, mert a lefizetéskor a pénz szamlaldsanak koltsége nagyobb,

mint a kamatveszteség. A probléma megoldddik, ha noveljiik az optimalizdlas

idGhorizontjat, mert a felgyiilemlett készpénzre tobb nap is felszamitjuk a ka-

matveszteséget, igy ez a hatas feliilirja az egyszer felszamolandé pénzszamolas
hatasat.

Bankfick n =29

Fiok 1 0

Fick 2 0

Fick 3 0

0

7

2

Fidk 4
Fidk 5
Fidk 6

N RO OO Ol
N0 O OO O
O OO oo
N O OO o|ut
N O OO Ok
=N O OO OoOlw
OO O OO o

2

4. tdbldzat. Az elagazasmentes modellek készpénzhidnyos napjainak szama

A 4. tdbldzat azt mutatja, hany esetben keriilt készpénzzavarba a bankfiok.
Erdekes az 5. fick esete. Ez a fick tn. lefizets fidk, tehdt a felgytilemlett
készpénzt széllitja el az autd. Ez a fidk ugy keriil készpénzzavarba, hogy a
tényleges érték eltér az elorejelzett értéktol, és a modell tobb pénz lefizetését
javasolja, mint amennyi a pénztarban van.

Itt 1atszik, hogy nagyon fontos a bankfidki folyamatok megértése és pon-
tos modellezése. Amikor a bankfiék készpénzt rendel, elére meg kell mon-
dania a pontos Osszeget, ezen valtoztatni nem lehet. Lefizetéskor a helyzet
valamelyest rugalmasabb. A pénzszallité auté nyilvdn nem tud tobb pénzt
elszallitani, mint amennyi a fickban van. Kiilonésen lényeges, hogy meg kell-e
elére mondani, hogy mennyi pénzt szallit el az autd, és mi torténik akkor, ha
eltérés mutatkozik az elore bejelentettol. Lefizetéskor sokkal szerencsésebb
lenne, ha nem a modell altal lefizetni javasolt készpénzmennyiséghez iga-
zodndnk, hanem a tényleges forgalom ismeretében (vagy legaldbbis pon-
tosabb ismeretében, mint az optimalizaldskor ismert elérejelzés) a modell
altal becsiilt zaré értékhez.

A 6. fidk esetében viszont ténylegesen kifogyott a fiok a pénzbdl, tébbszor
is. Itt nem volt elégséges a biztonsagi szint. Ez a fidk viszonylag kis forgalmu
és az dtlagos forgalomhoz képest a szérés nagyon jelentds (30-szoros). Azon a
napon, amikor kifut a pénzbdl, a tényleges érték a becsiilt értéktol tobb mint
5 becstilt szorassal tér el. Rdadasul par napon beliil el6fordul tobb 3 szérasnal
nagyobb eltérés. Ilyen rendkiviili esetekre nem lehet a modellt felkésziteni.
Valészintisithetd, hogy nem az eldjelzés volt ennyire rossz, hanem rendkivili
esemény 4ll a nagyfoki eltérés mogott (amit a bankfidk elére tudott).

6 Sztochasztikus modellezés

Kozismert tény, hogy véletlen folyamatok esetén a varhaté értékekkel végzett
optimalizacio jelent6s mértékben eltérhet a sztochasztikus optimumtél. Ebben
a fejezetben megvizsgdlom, hogy a sztochasztikus modellek hogyan teljesite-
nek a valés adatokon.
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Fontos kérdés, hogy a sztochasztikus modellezés koltségelényt jelent-e az
elagazasmentes felirashoz képest, hiszen minden nap, az aznapi dontés utan
az elmult napi tényleges érték ismeretében jra futtatom a modellt. Az el-
s6 napi dontés pedig sztochasztikus modell esetén is azonos lesz az Gsszes
szcenariéra.

6.1 Biztonsagi korlat modellezése sztochasztikus prob-
léma esetén

Szcenari6 fak esetén a biztonsagi korlatot az elagazdsmentes esettol eltéréen
kezelem. Eldgazdsmentes esetben a (8) képlet azt fejezi ki, hogy a nap
végi allomany legyen megfeleléen nagyobb a kovetkezd napra vart forga-
lom értékénél. Szcendrié fak esetén a nap végi allomény nem egyértelmii,
éppen ez a szcenari6 fak lényege. Ezért ebben az esetben azt kdvetelem meg,
hogy barmilyen dgon a nap végi egyenleg nagy valdsziniiséggel elég legyen a
kévetkezé (mésodik) napi forgalom kiegyenlitéséhez. Ebben az esetben is a
3 szorasnyi biztonsagi tartalékkal szamolok, ami normalis eloszlas esetén a
99,9% biztonsagi szintnek felel meg, t eloszlis esetén pedig 99,5%-nak:

Ciyiny.oyigiijer = —Jiv1 +38541, 9)
ahol 1 <441 <1j, és fj+1 a j + 1. napra eldrejelzett forgalom, 5,1 pedig
ennek szérésa.

6.2 Numerikus eredmények sztochasztikus modellekre

Elso fontos megjegyzésiink, hogy sztochasztikus modellek esetén nagyon kony-
nyen elérjik a megold6 korlatait. Ezt szemlélteti az 5. tdblizat: egy adott
feladat megoldasa hany masodpercet vett igénybe kiillonbozé I; értékadasok
esetén.

Modell n=29
2;2;2 0,0
2;2;2;2 0,1
2;2;2;2;2 20,1
4;4;4 0,1
4:4:4;1 > 400
4;2;1 0,1
4:2:1;1 1,2
4;2;1;1;1 92,5

5. tabldzat. A sztochasztikus modellek idGigénye

Az 5. tdbldzat értékei alapjan lathatd, hogy a feladat megolddsahoz sziik-
séges id6 exponencialisan né a szcendrio fa méretével, ami természetesen nem
meglepo és ismert is a szcendrié fak esetében.

A 6. és 8. tablazatokban a néhany kivédlasztott sztochasztikus modell futdsi
eredményeit kézlom normalis eloszlas feltételezése esetén.
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Bankfick  (2;2;2) (2;2;2;2) (4,44) (4,21) (42;1;1)

144y

Fidk 1 2 034 2 048 2 089 2036 2 063
Fidk 2 2 731 2 731 2 805 2 824 2 826
Fidk 3 255 229 250 249 260
Fidk 4 1728 1735 1798 1797 1 802
Fidk 5 1038 1 039 1 100 1100 1098
Fidk 6 595 597 587 567 649

6. tabldzat. A sztochasztikus modellek koltsége (negyedévre, ezer forintban)
normalis eloszlés feltételezése esetén

A 6. tdbldzat adataibdl a kovetkezd kovetkeztetéseket lehet levonni: a
kiilonboz6 sztochasztikus modellek teljesitménye kozott egyértelmii domi-
nanciat felallitani nem lehet. Azt lehet mondani, hogy azok a modellek,
amikor az els6 nap csak 2-fele dgaztatunk, atlagban jobban teljesitenek, mint
azok, amikor 4-fele, de a kijelentés tavolrél sem meggy6z6. Az idShorizont
novelésének itt sincs egyértelmiien kimutathaté pozitiv hatasa.

Az 1-4. fidk adatai alapjan a sztochasztikus modellek Gsszességében job-
ban teljesitenek, mint az eldgazasmentes modellek: a 4-9 napos elagazasmen-
tes modellek atlaganal a sztochasztikus modellek atlaga az 1. fidk esetében
2,6%-kal, a 2. fidk esetében 3,7%-kal, a harmadik fidk esetében 6,1%-kal, a 4.
fick esetében pedig 7,2%-kal kisebb koltséggel jar az optimalizdcié. Amennyi-
ben a 4 fidk koltségeit Osszegezzik, a csokkenés 4,4%. Az 5. és 6. fidk
esetén a koltségek Osszehasonlitasa azért nem szerencsés, mert itt kifutottak
a sziikséges készpénzbdl, de itt is a sztochasztikus modellek teljesitettek job-
ban, hasonlé mértékben. Az eredményeket kétféleképpen is lehet értelmezni:
egyrészt azt mondhatjuk, hogy nem jelentés az elért koltségesokkenés, mas-
részt azt is lehet mondani, hogy ha egy bank a készpénzellatas Osszkoltségét
4%-kal tudja csokkenteni, az szdmdra jelentds eredmény.

Bankfick kamat- auté fix  pénzszamolds
koltség  koltsége koltsége
Fidk 1 (eldgazdsmentes) 1 070 412 627
Fidk 1 (sztochasztikus) 989 438 627
Fidk 2 (eldgazdsmentes) 1 552 442 898
Fidk 2 (sztochasztikus) 1 366 526 891
Fidk 3 (eldgazdsmentes) 149 95 21
Fidk 3 (sztochasztikus) 193 42 14
Fidk 4 (eldgazdsmentes) 1241 273 394
Fidk 4 (sztochasztikus) 1 038 346 388
Fidk 5 (eldgazdsmentes) 278 303 531
Fidk 5 (sztochasztikus) 227 310 538
Fidk 6 (eldgazdsmentes) 337 213 114
Fidk 6 (sztochasztikus) 353 158 88

7. tabldzat. Az elagazasmentes és sztochasztikus modellek koltségdsszetevii

(negyedévre, ezer forintban) normalis eloszlds feltételezése esetén

Erdemes megvizsgalni, hogy mibol adédik pontosan a sztochasztikus mo-
dellek alacsonyabb koltségszintje. A vizsgalat elvégzéséhez az Gsszkoltséget 3
Osszetevére bontom: kamatra, az autérendelés koltségére és a pénzfeldolgozas
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koltségére. E 3 Osszetevo atlaga az elagazasmentes és sztochasztikus modellek
esetében a 7. tdbldzatban lathato.

A 8. tdblazat adatai alapjan a kovetkezd Gsszefliggésekre lehetiink figyel-
mesek: a pénzszamolas koltsége tekintetében altaldban nincs nagy kiilonbség
az eldgazdsmentes és sztochasztikus modellek kozott. Ez azért van igy, mert
a tisztan lefizeté vagy felvevo fiokok esetén az igényelt vagy lefizetett Gsszeg
nagysaga nem tér el csak az id6ézitése, ami 0sszességében nem befolyasolja a
pénzszdmlalas koltségét. Mds a helyzet a kozel onellaté fidkok esetén. Az &
esetiikben (a 3. és 6. fiok) mindkét irdnyban van készpénzaramlds. E fidkok
esetén a sztochasztikus modellek kevesebb készpénzaramlast produkaltak,
ezért kisebb a pénzfeldolgozas koltsége. Ha csak egyiranyu készpénzaramlas-
sal allunk szemben, akkor csak a szallitasok nagysiga és id6zitése térhet el.
Nincs egyértelmii kép, de ugy tlnik, hogy a sztochasztikus modellek t6bbszor
rendelnek pénzszallité autdt kisebb Osszegekre, igy nyernek a kamatkoltségen,
ami ellensilyozza még a tobbszori szallitdas megnovekedett fix koltségét is.

Bankfick  (2;2;2
Fidk 1
Fidk 2
Fidk 3
Fidk 4
Fidk 5
Fidk 6

—

(2;22,2)  (444)  (42;1)  (4525151)

—
w oo oo Oo

0
0
0
0
1 7
1

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 8
3 7 8
3 1 1

8. tdbldzat. A sztochasztikus modellek esetén a készpénzhidnyos napok

szama normadlis eloszlas feltételezése esetén

A 8. tablazat végezetiil azt mutatja, hogy hany esetben keriil készpénz-
zavarba a bank. Az értékek nagy vonalakban megegyeznek az eldgazdsmentes
modell esetén tapasztaltakkal. Ugy tlnik, hogy azok a modellek ’biztonsa-
gosabbak’ amikor az els6 nap 4-fele dgaztatunk. Ez logikus lehet abbdl a
szempontbdl, hogy a 4-fele dgaztatds valamivel nagyobb biztonsagi szintet
eredményez, mint a 2-fele dgaztatas.

A modell futtatdsat elvégeztem gy is, hogy nem normalis eloszldst, hanem
6 szabadsdgfoki t eloszldst alkalmaztam (9. tdbldzat). Lathat6, hogy nincs
lényegi kiilonbség a normadlis és t eloszlas feltételezése kozott. Ez a megalla-
pitas igaz a készpénzhidanyos napok szamara is. Fontos most is hangsilyozni,
hogy az (elméleti) biztonsagi szint t eloszlds esetén valamivel kisebb, mint
normalis eloszlas esetén.

Bankfick  (2;2;2) (2;2;2;2) (4,4;4) (4,21) (42;1;1)

144y

Fiok 1 2 025 1991 2 053 2 040 2 063
Fidk 2 2714 2 718 2774 2 806 2 807
Fiok 3 255 227 253 258 258
Fiok 4 1736 1717 1792 1777 1 808
Fidk 5 1 026 1 020 1 085 1085 1 083
Fiok 6 587 593 576 573 631

9. tabldzat. A sztochasztikus modellek koltsége (negyedévre, ezer forintban)
6 szabadsdgfoku t eloszlds feltételezése esetén
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A tovabbiakban két olyan modellt mutatok be, amelyek nem szoktak el6-
fordulni a szakirodalomban. Az egyik a valutdk kezelése, a mésik a bankfiékok
kozotti atszallitas modellezése.

7 Tobb pénznem egyiittes kezelése

Ebben a fejezetben gy bovitem a modellt, hogy figyelembe veszem, hogy
a bankok nem csak forint készlettel rendelkeznek, hanem valutakészlettel is.
A modell két valutat fog kezelni eurdt és dollart. A biztonsdgi korldtokat
mindhdrom pénznemre teljesiteni kell. A pénzszallité autd viszont tud tobb
valutat is hozni egyszerre, és a fuvardijat is csak egyszer kell kifizetni. Kérdés,
hogy ebben a kornyezetben mekkora a kiilonbség az eligazasmentes és a
sztochasztikus® megkdzelités optimuma kozott.

A feladat programozési modelljéhez a kovetkezé jeléléseket kell bevezetni:
A pénznemet jobb felsé indexben jel6lom. Példaul C’L1 ia, jeléli a vizsgalt
szcenarié esetén a forint készlet j-edik napi zard erteket " ahol i1 19, 000y b
jeloli az j-edik nap végéig bejart utak egyikét. Habonlokeppen C’L1 i,y AL

euré j-edik nap végi dllomanya, CVS i pedig a dollar j-edik nap vegl zard

11,12,
értéke. Hasonléan XETL% g Xff{% Ji; 8 Xf{sm ~ jeloli a vizsgalt szce-
nario esetén az adott pénznem j.-edik napi rendelt erteket ahol 1,12, ...,;
jeloli az j-edik nap végéig bejart utak egyikét, Y valtozok pedig a kozpontba
beszallitani kivant pénzmennyiséget jelolik. D, i, i, és B, 4, . ; valtozok
pedig a vizsgalt szcendrié esetén a pénz ki- illetve beszéllitas tényét leird
binedris véltozdk. A jelolésekbdl is lathatd, hogy a pénzszallité autdval tobb
valutdt is tudunk rendelni egyszerre (nincs felsé indexe a valtozéknak).

Az egyszeriiség kedvéért a valutdk dlloményét is forintértéken kezelem és
a valutdk esetén is a forintértékhez hasonld koltségstruktirat tételezek fel.

A probléma linedris programozasi feladatként valé felirdsakor az (1) kor-
latot minden pénznemre fel kell irni, példaul forint esetén az alabbi alakot
olti:

0’5?’;27 e +fl17l27 slgstg41 +X571:27 2 - }/tiz; Sl Ci?;% B RS
ahol 1 < 449 < [;. A fix koltséget modellezd (2) és (3) korldtok pedig az
aldbbi médon véltoznak:

XFT 4+ XEBU + XUS

01,825,805 01,862,405 01,482,050

< prrLkD

11,82,00585 )

illetve
YFT + YEU + YUS ) < prrLkE

11,22, 11,12, 11,12, 11,82, 7j :

Valutak ﬁgyelembevetele esetén a (4) celfuggveny modosul, mert nem csak
a forint allomanyra, hanem az euro és a dollar dllomanyra is kell kamatveszte-
séget szamolni. Természetesen mindharom pénznemre van szamolasi koltség

is.

9Mivel az elézé pontban lattuk, hogy nincs lényeges eltérés a normdlis és t eloszlas
feltételezése kozott, a szamitasokat csak normélis eloszldsra mutatom be.
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Cost;, 1, ;. =

21,2255

C;
X’FY F'1 int FT
=C i1,i2, +CQ&L1 i2,eesi —|- Cu,tz, MA’k—l-
J

_ ClXEU + chEU y + Z Cint CEU - + (10)

11,22, 11,22, 11,22,5-04525,

A Cin
_ ClXUS + chUS » + Z t CUS X +

11,22, 11,22,.. 11,22,.. 7tj7

+ C3D’i17’i27~~~7ij + C4E’i17¢27~~~7¢j )
7.1 Elagazasmentes modellezés valutak figyelembevétele
esetén

Valutak figyelembevételekor ujfent elészor az eldgazasmentes modellt vizs-
galom, amikor a szcendrié faban nincs eldgazas. Ekkor minden pénznemre
teljesiilnie kell a (8) korldtnak, amely példdul forint esetén a

C{H—l}l = H—l + 3\/ AFT Afj,-ji)z

alakot Olti.

Numerikus eredmények

A valutaforgalomra multbeli adat nem &llt rendelkezésre, ezért egy szemlél-
teté megoldast valasztottam: mivel a valuta forgalom jelentésen elmarad a
forint forgalom mellett ezért a 3. fidk forgalmat tekintettem az eurd forga-
lomnak, a 6. fiék forgalmét pedig a dollar forgalomnak. Az 1., 2., 4. és
5. fidk forgalmat pedig négy kiilonbozé forint forgalomnak. Jelen esetben
id6horizontnak az n = 3 értékkel szamoltam csak. A 10. tabldzat mutatja a
csuszobablakos technikaval szamolt koltséget.

Bankfiok n=3
Fiok 1 2 852
Fick 2 3 650
Fick 4 2 668
Fiok 5 2 200

10. tablazat. Az eligazdsmentes modell koltsége
valuték figyelembevételével (negyedévre, ezer forintban)

7.2 Sztochasztikus modellezés valutak figyelembevétele
esetén

Valutak figyelembevétele esetén is az a kérdés, hogy ha szcenarié fakkal
modellezem a valds folyamatokat, akkor jobb eredményt kapok-e mint ha
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az elagazdsmentes megkozelitést valasztom. A kérdés most is azért meriil fel,
mert a cstuszoablakos technika miatt mindennap jraszamolom a modellt.

A biztonsagi korldtot modellezé (9) korldtnak most is minden pénznemre
teljestilnie kell. Forint esetén példaul az alabbi alakot olti:

FT FET oFT
inineigrigen = Sy 38540

Numerikus eredmények

Sztochasztikus modellezés esetén a kovetkez6 médon jartam el: az els6 napon
minden pénznem esetén két lehetséges forgalmat feltételeztem. Mivel Gsszesen
3 pénznem van, ez 8 lehetséges szcendrié. A mésodik napot is bevontam a
modellezésbe, de tovabbi eldgazdssal nem dolgoztam, mert meghaladta volna
a probléma a megoldhatésag hatdrat. A négy bankfiékra a a sztochasztikus
modell koltségeit a 11. tabldzat mutatja. A tablazatban szerepel, hogy a
sztochasztikus modell esetén az Osszkoltség hany szazalékkal kisebb, mint az
eldgazasmentes modell esetén.

, Sztochasztikus koltségvialtozas
Bankfick modell (%)
Fidk 1 2 563 -10,1
Fidk 2 3 325 -8,9
Fidk 4 2 383 -10,7
Fidk 5 1 864 -15,3

11. tabldzat. A sztochasztikus modell koltsége valutak
figyelembevételével (negyedévre, ezer forintban)

A sztochasztikus modellezés a valuték figyelembevételével az egy pénznem
kezeléséhez képest nagyobb mértékben csokkenti a koltségeket. Mivel a 6.
fiok forgalma jatssza a dollar szerepét, ezért ebben az esetben is kifutunk a
készletbdl.

8 Bankfiokok kozotti atszallitas

Ebben a fejezetben a bankfidkok kozotti atszallitast vizsgdlom. Amennyi-
ben lehetséges, célszerii gy megszervezni a készpénzszallitast, hogy az egyik
bankfidk kozvetleniil egy masik bankfidknak szallitson. fgy két fuvar helyett
csak 1-et kell fizetni. Ebben az esetben a pénzszallité cég nem is dolgozza fel
a pénzt, csak szallitja, igy a pénzfeldolgozas dijat is meg lehet takarftani'®. A
modellezés soran ezekkel a feltételezésekkel élek. Természetesen a bankfiokba
szallitott készpénz mennyisége nem fix Osszeg, hanem az aznapi forgalom
fliggvénye, ezért a bankfiék biztonsdgos miikédése kiilondsen kritikus ebben
az esetben.

Bankfiokok kozotti atszallitdsok modellezésénél a megold6é méretét meg-
haladnd a sztochasztikus modellezés, ezért csak elagazasmentes modellel vizs-
galtam a problémat. C, X, Y, D és E valtozok jelentése ugyanaz, mint eddig.

10Tlyen esetekben természetesen a bankfiékoknak van tobblet munkajuk, amennyiben ez
szamottevd koltséggel jar, modellezni kell.
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A valtozok felsé indexe, a bankfidkra utal. Ezen valtozdk mellett sziikségesek
még az atszallitasokat leiré véltozdk. Legyen B egy indexhalmaz, ami a
lehetséges atszallitasi irdnyokat tartalmazza. XY egy atszdllitas esetén a
pénzmennyiséget jeloli, ahol az irdnyt b index jeloli. Természetesen b € B.
Minden &tszéllitdshoz ki kell fizetni az auté fix koltségét (de csak azt), tehat
XY véltozokhoz DyFE binearis valtozét is be kell vezetni a fix koltségek
modellezéséhez. Jelolje tovdbba ;B azoknak az &tszallitasi irdnyoknak a
halmazat, amikor az atszallitds az f-edik fiokbdl torténik valamelyik méasik
fikba. Jelolje hasonldéan Bf azon &tszallitdsi irdnyok halmazit, amikor
valamelyik masik fiokbdl az f-edik fidkba széllitanak &t készpénzt.

A bevezetett jelolésekkel fel tudjuk irni a sziikséges korlatokat: nap végi
egyenleg:

k k k _ ik
Cim + fon+ X+ D XY =Y — D0 XeYun =Clin
bEBf bEfB
ahol 1 <j <nés k€ K, ahol K a bankfiékok halmaza.
Fix koltségek modellezése:

X < PorDijy s
}/{]}}1 < pmkEfj}l ,
és
XoYii1 < pmkDvEgya
ahol k € K és be B.
Biztonsagi korlat sziikséges mértéke

Cliap = —fFa +3y/(30)7 + (34,.)7 (11)

ahol k € K. Az j-edik napon a célfiiggvény értéke:

Costyn =) (Cintcfﬂl}l + e X+ eV + D+ C4Efj}1) +
keK

+ Z CngE{j}l .
beB

Numerikus eredmények

Az 4tszéllitasi feladat megoldédsat a rendelkezésre all6 6 bankfiok példdjan
mutatom be. A bankfiékok kézotti dtszallitast nem engedem meg mindenhon-
nan mindenhova, csak ahol értelmes: olyan bankfiékokbél ahol felhalmozodik
a készpénz olyan bankfikokba, dlland6 készpénzszallitdsi igény 1ép fel. Az
atszallitasok a kovetkezd viszonylatokban lehetségesek: 3. és 5. fiokbdl az 1.,
2., 4. és 6. fiékba.

A modellt maximum n = 4 esetén tudtam futtatni beldthaté idén beliil.
Az n = 4 esetben a cstszbéablakos technika esetén a modellezett Gsszkoltség
7 531 ezer forint. Ez az Osszeg 15%-kal alacsonyabb, mint a 6 fick egyedi
koltségeinek Osszege.
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9 (")sszefoglalés

Ebben a cikkben banki készpénz-optimalitdsi problémakat vizsgaltam, és a
készpénz-optimalizdlasi problémat linedris programozasi feladatként frtam
fel, melyet a glpk nevii szabad szoftverrel oldottam meg. A modellezés soran
bebizonyosodott, hogy a probléma kezelhet6 linearis programozasi feladat-
ként. Az is bebizonyosodott, hogy még csuszdablakos technika esetén is
érdemes sztochasztikus modellekben gondolkodni. A cikkben szcendrié fas
megkozelitést alkalmaztam, melynek sordn az optimalizaldsi horizont csokken,
mert a programozasi feladat mérete exponencidlisan né az eldgazasok szamé-
val. A cikkben megmutattam azt is, hogy linearis programozasi feladatok
segitségével kezelheto a szokasostodl eltéré probléma is, mint példdul a va-
lutak figyelembevétele, vagy a bankfidkok kozotti atszallitdas modellezése.
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CASH FLOW MANAGEMENT WITH GLPK SOFTWARE

In recent years both operational research and quantitative finance have paid much
attention to cash management issues. In this paper we present a cash management
study which is based on real world data and uses a mixed integer linear program-
ming (MILP) model as the main tool. In the paper we compare deterministic
and stochastic approaches. The classical cash management problem is extended
in two ways: we considered the possibility of bank offices keeping more than one
currency and also investigated the opportunity of cash transports between bank
offices. The MILP problem was solved with glpk (GNU Linear Programming Kit),
a free software. The reader can also get a feel of how to use this solver.
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A HAZASSAGOK VARHATO TARTAMA ES TULELESE!

FARAGO MIKLOS
Kozponti Statisztikai Hivatal

Hény év van még hatra varhatéan egy hézassagbol, ha ismert a hazastarsak
kora, és hany évvel éli til majd egyikiik a masikat, feltéve, hogy megozvegytl,
vagy hany évig élnek varhatdéan a védlds utan? A hédzassagokbdl hatralévé
tartam és a hazassag megsziinését koveto élettartam varhaté értékét a szerzo
tudomésa szerint a hazasfelek koranak kétvaltozos fiiggvényeként még nem
vizsgaltdk. A cikk ezekre adja meg a formuldkat, rdaddsul kiilonbdzé megszii-
nési okonként is, és elemzi az eredményeket a magyar népességre vonatkozdan,
négy évtizedig visszamenden.

Bevezetés

A cikk eredete egy —az 6zvegyek varhato élettartamara irdnyulé— kérdésfel-
vetés volt, melynek kozvetlen altalanositasaként adodott a kiillonb6z6 csaladi
allapoti népesség halanddsagi tablainak eldallitasa. Ebbdl egyaltalan nem
kozvetlentl tamadt az oOtlet: meghatarozni a hézassagok hatralévé varhato
tartamét, esetleg a hdzassédg , kimenetelének” (valas, haldlozds) fiiggvényében.
E célra mér hazaspdrokra vonatkozé statisztikdkra volt sziikség. A két prob-
léma megoldhatosaganak megallapitasa utan és mdédszertananak kifejlesztése
kozben mar természetesen vet6dott fel a hazassag utani élet vizsgalata, azaz a
tilélés (a hdzassdgé) varhatd tartamédnak kiszamitasa. Itt is értelmesnek tiint
megkiilonboztetni egyméstol a hdzassdgot kovetd csaladi dllapotokat (elvalt,
ozvegy). A cikk a fentieknek megfeleléen hdrom fejezetbél &ll, mindegyik a
szamitdsi médszer bemutatasaval kezdddik, majd ezt koveti az eredmények
elemzése.

1. A csalddi allapot szerinti roviditett halanddsagi tdbldk mddszertana
megegyezik a KSH-ban hasznalatossal, azzal a kiilonbséggel, hogy specidlisan
az egyes csaladi allapotokban él6k népesség- és haldlozasi szamait hasznélja
a haldlozasi valdszintiségek és ezeken keresztiil a tabla egyéb elemeinek, igy
a varhato élettartam becslésére.

2. A héazassdgtartamok kiszamitdasat az tette lehetévé, hogy a népszam-
l4lasok éveire —és csak akkorra— vonatkozdan rendelkezésre dllnak a hazas-
parok kor(pér)fiiggd 1étszdm-, haldlozdsi és véldsi adatai. Ez a fejezet a
kovetkez6 kérdésre ad viélaszt: adott egy (z,y) kori hézaspér (x a férj kora,
y a feleségé) ismeretlen szadmu hizassdgban eltoltott év utdn, varhatéan hény
év van még hatra a hazassagukbdl, feltéve, hogy elvalnak vagy feltéve, hogy

IBeérkezett: 2010. szeptember 28. E-mail: faragomik@t-online.hu.
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a férj vagy a feleség meghal, vagy nem feltéve semmit, azaz ilyenkor az is-
mertetett hdrom ok koziil a ,,legkorabbi” miatt ér véget a hazassag.

3. A [Tulélés” c. fejezet egyrészt azt targyalja, hogy a ,,most” (x,y)
kori hézaspér egyik tagja varhatéan hény évvel éli (majd) til a hézasségot,
ismét feltéve, hogy elvilnak, vagy feltéve, hogy a masik meghal, vagy nem
feltéve semmit. Ezzel egyben el6éll az (z,y) kord hédzaspar adott csalddi
allapotu (6zvegy vagy elvélt) és nemil tilélgjének a vérhaté teljes hatralévd
élettartama, ez ugyanis a hézassigbol még varhatéan héatralévé tartam és a
tilélési tartam Gsszege. Kiszamitjuk példdul, hogy egy (x, y) kort hdzasparbol
a férjnek mennyi a hétralévo varhaté élettartama, feltéve, hogy 6 fog meg-
Ozvegyiilni (vagy elvdlnak, vagy nem feltéve semmit, azaz hogy e két ok
barmelyike vet véget a hazassdgnak).

A 2. és 3. fejezetre, azaz a hdzassdgok varhaté hatralévé tartaméanak,
valamint a varhato tilélési tartamoknak — mint kétvéltozos fliggvényeknek —
kiszamitasara eredeti médszert fejlesztettiink ki.

Szamitdsaink az Un. ,,periédus-tdbla” mdédszerén alapulnak. Az alapgon-
dolat, hogy ti. egy populacié adott — altalaban egy vagy két naptari éves
— idGintervallumra, az Un. periddusra vonatkozo ardnyszamait kivetitik a
jovére, régdta elterjedt a demografiaban: klasszikusan a halanddséagi tablak
értelmezése is ezzel a feltételezéssel torténik. Ezzel a mddszerrel szamitjak
ki a teljes termékenységi ratakat (Total Fertility Rate), lasd Pl. Faragd
(2011), vagy az egészségesen véarhaté élettartamokat is (Healthy Life Years).
A mddszer gondolatmenete harom 1épésbdl dll. Eldszor a valédi populdciérdl
szerzett statisztikai adatokbdl egy fore eso korfliggd aranyszamokat képeznek
(halalozasi, sziilési, valasi stb.), majd ezeket valdsziniiségekbe transzformaljak.
Ezutan elképzelnek egy ,kiinduld” rogzitett 1étszamu fiktiv kohorszot, pl.
egyidGben sziiletett Ujsziilotteket vagy 15 éves ndket, akikre érvényesnek te-
kintik a képzett valdoszinliségeket. E népességen, az un. tabla populiacion,
mely ezekkel a valdszintiségekkel él, hal, sziil, valik stb., kiilonb6z6 konnyen
végrehajthaté szdmitdsokat végeznek. Végil az eredményeket (vérhaté élet-
tartam, egy anydra es6 varhaté sziiletésszam stb. becslései) érvényesnek te-
kintik az eredeti, a valodi népességre, de tovabbra is azzal a feltételezéssel,
hogy a periédus ratai a népesség hatralévo ,élete” soran érvényben marad-
nak. Ez nyilvan soha nem teljestil, a ratak évente valtoznak, ezért kell pl.
a halanddésagi tablakat évente tdjra elkésziteni. A tdabla-mdédszer lényege,
hogy egy pillanatnyi allapot tulajdonsagainak , kimerevitése” mellett készit
becsléseket a jovére vonatkozéan. Azonban valdjdban a pillanatnyi helyzetet
jellemzi. A 2. fejezet névuma az, hogy a kohorszok hazasparokbdl allnak.

Kilonbozo csaladi allapotokban eltoltott varhatd élettartamok kiszami-
tasanak adekvat matematikai modellje lehetne az un. ,,tobballapota tabla
modell” (multistate table): az 1. dbra irdnyitott grafjdnak szogpontjai (a
dobozok) egy személy csalddi éllapotainak, az irdnyitott élek a lehetséges
atmeneteknek felelnek meg. Utdébbiak cimkéi az atmenet valdszintiségei,
melyek a periddusban szerzett statisztikai adatokbdl szarmaznanak. Egy
adott kord személy adott allapotbdl kiindulé véletlen bolyongasa all elo,
ha az atmeneti valosziniiségek szerinti sorsolds eredményeként 1ép minden
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iitemben valamely kimend élre. Eves iitemeket véve az atlépés elott = éves
személy x + 1 évesen érkezik meg az 4j dobozba — vagy marad helyben, ha
hurokélre 1épett. Megjegyezziik, hogy az i allapotbdl a j-be torténd dtmenet
valdszintiségei a legprimitivebb modell esetében sem konstansok, legalabbis
idofiiggéek, pontosan: az élre ralépo koratdl fiiggenek. Ezutdn nem nehéz
kiszamolni az egyes allapotokban eltoltott varhaté idétartamokat, a kiin-
dulé z(0) kor és s(0) dllapot fiiggvényeként. (A legegyszeriibb Monte Carlo-
mddszerrel, tetszéleges pontossiggal becsiilni.) Az egyetlen nehézséget az
adekvat dtmeneti valésziniiségek megallapitdsa okozza. A tapasztalatok sze-
rint ugyanis egy atmenet valoszinlisége a bolyongas egész el6torténetétol fiigg,
azaz attél, hogy a bolyongd megelézéen mely csaladi allapotaba hany éves
kordban lépett be és meddig tartézkodott ott (tehét a bolyongas nem Markov-
folyamat). Egy vélds valdsziniisége fiigg a hézassidgbdl mar eltelt idétol,
de egy masodik vagy harmadik valds vagy megozvegyiilés valdszintisége is
kiillénbozik az els6étél. (Az dbran v jeloli az atlépés elétt a bolyongd altal
betoltott allapotok véltozd hosszisdgu iddsordt.) Azonban ilyen mélységii és
mennyiségil statisztikai adat begytjtése igen koltséges, ezért a tébballapotu
modell alkalmazasarél lemondunk. Az 1. dbrdnak megfelel6 tobballapoti mo-
dell alapjan Willekens és szerzétarsai (1982) szdmitottak varhatéan eltoltott
tartamokat az egyes allapotokban, azonban csak korfliiggd — és nem multfiiggd
— atmeneti valoszintiségek alkalmazasaval. Egy 6sszefoglalé mii a tébballapotu
tabla modellekrél: Keyfitz és szerzétdrsai (2005).

®

hajadon/nétlen héazas

h 4

Qh’e(x); Qh”e(X)

0zvegy elvalt

1. dbra
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Maradunk tehdt a ,,sima” halanddségi tédbla modellnél (illetve a 2. és 3.
fejezetben annak hdzasparokra torténd altalénositdsianal), amely esetiinkben,
a kiillonbo6z6 csaladi allapotban eltoltott varhato élettartamok kiszamitasakor
azzal a megszorito feltétellel jar, hogy ez a csaladi allapot a vizsgalt személy
halalaig véltozatlanul fennmarad. Azaz feltételezziik, hogy a hajadon, a
nétlen, az elvélt és az 6zvegy nem hézasodik meg (tjra), a hdzas nem vélik el.
Ez ugy értelmezendd, hogy a szamitott eredmények csak ilyen ,,életpalyaja”,
azaz az allapotdban (hajadon, 6zvegy stb.) megmaradd személyekre érvé-
nyesek.

Elorebocsatjuk, hogy a szamitasokban minden esetben demografiai jel-
legli ardnyszamokbdl becsiiljik el6szor a valdszinliségeket, majd ezekbdl a
kiilonboz6 tartamok varhato értékét. Eltekintiink a kozvetlen valdszintiségek
részletes elemzésétdl, figyelmiinket inkabb az attételesebb varhaté tartamokat
vizsgalatanak szenteljiilk. Mint latni foguk, ezek értelmezése — Osszetett mi-
voltuk miatt — gyakran nem nyilvanvalé. Mar a legegyszeriibb, a rogzitett
korhoz tartozd varhato élettartam maga is az adott — és az annal magasabb —
életkorokhoz tartozo haldlozési valdszintiségeknek egyfajta ,,0sszegongyolése”.
A szédmszerii eredmények részletes vizsgalata helyett inkdbb dltaldnos meg-
allapitasokat tesziink, ugyanakkor megkiséreljik feltarni a bels6 Gsszefliggé-
seket és a meglepOnek tiné jelenségek okait.

Input-output

A halandésagi tablak szamitasa egy zart népességnek valamely régzitett meg-
figyelési idGintervallumban — a periédusban — bekovetkezett haldlozasi ese-
ményein alapul. Kétfajta népességet vizsgdlunk: kiillonbo6zo6 csaladi allapoti
személyekét, valamint hazasparokét. Mindkét esetben a legkisebb el6forduléd
életkor 20 év. A korcsoportokhoz tartozo kis esetszémok (személyek és hézas-
parok korfiiggé létszama, korfiiggd haldlozasi és vélsi szamok) miatt célszeril
volt kétéves periédusokat valasztani a szokdsos egyéves helyett. Szamitasa-
inkban hazasparok esetén a periddus: 1969-1970, 1979-1980, 1989-1990 és
2000-2001, azaz a legutébbi népszamlalasi és az azokat megelézé naptari
évek. Személyek esetén a fentieken kiviill még a 2006-2007 intervallum is,
melynek adatai a 2001. évi népszamlalas tovabbvezetett értékekei. Elemzé-
seket az idOsorokon kivil csak a legutolsd, azaz a 2000-2001 és 2006-2007
peridodusokra végziink.

Jelolések

A tanulmany konnyebb dttekinthetésége érdekében a jelolések nagyobb részét
itt, a tobbit pedig a megfelel6 fejezetekben ismertetjiik:
— f, n: férfi, n6
— z: a személy betdltott kora (egész év)
— (z,m): a személy korcsoportja: a kora az [x,z 4+ m) intervallumba esik
— (z,y): a hazaspar kora: a férj kora x év, a feleség kora y év
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— (x,y,m): a hdzaspdr korcsoportja, ahol a férj, ill. feleség kora rendre
[x,x + m)-be, illetve [y,y + m)-be esik, specidlisan a legfelsé korcsoport-
ban, azaz m = oo esetén (x,m), illetve (z,y,m) az z-nél nem fiatalabb
személyeket, illetve az (x, y)-nél nem fiatalabb parokat jeloli

— a csaladi allapotok jelei: zf: nétlen; zn: hajadon; hf: hazas férfi; hn:
hézas n6; vf: elvalt férfi; vn: elvéalt nG; of: ozvegy férfi; on: 6zvegy no.

Az alébbi jelolésekben, ha egy jel az s indexet tartalmazza ,,s csaladi
allapotban” jelentéssel, akkor a jel az s-t elhagyva is értelmezendo: ,,barmely
csalddi allapotban” jelentéssel:

— k: a periédus hossza (év)

— m P2 az s csaladi dllapotd (z,m) korcsoportiak szdma a vizsgélt né-
pességben a periédus kozepén

— mPyyt az (x,y, m) korcsoporti hazasparok szdma a periddus kozepén

— mD2: azon (x,m) korcsoportiak széma, akik a periédusban az s csaladi
allapotban halnak meg.

— Hdzassagmegsziinési okok: a) elemi okok: v: vélds; f: a férj haldla; n:
a feleség haldla; b) Gsszetett okok: h: haldl, azaz barmelyik hazastars haldla,
b: barmely ok, azaz valds vagy barmelyik hazastars halala
= mD3 ,,,LDj;y; mDy 3 melﬁy; ,,,LD;y: a periédusban az egyes vizsgalt
okok miatt megsziint hdzassdgok szdma az (x,y, m) korcsoportban.

— A megsziinési okok halmaza: C = {v, f, n, h, b}. Ertelemszertien teljestil

‘H’LD;}]iy = T)’LD"{"!J + 'rrLDlrr-L

T,y

b _ v h
ng;7y = ng;7y + ng;7y .

Természetesen fennall ,,, DM/ = Do Di, és Dhn = >, Dy is. (A hézas
férfiak haldlozéasi esetszama egyenl6 a férj halalaval végz6d6 hézassdg-meg-
sziinésekével.)

— mM2: az (x,m) korcsoporti személy haldlozdsi rétédja az s csalddi
allapotban

~ mM;g ,: az (x,y,m) korcsoporti hizaspar hizassigénak ¢ € C oki
megsziinési rataja

— m@s: a s csaladi dllapotban az x + m éves életkor elétt bekovetkezett
halalozas valészinlisége, feltéve az x éves életkor elérését az s csaladi dllapotban

~ m@s ,: annak a valdsziniisége, hogy egy (w,y) kord hézaspar hazassdga
m éven beliil ¢ okbdl megsziinik

—mPs = 1—1,q5: aszemély z+m éves életkora elérésének valdszinlisége az
s csaladi dllapotban, feltéve az x éves életkor elérését az s csaladi allapotban.

— 2D50 = 5P50 " 5D55 - - - - 5Pa_5: az O-tel oszthaté x éves kor elérésének
valészintisége, a kezdeti 20 éves kortdl az s allapotban folyamatosan meg-
maradva,

— 15 = 100000, p5,: a tovabbélok, azaz a kezdeti 5, = 100000 szdmu s
allapotu 20 éves személybdl — az s csaladi dllapotot nem elhagyva — az x éves
kort elérok varhaté szama.

A tovdbbél6 hdzasparok (vagy ,,megmaraddé hézassidgok”) szdméanak el6-
allitdsdhoz feltessziik, hogy az (z,20) és (20,y) kort hazaspdrok induld 1ét-
szamai:
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—ly,20 = l20,y = 100000, (z,y = 20,25,...,85), azaz a fiatalabbik fél 20
éves

—lptty+t: atovabbéld (z,y) kord hazaspdrok varhaté szama, min (z, y) =
20

— mLZ: A kezdeti 100000 s csaladi dllapotu személy altal az (x,m) kor-

csoportban, azaz x, ..., x +m — 1 évesen Osszesen megélt emberévek varhato
szama az s csaladi allapotban
= mLg ¢ az indul6 100000 hazaspdr altal a ¢ € C' okbdl megsziinG hézas-

ségok sordn megélt hdzasparévek vérhaté szdma az (z,y, m) korcsoportban
— ej: az x kord személy varhaté élettartama —végig— az s csaladi
allapotban
~ 75, egy (z,y) korti hdzaspar ¢ € C okbdl megsziing hazassaganak
varhato hatralévo tartama.

1 Csaladi allapottdl fiiggoé halanddésagi tablak

A roviditett (korcsoportos) halandésagi tablak eldédllitdsanak médszereit egy
1956-08 ENSZ-kézikényv szabdlyozza. Az algoritmus részletes lefrasa meg-
taldlhaté Chiang (1968) konyvében. A KSH is ezt haszndlja a roviditett
halanddsagi tablak szdmitasara, ldsd Radnéti (2003) . Mi is ezeket az ismert
formulékat alkalmazzuk az alabbiakban kiilon-kiilon, az egyes —s-sel jelolt—
csaladi allapotokra, fels6 indexben jelolve ezeket.

Az egyes s-sel jelolt csaladi dllapotokban 1évok 5¢3 halalozasi val6szintisége
az [x,x+5) korintervallumban vett, azaz 6t éven beliil bekovetkezett haldleset
valészintiségét jelenti, mig e az x éves korban varhaté élettartamot jeloli,
ahol x = 20,25,...,85. Az emberi élet végességét feltételezve, a utolsd,
[85,00) intervallumra el6irjuk, hogy ~qi; = 1. Az s csalddi éllapotban a
halalozasi valdszintiség becslése a haldlozasi szamokbdl:

s _ TTLM;
'rnqa; - ml + m/2mM; )

ahol a haldlozasi rata: ,,M? = ,,D3/(k,Pg). A kezdeti 15, = 100000
szamu s allapotu személybdl s dllapotban tovabbélok szama igy generalhato
m évenként: I3, = 15(1—,,¢}), amint az [} és ,,q; definiciéjdbdl kévetkezik
(ldsd a Jeloléseket). Az x éves kort elérdk dltal tjabb m év alatt megélt em-
berévek varhaté szdma:

‘"LL;: = 5(12 + l;:-‘r'm) )

id6ben linedris fogyést feltételezve = és x + m kozott (z + m < 85).

Egy kivétellel m = 5 éves korcsoportokat haszndlunk: [20,25), [25,30),
..., [80,85), [85,00). A [85,00) intervallumban a tilél6k szamét exponencidlis
eloszlasunak feltételezve o M3y paraméterrel, azaz feltéve, hogy a tulélék sza-
ma évrél évre egy konstans hanyaddval, 1/ Mg, részével csokken, beldthatd,
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hogy az I§5 szamu 85 éves altal megélt emberévek varhatd szdma a tovabbi-
akban, életiik folyaman:

OOL§5 = L§5/OOM§5 :
A fentiekkel az x éves korban varhatd élettartam az irodalombdl ismert:

85—x

ei = _6 Z 7TLL;+i7rL Z € W ) (1)

im=0

ahol m (az utolsé korcsoport miatt) i-t6l fiigg.

2006—2007. évi eredmények

A 30 évesnél fiatalabb 6zvegyek és elvédltak haldlozasi valészintiségei — a kis
esetszam miatt — bizonytalanok. Ez kiilonosen szembetiiné a 2. dbra 6zvegy
férfi gorbéinek alakulasdban.

A 2. abrén, valamint az 1. tdbldzatban feltiing az 6zvegy nék és a ndétlen
férfiak kedvez6 pozicidja mind a haldlozasi valésziniiségek, mind a varhaté
élettartamok szerinti rangsorban, tovabbd, hogy j6 hdzasnak lenni (amennyi-
ben jé élni) és rossz elvéltnak. Utébbi a 65 évesnél fiatalabb férfiakra nem
érvényes.

Ev

S
50y

70%

60%

50%

40%

30%

20%

10%

0%

20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 éves 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80,85
éves

— — Nétlen férfi Hajadon né
— — Hazas férfi Hazas n6
- = = = Ozvegy férfi- - - - Ozvegy no

—O—Elvalt férfi —O—— Elvalt né

2. dbra Haldlozasi valdszintiiségek 5 éven beliil és varhatd élettartamok csalddi dllapot szerint
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Eletkor Nétlen Hajadon Hazas Ozvegy Elvalt Férfi N6
(év) férfin n§ férfi n6 férfi né
20 44,6 54,5 53,0 60,7 358 54,5 43,9 54,8 49,7 57,5
25 39,7 49,6 48,1 558 39,3 49,5 38,9 49,8 449 526
30 34,9 44,7 43,2 50,9 34,3 450 34,1 44,9 40,1 47,6
35 30,2 39,8 384 46,0 29,8 40,6 29,5 40,1 354 42,8
40 25,8 35,1 336 41,1 255 36,1 250 353 30,8 38,0
45 22,0 30,8 29,1 364 21,7 31,8 21,1 30,8 26,5 33,3
50 18,9 26,7 249 31,9 185 27,7 176 26,6 22,7 29,0
55 16,3 23,0 21,0 276 157 23,9 14,8 225 19,3 24,7
60 14,3 19,3 17,5 23,4 13,2 20,0 12,3 18,5 16,1 20,6
65 12,5 16,0 14,2 19,3 11,0 16,3 10,0 14,7 13,2 16,7
70 10,8 12,7 11,2 155 9,0 12,7 79 11,1 10,5 129
75 9,3 9,6 85 11,9 6,9 9,3 6,1 7,8 7,9 9,4
80 7,7 6,8 6,1 8,8 5,0 6,2 4,3 5,0 5,6 6,3
85 5,9 4,2 3,7 6,3 3,0 3,3 2,6 2,2 3,3 3,4

1. tdbldzat. Varhaté élettartamok (e} ) csalddi allapot szerint

Az 2. dbra szerint a nétlen férfiak haldlozédsi valdsziniiségei 75 év f6lott
még a hazas férfiak értékeinél is kedvezébbek (kisebbek), varhaté élettarta-
muk 80 év felett pedig a hdzas nék kivételével mindenkinél hosszabb (a jobb
oldali 4bra).

Id6sorok

Az 1989-1990-es évek a hazas n6k kivételével minden csaladi allapotban és
minden korcsoportban kedvezotlenek voltak a haldlozasok szempontjabol.
Ennek megfeleléen az 1989-1990-es periodusbdl szamitott varhato élettar-
tamok minimumot vesznek fel —a hazas n6kétol eltekintve— minden csaladi
allapotban és életkorban (3. dbra).

25 éves korban 50 éves korban
e25 e50
70 70
60 60
50 W‘_ O — — Nétlen férfi 50
Hajadon n6
NSRS = Hizas forfi 40
r="* Héazas n6
30 e e 20 - 30
Ozvegy férfi ot zo
Ozvegy nd > O
20 —o—Evalt ferfi 20 0=~ .=
O Elvalt n6é
10 10
0 0
1969-1970 1989-1990 20062007 1969-1970 1989-1990 20062007

3. dbra. Varhaté élettartamok csaladi dllapot szerint 25 és 50 éves korban (e55 és ez()
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2 Hazassagtartam

Ebben a fejezetben a hazassdgbol hatralévo tartam varhaté értékét megado
formuldkat dolgozzuk ki kiilénb6z6 ,,majdani” ¢ kimenetelek esetén. A gon-
dolatmenet hasonlitani fog az 1. fejezetben leirtakhoz. Az analégia ugyanis
akozott, hogy ti. véarhatdlag ,,meddig él egy (adott koril) ember” és hogy
,;meddig él egy hazassag”, igy ragadhaté meg: Az é16 személyek kohorszanak
fogydsét, azaz a ly, lyym, letam, ... sorozat csokkenését (ebbdl szamitjuk a
vérhaté élettartamot), az egyetlen , kilépési” lehetdség (az élet dllapotabdl)
valészintiségei hatarozzak meg, a haldlé. A hazasparok kohorszdnak 1étszdm-
csOkkenését harom elemi kilépési lehetéség (a hazassag allapotdbdl ) valame-
lyike idézi elo: a férj haldla, a feleségé vagy valas. Tovabbd tekintheték
az ezekbdl eléallithaté Gsszetett okok is, pl. a haldl (barmelyik félé) vagy a
,,barmely okbdl” torténd megsziinés. Az utébbi matematikai modellje azonos
az egyén varhaté élettartamdéval (eltekintve attdl, hogy itt hazaspérok ko-
horszatdl van szd), hiszen a ,,bdrmely ok”-on kiviil nincs més alternativa a
kilépésre a hazassagbdl, ahogy az életbdl is egyetlen van. A kilépési okok
Osszetétele igy abrazolhato:

barmely ok—> halal—> férj halala
N yglas ™ feleség halala

Jeldlje 77, az (z,y) kord hazaspdr (az els6 szam mindig a férfi kora) c
okbdl végz6do hazassagabdl még hatralévd idé varhatod értékét. Jelentése
pontosan: a c esemény (pl. a férj haldla) bekovetkeztéig eltelt id6 — mint
valészintiségi valtozd — varhaté értéke, feltéve, hogy c¢ kovetkezik be legko-
rabban a lehetséges kimenetelek kozil. Kivétel, ha ¢ = ,,barmely ok”: ekkor
a hiarom elemi kimenetel koziil a legkorabbi idopontjdig eltelt id6 varhaté
értéke.

Az eredmények megértéséhez latni kell, hogy egy Osszetett kimenetelhez
tartozd varhaté érték mindig kisebb vagy egyenld, mint az Gsszetevoké. Pél-
déul egy adott korti hézaspar feltételezetten haldlesettel végz6do hazassa-
gabdl hétralévé varhaté tartam nem nagyobb, mint a férj (vagy a feleség)
halaldval végz0d6é hézassagbdl varhatéan hatralévo. Ugyanis az Osszetett
okhoz tartozo varhaté érték valdjaban az 6sszetevo események koziil mindig
a legkordbbi bekovetkezésig eltelt id6 varhaté értéke. Ez pedig nem nagyobb,
mint az Gsszetevok kilon-kiilon szamitott varhatéd értékei:

E(min(&, &, ..., &n)) < min(E(&),E(&), ..., E(¢N)),

kovetkezvén az integral monotonitasabol.

A médszertan most is ,,réviditett” jellegii, a varhaté tartamok 20, 25,
..., 85 éves hazastdrsakra érvényesek. A kozbensd értékek interpolaciéval
elééllithatok. A tovdbbiakban, ha hézassdgokrdl lesz sz6, akkor a képletekben
a héazastarsak kora, = és y egymastol fiiggetlentil befutja a korintervallumok
kezd6pontjait, azaz {20,25,...,85}-t, ezt kiilon nem jeloljik.

A megmarad6 hézassdgok varhaté szdma az egyes kohorszokban a kiin-
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dulé 1étszambol, mely
l3.20 = 159, = 100000, c€C={v,f,n,h,b},

az ¢életkor novekedésével az alabbi képlet szerint fogy, a ¢ megsziinési ok —
valéds, a férj haldla, a feleség haldla, valamelyikiik haldla vagy barmely ok —
valamelyike miatt:

l;:—&-'rrb,y-‘r‘rn = l;,y(l - mqac;,y) :
A képletbeli ,,q; ,-nak, azaz a hdzassag c okbdl valé megsziinési valoszintisé-
gének becslése:

c
TTLM;];7y

C — _ g
mz,y = ml T m/2mM£7y ,
ahol a megsz{inési rata:
l TTLD;7y/k
k 'rrLPa:,y + TTLD§7y/2 -

‘r)’LM;](j"y =
Az, My -t el&éllité formula magyardzata a t6bbszorss kilépésii tablak (mul-
tiple decrement tables) elmélete alapjén a kovetkezd. Feltételezziik a kilépési
okok (kozel) fliggetlenségét, valamint a kilépések periéduson beliili egyenle-
tességét. Ekkor példdul valas (c = v) esetén a mdsik két okbdl bekdvetkezett
megszinések fele esik a valas ,,elé”, illetve ,,mogé”, ezért a masodik nevezd:

TTLPIIJ,"I/ - TTLD£7y/2 - TTLD:¥7y/2 )
ahol mlf’l.’y a periodus eleji népesség. Mivel azonban

mPa;,y = mPa;,y + (T}'LD:;}-7y + ng{’y + TTLD:¥7y)/2 ’

7 7

behelyettesitéssel el6all a formula ¢ = v-re.
Az Osszetett kimenetelek megsziinési ratdja is igy all el6, haszndlva az
alabbi azonossagokat:
D}L - D f 4 D"
mx.y mx.y mdy

T,y 7

T)’LD3-7y = T)’LD:;)-7y + 'rrLDgly .
Az IS szémi ¢ € C okbdl megsziing (z,y) kord tovabbélé hazaspar altal
megélt hdzasparévek varhato szama m év alatt:
Le, =2 (5, 41 =20,25,...,80

m-ey T Ty ( ey T w-&-'rrhy-&-'rn) (z,y =20,25,...,80),
az utolsé korcsoportokban pedig a kovetkezd eljarast kovetjik. Itt is fel-
tessziik, hogy az utolsé korcsoportokban, azaz max(z,y) = 85 esetén a ko-
horszok Ig , ¢ € C' 1étszdma exponencialis eloszldsu, paramétere a korcsoport-
beli haldlozasi rdta, - My . Ekkor a hdzasparévek varhaté szdma az utols6
korcsoportban:

C
L VI _
mdgs5 .y — c m-g 85 — c .
15 Mg, 15M g5
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Ezekkel pedig egy (z,y) kord hézaspér ¢ okbdl megsziing hézassdgénak var-
haté héatraléve tartama az el6z6 fejezetben leirtakkal analég médon:

85—max(z,y)

c 1 c .
Ta:,y = Ic Z TTLLa:+i7rL,y+i'rrL ’ (Z € W) ’ (2)

.Y im=0

ahol m az utolsé korcsoport miatt i-t6l fligg. A fenti képlet azonosan atirhaté
a kovetkezd alakba:

85—max(z,y)
c ) c . c i /
Ta:,y - ’t’"bpa:,y beqa:+i7rb,y+i7rb m, (2 )
im=0

ahol ;,pg , annak a valészintisége, hogy a ¢ kohorsz (z,y) kori hdzaspérdnak
hazassaga im éven at fennmarad. Ezt az alakot alkalmazzuk majd a varhaté
tilélés formuldjaban.

Eredmények (2000-2001)

A tovdbbiakban korkiilonbségen x — y-t értjiik, tehat pozitiv korkiilonbség
mindig idGsebb férjet jelent. A 2. tdbldzat tartalmazza a hazassagok varhaté
hatralévé tartamait, a férj halalat feltételezve. Terjedelmi okok miatt nem
kozoljik a mésik négy kilépési okhoz tartozé tédblazatot. A tablazatokon az
,,1d6 jobbra lefelé mulik”. A 4.dbra 5 évvel fiatalabb feleség esetén dbrazolja
a kiillonb6z6 kimenetelek valdszintiségeit, illetve az egyes kimenetelek esetén
a varhaté tartamokat. A jobb oldali 4bran a ,,férj haldla gérbe” a 2. tablazat
féatlojaval parhuzamos egyenesen elhelyezkedd celldk értékeit tartalmazza. A
bal oldali abra ,,pillanatnyi”, azaz az adott korhoz tartozé értékeket mutat, a
jobb oldali azonban az adott kortdl ,,jobbra” elhelyezked6 kumulalt értékeket,
melyek épp a bal oldali abra értékeibdl szarmaznak.

e A 2. tébldzatbeli, a férj haldldra vonatkozé értékek nem sokkal ha-
ladjak meg — legfeljebb 3 évvel, ha a férj az idGsebb —, a barmelyik
hézastars haldlara vonatkozdakat. A feleség haldldra vonatkozo értékek
anndl jobban: 10-20 évvel. A 4. dbra jobb oldali grafikonja is ezt
mutatja specidlis esetben, 5 évvel idGsebb férjeknél. Ez egyszeriien
azt a tény jelzi, hogy a férj halala jéval elébb kovetkezik be, mint
a feleségé, tehat elsOdleges a hatdsa a barmelyik hazastars halalara
vonatkozé értékekre (ldsd az Osszetett kimenetelek természetével kap-
csolatos kordbbi megéllapitast).

e Hasonldan, a barmely okbdl végz6do hazassdgokra vonatkozo értékek
nem sokkal térnek el a barmelyik hazastars haldlara vonatkozoktol, leg-
aldbbis, ha a férj az idésebb, és mindketten legalabb 40 évesek: legfel-
jebb 3 évvel. A véldsi adatoktdl valé eltérés ellenben 20 év folotti. Ez
azt jelenti, hogy a hatralév6 varhaté tartamot ebben a tartoményban
els6dlegesen a ,,haldleset szabja ki”, a véalasnak kicsi a szerepe.
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Feleség, éves

Férj, éves 201 251 30| 35|40 ) 45|50 |5 | 60]65] 7 | 7] 80 | 8

45,6 42,3

30 36,00 33,2

31,3 28,7

40 34,4 338 26,9 24,5

45 30,1 29,4 22,8 21,0

50 26,0 25,2 19,6/ 18,4

55 21,9 21,4 16,5 16,0

60 18,3 18,0 13,9/ 14,2

12,5 14,0

70 125 12,0 11,3/ 133
75 98 94

2. tdabldzat. A hézassig varhaté hatralévd tartama a hézastarsak életkora szerint, a férj
halalat feltételezve, 2000—2001

c
5qx,x—5 Ev Tx,x=5

60%

50%

40%

30%

20%

10%
—— oV
0%8{38{38’68[38&?8&? S ) &) =) o S =)
N N m» o F F O 1w O © ~ ~ N el ~ 0 © ~ @
N O W O W S B oS W oS 1B o o 5] ] 0 w ') 7]
g e e T T LLe e e e N2 Qe =2 T <
Barmely ok —O—Valas — — Barmelyik fél halala
= = =Fgrjhaldla = = =Feleség haldla

4. dbra. A hazassig megsziinésének 5 éven beliili valészintiisége és varhaté hétralévé tartama
megszilinési okok szerint, 5 évvel fiatalabb feleség esetén, 2000-2001

A bal oldali 4brardl az aldbbiak olvashatdk le:

e A | barmely ok” gorbéje fiatalkorban a véalds, kés6bb pedig a barmely
okbdli haldlozas gorbéjével esik szinte egybe, azaz a hizassig megszii-
nését eleinte (fiatal korban) a valdsok, kés6bb a haldlesetek okozzak.
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e A teljes kortartomdnyban (5 évvel fiatalabb feleség esetén) 3-3,5-sz0r
nagyobb a valésziniisége annak, hogy a hazassédg a férj halalaval végzodik,
mint hogy a feleségével.

e A (45,40) éves kor felett kezdi a haldlozds (barmelyik félé) valdsziniisége
meghaladni a valasét.

A jobb oldali §bran megfigyelhetd, hogy:

e a , barmely ok” gorbe hozzasimuldsa a ,,haldlozas” gorbéjéhez azt jelzi,
hogy az adott kord hazasparok — késébbi — valasanak csekély a valdszi-
niisége.

o A vildssal végz6dd hdzassagok gorbéjének kezdeti emelkedése meglepd,
hiszen ez azt jelenti, hogy az idésebb paroknak varhatéan tébb van még
hétra a valasig, mint a fiatalabbaknak. Ez azonban a korai valasok nagy
valészintliségébdl egyenesen kovetkezik.

e A (85,80) kort hazasparra valds és a feleség haldla esetén a vérhaté
hatralévo tartam egyarant 15 év, ami azt jelzi, hogy e kor folott nagyon
ritkan fordul el6 vélds vagy a feleség haldla (mert nyilvan ezeket megeldzi
a férjé), és igy a hdzassig eltart a lehetséges maximumig, azaz az
idosebbik fél — altalunk ,,adminisztrative” rogzitett — 100 éves kordig.

Id6sorok

A 5. dbra gorbéi kozotti kapesolat megértését ismét segiti az a meggondolds,
hogy az Gsszetett események gorbéinek alakjat annal jobban befolyasolja egy
Osszetevl gorbéje, minél kozelebb esik hozzd. Az (50,45) kort hézasparra
vonatkozé gorbék koziil a legalsé, a ,,barmely ok”-hoz tartozé példaul szinte
egybeesik a ,,barmelyik hazastars halald”-hoz tartozoval. Ez azt jelenti, hogy
ilyen magas korban a hizassag hosszanak alakitasdban a halaleseté a f6szerep
(féleg a férj haldlag).

, , - C , , , C
v (30, 25) kord hazaspar (739 25 ) iy (50,45) koru hazaspar (7sp 45 )
60 60
- - - "
50 i
50 o
) T e e 40
—_——— e, — .- -

30 —_— 30 == 1
20 20 —_—————==
10 10
0 0

1979-1980  1989-1990  2000-2001 1979-1980  1989-1990  2000-2001

Barmely ok =—=O—Valds == = Barmelyik hazastars haldla = = =Férjhaldla = = =Feleség halala

5. dbra. A hézassdgok varhaté hatralevd tartama
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Léthatd, hogy (30,25) éves korban is a haldleset befolydsa a legnagyobb,
de a valasnak is jut szerep. Hasonldéan, a ,,barmelyik hazastars haldla” gorbe
alakjat a férj halala gorbe joval er6sebben befolyasolja, mint a feleség halala
gorbe.

— A fiatalkori véldsok szdménak az eltelt két évtized alatt bekovetkezett
nagymértékl névekedését titkrozi a valassal végzodo hazassagok varhatd hosz-
szénak jelentés csokkenése a (30, 25) évesek korében és stagndldsa az (50, 45)
korban.

— Ezt azonban 1990 és 2000 k6z6tt mar kompenzalja a halalozasok mindkét
nemre érvényes javuldsa: a barmely okbdl végz6dd hazassagok varhatd hossza
2000-2001-ben mar nagyobb, mint 1999-2000-ben.

Eszrevehet egy mélyebb Osszefliggés az egyének csaladi allapottol fliggd
varhato élettartamai és a hazassdgtartamok kozott. Egy adott kort hazas
férfi varhaté élettartamédnak kiszamitasakor (1. képlet) feltételeztiik, hogy
csaladi allapota mindvégig véltozatlan. Ekkor azonban e tartam meg kell,
hogy egyezzen az 6 hézassaganak hatralévé varhaté tartamdval, ha azt az
(a férj) haldlanak feltételezésével szémitjuk ki. A helyzetet kissé bonyolitja,
hogy utébbit kiillonbozé kort feleségek mellett szamoltuk ki (2. képlet). Igy
viszont annak kell teljesiilnie, hogy az x éves hazas férfi varhaté hatralévo
élettartama megegyezik a kiilonboz6 y koru feleségekhez tartozé varhatd hé-
zassagtartamok silyozott kozepével, feltételezve a férj halalat. Ellendrizheto,
hogy ez igaz, ha a sily:

s(z,y) = Pr (a feleség kora y | az x éves férj hal meg) ,

azaz annak a valdszinlisége, hogy egy x éves férj haldla esetén a feleség éppen
y éves.

Valéban, pl. a 1. tablazat ,hazas férfi” oszlopanak valamely rogzitett x
korhoz tartozé eleme sulyozott kozepe a 2. tablazat férj halalara vonatkozo
rész megfelels (az x koru férjhez tartozd) sordba esd kiilonbozé (y kort fe-
leségekhez tartozd) tartamoknak. (Annak, hogy ez lathatéan nem mindig
teljestil pontosan, az az oka, hogy az egyének és a parok halalozési valészini-
ségeinek becslési formuldja — a ratakbdl — nem teljesen kompatibilis ebbdl a
szempontbdl.)

3 Tulélés

Ebben a fejezetben az (z,y) kort hdzasparok valamelyik tagjdnak varhatd
hétralévo élettartamat, tovabba ennek a hézassdgon tili részét, azaz a ha-
zassag utan varhato élettartamot vizsgaljuk, feltételezve a hézassdg valami-
lyen okbdl térténé megsziinését. Ennek megfeleléen a (majdani) ézvegy vagy
elvalt férfi és né vdrhaté élettartamét (e} ), illetve tdlélési tartamat (6; )
szamitottuk ki, ahol s a most felsorolt, a hazassdgot kovetd négy allapot va-
lamelyikét jeloli. Nem allitottuk el az Gsszetett megsziinési okokhoz tartozd
értékeket, hiszen nem értelmezhet6 példaul a barmelyik hazastars haldlaval
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(nem tudni, melyik melyikiikével) végz6dé hézassag tulél6jének (a mésik
félnek) a vérhato tilélési élettartama.

A teljes hatralévé élettartam definici6 szerint: ej = 77 +63 ,, ahol s és
c értelemszeriien Osszetartozd értékek. Példaul, ha ¢ = ,,férj haldla”, akkor
a hozzatartozé s = ,,6zvegy n6” stb. Ekkor tehat az x éves férjjel él6 y éves
feleség Ozvegység esetén varhatd élettartama egyenlé a hazassag férj halala
esetén varhato hatralévd tartamanak és a feleség 6zvegyen varhato tulélési
tartamanak Gsszegével.

A tovabbiakban is: z és y egymastdl fliggetleniil befutja a korintervallu-
mok kezdSpontjait, {20, ..., 85}-t.

3.a Egy (x,y) kord hdzaspdr s dllapotd tiléldjének a hdzassdg megsziinése
utdn vdrhato élettartama, feltéve, hogy €lete végéig megmarad az s dllapotban

A kovetkezé séma az (z,y) kort hazaspar ¢ okbdl megsziint hazassagat
és annak s allapotu tulélését szemlélteti. A tilélés varhaté tartamadt, azaz a
vastag vonallal jelzett tartam varhaté hosszét a (3) képlet 4llitja el6.

K
X X,

y : c '

Xy

A képletben szerepld, a hizassiag megsziinésének okat kédold ¢ értelem-
szerlen tartozik s-hez az alabbi hozzarendelés szerint:

S — c
elvalt férfi valas
Ozvegy férfi feleség halala
elvalt né valas
Ozvegy né férj halala

Ekkor az s allapotu t1léls (6zvegy vagy elvélt férfi vagy nd) varhatd
tulélési tartama, amely a c¢ ok miatt végz6dd hazassdgot koveti:

o
s _ § c c s .
63:,'3/ - tPry mptt y+t ez+t+7rL/2 ’ (t - Zm) (3)
t=0

ahol ,pf , annak a valoszinlisége, hogy a hdzassdg ¢ éven 4t fennmarad,
tovabba ahol a z index fliggvénye s-nek: z = x vagy z = y aszerint, hogy s
férfira vagy nére utal, rendre (pl. s = of esetén z = x).

A (3) hibrid formuldban (mely a teljes varhaté érték tétele) egymads
mellett szerepelnek az egyénekre és a hdazasparokra vonatkozd — az el6zd
két fejezetben definidlt — fogalmak jelei. A p§ - 1nq5 4 sily annak a
valészintisége, hogy a hazassdg t = im éven at fennmarad, majd m éven
beliil megsziinik ¢ okbdl. Ebbdl mar kovetkezik, hogy a stlyok Osszege 1.
A harmadik tényez6, e; .. rE hézaspar egyik — a megsziinés pillanataban
atlagosan z+t+m/2 kord — tagjanak az ett6l a pillanattdl szamitott varhatd
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hatralévo élettartamat jelenti — azt végig az s allapotban eltoltve. Ezt a
tényezot 85 éves korig a csaladi allapottdl fiiggd halanddsagi tablakban mar
kiszdmitottuk, a ,,q5 , megsziinési valosziniiségeket pedig a hazassagtartam
szamitasa soran elGallitottuk.

A magas életkorokra vonatkozé kis esetszamok miatt 85 év f6l6tt most
is exponencidlis modellt alkalmazunk. Igy a (3) képlet finomitésra szorul, a
benne szereplé szumma két részre esik szét. Amig 85 év alatt m = 5, addig
folotte m = 1 korévenként szdmolunk. Egyben pétoljuk a ;p§ -t el6éllitd
formulakat is.

Legyen a férj, illetve a feleség kora x és y egyarant 5-tel oszthatd. Egy 7
ido elteltével az idésebbik eléri a 85 éves kort, ekkor a korukat jeldlje = és v,
azaz ¥ =x + 7, =y + 7 és max(%,7) = 85. Ha t is 5-tel oszthatd, { egész,
akkor

1 o0
S - C . C .pS C - . C - . S -
by y = Ic E : Lottt 541,y ew+t+5/2+§ :lﬁi--&-t,ﬂ-&-t Viii,5+1 %241
Yy t>0 =0
+t,y+t<80

(3)
ahol I , = 100000, ha min(z,y) = 20, azaz ha a fiatalabbik 20 éves. (A
kepletbeh t megfelel a (2°)-beli zm—nek.) Ha pedig min(z,y) > 20, akkor

lorsyrs = loy(1=505,) »
ha z < 80, kiilénben pedig

iz gt = g oxp(—15M; i)
A t0lél6 ,egyszemélyes” folyamatat tovabbra is exponencidlisnak feltételezziik
85 év folott, igy: e, = 1/15Mgs. (Tehdt nem fligg a kortdl, megfelelve az
exponencidlis folyamat ,,6rokifju” jelzéjének.) Valéjaban 5-tel oszthaté in-
dexekre szamoltuk ki, a sziikséges e? értékeket (€5, +e5,,,5)/2 -vel
kozelitjiik.

Eszrevehetd, hogy a (3’) formula e}, . /o Al e; i ,sﬁlyozot,t lféée;/)eit'
szamitja ki, ahol a silyok a hazassig c oku megsziinésének valdszintiségei
t id6 elteltével. Valéban, hiszen a fenti képleteket az aldbbi szummékba
helyettesitve el6all

o0
c c c _ 2 c . c -
E : lovtyre 50ortyri/loy =1 & E :lu'i-+f,'g?+f 15 g4i/lag =1,

t>0 =0
z+t,y+t<85

T exp(—15 Mg ;1) £>0.

l+t+5/2

mivel az els6 egyenloség kozvetleniil adddik, a masodik szummabdl pedig ez
lesz:

(1 —exp(—15M; ; Zexp —15 Mg ;1)

amely egy 1 Osszegii mértani sor. Az ( ) képlet méasodik szummaja atirhatéd
igy is:
C
l° (1 —exp(—15M; 5 Zexp —15 Mg, t) €lir-

=0
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Ha a tulélé az idésebb, vagy azonos kortak, akkor e ¢ hem fiigg t-t61, hisz

7+t > 85. Kiemelve 6t a szummébdl, ezt kapjuk:

C
- S *
5., 15Mgs

Ha a tuléld a fiatalabb, akkor ef -t z és 84 k6zott minden korévre ki kell
szamolni. Ezeket linedris interpoldcioval kozelitjik 5-tel oszthaté indexi
szomszédaikbdl: ha w' < w < w”, akkor

e, = (" —w)eg, + (w—w')esn) /5.

w

3.b Egy (z,y) kori hdzaspdr s allapoti tuléldjének a virhatd teljes élettartama
(beleértve a hdzassagban eltoltottet is) feltéve, hogy élete végéig megmarad az
s dllapotban

x
)
2
[~

y c ¢ oL,

Amint azt a séma mutatja, az (z,y) kori hézaspar c¢ okbdl végzidé
hézassaganak s allapotu tulélje

e, =T, T6, (4)

€,y

varhaté teljes hatralévo élettartammal rendelkezik, mely a hézassaghdl var-
hatéan hatralévé tartam és a varhaté tulélési tartam Osszege, ahol s és ¢ a
3.a-ban mar ismertetett modon felelnek meg egymasnak.

Eredmények (2000-2001)

A 6. dbra a tipikus +5 év korkiilonbség mellett mutatja a szamitott értékeket.
Az ébrén a harmadik grafikon gorbéi az elsé két grafikon megfelelé gorbéinek
(fliggvény-) Osszegeként dllnak eld. A megfelelést a gérbék azonos mintdzata
jelzi. Példaul: férj haldla — 6zvegy né; vagy: elvélt férfi, illetve elvalt né —
valés.
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70

60

50

30
20

10

= = =Férj haldla
= = =Feleség haldla
—o—Valas

(25, 20)
(30, 25)
(35, 30)
(40, 35)
(45, 40)
(50, 45)
(55, 50)
(60, 55)
(65, 60)
(70, 65)
(75, 70)
(80,75)

6a. dbra. A hizassidg varhaté hatralévé tartama 5 évvel idésebb férj esetén (77 | _x)

25

20

=—O=— Elvalt ferfi
= = =Ozvegy ferfi
==O=Elvalt nd

= = =Ozvegynd
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6b. dbra. A vérhaté tilélési tartam 5 évvel id8sebb férj esetén (67 &)

0= Elvalt ferfi
= = =Ozvegy ferfi
==O==Elvalt n6

= = =Ozvegy né

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~~ ~ ~ ~ =~ =
S @ o @ 2 @ 2 @ 5 @« °o @
Q& a4 @& @6 T <+ @ »w o © & 9~
= = = s S — S Vo S — S o S
o o o = = wv wy N Ne) o~ o~ o0
g ¢ ¢ ¥ I 2 v ¢ ¢ o Ccox
6c. dbra. A teljes varhaté élettartam 5 évvel idésebb férj esetén (e . _5)
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Az 6. abrabdl levonhaté kovetkeztetések példdul:

o Ozvegy né: egy rovid varhat6 hézassag-tartamot (els6 dbra: férj haldla)
kovetd hosszi vérhatéd 6zvegység (mdsodik dbra: 6zvegy né) = rovid
vérhaté Gsszélettartam (harmadik dbra: 6zvegy né), tehédt a hézassag-
tartam dominal;

e valds (mindkét nemre): hosszi varhat6 hdzassdg-tartamot kévetd rovid
varhato tulélés = hosszu varhaté Osszélettartam;

e Ozvegy férfi: kozepesen hosszi varhaté hazassag utan révid varhatéd
Ozvegység = eléggé rovid varhatd élettartam.

o A teljes varhaté élettartam hosszat dltaldban a hazassig varhatd tar-
tama (rovid, kozepes, hosszi) hatdrozza meg, a gorbék kozti (év-)
tavolsdgok a varhaté hatralevo tartam abran sokkal nagyobbak, mint a
varhato talélési tartam abran. Ezt jelzi az is, hogy a majdan 6zveggyé
valo férjek teljes varhato élettartama hosszabb, mint 5 évvel fiatalabb
feleségeiké, ha 6k lesznek Ozvegyek (az dbra alsé két gorbéje kozott
kozelitleg édllandé 5 év a kiilonbség). Ugyanis Ozvegy férfi esetén
el6szor a feleség hal meg — sokkal kés6bb, mint a forditott esetben
a férj (14sd a hazassdg varhaté hatralevs tartama gorbéket). Ezt a
kiilonbséget a feleség hosszabb 6zvegyi élete mar nem tudja kompenzalni.

e Erdekes, hogy (55,50) kor folott a két elvalt hézasfél tilélési gorbéje
(és igy az Osszélettartam gorbéje is) szinte egybeesik. Ez azonban csak
az b év korkiilonbségli parokra teljestl.

Osszességében megallapithatjuk, hogy az egyes abrakon belil a gorbék
Osszevetése dvatossagot igényel. Egyes tulélési értékek azért — is — rovidek,
mert hosszi hézassdgot kovetnek (az elvéltaké, féleg a néké), ami utdn mar
nincs méd sokdig élni. Vagy példaul az 6zvegy ndk hidba élik tul sokkal a
hézassagot, ha ez utdbbi olyan révid, hogy az 6sszélettartamuk végiil is révid
lesz.

A tovabblépés lehetoségei

Az elvégzett vizsgdlat a probléma egy elsé kozelitésének tekinthetd. A szami-
tasok részletezettségének és az alapul szolgdlé matematikai-statisztikai modell
mélységének novelése egyarant indokolt.

Erdemes lenne az 6téves korcsoportokat korévesre stirfteni: jelenleg pél-
daul a (40,35, 5) korcsoportba beletartozik a 44 éves férfibol és 35 éves n6bol
allé — 9 év korkiilonbségli — par is.

A hézassigtartamra és a tilélésre szolgdlé modell jelenleg nem veszi fi-
gyelembe a hézaspar ,,mogott all6” hazasparéveket, amelyek pedig bizonyara
erdsen befolyasoljdk az eredményeket. Jelenleg e hatasok kiatlagolodnak.
Ha a teljes miiltat, azaz a kordbban betoltott dllapotokat nem is (lasd a
Bevezetést), de az elmilt hazaspéréveket figyelembe lehetne venni.
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Szamitani kell azonban arra, hogy e valtoztatasok hatasira az eredmények
mennyisége koriilbeliil 2000-szeresére (5 x 80 x 80) novekszik, ami azt jelenti,
hogy azok kiértékelése is szamitoégépet igényel. Ennek azonban semmi akadé-
lya, hiszen az eredmények olyan adatbazisba rendezheték, amelynek oszlopai:
a férfi kora, a nd kora, az eltelt tartam és a varhaté tartam. A rekordok
szdma egy rogzitett periédusban 512000 (80 x 80 x 80), amely manapsag mar
kezelhet6 méret.

Osszefoglalas

Mennyi ideig él még varhatéan egy adott populdciéhoz tartozd személy, ha
ismert a kora: x? A vélasz: az e, varhaté élettartam rogzitett nem esetén egy
egydimenzids tablazatbdl olvashaté ki. Természetesen vetddik fel az analdg
kérdés: mennyi ideig ,,61” még egy hdzassig, ha ismert a hézasfelek (z,y)
kora. Az ismertetett szamitasi mddszerrel zart alakban el6éllitottuk a valaszt
tartalmazo 7, , kétdimenzids tdblazat formuldit. Megadtuk e tabldzat kiilon-
b6z6 megsziinési okokhoz (vélds, egyik vagy masik, vagy barmelyik fél haldla)
tartozo valtozatait is. Végiil kiszdmitottuk a ,,most” (z, y) kord hdzaspar tag-
jainak a hazassdg utan (elvélt vagy 6zvegy édllapotban) vérhaté élettartamat.
Ebbdl egy Osszegzéssel (hdzassdg+tilélés) automatikusan el6éllnak a hézas-
felek varhato teljes hatralévo élettartamait tartalmazo — az egyes megsziinési
okokhoz tartoz6 — tébldzatok is. A hézassagbdl hatralévé varhaté tartam
és a héazassagot kovetd varhaté élettartam, mindkét hazasfél koranak fiigg-
vényeként, nemcsak fogalmilag, illetve matematikai formuldiban analég a
klasszikus ,,egyszemélyes” varhaté élettartammal, hanem fontossagaban is.
Kiszamitasa hasznos és izgalmas kovetkeztetésekre ad alkalmat.

Koszonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom Radnoti Laszlénak a mddszertani konzultacidkért, va-
lamint az anonim lektoroknak a gondolatébreszté biralatért.

Irodalom

1. Chiang, L. C. (1968) Introduction to Stochastic Process in Biostatistics. Wi-
ley. New York.

2. Faragd Mikl6s (2011) Paritdsfiiggé Osszetett termékenységi mutaték Magyar-
orszagon és kiilonbségeik dekompozicidja, Kozgazdasdgi Szemle, 58. évf. 11. sz.
970-993. o.

3. Keyfitz, N. and Caswell, H. (2005). Applied Mathematical Demography. Statis-
tics for Biology and Health. Springer, third edition.

4. Radnéti Laszl6 (2003) Az élettartamok statisztikdja, Statisztikai Szemle, 81.
évf. 7. sz. 559-570.

5. Willekens, F. J., Shah, I., Shah, J. M. and Ramachandran, P. (1982) Multi-
state analysis of marital status life tables: theory and application. Pop. Studies
36, 129.



A hazassdgok varhato tartama és tilélése 41

EXPECTED DURATION OF MARRIAGE AND OF POST-MARITAL
SURVIVAL

What is the expected remaining time of a marriage, if the ages of the spouses are
given? By how many years will one of them survive the other, provided beeing
widowed someday? Or what are their life expectations after the divorce? The
expected remaining time of marriage or the life expectancies after cessations of
marriage, to the authors knowledge, have not yet been studied as two-variable
functions. In this paper, we develop formulas for these values as functions the ages
of the two spouses, with respect to the various causes of cessation. Our results are
analysed on the data of the Hungarian population for four decades retrospectively.
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A MERESI BIZONYTALANSAG KOCKAZAT ALAPU
KEZELESE MEGFELELOSEGI DONTESEKBEN IPARI
KORULMENYEK KOZOTT!

KOSZTYAN ZSOLT TIBOR — HEGEDUS CSABA
Pannon Egyetem

A mérési bizonytalansag figyelembevétele a kiillonbozé vizsgdld és tanisitd
laboratériumokban a napi rutin része. Tanulmanyunkban ravilagitunk, hogy
ipari koriilmények kozott (allapotfiiggd karbantartéds, atvételi vagy gyartas-
kozi megfeleldség-ellenérzés esetén) is fontos lehet a mérési bizonytalansag ke-
zelésének beépitése a megfeleloségi dontésekbe, ha nagy ez a bizonytalansag,
vagy nagy veszteséget okozhatnak a hibas dontések. Azonban az eddigi ajén-
lasokkal és gyakorlattal szemben nem meghizhatésag alapon, hanem kockazat
alapon kezeljik bizonytalansagot. Létrehoztunk egy olyan mddszert, amely
a dontési kimenetelekhez tartozé koltségek és bevételek valamint a folyamat-
jellemzok alapjan megadja az optimalis elfogaddasi hatart. Bemutatjuk, hogy
modszeriink alapjan az optimalis elfogadasi hatar analitikus szamitasokkal és
szimuldciokkal is meghatarozhato.

1 Bevezetés

A mérési eredmény bizonytalansidgdanak meghatarozasaval és ennek a bizony-
talansagnak a figyelembevételével leginkabb a vizsgdld és tanisité labora-
tériumok foglalkoznak a mai napig. Azonban a Guide to the Expression
of Uncertainty in Measurement [1] (réviden: GUM) ajanlds létrehozdsdval
elkezd6dott egy szemléletvaltas, melynek koszonhetéen az ipari folyamatok
soran hozott dontésekben is szerepet kapott a mérési bizonytalansag ismerete
és figyelembevétele. A mérési bizonytalansdg figyelembevétele fontos minden
nagy kockazattal jard, mérésre alapozott dontés meghozatalaban, tehat nem
csak akkor, ha nagy a mérési bizonytalansag, hanem akkor is, amikor a hibas
dontés okozta veszteségek jelentdsek.

A bizonytalansigot tobbféleképpen értelmezhetjiik [2-4] a fuzzy-halma-
zokra épiilo, illetve a valésziniségelméleti a két leginkabb elterjedt megkoze-
lités. Habar a mérési bizonytalansag kifejezhet6 fuzzy-logikai megkozelitéssel
is [5-10] ahol a mérési eredmények szérédasat a tagsigi fiiggvényekkel jelle-
mezhetjiik, mi a két megkozelités kozul a valdszintiségelméletit alkalmazzuk
a tovabbiakban.

A GUM-ban leirt médszer alapjén a mérési bizonytalansdg kétféleképpen
jellemezhetd: Jellemezhetd eloszldsként a szérds nagysdgdval kifejezve (stan-

IBeérkezett: 2011. februdr 9. E-mail: hegeduscs@gtk.uni-pannon.hu.
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dard bizonytalanség? — standard uncertainty). Ha tobb tényezébél adédik a
bizonytalansig eloszlasa, akkor ered standard bizonytalansédgnak (combined
standard uncertainty) nevezziik. Valamint megadhaté intervallumként (kiter-
jesztett bizonytalansdg — expanded uncertainty), mely intervallum sugarét a
szorés (illetve a széréssal jellemzett eredd standard bizonytalansig) és egy k
kiterjesztési tényezo szorzataként kapjuk.

2 A mérési bizonytalansag kezelése dontésekben

A GUM [1] altal javasolt és a szabvanyokba, ajinldsokba [11-17] &temelt
kiterjesztett bizonytalansdg és a gyakorlatban haszndlt k = 2 kiterjesztési
tényez6 érték csak abban az esetben eredményez 95,45%-o0s megbizhatdsdgi
szintet, ha az ered§ bizonytalansidg normadlis eloszldst kovet [18,19], ettdl
eltéré esetben alda vagy folé becsiilhetjiik a megbizhatosagi szintet. Ezért
sziikséges a bizonytalansagot valdszinliségi eloszlasként kezelni nem csak a
mérési eredmények szorasat, illetve annak kiterjesztését tekinteni a mérési
eredményekre alapozott dontéseknél, valamint a dontések kévetkezményét is
figyelembe venni, kockdzat alapon donteni [20,21].

Pendrill [22] a célnak valé megfelelés (fitness for purpose) alapgondo-
latat terjesztette ki a mérési bizonytalansag kezelésére, mely Kkiterjesztés
szerint meg kell taldlni az egyensilyt a mérési koltségek és hibds dontések
kockdzata kozott. Pendrill a mérésiigy joghatdssal jaré mérések (legal metrol-
ogy) tertiletére korldtozta az elemzését; a vizsgdlat, a vizsgdlati eredmény
maximalisan megengedhetd bizonytalansagaval foglalkozott, nem pedig azzal,
hogy ismert bizonytalansagi mérés esetén milyen dontési szabélyt alkossunk
egy termék vagy folyamat megfelelségérdl.

Forbes [23] a megfeleldség értékelést méar Bayes-dontésként kezelte, a
cselekvéseket kiegészitette az Ujraméréssel és igy hatarozta meg a mérési
eredményhez kapcsolddé legkisebb koltségii cselekvési valtozatot. Azonban a
koltségeknél nem szamolt a helyes dontések koltségével, igy a gyakorlatban
elérhet6 optimumtdl eltéré eredményeket kapott.

3 A mérési bizonytalansag kockazat szemponti
kezelése

Olyan médszert dolgoztunk ki, amelyben a kordbbi megkdzelitésekkel [1,11-
17,22,23] szemben a tényleges érték és a mérési bizonytalansig eloszldsa nem
feltétlentl szimmetrikus, ezért két kiilon intervallumot hatarozunk meg a
mérési eredményhez illesztve. Ezek az 1j intervallumok mar nem a szoras

2a Cuide to the Expression of Uncertainty in Measurement az Orszdgos Mérésiigyi
Hivatal altal készitett hiteles forditdsa alapjan a ,,standard bizonytalansig egy mérés
eredményének bizonytalansiga szérasként kifejezve” és a ,kiterjesztett bizonytalansig a
mérési eredmény koriili olyan tartomdnyt meghatdrozé mennyiség, amelytdl elvarhatd,
hogy a mérend6 mennyiségnek ésszeriien tulajdonithaté értékek eloszldsinak egy nagy
hanyadat magaba foglalja”
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tObbszoroseként szamitodnak, hanem a dontési hibak kovetkezményeinek és
bekovetkezési valdszintiségének fliiggvényében. Tehat a mért értékhez egy
Kisp, also és Kygy, felso intervallum adédik, melyek hosszat dgy hatarozzuk
meg, hogy a dontés kockdzata minimalis legyen (1. dbra). fgy tulajdonképpen
a mérési pontok helyett intervallumot vizsgalunk a hatarok kozott, ami ekvi-
valens megoldas azzal, hogy ezekkel az intervallumokkal sziikitjik a hatarokat.

1. dbra. Megfelel8ség értékelése, ha a mérési pontok helyett intervallumokat alkalmazunk (bal
oldal), illetve az ezzel ekvivalens megoldds, a hatdrok médositdsa az intervallumok nagysdgéval
(jobb oldal)

Feltételezziik, hogy ismert az x vizsgalt jellemz6 tényleges értékének elosz-
lasa (az eloszlds tipusa és paraméterei) a korabbi mérésekbdl, és az m mérési
hiba eloszldsa, a mérémiiszer kalibrélasi jegyz6konyvébol. A folyamat, beren-
dezés, vagy termék megfeleloségérol a kettd 0sszegeként megjelend y = x+m
mért érték alapjin dontiink. Akkor tekintjitk megfelelének a folyamatot, ha
a vizsgélt jellemzd egy alsé LSL (Lower Specification Limit) és felsé6 USL
(Upper Specification Limit) specifikdciés hatér kozé esik, LSL <y < USL.
Abban az esetben, ha csak egyoldali specifikdciés hatarunk van, akkor a
folosleges hatar elhagyhaté a modellbél. Ténylegesen csak akkor megfeleld
a vizsgalt jellemz6, ha tényleges x értéke esik a specifikacios hatarok kozé,
LSL <x<USL.

A mérési hiba miatt a négy esetet kiillénboztetiink meg a tényleges meg-
feleléség és a meghozott dontés kombindcidjaként (1. tdblazat). Ha nincs
beavatkozasra sziikség, de a mért érték ennek ellenkezdjét mutatja, akkor
foloslegesen avatkozunk be, els6faji hibat vétink. Ha a vizsgdlt jellemzd
valéjaban nem megfeleld, de ezt a mérési hiba miatt nem vessziik észre, és elfo-
gadjuk (azaz nem avatkozunk be) akkor mésodfaji hibat vétiink. Déntésiink
akkor helyes, ha a nem megfeleld folyamatba avatkozunk be vagy hagyjuk
tovabb futni a j6 folyamatot.

Fedezet Dontés

Nem tortént karbantartés/
beavatkozds (1)

Karbantartas/beavatkozas
tortént (0)

Tény: Nem sziikséges kar-
bantartds/beavatkozds (1)

T =711 — Cl1l
Helyes elfogadas

T10 = 710 — €10
Felesleges beavatkozas

Tény: Karbantartas / be-
avatkozds sziikséges (0)

mo1 = To1 — €01
Helytelen elfogadés

700 = T'00 — €00
Helyes beavatkozds

1. tabldzat. Fedezetek alakuldsa a dontés és a tényallapot fliggvényében
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A négy esethez ¢;; koltségeket rendelhetiink, melyek a mérések elvégzésé-
tol, a termék és szolgaltatdas létrehozasabdl és a meghozott dontés alapjan vég-
rehajtott cselekvésektdl fliggenek. Azért, hogy az alternativak vélasztasakor
elmaradt hasznokkal is szdmolni tudjunk a c;; koltségek mellett, az egyes
esetek 7;; bevételeit is szamba vettiik. fgy a bevételek és koltségek kiilonb-
ségeként megjelend m;; = r;; — c;; fedezettel szamolunk. Nem feltétleniil lesz
a négy esetre négy kiilénbozé koltséglink. Az elééllitds és a mérés koltsége
minden esetben jelen van, hisz ez megelézi a dontést. A selejtezés vagy a
tovabbi felhasznélds, értékesités koltsége mar a dontés kévetkezménye. A
bevételeket is figyelembe véve a fedezetek mar valésziniileg mind a négy eset-
ben kiilonb6znek, béar ez nem feltétele a médszeriinknek. Ahogy azt majd a
késObbiekben bemutatjuk, az adott tényallapothoz tartozé helyes és helytelen
cselekvésekhez tartozé kimenetelek fedezetkiilonbsége, illetve ezek aranya lesz
az optimalis dontési szabaly kialakitasanal mérvado.

Legyen az x tényleges érték eloszldsanak siirliségfiggvénye f(x), az m
mérési hibaé pedig g(m). Tegyiik fel, hogy a két eloszlds egyméstol fliggetlen,
igy az egylttes eloszlas striségfliggvénye a ketto szorzataként kaphats. Mivel
fliggetlen a mérési hiba a tényleges értéktdl, ezért abrazolhatjuk oket egy
derékszogii koordindtarendszer két tengelyén (ldsd 2. dbra). A koordini-
tarendszer pontjai pedig a lehetséges mérési eredmények. Azonos mérési
eredmény tobb (elméletileg végtelen sok) tényleges érték — mérési hiba pa-
rositasbdl is szarmazhat, igy az azonos y mért értékek egy -1 meredekségii
egyenesen helyezkednek el. Amikor eldirt (specifikdcids) hatarokat adunk
meg azokat a tényleges = értékre vonatkoztatjuk, de ellenOrzéskor csak az
y mért értékek allnak rendelkezésiinkre. Ennek megfeleléen az x = LSL és
x = USL hatarok fliggbleges egyenesként, mig az y = LSL és y = USL
hatarok -1 meredekségii egyenesekként jelennek meg.

A 2. dbra bal oldalan az 1. tdblazatban bemutatott négy eset lathaté: a
sraffozott paralelogramma a helyes elfogadas esete, az y és az = érték is a
specifikdcids hatdrok kozott van. A sziirke teriiletek (LSL < y < USL és
x < LSL vagy USL < z) a masodfaju hiba eseteit fedik le, a fekete részek-
kel pedig az els6faji hibat jeloltiik. A negyedik eset a szinezetleniil maradt
tertiletekhez tartozd helyes beavatkozds esete.

A fedezet véltoztatdsidhoz az elfogaddsi/beavatkozasi dontéseket kell mé-
dositani. Legyen K az als6 és Ky a felsé hatarhoz tartozé mddositas
mértéke. A Ky és Ky korrekcids tagok pozitiv értéke az elfogadédsi hatarok
sziikitését, a negativ értéke pedig a hatarok tagitasat, lazitasat jelenti. Ha az
egyes esetekhez tartozo fedezeteket silyozzuk az esetek bekovetkezési vald-
szintségével, a fedezetmaximalizald célfiiggvény az alabbi médon irhaté fel:

H(KL,KU) = H(O) + AH(KL,KU) — max . (1)

A TI(0) a korrekcié nélkiili (K = Ky = 0) varhaté fedezet, AI(Kp, Ky)
pedig a K és Ky korrekcids tagoktol fiiggd valtozas ebben a varhaté fe-
dezetben. Itt tulajdonképpen egy kockazat jellegii értéket kapunk, hiszen
valészintiséget szorzunk a kovetkezmény pénzben kifejezett értékével, de a
kockazat negativ kicsengése miatt a varhaté fedezet elnevezést hasznaljuk.
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2. dbra. A dontések kimenetelének 4 esete (bal oldalon) és a hatdrok mdédositdsa altal érintett
teriiletek (jobb oldalon)

A vérhaté fedezet maximalizaldshoz elegends a AII(Kp, Ky) varhaté
fedezetvaltozas maximalizalasa, mely a kovetkezOképpen néz ki:

ATI(K L, Ku) =
LSL LSL+Kjp—=z USL—z
~w=ro) [ [ s@wtmams [ sgman)as +
— o0 LSL—x USL—-Ky—=
USL LSL+Kp-—a USL—a
+ (m10 — m11) / < / f(x)g(m)dm + / f(z)g(m) dm> dx +
LSL © LSL—u USL-Ky—a
+o00 LSL+Kp—z USL—x
+ (mo0 — mo1) / < / f(z)g(m)dm + / f(z)g(m) dm> dxr — max .
USL © LSL—u USL-Ky—a

(2)
Abban az esetben, amikor vizsgdlt karakterisztika eltolédik, elegendd azt a
specifikacids hatart figyelembe venni, amelyik felé az eltolédott folyamat tart.
Allapotfiiggé karbantartds esetén jellemz6, hogy a kopas, anyagfaradas vagy
valamilyen degradacié miatt trend jelenik meg a vizsgalt karakterisztika le-
futdasaban. Illetve el6fordulhat, hogy a csak egy minimum vagy maximum
értéket irnak el6, amit nem léphet at a folyamatjellemz6, ekkor értelemszeriien
csak ezt az egy hatart kell figyelembe venni a dontés soran. Csak alsé hatar
létezése esetén az altalunk vizsgdlt tartomanyok az dbran lathaté mdédon
véltoznak (3. dbra).
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8. dbra. A ATI(K) altal érintett teriiletek, ha csak egy alsé eldirt hatdr van

Az y = LSL + K egyenes folott elhelyezkedé pontok mind az elfogaddasi
tartomanyba tartoznak, de csak az x = LSL fliggoleges egyenestdl jobbra eso
pontok a ténylegesen megfeleloek. Ugyanigy az y = LSL + K egyenes alatti
pontok esetében elvégezziik a karbantartast, de csak a x < LSL esetben
volna ez sziikséges. A varhat6 fedezetvéltozas egyenlete az alabbi médon fog
kinézni:

LSL pLSL+K-—x
AH(K) 7700—7701 / / ( )dmdx+
L

SL—x
LSL+K—x
(710 — T11 / / x)g(m) dm dx — max
LSL JLSL—=z
3)
LSL
ATI(K) = (00 — 701) / (@) (G(LSL + K — ) — G(LSL — 2)) da -

+oo
— (m11 — m10) /LSL f(x)(G(LSL—l— K —2)—G(LSL — x)) dz ,

(4)
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ahol G(m) a g(m) fiiggvény hatdrozatlan integrélja. Bederivilunk az in-
tegraljel mogé:

LSL
oMK _ (o0 — 7T01)/ f(@)g(LSL + K — x) dx —

0K oo
+o0 (5)
— (711 —7110)/ f@)g(LSL+ K —x)dx =0
LSL
LSL too
(mo0—701) / f(@)g(LSL+K—z)dx = (m11—710) / f(@)g(LSL+K—z)dx
o LSL

(6)
Ha a (mgo — mo1) és a (w11 — m19) kiilonbségek koziil egyik sem nulla, akkor a
kovetkezo egyenlet irhaté fel:

To0 = To1 _ fzrgoz f(@)g(LSL + K — x) dx (7)
Tl — 1o ffosoL f(x)g(LSL+ K —z)dx

A K értéke innen mér numerikusan kiszémithaté. Ha a (mgg — mo1) és
a (m1 — mo) kilonbségek koziil az egyik nulla, akkor a mésik kiilonbség
elojele alapjan hozzuk meg a dontési szabélyt. Ebben az esetben vagy min-
den terméket tovabbengediink, vagy mindet visszautasitjuk. Ha mindkét
kiilonbség nulla, az azt jelenti, hogy barhogy is dontiink, azonos fedezetre
szamithatunk a termék tényleges megfeleloségétol fiiggetlentl. Mivel a gya-
korlatban ez a legritkdbban fordul eld, a legvaldszinilibb, hogy nem vettiink fi-
gyelembe valamilyen koltség vagy bevétel tényez6t. A (moo—mo1) kiilonbséget
értelmezhetjiik Ugy, mint a masodfaju dontési hiba veszteségét a helyes don-
téshez képest, a (w11 — m1o) kiilénbség pedig az els6faji hiba veszteségét
jelentheti a tényéllapothoz tartozé helyes dontéshez képest.
Jelolje az f - g strtségfiiggvényt h, melyhez tartozé eloszlas H, ekkor:

o0 — 701 _ l—H(LSL) (8)
T11 — 710 H(LSL) ’

11 — 710
H(LSL) = - 9
( ) T11 — T10 + Too — To1 N ©

A (9) egyenlet jobb oldala (gq) csak nulla és egy kozotti értéket vehet fel,
mivel a bal oldalon egy eloszlasfliiggvény van. Ha a ¢ > 1, akkor my; > mqo,
azaz a nem megfelel6 terméket kifizetddobb elfogadni, mint visszautasitani,
ezért minden terméket elfogadunk (K = —o0). Ha a (9) jobb oldaldn 1évé
kifejezés negativ, akkor két esettel szamolhatunk: Ha a szamlalé pozitiv,
akkor 11 > mg és mo1 > Moo, igy minden elfogadéds jovedelmezObb a vissza-
utasitdsnal (K = —o0), ha a szdmlalé negativ, akkor m; < 719 és mp1 < 7o,
tehat minden visszautasitds kedvezébb az elfogaddsndl (K = oco). Az utébbi
eset azt jelentené, hogy nem érdemes a terméket gyartani, ezért ez a dontési
helyzet valgjadban meg sem jelenik a gyakorlatban. A q értékét a veszteségek
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aranyaként értelmezve az alacsony —nulldhoz kozeli— ¢ értékek jelentik azt,
hogy a mésodfaju hiba vesztesége nagyobb (¢ = 0,01 esetén a mdsodfaji
hiba vesztesége 99-szerese az elséfaji hibaénak). A magasabb —egyhez
kozeli— g értékek pedig az elsofaju hiba veszteségének magasabb ardnyat
jelentik. A gyakorlatban mindkét eset eléfordulhat, de a magas veszteséggel
jar6é masodfaji hiba esetét tartjuk a veszélyesebbnek.

A (9) egyenletet értelmezve lathatjuk, hogy a LSL a H(z) eloszlédsfiiggvény
g-kvantilise. Mintavételezés esetén a ¢-kvantilis értékét H, tapasztalati el-
oszlasbdl aszimptotikus torzitatlansaggal becsiilhetjiilk a rendezett mintak
elmélete alapjan [24]. A becslés normaélis eloszlést kovet @ varhaté értékkel
és D,, szérassal.

QzH_1< 11 — T10 > : (10)

T11 — T10 + Moo — 701

D, = 1 711 — T10 <1_ 711 — 710 > - (11)
Vnh(Q) \| w11 — o + oo — To1 11 — W10 + Moo — o1

Az n mintaelemszam novekedésével a szords nulldhoz tart és a becslés

aszimptotikusan torzitatlan, igy a becslés gyengén konzisztens [25]. Ha mind

a tényleges folyamat, mind a mérési bizonytalansag normalis eloszlasu o, és

O, SzOréssal valamint p, és pu,, vérhaté értékekkel, akkor a (9) egyenletben

H(LSL) egy olyan normélis eloszlas, melynek varhaté értéke p* és szdrdsa

*

o*.
,2. S - Mz 2 T xUm
- 0Z(LSL+ K — pg) + oo, 1t & o OyO - (1)

2 2 /
0% + Om 0-3; + UTQrL

Standardizalas utan:
711 — T10 :(D(LSL—M*):
T11 — 710 + Too — To1 o*
% <LSL — (02(LSL + K — pim) + 03 1) /(07 + 0%))

2 2
Oz0m L/ Ua: + U’rn

(13)

Ebbdl K értéke a kovetkezd modon szamithato:

0% om\02 +on 11 — 710
o2 o 11 — 710 + Moo — To1
(14)
A két normélis eloszlasi valtozé Gsszegeként megjelend y mért érték varhatd
értékét és szorasat behelyettesitve a gyakorlatban konnyebben felhasznalhato
képletet kapunk. A mérési bizonytalansig és a mérési eredmény paramétereit
kozvetlentl a kalibrélasi és megfelel6ség ellenérzési adatokbdl szamithatjuk.

K = Hm —

2 2
_ Oybm ol (uy — LSL) om0y <I>_1< T11 — T10 >
K= 2 2 2 2 o 5 ’
0’!! - U’m U’y - U’m 0',5 — O',rzn 11 — 710 + oo — 701

(15)
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4 A szimulaciék eredményei

A gyenge konzisztencia miatt kelléen nagy elemszamu szimulaciéval is koze-
lithet6 a K optimalis értéke, illetve az elfogadasi hatar mddositasanak az a
tartomanya, ahol kedvez6bb eredményt ad a mérési bizonytalansag figyelem-
bevétele.

Szimulacidkat végeztiink annak megallapitasara, mely esetekben érdemes
figyelembe venni a mérési bizonytalansdgot. A 4. dbra azt szemlélteti, hogyan
valtozik az Osszes fedezet a K korrekcids tag valamint a folyamatképesség
fliggvényében. Amikor a mérési bizonytalansag figyelembevételével 1étrejové
II(K) fedezetgorbe a bizonytalansig figyelembevétele nélkiil keletkezé I1(0)
fedezetgorbe f6lott van, akkor érdemes a mérési bizonytalansaggal foglalkozni.
A szimuldcié soran a folyamatképesség valtozasat csak a mérési hiba széré-
sdnak valtozdsa okozta. A szimuldcidéban rogzitett bevétel- és koltségadatok
mellett (¢ = 0,5313) akkor érdemes csak a mérési bizonytalansdg figyelem-
bevételével foglalkozni, ha a (u, — LSL) /o, ardny kisebb, mint 1,68, azaz a
hosszd tédvi folyamatképesség index p,r < 1,68/3 = 0,56. A hibds déntések
kovetkezményeinek stlyossaga is befolyasolja a mérési bizonytalansag figye-
lembevételének sziikségességét. Mas bevétel- és koltségadatok mellett ennél
jobb képességgel rendelkez6 folyamat esetén is érdemes lehet figyelembe venni
a mérési bizonytalansagot.

Ha az egyszeriiség kedvéért csak a hibas dontésekbol adodd koltségeket
tekintjiik (7‘11 =T10 =701 = Too = 0, T11 = To0 — O) és 7T10/q = 710 + 701,
akkor az 5. dbra grafikonjan lathaté modon jelent6s kiillonbség lehet a teljes
folyamat soran keletkezé koltségek kozott attol fiiggden, hogyan modositjuk
a beavatkozasi hatart.

Osszes fedezet
g

4. abra. A fedezetek alakuldsa K és a folyamatképesség fiiggvényében

T
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A koltségek aranya

5. dbra. A koltségek aranyanak alakuldsa K és q fiiggvényében

Amint az az dbrabdl is latszik, a beavatkozédsi hatarok modositdsa akar
novelheti is a koltségeinket. A koltségnévekmény jelentés (a C(0)/C(K)
ardny nulla kozeli), ha a g kozel van valamelyik szélsértékéhez (azaz nulldhoz
vagy egyhez tart), tehdt ha a dontési hibdk koziil az egyik sokkal nagyobb a
masiknal.

Szamitasokat végeztink a gyakorlatban tipikusan alkalmazott estekre:
amikor nem veszik figyelembe a mérési bizonytalansdgot (K = 0), amikor
szikitik az elfogaddsi tartomanyt a mérési hiba szdérasanak kétszeresével
(K = 20,,), amikor ugyanekkora mértékben tagitjak az elfogaddsi tartoményt
(K = —20,,). Ezekhez az esetekhez tartozé egységnyi fedezeteket vetettiik
Ossze az altalunk meghatarozott optimalis korrekcids tényezd (K,p;) esetén
elért egységnyi fedezettel (2. tdbldzat). Az elsé hdrom oszlopban szerepld
fedezetértékek koziil az aldhtzva szedettek jelzik a soronkénti maximumot.
Ez alapjan lathato, hogy a gyakorlatban hasznalt megoldasok koziil melyiket
érdemes haszndlni az egyes esetekben. A szamitdsok megerdsitik a szimulacids
eredményeket, a tiréshatarok melletti ,,biztonsagi sav”’ optimadlis szélessége
(Kopt) folyamatosan véltozik a déntési kimenetelekhez tartozé bevételek és
koltségek ardnyanak (q) véltozasdval. A K, értéke nem kothetd kizarés-
lagosan a mérési bizonytalansag nagysiagahoz, és az alkalmazasaval elérheto
fedezet minden esetben legaldbb akkora, mint a gyakorlatban eddig hasznalt
biztonsagi savok esetében.

Ha a 2. tablazatban bemutatott folyamatot gy moddositjuk, hogy a
mérési bizonytalansédghoz tartozé o, széras 0,01 és 2 (a folyamat szérdsanak
1/400-a és 1/2-¢) valamint a veszteségek ¢ ardnya 0,01 és 0,2 kozotti értéket
vegyen fel, akkor a 6. dbrdn lathato képet kapjuk.
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q Egységre juté fedezet Kopt
K = —20m K=0 K=20m K=K
0,05 -10,5472 2,5184 4,9113 5,6933 2,4280
0,10 -0,4061 5,4685 4,9865 6,3438 1,6156
0,15 2,9743 6,4519 5,0115 6,7386 1,0675
0,20 4,6644 6,9436 5,0240 7,0247 0,6319
0,25 5,6785 7,2386 5,0316 7,2500 0,2582
0,30 6,3546 7,4353 5,0366 7,4362 -0,0774
0,35 6,8375 7,5758 5,0401 7,5951 -0,3884
0,40 7,1997 7,6812 5,0428 7,7339 -0,6835
0,45 7,4814 7,7631 5,0449 7,8572 -0,9690
0,50 7,7068 7,8287 5,0466 7,9683 -1,2500
0,55 7,8911 7,8823 5,0480 8,0695 -1,5310
0,60 8,0448 7,9270 5,0491 8,1625 -1,8165
0,65 8,1748 7,9648 5,0501 8,2487 -2,1116
0,70 8,2862 7,9972 5,0509 8,3291 -2,4226
0,75 8,3828 8,0253 5,0516 8,4046 -2,7582
0,80 8,4673 8,0499 5,0522 8,4758 -3,1319
0,85 8,5419 8,0716 5,0528 8,5435 -3,5675
0,90 8,6082 8,0909 5,0533 8,6083 -4,1156
0,95 8,6675 8,1081 5,0537 8,6707 -4,9280

2. tdbldzat. Az egy egységre juté fedezet értéke a hatdrok mddositasdanak
figgvényében (u; = 105, 0 = 4, iy =0, oy = 2, LSL = 100)

A tényleges folyamat és a mérési bizonytalansag szérasdnak aranyat loga-
ritmikus skalan jeloltiik. Jél lathato, hogy ha minden mast régzitve hagyunk,
akkor is csak bizonyos ¢ értékek esetén lesz linearishoz kozelité a K,p: és a
om kapcsolata.

6. dbra. Az optimalis korrekcids tényezd értékei a veszteségek ardnya (q) és a mérési
bizonytalansdghoz tartozé szérés (o,,) fliggvényében
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5 Konkluzio

Igazoltuk, hogy a szabvanyok és ajanlasok altal javasolt, kizardlag a mérési
bizonytalansig fiiggvényében meghatdrozott és a tliréshatarokhoz illesztett
megbizhatésag alapi biztonsdgi sav alkalmazasa akér ronthat is a varhaté
koltség vagy fedezet értékén. Az igy elért eredmény rosszabb lehet anndl,
mintha teljesen figyelmen kiviil hagynank a mérési bizonytalansagot. Be-
mutattuk, hogy az eredményt a mérési bizonytalansiag mellett a folyamat
képessége (ingadozdsdnak mértéke és a véarhatd érték tiiréshatdaroktdl vett
tavolsdga), valamint az egyes dontési kimenetelekhez tartozé bevételek és
koéltségek nagysiga is befolydsolja. Az altalunk javasolt médszerrel a koltsé-
gek (vagy fedezetek) optimalizdlhatéak, s ez az optimum akar mintavételes
vizsgalatbdl is megallapithaté. Bizonyitottuk, hogy bonyolultabb esetekben
nem sziikséges analitikusan szamitasokat végezniink, a sztochasztikus kon-
vergencia miatt szimuldcidkkal is meghatarozhatok a minimélis kockazattal
jaro elfogadasi hatarok.
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RISK-BASED MEASUREMENT UNCERTAINTY TREATING IN
INDUSTRIAL CONFORMANCE ASSESSMENT DECISIONS

The consideration of measurement uncertainty is part of the daily routine in a
measuring and testing laboratory. The authors show that taking measurement
uncertainty into account can also be essential in industrial decision practice (e.g.
in condition based maintenance or conformity inspection). The consideration of
measurement uncertainty particularly required if this uncertainty is large or the
consequence of an incorrect decision is critical. The introduced model treats the
measurement uncertainty on risk base instead of the previously used reliability-
centered approach. The authors show that the optimal bounds of acceptance region
can be determined with simulations and analytical calculations as a function of
measurement uncertainty, the observed characteristics and the loss or profit of
decision outputs.






Szigma, XLII. (2011) 1-2. 57

A KVAZI-HIPERBOLIKUS DISZKONTALAS
ALKALMAZASA AZ OPTIMALIS SZABADALMAK
ELMELETEBEN!

NAGY BENEDEK
Szegedi Tudomdnyegyetem

Gazdasagpolitikai dontések soran gyakorta sziikséges azonnali koltségek és
hosszi id6én at realizalédé hasznok, vagy azonnali hasznok és hosszabb idon at
realizal6dd koltségek Osszevetése. A neoklasszikus kozgazdasdgtannak meg-
van az eszkoze az effajta dontések kezelésére: a jelen- és jovoérték-szamitas,
valamint a nettd jelenérték-szabdly. A kisérleti kozgazdasdgtan oldalardl
azonban az ilyenkor alkalmazott exponencialis diszkontalast sok tamadés
érte. Kisérletek alapjan a nagyobb pszicholdgiai realizmus érdekében alterna-
tivakat javasolnak az exponencidlis modellel szemben: a hiperbolikus, illetve
kvazi-hiperbolikus diszkontalasi modelleket. Ezek az alternativ modellek ma-
gyarazattal szolgalhatnak a fogyasztdk viselkedésének idobeli inkonzisztencid-
jara, vagyis hogy dontésiiket, értékitéletiiket ceteris paribus pusztan az id6
mulasa miatt megvaltoztatjak. Jelen dolgozat célja kettos. Egyrészt cél, hogy
attekintve a kiilonb6z6 diszkontdlasi modelleket és azok Osszefiiggéseit, ravi-
lagitson, hogy kulonbozoségeik milyen eltéréseket okozhatnak még egyszeri
kifizetések jelenértékének osszevetésénél is, de még inkabb akkor, ha ezeket az
alternativ modelleket pénzaramok jelenértékének kalkulalasdra hasznaljuk. A
szakirodalomban eddig nem jelent meg a hiperbolikus és kvazi-hiperbolikus
diszkontédlasi modellek ilyen hasznalata. Masrészt a diszkontalasi modellek
kiillonbozéségének relevanciajat szeretné szemléltetni a gazdasagpolitika szé-
méra. Az optimdlis szabadalmak elméletének segitségével kivinom meg-
mutatni, hogy egy nem-exponencidlis diszkontdlasi modell alkalmazasaval
mas optimalis szabadalmi id6, és ilyen médon mas ajanlds adddik a gaz-
daséagpolitika szamara.

Kulcsszavak: kvazi-hiperbolikus diszkontalas, optimadlis szabadalmak, an-
nuitas

1 Bevezetés

Beruhdzés-gazdasigossigi szamitasok sordn Irwing Fisher (1930) éta a main-
stream kozgazdasagtan dltal haszndlt normativ dontési szabaly, hogy legfol-
jebb azokat a beruhdzasokat érdemes megvaldsitani, amelyek esetében a netto
jelenérték pozitiv, vagyis amikor a beruhdzastol annak hasznos élettartama
alatt varhatd Osszes nettd pénzaramldas jelenre diszkontdlt Gsszege nullanal

1Beérkezett: 2010. december 7. E-mail: xxx@t-online.hu.



58 Nagy Benedek

nagyobb. Samuelson (1937) hasonlé médon normativ dontési szabélyként
vezeti be a diszkontalt hasznossag elméletét. KésObb azonban magatartas-
gazdasdgtani kutatasok (Ainslie 1992, Loewenstein-Prelec 1992) rdmutattak,
hogy a valésagban a dontéshozdk az emlitett, exponencialis diszkontalast al-
kalmaz6 modellekkel Gssze nem egyeztetheté médon hoznak intertemporalis
dontéseket. Magara a diszkontalasi viselkedésre koncentralva dontéseik job-
ban lefrhatéak hiperbolikus (Loewenstein-Prelec 1992) vagy kvézi-hiperboli-
kus (Laibson 1996) diszkontélést feltételezve. Az exponenciélis diszkontéldst
univerzalisan alkalmazva a fogyasztoi dontések esetén téves eredményekhez
jutunk, viszont a nem-exponencialis diszkontalasi modellek a beruhazasi don-
tések esetén vezetnek hibas kovetkeztetésre. Ha a beruhazasi dontéseknél az
empirikusan megalapozott nem-exponencialis diszkontalast hasznaljuk fel,
akkor az ezekben a modellekben megjelené idébeli inkonzisztencia miatt a
mai terveket nem fogjuk kovetni a jovében (Cropper-Laibson 1998). Amel-
lett fogok érvelni, hogy a diszkontalasbeli kiilonbségek miatt bizonyos dontési
szitudciokban indokolt e kétféle médszer egyfajta ,keverékét” alkalmazni.
A korméanyzat lehet az a szereplé, aki kiilonb6z6 elkotelezédési mechaniz-
musokkal beavatkozhat annak érdekében, hogy bizonyos projektekben a fo-
gyasztok nem-exponencidlis id6beli preferencidi érvényesiilhessenek (Strotz
1956, Cropper-Laibson 1998). A beruhézasi dontéseknek egy ilyen teriilete a
kornyezetvédelmi beruhdzasok vagy az innovacié. Az innovéacié neoklasszikus
elméletében erdforras-felhasznalas aran koltségesokkentés és ezéltal jovobeli
megnovekedett fogyasztdi tobblet érhetd el. Az optimalis szabadalmak Nord-
haus (1967) altal elinditott elméletében az &llam dltal meghatdrozott szaba-
dalmi védelmi id6 egy olyan elkételez6dés, amely pontosan meghatarozza
a jovobeli cselekvési lehetGségeket: a szabadalmi védelem idétartama alatt
a feltaldlo elsajatithatja az innovaciobdl szarmazo hasznok egy részét pro-
fitként, és csak e védelem lejarta utan élvezheti a tarsadalom tobbi része
a teljes hasznot. Nordhaus az allam altal kijelolend6 optimalis szabadalmi
hosszat az altala vizsgélt tényezok fliggvényében 1 és 34 év kozé teszi, mig
a valésdgban az Egyesiilt Allamokban és Eurépéban a tényleges szabadalmi
idotartam egységesen 20 év. Vajon mashogyan kell-e az allamnak megallapi-
tani a szabadalmi védelem hosszat, ha figyelembe veszi a fogyasztdk jovobeli
hasznokra és koltségekre vonatkozé nem-exponencialis diszkontalasi viselke-
dését?

A dolgozat 2. fejezetében &dttekintem és csoportositom a kiilonbozé disz-
kontdalasi modelleket, ramutatok kapcsolédasi pontjaikra, illetve az eltérd
modellek haszndlatabol eredd jelenérték-szamitasbeli eredmények kiilonb6z6-
ségére. A 3. fejezetben a mésodik fejezet eredményei alapjan megmutatom,
hogy az exponencidlis és nem-exponencialis modellek hasznalatabdl eredd
kiilonbségek hatvanyozottan érvényesiilnek akkor, amikor megprébaljuk egy
olyan teriileten alkalmazni ezeket a modelleket, mint a pénzaramok, annuita-
sok jelenértékének kiszamitasa, hiszen példaul egy innovéacioé idében hosszan
elnytdléan biztosit hozamokat jelenbeli koltségek aran. Ismereteim szerint
az exponencialis diszkontdlasi modellekkel versengo alternativ modellek ilyen
alkalmazdsaval még nem foglalkoztak. Ahogy a mésodik fejezetben, itt is
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kiszamitom a kiilénb6z6 modellek alkalmazasaval el6allé kiillonbségeket a je-
lenértékekben. A 4. fejezetben a nem-exponencialis diszkontdldst az op-
timélis szabadalmak elméletére alkalmazom. Ebben a részben Duffy (2005)
egyszerli modellje segitségével mutatom be, hogy a hiperbolikus diszkontalas
alkalmazédsa hasznos hozzajarulas lehet egy olyan gazdasagpolitikai valtozo,
mint a szabadalmi védelmi id6 megfelel6 kialakitasandl. Végil az 5. feje-
zetben Osszegzem az eredményeket és kitekintést adok tovabbi alkalmazési
lehetGségekre.

2 Az exponencialis diszkontalasi modell és al-
ternativai

A diszkontalt hasznossdg modellje (DU — Discounted Utility) Paul Anthony
Samuelson 1937-es ,,A Note on Measurement of Utility” cimii {rasdval keriilt
be a kozgazdasagi gondolkodésba, és terjedt el rohamos sebességgel, mint a
kiilonbozé idépontokban jelentkezé hasznossagok Osszehasonlitdasanak maéd-
szere. Azt irja: ,,bdarmely tetszéleges id6szak alatt az egyén tgy viselkedik,
hogy maximalizalja az Osszes jovObeli hasznossiagnak egy megfelelé id6beli
diszkontaldssal azonos nagysdgrendiivé csokkentett Gsszegét. [...] Az egyén
a jovobeli hasznossdgokat egy egyszeri és kovetkezetes médon szamitolja le,
mely médszer ismert szdmunkra.” (Samuelson, 1937, p. 156) Ez az ismert-
nek feltételezett médszer pedig a pénz idéértékének szamitasandl hasznalt
exponencidlis diszkontalas lett.

Samuelson eredeti értelmezésének megfeleléen a diszkontalas vagy lesza-
mitolds fogalmanak tdg értelmezését magyardzva Rachlin (2006, 425. o) az
Oxford Enciclopedic Dictionary bejegyzését idézi, miszerint a diszkontalni
sz0 egyik jelentése: ,,egy eredeti esemény hatdsat csokkenteni”. Altaldnos
esetben tehét arrdl van szd, hogy egy kezdeti esemény hatédsa (X) valamilyen
egylitthaté (8) szerint egy kisebb hatdssa (z) mérséklédik. Ez a mérséklédés
felirhat6 akér x = 6 X, akdr /X = § forméban. Ez a 6 egyiitthaté maga is
mas valtozok fliggvényében lehet nagyobb vagy kisebb, kifejezve, hogy milyen
hatdsra és milyen mértékben csokken a kezdeti esemény hatésa.

Samuelson az eredetileg a beruhédzas-gazdasagossagi szamitasok soran a
mikrodkonémiaban szlikebb értelemben jovobeli pénzosszegek értékének Gssze-
hasonlitasara hasznalt leszamitolast jovébeli hasznossdgok Gsszehasonlitasara
is kiterjesztette. Altalénosségban X egy jelenben megkaphaté Gsszeget (il-
letve annak hasznossigét) jelent, x egy jovében megkaphaté Gsszeget (illetve
annak hasznossdgat), ¢ pedig azt az értéket, a diszkontfaktort mutatja, amely
mellett a két el6bbi érték a dontéshozd szaméra egyforma. Ekkor a § valtozo
értékét két tényez6 hatarozza meg, a kamatlab, mint exogén paraméter, és
az id6 mulasa, mint valtozé (6 = & = (1+7)~¢, ahol a ¢t paraméter az id6t, r
pedig a kamatldbat jelenti). Minél t6bb id6 telik el a jelen és a jov6 kozott,
0¢ értéke annal kisebb, igy adott jelenbeli Gsszegnek annal nagyobb jovébeli
felel meg, vagy adott jovobeli Gsszegnek anndl kisebb jelenbeli.

Az intertemporalis dontések neoklasszikus elmélete a diszkontfaktor ala-
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kulasit exponencidlis médon kezeli, ami azt jelenti, hogy id6egységenként
allandé titemben véltozik az ardny = és X kozott. A magatartds-gazdasigtani
kisérletek azonban ramutattak arra, hogy a tényleges emberi dontéshozatal
soran a kisérleti alanyok sorra ezzel Ossze nem egyeztetheté dontéseket hoz-
nak, és diszkontélési viselkedésiik jobban leirhaté mésmilyen modellekkel. A
legismertebb ilyen kisérleti eredmény, anomalia, a preferenciafordulas jelensé-
ge (Kirby—Herrnstein, 1995), amikor az id6 mulédsa befoly4solja a vélasztdst A
és B kiilonboz6 idépontokban valaszthaté alternativak kozott. A fogyasztok
intertemporalis valasztasaik soran idobeli inkonzisztenciat mutatnak. Ezzel a
jelenséggel kapcsolatos a halogatas-probléma (Laibson, 1997): idén gy gon-
dolom, hogy raciondlis kalkuldciék alapjan megéri nekem jovore elkezdeni
erOteljesen takarékoskodni, de mikor a kévetkezd év eljon, mégsem teszem
ezt, hanem elhalasztom egy évvel, nem latvan elére, hogy egy év milva is
éppen igy fogok gondolkodni.?

Tobbféle lehetséges magyarazat is sziiletett ezekre a jelenségekre. Ezek
egy része, amelyekkel itt most foglalkozni szeretnék, a diszkontalasi modellt
valtoztatja meg. Ilyenek példaul a szakirodalom altal hiperbolikus diszkonta-
lasnak (Loewenstein-Prelec 1992), illetve kvézi-hiperbolikus diszkontélasnak
(Phelps-Pollak, 1968) nevezett modellek. Ezen alternativ modellek mind
azt hangstilyozzdk, hogy a diszkontdlasi kisérletek tantsaga szerint az id6
muldsatdl fliggben nemcsak maga a diszkontfaktor valtozik (cs6kken folyam-
atosan), hanem ennek a valtozdsnak az iitemét is befolydsolja az id8.> A
hiperbolikus elnevezés arra utal, hogy ezekben a modellekben az id6 a disz-
konttényezd nevezGjében talalhato, igy az id6 mulasaval maga a diszkontrata
is csokkeno — ellentétben az exponenciélis modellel, ahol a diszkontrata kons-
tans. A kvézi-hiperbolikus eset atmenet a kettd kozott, amennyiben az
idében csokkend diszkontratat csak az elsé idoszakban mutatja, onnantdl
kezdve a diszkontrata idében allando.

Egy id6ben valtozé diszkontrataval diszkontalé modell kiillénb6z6 médokon
formalizalhatd, kiillonbozé szerzok eltérd fliggvényekkel prébéljak az ilyen
médon diszkontalé viselkedést lefrni. Az ilyen médon diszkontalé nem-ex-
ponencialis diszkont-fiiggvényeket dontési szabalyként hasznalva mas ered-
ményeket fogunk kapni, mintha optimalizdlé gazdasagi alanyainkrol expo-
nencidlis diszkontdlast feltételeznénk.

Az id6ben csokkend diszkontratat alkalmazé modelleket felfoghatjuk gy
is, mint az exponencidlis modell dltaldnositasait. Az egyik irdnyzat abba
az irdanyba altalanosit, hogy mig az exponencidlis modellben egy tetszéleges

2Az idébeli inkonzisztencidval, halogatdssal és ezzel Osszefiiggésben 1évS fogyasztéi
onkontrollal kapcsolatban egy j6 attekintést ad Lippai (2010).

3Szamos tovabbi modell is létezik az emlitett jelenségek magyarazatara. Ezek koziil itt
azt a csoportot emeltem ki, amely az exponencidlishoz hasonléan konkrét fliggvényforméat
ad az altala leirt diszkontalasi viselkedésnek. Frederick et al. (2002) kimeritéen attekinti
és csoportositja az alternativ magyarizé elméleteket. Az ebben a cikkben is megemlitett
szubadditiv modell, bar részben matematizalt, nem ad meg az altalam vizsgaltakhoz ha-
sonlé explicit diszkontfiiggvényt (b6vebben ldsd Read 2001). Trope és Liberman (2003)
a preferenciafordulds jelenségére olyan magyarizatot ad, amely pszicholdgiai tényez&ket
— attitiidoket, érzelmeket, kogniciékat — hasznal magyarizé tényezékként, dm ezek még
kevésbé matematizaltak.
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id6ben §; = & a diszkonttényezd, ez dltaldnosithaté &; = B8 formaban — ez
a diszkrét kvazi-hiperbolikus, vagy maés néven béta-delta diszkontfliggvény.
E szerint az irdnyzat szerint az eltérést az elsé idoszak kiilonosen erételjes
diszkontdlasa okozza. A masik irdnyzat pedig abba az irdnyba altaldnosit,
hogy az exponencidlis modellhez képest az dltaldnositott modellben &, = §*(*)
— ez a folytonos hiperbolikus diszkontfiiggvények csoportja. Ez az iranyzat
az eltérést az ,,idé téves érzékelésével” magyardzza.* Léthatd, hogy ezen
altalanos képletekbdl a diszkontédlasi paraméterek megfelelé megvalasztasaval
hataresetként eléallithato az exponenciélis modell.

Jelen dolgozatban a kvazi-hiperbolikus modellt fogom alkalmazni, két
okbdl is. Eloszor is az egyszertiség okan. Ez a fuggvényforma ,,visszaadja a
hiperbolikus diszkontfiiggvények kvalitativ vondsat [miszerint a diszkontréta
id6ben cstkkend], mikozben megtartja az exponenciélis diszkontfiiggvény anal-
itikus kezelhet8ségét.” (Laibson 1996, p. 8.). A mésodik ok &sszefiiggésben &ll
az elsével. Laibson megfontolasdhoz hasonldéan mas szerzok is ezt a fliggvény-
format alkalmaztak, amikor laboratériumi kisérletekben vagy valés dontések
megfigyelésével a dontéshozdk altal hasznalt diszkontfliggvény paramétereit
becsiilni igyekeztek, igy a szakirodalomban fellelhetck a kvazi-hiperbolikus
modell 8 és § paramétereire vonatkozé benchmark-értékek, a hiperbolikus
modellek paramétereire viszont nem allnak rendelkezésre empirikus becslések.

Az éltalam hasznalt diszkontaldsi modell esetében tehat egy tetszdleges
id6szak diszkontrataja kiszdmithaté a §; = 3 - 6! formdban. Ha 3 = 1, akkor
megkapjuk specidlis esetként az exponencialisan diszkontalé modellt. Ha
viszont, ahogyan a modell felteszi, 0 < 8 < 1, akkor egy diszkrét diszkont-
fiiggvényt kapunk, melynek értékei { 1,36, 362, 36%,...}. A béta-delta disz-
kontdalas mogott az az elképzelés hizédik meg, hogy a déntéshozo elsésorban
az alapjan mérlegel, hogy jelenbeli vagy késébbi fogyasztdsrdl van-e szé. A
nem jelenbeli fogyasztasokat egybol egy erdteljes, 8 mértékben diszkontalja.
Attdl kezdve viszont, hogy a nem-jelenbeliség miatt elvégezte az erdteljes
leszamitolast, mar ennél jéval kisebb mértékben befolyasolja az, hogy kicsi-
vel vagy sokkal késébbi fogyasztasrdl van sz6. A modellfeltevés szerinti 0 <
0 < 1 arovid tava erds tiirelmetlenségre utal. Az elsd idészak utdn a jovot
leszamitold, id6ben allandé kamatlab a feltevés szerint rp < 7. (vagyis 0 <
8 < 8n, < 1). Ez az alacsonyabb kamatldb az exponencidlis diszkontédldshoz
képest értelmezett nagyobb hosszu tavu tirelemre utal. Osszevetve egy ex-
ponencialis és egy kvazi-hiperbolikus diszkontfiiggvényt, az 1. dbran lathatéd
képet kapunk. A koénnyebb kezelhetéség kedvéért az egyébként diszkrét
béta-delta diszkontfiiggvény pontjait Osszekotottem. Az dbra készitésénél
a kvazi-hiperbolikus diszkontfiiggvény esetében hasznalt paraméterek az em-
pirikus vizsgalatokbdl Angeletos et al. (2001) altal becsiilt paraméterértékek.
Ezekhez meglepden hasonld értékeket taldl egy méasik kisérletben Laibson et
al. (2007).

Az dbra azt mutatja, hogy létezik adott paraméterek mellett egy olyan
t* idopont, amikor az exponencidlis és a kvazi-hiperbolikus diszkonttényezo

4Ezekben az altaldnositdsokban a(t) az id6 észlelési fiiggvénye, a ,,valés” t idSben
csokkend meredekséggel emelkedik. Bvebben lasd Lippai (2009).
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megegyeznek, ennél korabbi idépont esetén az exponencidlis diszkonttényezo
nagyobb a kvazi-hiperbolikusnal, ennél késébbi idépont esetében pedig kisebb.

a(t)

Kvazi-hiperbolikus
(6=0.957;p=0.7)

1
1
' Exponencidlis (5 = 0.91)

> t

t* =6.931

1. dbra. Egy exponencidlis és egy kvazi-hiperbolikus diszkontfiiggvény.
Forrads: sajat szerkesztés.

Az dbra szerint ha az exponenciélis diszkontrata 6. = 0,91 (vagyis a ka-
matldb 10%), mig a hiperbolikus esetben 5 = 0,7, és az alacsonyabb hosszi
tavi kamatldbnak koszonhetden 6§, = 0,957 (azaz a ,kvézi-hiperbolikus ka-
matldb” 4,5%), akkor a t* idépont 6,931 évnél talalhaté. Ekkor egységnyi
pénzt 6,931 évnél rovidebb idore lekotve a bankban, a lekGtés végén kifizetett
Osszeget kevesebbre értékelné a kvazi-hiperbolikusan diszkontald egyén, mint
a betettet. 6,931 éven tuli lek6tésnél azonban az exponencidlisan kamatozo
betét végso kifizetését értékesebbnek vélné, mint a betett Gsszeget. Az egyén
tehat az els6é 6,931 évben egységnyi jelenbeli pénzért tobb jovobeli pénzt
kér, mint amennyit a bank adna, illetve egységnyi jovOben kaphaté pénzt
kevesebb jelenbelivel tart egyenértékiinek. Ennél rovidebb id6 alatt a bank
alulkompenzdlnd a megtakaritét, ennél hosszabb idd esetén viszont feliil.?

A kétféle médszerrel szamitott diszkontrata kozotti viszonyt a

Bst g Ltre i

(52 N 147,

képlet adja meg, ahol 6, = 1/(1 4+ r.) és &, = 1/(1 + r,). A zardjelben
1évé hanyados egynél nagyobb, vagyis a szorzat masodik tényezdje t-ben

5Bar szemléletes Osszehasonlitani a gazdasigi alany &ltal elvirt hozamot és a bank
altal ajanlott hozamot, tébb szempontbdl sem szerencsés. Egyrészt a nem exponencialis
diszkontalas id6beli inkonzisztens voltdbdl fakaddan ez az értékelés csak a jelenbdl nézve
érvényes. Mdsrészt, Mulligan (1996) amellett érvel, hogy egy hiperbolikus diszkontalé vagy
nem fér hozzd a pénzpiacokhoz, vagy nincs vagyona. Az emlitett példdmban egy arbitra-
zs6r kockdzatmentes nyereségre tehet szert Gsszekapcsolva a kvézi-hiperbolikus diszkon-
talét és az exponencidlisan diszkontdlé bankot. Bar ezt a példdt még a 3. fejezetben is
hasznélom a jovedelemdramldsok Gsszehasonlitasdra, a fenti két ok miatt a 4. fejezetben
mar csak hasznossagok esetében haszndlom a kvazi-hiperbolikus diszkontalast, pénzossze-
gek esetében nem.
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novekvé. A szorzat, vagyis a két diszkontrdta ardnya egynél kisebb vagy
nagyobb értéket is felvehet, ahogyan az 1. abran latszik is. Megadhato6 az a
t* idopont a diszkontéalasi paraméterek fiiggvényében, amikor a két diszkont-
rata fentebb kiszamitott ardnya éppen egy, mégpedig

Inpg Ing
* = = . 1
t Iné, — Inéy, 1n%’l (1)

Ha t*-ot a diszkontdldsi paraméterek fliggvényeként értelmezziik, akkor (1)
alapjan megéllapithatd, hogy 0t* /08 < 0, tovédbba, hogy 0t*/0r. < 0 és
ot*/0rp, > 0, és mivel 1, > ry, ezért t* a kétféle diszkontréta kiilonbségének
csokkenésében is novekvd. Lentebb lathatjuk majd, hogy milyen gyakorlati
jelentéséggel bir ez a t* érték. Az 1. tabldzat néhdny paraméterkombindciéra
mutatja azokat a t* id6ket, amelyekre (1) teljesiil. Az egyes sorokhoz tartoz-
nak a kvazi-hiperbolikus fiiggvény kiilonb6z6 6, az oszlopokhoz a kiilonb6zé
[ paraméterei Laibson (1996) alapjan.

Shyp B 0,25 0,5 0,75 0,8 Onyp B 0,25 0,5 0,75 0,8
0,96 173,98 86,99 36,10 28,00 0,96 25,44 12,72 5,28 4,10
0,97 75,63 37,81 15,69 12,17 0,97 21,38 10,69 4,44 3,44
0,99 35,78 17,89 7,43 5,76 0,99 16,26 8,13 3,37 2,62
la. tdbldzat. t* értéke 5. = 0,952 esetén 1b. tdbldzat. t* értéke 6. = 0,909 esetén
(vagyis ha r. = 0,05) (vagyis ha ro = 0,1)

Forrds: sajat szamitasok.

A Dbéta-delta diszkontdlasi modell legf6bb hétrdnya az exponencidlissal
szemben, hogy folytonos esetben nem értelmezhetd, és bar az 1. abran nagy-
vonalian folytonosként dbrazoltam, sét a tablazatbeli értékek meghataroza-
sandl is folytonosként kezeltem, a 0. és 1. periédus kozott még elvileg sem
tisztazott, hogy hogyan lehetne folytonossa tenni. Ezt a problémét ugyan
kikiiszoboli a folytonosan is értelmezhet6 hiperbolikus diszkontalds, azonban
csak masfajta nehézségek dran. A hiperbolikus modell esetére azonban sem-
miféle becslés nem &all rendelkezésre a diszkontalasi paraméterek nagysagat
illetéen (még nagysigrendileg sem!). Megmutathat6, hogy a diszkontéldsi
paraméterek fliggvényében a hiperbolikus modell(ek)re is meghatarozhaté a
fentebb kiszamitott t* érték.

A bankok altal nytjtott kompenzécié lehet tehat til alacsony, illetve til
magas is a dontéshozotol elvarthoz képest, az 6 mentalis diszkontalasa soran
hasznélt diszkontfiiggvény paramétereitol fiiggen. A magatartiasgazdasagtan
szdmos kisérletet végzett, melyekben éppen ilyen anomalidkra mutat ra (Tha-
ler 1981, Ainslie 1992): két lehetdség koziil a déntéshozénak az exponenciélis
modell szerint azt a lehetGséget kellett volna valasztania, hogy x id6é milva
szerez A mennyiségli hasznot, ehhez képest & azt véalasztotta, hogy inkabb
y idé mulva szerez B mennyiségilit. A harmadik részben azt mutatom be,
hogy ugyanez a mentélis diszkontalasbeli eltérés vajon milyen nehézségeket
okozhat tobb idészakon keresztiil esedékes pénz-, illetve hasznossagaramlasok
kozotti valasztas, ilyen pénz-, illetve hasznossagaramok értékelése soran.
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3 Nem-exponencialis diszkontalas a pénzara-
mok esetében

A hiperbolikus diszkontalas irodalmédnak fédrama az egyedi kifizetések jelen-
értékének meghatarozasaval foglalkozik. A kisérletek jé része arra irdnyul,
hogy meghatarozzak a diszkontalds paramétereit annak vizsgalataval, hogy
a kordbbi kisebb (sooner-smaller, SS, a fenti jelolésiink szerinti X') Gsszeg
mekkora kés6bbi nagyobb (later-larger, LL, korabbi jel6lésiinkben x) felel
meg — ezek a matching kisérletek —, illetve hogy egy adott kordabbi kisebb és
késObbi nagyobb koziil melyiket vilasztja az alany — ezek a choice kisérletek.
Az optimélis szabadalmak elméletében valé lentebb bemutatasra keriilé
alkalmazds szempontjabdl viszont nem egyszeri kifizetések Gsszehasonlitdsa,
hanem pénzaramok értékelése a cél, a nem-exponencialis modellek szerint.5
Hogyan hatarozza meg vajon a gazdasigi szerepld a bizonyos idén keresztiil,
meghatédrozott idénként jaré jovedelemaramlds (vagy barmilyen mds , hasz
nossiagdramlds”) jelenértékét? A mésodik fejezetben arra mutattam ré, hogy
amennyiben a gazdasagi alanyok a jovébeli eseményeket nem az exponencidlis
modell alapjan szamitoljak le, hanem példaul a kvazi-hiperbolikus modell
alapjan, akkor az exponencidlis modellel szamitott eredmény egyetlen idpil-
lanat kivételével a jelenértéket vagy alul-, vagy feliilbecsli. Jelen szakaszban
azt szandékozom bemutatni, hogy ez a hatas fokozottan torzitja az értékelést
a pénzaramok jelenértékének becslése soran, ami mindennemi olyan opti-
malizaci6 eredményét kérdésessé teheti, amely az exponencialis modellre épiil.
Vegytik kiinduldsnak a legegyszeriibb esetet, az érokjaradék esetét! Vizs-
galjuk meg, hogyan viszonyul egymashoz egy C 0Osszegi orokjaradék kvazi-
hiperbolikus, illetve exponencidlis médon diszkontalt jelenértéke! Mivel

oo oo 1
_ t __ B R
P‘/P;ewp_t_zlc'ée_tzzlc'(l_‘_re)t_C 7‘6)

illetve
PVp,hgp:ZCﬂ(SZZZCﬂ—t :C._)
t=1 =1 (1 + T}L) Th
ezért
Pvp;hyp =3. Te
PVpieap Th

Mivel a kvazi-hiperbolikus modell feltevése, hogy a hosszu tavi kamatlab
kisebb, mint az exponencidlis kamatlab, és a béta egynél kisebb pozitiv,
ezért ez az arany lehet egynél nagyobb vagy kisebb egyarant. Ha béta
nagyobb (kisebb) a hosszi tdvi kamatldbak ardnydndl, akkor az eredmény

SBar az aldbbiakban az egyszeriiség és kezelhet8ség kedvéért mar csak a kvézi-
hiperbolikus esettel foglalkozunk, a fentebb emlitett, a hiperbolikus modellel valé minéségi
egyezbsége okan belathatd, hogy a vizsgilt probléma felvetésénél elegendd lesz ennek a
modellnek a haszndlata is. Min&ségileg hasonlé eredményre jutndnk a hiperbolikus model-
lek alkalmazdsaval is.
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egynél nagyobb (kisebb) lesz, vagyis a kvazi-hiperbolikus képlettel diszkontélt
orokjéradék értéke nagyobb (kisebb) lesz, mintha az exponenciélis diszkonta-
l4st haszndltuk volna. Idézziik vissza az 1. dbrat! Fenti szdmitdsok geomet-
rikusan azt jelentik, hogy arra vagyunk kivancsiak, a két gorbe alatti tertilet
hogyan viszonyul egymashoz.” Az dbra alapjan lathaté, hogy a két teriilet
egyenlésége lehetséges, hiszen t* pontig a kvazi-hiperbolikus az exponencialis
gorbe alatt halad, utana pedig folotte. Elképzelhetd, hogy a béta-delta eset-
ben amennyivel a t* pontig kisebb a gorbe alatti tertilet, ¢* utdn pontosan
annyival nagyobb, mint ahogyan az is, hogy kevesebbel vagy éppenséggel
tobbel. A tényleges diszkontdldsi paraméterek hatirozzak meg, hogy melyik
a valodi helyzet.

Ennek a két teriiletnek a ¢ szerint valtozd nagysdgara épitve meghataroz-
hatd, hogy egy tetsz6leges T idépont esetében a (T+1) idéponttdl a végtelenig
tarté annuitds esetén milyen viszonyban van egymassal a kvazi-hiperbolikus,
illetve az exponencidlis médon diszkontalt jelenérték. Mivel a t* utdni id6-
pontok kifizetéseit az exponencialis modell felillértékeli, igy minél nagyobb
T, annal nagyobb lesz a kvézi-hiperbolikus annuitds-jelenérték az exponen-
cidlishoz képest. A kiilénb6z6 mddszerekkel diszkontdlt annuitds-jelenértékek
viszonyat megadd kifejezés a

fe'e] 1 el
PVT;}Lyp _ Zt:T+1C'ﬂ(1+,,.h)t _ (1) T _3. E(l—l—T‘e)T
PVrieap Z:iTH c- (1+1'r€)t ,,.e.(li,,.e)T rn\1+7h

A zérdjelben 1évé kifejezés egynél nagyobb a kvézi-hiperbolikus diszkontdld
nagyobb hosszi tavi tiirelme miatt, ezért az utolsé tényez6 T-ben novekvo.
Minél nagyobb tehdt T' (minél késébbi idéponttdl kezdbdé orokjaradékot
vizsgdlunk), anndl nagyobb a kvazi-hiperbolikus médon szadmitott jelenérték
az exponencidlishoz viszonyitva. Mivel az els6 két tényez6, mint fentebb lat-
tuk, lehet egynél kisebb vagy nagyobb is, ezért a tényleges arany szintén lehet
egynél kisebb vagy nagyobb. Eppen eggyel lesz egyenld, ha

" 1-6,
mi-m (8 4=)

1+re — -
In o= Iné, — Inéy,

T =

(2)

A 2. tébldzat néhany kvézi-hiperbolikus béta és delta érték mellett mutatja
T értékeit, amelyekre (2) teljesiil.

Onyp B 0,25 0,5 0,75 0,8 Snyp B 0,25 0,5 0,75 0,8
0,96 142,87 60,04 11,59 3,88 0,96 9,34 -3,36  -10,79 -11,97
0,97 47,92 10,91 -10,73 -14,18 0,97 3,26 -7,41 -13,66 -14,65
0,99 -5,66 -23,37 -33,73 -35,38 0,99 -10,63 -18,75 -23,50 -24,26
2a. tabldzat. T értéke 6. = 0,952 esetén 2b. tdablazat. T értéke §. = 0,909 esetén
(vagyis ha r. = 0,05) (vagyis ha r. = 0,1)

Forrds: sajat szamitasok.

7Gorbe alatti teriiletekrdl igazdbdl akkor beszélhetnénk, ha folytonosnak vennénk a
diszkontrata-fliggvényeket, a diszkrét esetben valdjdban — ahogyan a szamitds is mutatta
— sorosszegekrél van szoé.
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A tablazatokban szerepl6 negativ szdmok azt jelentik, hogy a kvazi-hiper-
bolikus esetben a t* idéponton tili jelenértékek Gsszege annyival magasabb az
exponencidlis jelenértékeknél, hogy ezt nem tudja kiegyensilyozni a t* el6tti
jelenértékek ellentétes iranyu kiilonbsége. Ebben az esetben az annuitdsok
kvazi-hiperbolikus mdédszerrel szamolt jelenértéke mindig meg fogja haladni
az exponencidlisan szamitott jelenértéket. A hosszi tdvi nagyobb tiirelem
miatti tavoli jovobeli tobblethaszon mindig nagyobb lesz, mint a révid tava
nagyobb tiirelmetlenség miatt a kozelebbi jovobeni alulkompenzaltsag okozta
veszteség.®

4 A nem-exponencialis diszkontalas alkalma-
zasa az optimalis szabadalmak elméletében

A negyedik fejezetben az innovécié egy neoklasszikus mikrodkonémiai mo-
delljében szeretném alkalmazni a kvazi-hiperbolikus diszkontalast, alapozva
az el6z6 két fejezetben tett dsszehasonlitdasokra. A modell Duffy (2005) mo-
dellje, amely a szabadalmi védelem idétartama és az innovacié nagysaga kozti
Osszefiiggést vizsgalja. Azt kivanom e modell segitségével megmutatni, hogy
egyrészt elképzelheto olyan, gazdasagi szempontbdl relevans helyzet, amikor
indokolt lehet az exponencidlis diszkontalas helyett alternativ, példaul kvazi-
hiperbolikus diszkontaldsi modell alkalmazésa. Az innovécidk esetén jelenbeli
pénzberuhdzassal jovébeli pénzbeli tobbletnyereségen til a fogyasztok altal
hosszui tavon realizalt jolétnovekményt érhetiink el, amelyek értékelésénél in-
dokolt lehet a nem-exponencialis diszkontaldsi modellek hasznalata. Hasonld
természetliek lehetnek példaul a kérnyezetvédelmi beruhazasok is. Masrészt
ramutatok arra, hogy egy ilyen helyzetben a gazdasagpolitikai dontéshozdk,
és nem a fogyasztdk vagy a vallalatok szempontjabol 1ényeges az alkalmazott
diszkontédlasi modell megfelel6 megvalasztasa. Harmadrészt szamszertisitem
a kiilénb6z6 modellvalasztas eredményei kozotti eltérést. Az elsé alfejezetben
réviden bemutatom az innovacié Duffy altal hasznalt alapmodelljét, a masodik
alfejezetben felvetem a probléméat és megindokolom a kvézi-hiperbolikus disz-
kontdlas hasznalatanak sziikségességét és mikéntjét, mig a harmadik alfejezet
az eredményeket mutatja be.

4.1 Az alapmodell bemutatasa

Els6ként William Dawnbery Nordhaus volt az, aki egy mikrockonémiai mo-
dell segitségével a szabadalom intézményén keresztiil a technikai fejlodés, az
innovécio, és végsd soron a tuddstermelés joléti hatdsait vizsgdlta (Nord-
haus 1967). Alapgondolata, hogy mivel a tudds kozjészdg-tulajdonsigokkal
bir, ezért az innovator csak akkor lesz hajlandé 1j tudast el6allitani, vagyis
viselni az ezzel jaré koltségeket, hogyha az 1j tudas el6allitasabdl szarmazo

8Ezen gondolatmenet és az 6rokjaradék jelenértékek Gsszehasonlitdsa mentén megmu-
tathatd, hogy ez altaldnossidgban azokban az esetekben all el6, amikor 8 > 7hyp/Texp-
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hasznokat is el tudja sajatitani.’ A szabadalom éppen egy olyan intézmény,
ami ezt lehetévé teszi.!? A hosszabb id6re sz616 szabadalmi védelem tehdt az
innovator szamara hosszabb idén keresztiil biztositja az innovaciobdl szarmazd
profitok elsajatitdasanak lehetOségét, és ezért nagyobb mértékii innovaciéra
sarkall. A szabadalmi védelem miatt el641l6 monopol piaci pozicié statikus jo-
1éti veszteséget okoz, a szabadalmi védelem lejaratakor viszont dinamikus jé-
1éti nyereség képzddik, mikor mindenki szabadon hozzaférhet a talalmanyhoz.
Mig az innovator célja az innovaicébol szarmazé lehet6 legtobb profit meg-
szerzése, a gazdasdgpolitika feladata a szabadalmi védelmi id6tartam (a sza-
badalom élettartama) olyan megvalasztasa, hogy az, figyelembe véve a stati-
kus jéléti veszteséget és a dinamikus joléti nyereséget, maximalis Gssztarsa-
dalmi jélétet biztositson.'!

John Fitzgerald Duffy (2005) néhény ponton eltér Nordhaus modelljétél,
de az alapvetd gondolata ugyanez. Az aldbbiakban nagy vonalakban vazolom
Duffy modelljét az innovécio és szabadalmi védelem Osszefiiggésérol. Tekint-
siik egy kozonséges joszag piacdt! A piacon tokéletes verseny uralkodik, min-
den vallalat ugyanakkora, konstans hatarkoltséggel tudja a termékét eloalli-
tani. A modellben vizsgdlt innovécié folyamatinnovacid, vagyis az innovacid
egyszerlien abbdl all, hogy alacsonyabb koltséggel valé termelést tesz lehetévé
az innovator szamara.

A Duffy éltal felvetett innovéciés modell hdrom fontos ponton tér el a
Nordhaus-altal hasznalttol. Eloszor is feltételezi a termékpiacon az id6ben
novekvo keresletet. Ez a novekvé kereslet id6ben névekvd bevételként je-
lenik meg az innovator szamara. A ndvekedés litemét a gazdasig altaldnos
novekedésének iitemével azonositja, és azzal a feltételezéssel él, hogy ez a
novekedési uitem alatta marad az aktualis kamatlabnak. Masodszor az egyes
innovaciok méretét adottnak és dllandonak tekinti. Ezt azzal magyarizza,
hogy az jitasok egy-egy tertileten 1épcsézetesen torténnek, és amint egy-egy
tjabb, kelléen nagy 1épést megtett egy innovator, az innovaciét maris sza-
badalmaztatja. Duffy modelljében tehat az innovacié mindig ugyanakkora
lépcsékben torténik, igy a szabadalmi védelem hosszanak valtoztatasa végsé

9Mig a tudasra altaldnossdgban jellemz8 a rivalizdlds technikai értelemben vett hidnya,

(az én tuddsom mennyisége nem csokken azzal, hogy valaki mas is tudja ugyanazt), gaz-
dasdgi értelemben valé rivalizdlds azonban létezhet (az én tuddsom értékét csokkenti, ha
més is tudja ugyanazt). A tuddst ezek a modellek azért tekintik kozjészdgnak, mert nincs
technikai értelemben rivalizdlds, a hasznok elsajatitdsa az innovator altal viszont éppen a
gazdasagi rivalizadlds miatt nem lehet tokéletes, még szabadalmi védelem mellett sem.

10Természetesen nem allithats, hogy szabadalmi védelem hijan egyaltaldn nem jonnének
létre innovacidk, hiszen az emberiség szamos wjitast feltaldlt mar a szabadalom intézmé-
nyének létrejotte elétt is (ami maga is egy innovéacié volt!). Egy innovacié hozadéka lehet
példaul szakmali elismerés is, amely szintén motivalhatja a potencidlis innovatort.

HNordhaus eredeti modellje szdmos fontos tényez6t hagy figyelmen kiviil, amelyek a
végeredményre mind befolydssal birhatnak. Az egyik legfontosabb ilyen tényezé taldn a
jové bizonytalansidga, példdul ami a kés6bbi idészakokban érvényes kamatldbakat vagy
éppenséggel az innovicié sikerességét illeti. Ez az eredeti valtozat hasonléképpen nem
épiti be a modellbe a potencidlisan megjelend imitacidkat (szabadalmi védelem szélessége),
vagy azt, hogy egy-egy innovéciét adott esetben tobb vallalat fejleszt parhuzamosan, de a
szabadalmat végil is csak egyetlen véllalat kaphatja meg (szabadalmi verseny). Az eredeti
modell kib&vitett valtozatairdl egy lehetséges csoportositast ad Nagy (2008).
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soron nem a létrejove innovacié méretét (koltségesebb, de nagyobb hozam-
mal kecsegtetd, vagy kisebb koltségii, de kisebb hozami lesz-e az innovécié),
hanem az allandé nagysagu 1jitds 1étrejovetelének idépontjat befolydsolja. A
valtozo szabadalmi élettartalomra valaszul nem nagyobb vagy kisebb tjitasok
jonnek létre, hanem a kovetkez6 lépcséfokot hamarabb vagy késébb 1épik
meg. A harmadik jellemzdje a modellnek, hogy figyelembe veszi a versengést
a kutatds-fejlesztés tertiletén is, ezért a profitmaximalizal6 cégeknek mindad-
dig érdemes el6rébb hozniuk az innovacié idépontjat, amig még pozitiv profi-
tot érhetnek el. Nordhaus modelljében egyetlen cég foglalkozott innovaciéval,
igy az adott szabadalmi élettartam mellett ez az egyetlen cég a profitmaxi-
mumban elérhetett akar pozitiv profitot is. A kutatéds-fejlesztést végzé cégek
kozotti verseny azonban ezt a profitlehetOséget eltiinteti.

A modell szerint az innovécié jéléti hozadéka elméletileg harom részbol
allhat: egyrészt H nagysigu jaradékot biztosit a feltalalonak a szabadalmi
élettartam alatt. Masrészt, ha a feltalalé nem tudja jaradékként elsajatitani a
teljes joléti hozadékot, akkor abbdl J nagysdgu hozam csordulhat til tovabbi
kiilsé szereploknek extern haszonként, illetve egy K része pedig a monopol-
hatalom megszlinését kovetden fogyasztdi tébbletté alakuld korabbi holtteher-
veszteség. Feltevés szerint Hy, Jy, Ko > 0, és idében az innovacié iranti ke-
reslettel azonos g itemben novekvék, vagyis H(t) = Ho-e9t, J(t) = Jo-e9¢ és
K(t) = Ko -e9t. Az innovécié T koltsége fiiggetlen az innovacié idépontjatdl.

A modell szerint tehat az innovatornak az adott L szabadalmi élettartam
mellett addig érdemes elébbre hozni az innovécié idépontjét (¢;), amig még
pozitiv profit realizalhaté. A szabadalmi verseny eltiinteti a profitot, igy az
optimumban a

tr+L
m(tr) = / Hoe =9t dt — [e~ T =0 (3)
tr

feltétel adédik. A feltétel els6 tagja az innovaciétdl a szabadalmi élettartam
lejartaig az innovator altal elsajatithato bevételek jelenre diszkontalt értéke,
mig a masodik tag az 0jitds megsziiletésekor vallaland6 koltségnek a jelen-
értéke. A modell az exponencidlis diszkontélas folytonos valtozatat alkalmaz-
za, ahol az alkalmazott diszkontfaktor 6 = e~"* (melyben r az exponencialis
kamatldb). A (3) egyenletet t;-re rendezve az innovacié idépontjéra az alabbi
Osszefiiggés adodik:

t = ém(HO ' (Il- Ere—_ (g)_ g)L)> (4)

Az optimalis innovéciés idépontrdl beldthatd, hogy dt; /0L < 0, vagyis hogy
a hosszabb szabadalmi élettartam korabbra hozza az innovécié idépontjat.
A (4) egyenlet tehdt az exogén valtozok nagysdganak fiiggvényében megmu-
tatja, hogy a profitmaximalizalé vallalat kiilonb6zé L szabadalmi élettarta-
mokhoz milyen ¢; idépontot valasztana az innovacié megvaldsitasara.

A modellben L névelése az innovacié idépontjat (¢7) egyértelmiien ko-
rébbra hozza a szabadalom lejaratdnak idépontjét (tg = ¢ty + L) viszont nem
noveli feltétleniil. Ezt mutatja az alabbi 2. dbra.
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tpty

tp=f+L ya

2. dbra. A minimaélis optimalis szabadalmi id6 és az optimalis szabadalmi id&.
Forrds: Duffy (2005), 3. o.

Az dbran a t; az innovaci6 véllalat altal valasztott idépontjat mutatja
a szabadalmi élettartam fiiggvényében (4)-nek megfeleléen. A Nordhaus-
modell feltételei szerint ez egybeesne az L tengellyel. A tp fiiggvény a sza-
badalom lejaratanak idejét mutatja a szabadalmi élettartam fiiggvényében.
A Nordhaus-modell szerint ez az &dbran lathaté 45°-ban emelkedd fliggvény
lenne, de Duffy modelljében ez egy eleinte csokkend, majd novekvo fiiggvény.
Amig a szabadalmi védelem hosszanak névelése kordabbra hozza a szabadalom
lejératdnak id6pontjét is, addig feltétleniil érdemes névelni L-et (az dbrén
L. jeloli, és Duffy minimélis optimdlis szabadalmi idének nevezi). A fen-
tebb emlitett atvaltas a statikus joléti veszteségek és a dinamikus joléti nyere-
ségek kozott csak ennél nagyobb L esetében jelenik meg. Az L ezen feliili n6-
velésébol szarmazé dinamikus jéléti nyereség, hogy a hamarabb bekovetkezo
innovacié miatt a tarsadalom korabbi idoponttdl kezdve jut hozz4a a J haszon-
hoz. A statikus j6léti veszteség pedig, hogy a késébb megsz{iné monopolhata-
lom miatt csak késébbi idoponttdl kezdve jutnak hozza a H + K tobblethasz-
nokhoz. Addig érdemes névelni L-et tehat, amig a névelés hasznainak disz-
kontdlt értéke meg nem egyezik a novelés koltségeinek diszkontalt értékével.

Ezt az abran L*-gal jelolt optimalis szabadalmi védelmi hosszusagot ki
lehet szamitani az innovaciébdl szarmazé Gsszes tarsadalmi jolét maximalizé-
ldsaval, figyelembe véve a véllalatok viselkedését. Az innovaciébdl szarmazd
Osszes tarsadalmi jolét jelenértéke

tr+L )
W, (L) :/ Joe_(”'e_g)t dt—l—/ (Jo + Hy + Ko)e_(”'e_g)t dt, (5)
tr tr+L

ahol az els6 tag a szabadalom élettartama alatti hozamok jelenértékét adja
meg, a masodik tag a szabadalom lejartaval szerezhetd joléti hozamok jelen-
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értékét mutatja. A tarsadalmi jéléthez még hozzatartozik az innovétor altal
elért Osszes jolét, de mivel a (3) feltételbdl tudjuk, hogy az innovator &ltal el-
sajatitott jaradékok jelenértékének és az innovacios koltség jelenértékének kii-
lonbsége 0, igy ezeket a tagokat kihagyva kaptuk a fenti egyszeribb fiiggvényt.
A gazdasigpolitikai déntéshozénak tehat gy kell meghataroznia L értékét,
hogy az innovaciébdl szarmazé tarsadalmi jolét maximalis legyen. A feltételt
felhasznalva megoldva a OW (L)/OL = 0 egyenletet a kovetkez6 Gsszeftiggés
adédik:

Jo _g-—r.B

Hy + Ky Te — g

, (6)

ahol B = e~ ("=9L_ Az egyenlet egyetlen viltozéja L, amire megoldhatd,
és megkapjuk beléle az L* optimdlis szabadalmi élettartamot. A 2. dbra
tantisdga szerint ez az optimadlis szabadalmi idé nagyobb, mint LY, . A
modellben csak akkor érdemes a szabadalmi védelmi idét tgy meghatarozni,
hogy ennél a minimélisan optimalis id6nél hosszabb legyen, vagyis hogy a
szabadalom végil is ne a lehetd leghamarabb jarjon le, ha mar a szabadalmi
védelmi id6 alatt szarmaznak kiils6 szerepléknek is hasznai a talalmanybdl,

vagyis ha J > 0.

4.2 A kvazi-hiperbolikus diszkontalas beillesztése a
modellbe

Jelen alfejezetben beillesztem a hiperbolikus diszkontalast Duffy fentebb be-
mutatott modelljébe és bemutatom, miért lehetséges és indokolt ez a modo-
sitds.

Az innovacié altal a tarsadalom szédmédra generalt jolétet két mindségileg
kiilénbozé részre bonthatjuk fel. Az egyik rész az innovator véllalat szaméra
generdlt, pénzben mérhetd jolétnévekmény (profit), a masik pedig a fogyasz-
ték dltal a (kozelebbi vagy tavolabbi) jovében realizdlandd, pénzben nem
mérhet6 fogyasztdi tobblet-névekmény.

Mi oka lenne egy vallalatnak arra, hogy ne exponencidlisan diszkontalja a
jovét? Az exponencidlis diszkontalasi modell egyik nagy sikere abban rejlik,
hogy a bankok ezt a fajta diszkontélast alkalmazzdk, mikor kamatot fizetnek
vagy kamatot szednek. A gazdasdgi realitdsok talajan 4116 vallalatoknak is igy
kell tehat szamolniuk, amikor jovébeli fizetési kotelezettségeiket vagy éppen
elmaradt hasznaikat veszik szamitdsba. Az exponencialis kamatlabat kellene
alkalmazniuk akkor is, amikor a megszerzett profitokat a bankban elhelyezik,
illetve akkor is, amikor a jovObeli profitjuk terhére hitelt szeretnének felvenni.

A fogyasztok azonban, a magatartds-gazdasagtani kisérletek tantsdga sze-
rint mentélisan mashogyan diszkontéljak a jovObeni hasznossdgokat. Vélasz-
tasaik még akkor sem teljesen Gsszeegyeztetheték az exponencidlis modell
elorejelzéseivel, ha tényleges jovobeli pénzhozamok kozott kell dontenitik.
A jovébeli fogyasztéi tobblet-novekmény azonban ennél jéval absztraktabb,
példaul abbdl a szempontbdl, hogy a jelenlegi fogyasztdi tobbletet nem lehet
bankba tenni és kamatoztatni, hasonloképpen a jovobeli fogyasztoi tobblet
terhére sem lehet hitelt felvenni.
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A nem-exponenciglis diszkontdldsnak a modellbe vald beillesztésénél hé-
rom dologra kell figyelemmel lenni. ElGszor is, a nem-exponencialis diszkon-
talast csak olyankor hasznalom, ha fogyasztékra vonatkozo jovobeli hasznos-
sdgok értékelésérdl van szé a modellben. Ahol azonban ténylegesen pénzben
kifejezheto, a véllalat szamara megjeleno jovobeli bevételekrdl, illetve kolt-
ségekrdl van szd, ott megtartom az eredeti exponencialis modellt.

Masodsorban annak ellenére, hogy, mint ahogyan fentebb is jeleztem,
a kvazi-hiperbolikus diszkontdlas diszkrét, és folytonos mdédon nem értel-
mezhetd, jelen tanulmanyban mégis egy folytonos kozelitéssel fogok élni, az
exponencidlis modell mintdjara, vagyis a kvazi-hiperbolikus diszkontfaktort
86! = Be~"* formdban haszndlom. Ez a modell azért nem értelmezhetd foly-
tonos valtozatban, mert a 0. és 1. id6szak kozotti erételjes diszkontdlas okan
nem lehet a diszkontfliggvényt folytonossd tenni. Az elsé idészaktdl kezdd-
déen azonban a kvézi-hiperbolikus diszkontédlds ugyanigy miikodik, mint az
exponenciglis. A potencidlisan kvazi-hiperbolikus médszerrel diszkontalandd
tényezOk mind az innovécié id6pontja utan jelentkeznek, tehat az emlitett
probléma csak akkor bir jelentséggel, ha az innovacié idépontja az 1. id6-
szakndl hamarabbra esik. (4) atalakitdsdval lathat6, hogy ez abban az eset-
ben kovetkezhet be, ha

1 g
L> In Ie .
Te =9 6g—m(7‘e—g)

Ellenérizhetd azonban, hogy a paraméterek Duffy dltal hasznélt értékei mel-
lett mind L, , mind pedig L* értékei kisebbek ennél.

Harmadsorban pedig, mivel a dontéshozok nem maguk a fogyasztok, ha-
nem az 6 jolétiiket figyelembe vevé dllam, ezért a nem-exponencidlis diszkon-
talasbol adodo idobeli inkonzisztencia nem jatszik szerepet a dontéshozasban.
A preferenciafordulds kovetkezménye itt éppenséggel a ,siettetés” — mint a
halogatas ellentéte — lenne: a korabban meghatarozott szabadalmi védelmi
idot a fogyasztok késébb szeretnék folyamatosan csOkkenteni, a lejaratot
fokozatosan elérébb hozva. Az allam azonban ebben a modellben a 0. id6-
pontban elkGtelezi magat egy szabadalmi élettartam mellett, amit ezutan az
id6 mulasaval nem valtoztat meg.

A viéllalatok szaméra tovabbra is adottsdgként jelenik meg az allam altal
meghatarozott L értéke, és ezen adottsdg mellett hatarozzak meg az innovécio
optimdlis idopontjat a nullprofit-feltevés mellett, tovabbra is az exponencialis
diszkontédlast alkalmazva. Az allam szdméra ebbdl kdvetkez6 feltétel tehdt
tovdbbra is véltozatlanul (3). Ugyanigy, mint az eredeti modellben, a vallalat
most is minden L értékhez meg tudja hatdrozni, mi lenne az optimalis ¢;
érték.

Az allam a maximélis jolét elérésére torekszik, mikdzben a véllalatok op-
timalizal6 viselkedését is figyelembe kell vennie. A maximalizdlandé jolét a
kvazi-hiperbolikus diszkontaldst haszndlva a megfeleld (a fogyasztdkra vonat-
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kozd) tagok esetén:

tr+L )
Wi(L) = /t JoBe =9t dt ¢ / L(JO+HO+KO)66_("h_g)tdt. (7)
I tr+

Felhasznalva a 2. fejezet tanulsidgait a kiillonb6z6 diszkontélasi modellek-
kel szamitott annuitas-jelenértékekkel kapcsolatban, kovetkeztethetiink arra,
hogy hogyan viszonyul egymdashoz W, (L) és Wy,(L). Az 1. és 2. fejezet ered-
ményei alapjan az a feltételezésem, hogy egyrészt minden egyéb valtozat-
lansaga mellett azonos t; fiiggvény esetén mas L érték fogja maximalizal-
ni a W.(L) j6létet, mint a Wy (L) jolétet. Masrészt, hogy a W, (L) jolétet
maximalizalé L attdl fiiggden lesz nagyobb vagy kisebb, mint a W, (L) jélétet
maximalizalé L, hogy az eredeti optimalis szabadalmi élettartam hosszabb
vagy rovidebb, mint a 2. fejezetben definialt 7.

5 Eredmények

Megoldva a OW},(L)/OL = 0 egyenletet a feltétel felhasznaldsdval, egy, az
eredetihez hasonlé kifejezést kapunk:
JO _9- TeB B}L
Hy+Ky re—g B’

(®)

melyben ismét B = e~ ("e=9L és B, = e ("9 Az egyenletbdl el6szor
is azonnal addédik, hogy ha a kvazi-hiperbolikus diszkontdlds paramétereit
ugy valasztjuk meg, hogy G = 1 és r, = re, akkor az eredeti exponencialis
diszkontalast kapjuk vissza, a fenti képletben a jobb oldalon szereplé masodik
tort értéke egy. fgy ugyanaz az eredmény addédik az optimalis szabadalmi
élettartamra. Jeldlje L** a szabadalmi védelmi idének azt a hosszat, amely
kielégiti az egyenletet abban az esetben, ha 8 < 1ésr;, < r.! Zart formulaval
ebben az esetben ugyan nem adhaté meg az optimalis szabadalmi élettartam,
de megvizsgilhatjuk L* és L** viszonyét. (6) és (8) Osszevetésével adddik,
hogy
g—reB* Jo _g—r.B” By
Te =g Hy + Ko re—g B™

vagyis
B**
_ eB* — _ eB** h .
g rB = (g -r.B") O
Tekintve, hogy B;*/B** mindenképpen nagyobb egynél,'? hisz

g (rn—g)L*
B}L — e — = e("'e_l"h)L** ,
B** e—(re—g)L

12Ez a tényezé ugyanis nem mds, mint a fentebb az annuitéds-jelenértékek Gsszehasonli-
tasanal kapott kifejezésben a zardjelben szerepld tényezs, a vizsgalt modellnek megfelel$
folytonos atértelmezéssel és az alkalmazott névekedési tényezdvel egyiitt.
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igy fenndll a kovetkezd egyenlGtlenség:

ok

B
g— TeB* = (g _TeB**)# >g— TeB** )

ahonnan

B* < B*™*.

Azt kapjuk tehat, hogy e~ (e =" < e=(re=9)L™ "ami csak tigy adédhat, ha
a jobb oldali kitevé nagyobb, mint a bal oldali, azaz

_(Te - g)L* < _(Te - g)L** y

ahonnan

L* > L.

Osszefoglalva tehat azt kapjuk, hogy a kvézi-hiperbolikus egyenletet igazza
tevé L** mindenképpen kisebb, mint az exponencidlis egyenletet igazza tevd
L*. Ha az optimalis szabadalmi id6 meghatarozasanal figyelembe akarjuk
venni, hogy a fogyasztdk a jovébeli hasznokat nem exponencialis médon disz-
kontaljak, akkor ceteris paribus egy rovidebb szabadalmi élettartamot kell
meghatdrozni, mintha exponencialis diszkontéldst tételeznénk fel réluk. Az
elsd feltevés tehat bebizonyosodott, Wy, (L) jélétet més L maximalizdlja, mint
a W.(L) jélétet. A masodik feltevés azonban nem igazolédott be, mivel a
kétféle médon szamitott optimalis szabadalmi élettartam mindig ugyanabba
az iranyba tér el egymastol.

Az aldbbi 8. dbra az optimalis szabadalmi idét mutatja az exponencialis,
illetve a kvazi-hiperbolikus diszkontalast alkalmazva. Az abran L* illetve L**
értékeit Jo/(Ho + Kp) kiilénbozd értékeihez rendelve dbrézoltam, mikézben
rogzitettem a novekedési titem, illetve a diszkontalasi paraméterek értékeit
g = 0,02, r. = 0,085 és r, = 0,045 értéken. Egy fontos probléma a kvazi-
hiperbolikus modellel kapcsolatban itt emlitend6 meg. Jdllehet 1éteznek
kisérletek, melyek a modellben alkalmazott hosszi tavi kamatlabat becs-
lik meg, ez a kamatldb valtozhat dontéshozérdl dontéshozéra, vagy akar a
dontési helyzettol fiiggden is. Mig az exponencidlis kamatlabat kezelhetjiik
mindenki és minden dontési helyzet szaméra allandé nagysagu adottsagként,
a kvazi-hiperbolikus kamatldbat aligha. Kérdéses, hogy aggregalhaté-e vala-
hogyan a kiilonb6z6 dontéshozdk dltal hosszi tavon alkalmazott kamatlab,
értelmezheté-e Gssztarsadalmi szinten annak nagysiga. Az altalam hasznalt
paraméterek véaltozasa a fliggvények egyméshoz valé viszonyat nem valtoztatja
meg mindaddig, amig teljesiilnek a modell feltevései, vagyis hogy r. > rp >
g > 0.
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3. abra. Az optimdlis szabadalmi élettartam hossza exponenciilis, illetve
kvézi-hiperbolikus diszkontalds mellett. Forrds: sajat szerkesztés

Az optimélis szabadalmi id§ meghatdrozdsanal donté tényezd Jo/(Ho +
Kj), a Duffy altal tdrsadalmi tobblet-hanyadnak (Social surplus ratio, Duffy
2005, 13. o.) nevezett mutaté. Ez az innovéciébdl a tarsadalom &ltal el-
sajatithaté tulesordulé hasznokkal van kapcsolatban. Az innovacié idésza-
konként J(t) tobblethasznot hoz az innovécié idSpontjatdél kezdbdben, és
tovabbi H(t) + K(t) tobblethasznot a szabadalom lejartatdl kezdve: e kettd
aranya a tarsadalmi tobblet-hdanyad. Ez a mutaté nulla értéket vesz fol, ha
Jo = 0, vagyis hogyha a taldlmanybdl extern hasznok nem szarmaznak: az
0jitas a szabadalmi védelem idészaka alatt csak az innovatornal eredményez
bevételeket. Ekkor az innovacié sszes elénye a fogyasztdk szamara csak a
szabadalom lejarta utén jelentkezik. Ennek az Gsszes elonynek a jelenértéke
pedig mind az exponencialis, mind a kvézi-hiperbolikus diszkontalast hasz-
nalva a fent emlitett L}, minimélisan optimadlis szabadalmi id6 esetében
lesz maximalis. Ez indokolja, hogy a 3. dbran mindkét fiiggvény fiiggdleges
tengelymetszete éppen a Duffy (2005, 12. o.) altal meghatdrozott LY, =
(Inr—Ing)/(r—g), a paraméterek altalam rogzitett értékei mellett 22,26 év.
A tarsadalmi tobblet-hdnyad névekedése azt jelenti, hogy egyre nagyobb a
szabadalom élettartama alatt megszerezheté hasznok nagysaga a szabadalom
lejarta utan szerezhetd tébblethasznokhoz képest, vagyis anndl érdemesebb
siettetni az innovaciét. Ennek megfeleléen az abran a tarsadalmi tobblet-
héanyad novekedése mind az exponencialis, mind a kvazi-hiperbolikus disz-
kontalds esetén noveli az optimalis szabadalmi élettartamot. A térsadalmi
tébblet-hanyadrdl Duffy azt irja (13. o.), hogy az altala haszndlt modellben,
ahol dgynevezett ,,run-of-the-mill” folyamat-innovaciokat vizsgdl, ennek a
nagysaga altaldban nulldhoz kozeli. Az ilyen innovacidk esetében egy mér
létez6 technologian hajtanak végre valamilyen kis 1épésnyi fejlesztést, és a
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hatékonyabb technolégia verseng a méar meglévével. A kvdazi-hiperbolikus
modell bevezetése és a ra jellemz6 alacsonyabb hossza tava kamatlab alkal-
mazasa ceteris paribus csokkenti az optimélis szabadalmi élettartamot, az
exponencidlis modell alkalmazasaval kapott optimalis élettartamhoz képest.
Megmutathaté ugyanakkor, hogy az exponencidlis modellnél maradva, és ab-
ban csokkentve a kamatlabat, az optimalis szabadalmi id6 novekedne. A
kiilonbség tehdt mindségi, nem csupan az alkalmazott alacsonyabb kamatlab
okozza. Az dbran bejeldltem a tarsadalmi tobblet-hdnyad egy tetszdleges
értékét, ezen értéknél a két fiiggvényérték kozti kiillonbség mutatja meg, hogy
mennyivel tér el egymastol L* és L**. Ahogyan a szamitasok is igazoltdk,
tetszbleges pozitiv tarsadalmi tobblet-hanyad esetén fenndll, hogy L* > L**.

A jelenség magyarazata a kvazi-hiperbolikus diszkontéléds idében névekvé
tiirelmességében rejlik. L novelése LY. folé korabbra hozza az innovacié
idejét, mig tavolabbra tolja a szabadalom lejartanak idejét. Visszatekintve a
2. 4dbrara az L* értékét ugy kaptuk meg L . -hez képest, hogy addig noveltiik
a szabadalmi védelem id6tartamét, amig a novelésbdl szarmazd koltségek
jelenértéke meg nem egyezett a novelésbdl szarmazd hasznok jelenértékével.
A kvézi-hiperbolikus esetben azonban ezeket az idében kés6bb jelentkezd
koltségeket a hosszu tavi nagyobb tiirelem miatt gyengébben, mig az id6ben
kozelebb jelentkez6 hasznokat a rovid tavi nagyobb tirelmetlenség miatt
erdsebben diszkontaljuk, mint az exponenciélis esetben. Ezért tehat az L
novelésébdl szarmazo hasznok és koltségek jelenértéke csak egy L*-nal kisebb
L** esetén lehet egyenlo.

Duffy tanulményaban tobb indokot is felsorol, amely miatt mégis érdemes
a szabadalom élettartamat a minimalisan optimalis szabadalmi élettartam-
ban meghatdrozni a ténylegesen optimalis mellett. Az egyik indoka éppen az
emlitett tarsadalmi tébblet-hanyad nehéz meghatarozasa, f6leg amennyiben
ezt egy ,,atlagos” innovéciéra kell meghatarozni. Masik érve, hogy megmu-
tathaté a modellbdl, hogy L7 . esetén az elérhetd tarsadalmi jélét legaldbb
70%-a az L* esetén, tehdt elvileg maximalisan elérhetd tarsadalmi jélétnek.
Ha a kvazi-hiperbolikus diszkontdlast alkalmazé modell optimalis szabadal-
mi élettartama L** < L*, akkor ez az ardany vélhetGen még kedvezobb. Ha a
kvazi-hiperbolikus diszkontaldsi modellt pozitiv és nem normativ modellként
alkalmazzuk, akkor a jelen cikk tanulsaga az optimalis szabadalmak Duffy-féle
modelljére nézve az, hogy a minimalisan optimalis szabadalmi élettartamot
alkalmazva a tényleges tarsadalmi jolét maximumatol kevesebbel tériink el,
mint azt az exponencidlis modell alkalmazasa sugallna.

6 Osszegzés

A magatartds-gazdasagtani kutatdsok azt mutatjik, hogy a fogyasztdk a pénz
idoértékét mashogyan kezelik, mint a hagyomanyos modellek azt feltételezik.
Az emberek fejében lezajlé mentdalis diszkontdlds az exponencidlis modell
helyett jobban megmagyardzhaté mas, alternativ modellekkel. A nem ex-
ponencialis diszkontalas egyik tiinete az idébeli inkonzisztencia, mely a halo-
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gatds problémajat okozza, és amely visszavezetheto a fogyasztok rovid tava
nagyobb tirelmetlensége és hosszi tavi nagyobb tiirelme kozotti konflik-
tusra. A tanulmény megmutatja, hogy egy alternativ diszkontalasi modell,
mint amilyen a kvazi-hiperbolikus, hogyan véltoztatja meg a jovobeli hasz-
nossagok, illetve hasznossdgaramldsok jelenértékét. A tanulmény célja, hogy
a bemutatott kiillonboz6séget beépitse egy nagyobb elméletbe. Az optimélis
szabadalmak elméletén keresztiil szemléltettem, hogy hogyan ragadhaté meg
a gazdasagpolitika szempontjabdl annak jelent6sége, hogy exponencidlis vagy
kvazi-hiperbolikus diszkontaldst tételeziink fel a fogyasztokrdl. Bemutattam,
hogy egy innovaciébdl szarmazd, nem pénzben megjelend tobblethasznokat
kvazi-hiperbolikusan diszkontalva a megallapitandé optimalis szabadalmi id6
ceteris paribus alacsonyabb lesz, mintha a pénzbeli hasznokra alkalmazott ex-
ponencialis diszkontast hasznalnank.

Az optimélis szabadalmak elmélete azonban csak egy a szamos lehetséges
alkalmazdsi teriilet koziil. A tanulmédnyban felvetett optimalizacids probléma
egy altalanosabb targykor, a Ramsey-problémdk egy fajtdja. A Ramsey-
problémak sordn a kormanyzat gy igyekszik valamilyen cselekvési paraméter
optimalis nagysaganak meghatarozasara, hogy bizonyos korlatozo feltételek
mellett maximaélis tdrsadalmi j6lét legyen elérhetd. Az dltalam bemutatott-
hoz hasonldéan tehat a kvazi-hiperbolikus diszkontalas beépithet6 akar olyan
tertileteken is, mint az optimalis addpolitika vagy a zsufoltsagra hajlamos
javak optimalis szabalyozasa.
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APPLYING QUASI-HYPERBOLIC DISCOUNTING TO THE THEORY
OF OPTIMAL PATENTS

Economic policy-making often entails trade-offs of immediate costs and long-run
benefits or immediate benefits and long-run costs. Neoclassical economics has a tool
for such decisions: present and future value calculations and the net present value
rule. Experimental economics, however, has criticised exponential discounting used
for these calculations. Based on experiments they propose, in the sense of more
psychological realism, alternatives to the exponential model: hyperbolic and quasi-
hyperbolic models. These alternative discounting models may offer explanation for
the time-inconsistent behaviour of consumers, when they change their decision or
valuation solely because of time elapsing. The aim of this paper is twofold. First it
aims at reviewing the various discounting models and the connections between them
and at pointing out that their differences can give rise to differences in comparing
the present value of single pay-offs, and an even more empathic difference when
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used for calculating present value from flows of yields. The literature has not yet
applied the hyperbolic and quasi-hyperbolic models to this field. Second it aims
at showing the relevance of the difference between discounting models to economic
policy. I will show, using the theory of optimal patents, that applying a non-
exponential discounting model will result in a different optimal patent life, and
thereby a different recommendation for economic policy-makers.

Keywords: quasi-hyperbolic discounting, optimal patents, annuity



CONTENTS

AGOSTON, KOLOS CSABA: Cash Flow Management with glpk Software.........
FARAGO, MIKLOS: Expected Duration of Marriage and of Post-Marital Survival . .

KOSZTYAN, ZSOLT TIBOR — HEGEDUS, CSABA: Risk-based Measurement
Uncertainty Treating in Industrial Conformance Assessment Decisions . ...........

NAGY, BENEDEK: Applying Quasi-hyperbolic Discounting to the Theory of
Optimal Patents . .. ... ..t i e e e e



TARTALOM

AGOSTON KOLOS CSABA: Készpénz optimalizdlas glpk program haszndalataval. . .
FARAGO MIKLOS: A héazasségok varhaté tartama és talélése. ... ...............

KOSZTYAN ZSOLT TIBOR — HEGEDUS CSABA: A mérési bizonytalansig
kockdazat alapui kezelése megfeleléségi dontésekben ipari koriilmények kozott. . ... ...

NAGY BENEDEK: A kvézi-hiperbolikus diszkontélds alkalmazédsa az optimalis
szabadalmak elméletében . ... ... . e



SZIGMA
Matematikai-kozgazdasagi folydirat

A Gazdasagmodellezési Tarsasag lapja

Foszerkeszto:

BESSENYEI ISTVAN
PTE Kozgazdasagtudomanyi Kar, H-7622 Pécs, Rakdczi it 80.
Tel.: 72/501-599, Fax: 72/501-553
e-mail: essenyei@ktk.pte.hu

TarsszerkesztOk:

FULOP JANOS
e-mail: fulop@oplab.sztaki.hu

HUNYADI LASZLO
e-mail: laszlo.hunyadi@office.ksh.hu

KOMLOSI SANDOR
e-mail: komlosi@ktk.pte.hu

KOVACS ERZSEBET

e-mail: erzsebet.kovacs@uni-corvinus.hu

VIZVARI BELA

e-mail: vizvariQcs.elte.hu

Szerkesztébizottsag:

CSERHATI ILONA, FORGO FERENC, LIGETI CSAK, MELLAR TAMAS,
MESZENA GYORGY, SISAKNE FEKETE ZSUZSA, SZEP KATALIN,
TEMESI JOZSEF, VOROS JOZSEF

Terjeszti a Gazdasagmodellezési Tarsasag. A kiadvany megjelenését az MTA
Ko6nyv- és Folyéiratkiadé Bizottsdga tamogatta.

ISSN 0039-8128

Www.szigma.ktk.pte.hu





