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A M¶ER¶ESI BIZONYTALANS¶AG KOCK¶AZAT ALAP¶U
KEZEL¶ESE MEGFELEL}OS¶EGI DÄONT¶ESEKBEN IPARI

KÄORÄULM¶ENYEK KÄOZÄOTT1

KOSZTY¶AN ZSOLT TIBOR { HEGED}US CSABA
Pannon Egyetem

A m¶er¶esi bizonytalans¶ag ¯gyelembev¶etele a kÄulÄonbÄoz}o vizsg¶al¶o ¶es tan¶us¶³t¶o
laborat¶oriumokban a napi rutin r¶esze. Tanulm¶anyunkban r¶avil¶ag¶³tunk, hogy
ipari kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott (¶allapotfÄugg}o karbantart¶as, ¶atv¶eteli vagy gy¶art¶as-
kÄozi megfelel}os¶eg-ellen}orz¶es eset¶en) is fontos lehet a m¶er¶esi bizonytalans¶ag ke-
zel¶es¶enek be¶ep¶³t¶ese a megfelel}os¶egi dÄont¶esekbe, ha nagy ez a bizonytalans¶ag,
vagy nagy vesztes¶eget okozhatnak a hib¶as dÄont¶esek. Azonban az eddigi aj¶an-
l¶asokkal ¶es gyakorlattal szemben nem megb¶³zhat¶os¶ag alapon, hanem kock¶azat
alapon kezeljÄuk bizonytalans¶agot. L¶etrehoztunk egy olyan m¶odszert, amely
a dÄont¶esi kimenetelekhez tartoz¶o kÄolts¶egek ¶es bev¶etelek valamint a folyamat-
jellemz}ok alapj¶an megadja az optim¶alis elfogad¶asi hat¶art. Bemutatjuk, hogy
m¶odszerÄunk alapj¶an az optim¶alis elfogad¶asi hat¶ar analitikus sz¶am¶³t¶asokkal ¶es
szimul¶aci¶okkal is meghat¶arozhat¶o.

1 Bevezet¶es

A m¶er¶esi eredm¶eny bizonytalans¶ag¶anak meghat¶aroz¶as¶aval ¶es ennek a bizony-
talans¶agnak a ¯gyelembev¶etel¶evel legink¶abb a vizsg¶al¶o ¶es tan¶us¶³t¶o labora-
t¶oriumok foglalkoznak a mai napig. Azonban a Guide to the Expression
of Uncertainty in Measurement [1] (rÄoviden: GUM) aj¶anl¶as l¶etrehoz¶as¶aval
elkezd}odÄott egy szeml¶eletv¶alt¶as, melynek kÄoszÄonhet}oen az ipari folyamatok
sor¶an hozott dÄont¶esekben is szerepet kapott a m¶er¶esi bizonytalans¶ag ismerete
¶es ¯gyelembev¶etele. A m¶er¶esi bizonytalans¶ag ¯gyelembev¶etele fontos minden
nagy kock¶azattal j¶ar¶o, m¶er¶esre alapozott dÄont¶es meghozatal¶aban, teh¶at nem
csak akkor, ha nagy a m¶er¶esi bizonytalans¶ag, hanem akkor is, amikor a hib¶as
dÄont¶es okozta vesztes¶egek jelent}osek.

A bizonytalans¶agot tÄobbf¶elek¶eppen ¶ertelmezhetjÄuk [2-4] a fuzzy-halma-
zokra ¶epÄul}o, illetve a val¶osz¶³n}us¶egelm¶eleti a k¶et legink¶abb elterjedt megkÄoze-
l¶³t¶es. Hab¶ar a m¶er¶esi bizonytalans¶ag kifejezhet}o fuzzy-logikai megkÄozel¶³t¶essel
is [5-10] ahol a m¶er¶esi eredm¶enyek sz¶or¶od¶as¶at a tags¶agi fÄuggv¶enyekkel jelle-
mezhetjÄuk, mi a k¶et megkÄozel¶³t¶es kÄozÄul a val¶osz¶³n}us¶egelm¶eletit alkalmazzuk
a tov¶abbiakban.

A GUM-ban le¶³rt m¶odszer alapj¶an a m¶er¶esi bizonytalans¶ag k¶etf¶elek¶eppen
jellemezhet}o: Jellemezhet}o eloszl¶ask¶ent a sz¶or¶as nagys¶ag¶aval kifejezve (stan-

1Be¶erkezett: 2011. febru¶ar 9. E-mail: hegeduscs@gtk.uni-pannon.hu.



44 Koszty¶an Zsolt Tibor { Heged}us Csaba

dard bizonytalans¶ag2 { standard uncertainty). Ha tÄobb t¶enyez}ob}ol ad¶odik a
bizonytalans¶ag eloszl¶asa, akkor ered}o standard bizonytalans¶agnak (combined
standard uncertainty) nevezzÄuk. Valamint megadhat¶o intervallumk¶ent (kiter-
jesztett bizonytalans¶ag { expanded uncertainty), mely intervallum sugar¶at a
sz¶or¶as (illetve a sz¶or¶assal jellemzett ered}o standard bizonytalans¶ag) ¶es egy k
kiterjeszt¶esi t¶enyez}o szorzatak¶ent kapjuk.

2 A m¶er¶esi bizonytalans¶ag kezel¶ese dÄont¶esekben

A GUM [1] ¶altal javasolt ¶es a szabv¶anyokba, aj¶anl¶asokba [11-17] ¶atemelt
kiterjesztett bizonytalans¶ag ¶es a gyakorlatban haszn¶alt k = 2 kiterjeszt¶esi
t¶enyez}o ¶ert¶ek csak abban az esetben eredm¶enyez 95;45%-os megb¶³zhat¶os¶agi
szintet, ha az ered}o bizonytalans¶ag norm¶alis eloszl¶ast kÄovet [18,19], ett}ol
elt¶er}o esetben al¶a vagy fÄol¶e becsÄulhetjÄuk a megb¶³zhat¶os¶agi szintet. Ez¶ert
szÄuks¶eges a bizonytalans¶agot val¶osz¶³n}us¶egi eloszl¶ask¶ent kezelni nem csak a
m¶er¶esi eredm¶enyek sz¶or¶as¶at, illetve annak kiterjeszt¶es¶et tekinteni a m¶er¶esi
eredm¶enyekre alapozott dÄont¶esekn¶el, valamint a dÄont¶esek kÄovetkezm¶eny¶et is
¯gyelembe venni, kock¶azat alapon dÄonteni [20,21].

Pendrill [22] a c¶elnak val¶o megfelel¶es (¯tness for purpose) alapgondo-
lat¶at terjesztette ki a m¶er¶esi bizonytalans¶ag kezel¶es¶ere, mely kiterjeszt¶es
szerint meg kell tal¶alni az egyens¶ulyt a m¶er¶esi kÄolts¶egek ¶es hib¶as dÄont¶esek
kock¶azata kÄozÄott. Pendrill a m¶er¶esÄugy joghat¶assal j¶ar¶o m¶er¶esek (legal metrol-
ogy) terÄulet¶ere korl¶atozta az elemz¶es¶et; a vizsg¶alat, a vizsg¶alati eredm¶eny
maxim¶alisan megengedhet}o bizonytalans¶ag¶aval foglalkozott, nem pedig azzal,
hogy ismert bizonytalans¶ag¶u m¶er¶es eset¶en milyen dÄont¶esi szab¶alyt alkossunk
egy term¶ek vagy folyamat megfelel}os¶eg¶er}ol.

Forbes [23] a megfelel}os¶eg ¶ert¶ekel¶est m¶ar Bayes-dÄont¶esk¶ent kezelte, a
cselekv¶eseket kieg¶esz¶³tette az ¶ujram¶er¶essel ¶es ¶³gy hat¶arozta meg a m¶er¶esi
eredm¶enyhez kapcsol¶od¶o legkisebb kÄolts¶eg}u cselekv¶esi v¶altozatot. Azonban a
kÄolts¶egekn¶el nem sz¶amolt a helyes dÄont¶esek kÄolts¶eg¶evel, ¶³gy a gyakorlatban
el¶erhet}o optimumt¶ol elt¶er}o eredm¶enyeket kapott.

3 A m¶er¶esi bizonytalans¶ag kock¶azat szempont¶u
kezel¶ese

Olyan m¶odszert dolgoztunk ki, amelyben a kor¶abbi megkÄozel¶³t¶esekkel [1,11-
17,22,23] szemben a t¶enyleges ¶ert¶ek ¶es a m¶er¶esi bizonytalans¶ag eloszl¶asa nem
felt¶etlenÄul szimmetrikus, ez¶ert k¶et kÄulÄon intervallumot hat¶arozunk meg a
m¶er¶esi eredm¶enyhez illesztve. Ezek az ¶uj intervallumok m¶ar nem a sz¶or¶as

2a Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement az Orsz¶agos M¶er¶esÄugyi
Hivatal ¶altal k¶esz¶³tett hiteles ford¶³t¶asa alapj¶an a ,,standard bizonytalans¶ag egy m¶er¶es
eredm¶eny¶enek bizonytalans¶aga sz¶or¶ask¶ent kifejezve" ¶es a ,,kiterjesztett bizonytalans¶ag a
m¶er¶esi eredm¶eny kÄorÄuli olyan tartom¶anyt meghat¶aroz¶o mennyis¶eg, amelyt}ol elv¶arhat¶o,
hogy a m¶erend}o mennyis¶egnek ¶esszer}uen tulajdon¶³that¶o ¶ert¶ekek eloszl¶as¶anak egy nagy
h¶anyad¶at mag¶aba foglalja"
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tÄobbszÄorÄosek¶ent sz¶am¶³t¶odnak, hanem a dÄont¶esi hib¶ak kÄovetkezm¶enyeinek ¶es
bekÄovetkez¶esi val¶osz¶³n}us¶eg¶enek fÄuggv¶eny¶eben. Teh¶at a m¶ert ¶ert¶ekhez egy
KLSL als¶o ¶es KUSL fels}o intervallum ad¶odik, melyek hossz¶at ¶ugy hat¶arozzuk
meg, hogy a dÄont¶es kock¶azata minim¶alis legyen (1. ¶abra). ¶Igy tulajdonk¶eppen
a m¶er¶esi pontok helyett intervallumot vizsg¶alunk a hat¶arok kÄozÄott, ami ekvi-
valens megold¶as azzal, hogy ezekkel az intervallumokkal sz}uk¶³tjÄuk a hat¶arokat.

1. ¶abra. Megfelel}os¶eg ¶ert¶ekel¶ese, ha a m¶er¶esi pontok helyett intervallumokat alkalmazunk (bal
oldal), illetve az ezzel ekvivalens megold¶as, a hat¶arok m¶odos¶³t¶asa az intervallumok nagys¶ag¶aval

(jobb oldal)

Felt¶etelezzÄuk, hogy ismert az x vizsg¶alt jellemz}o t¶enyleges ¶ert¶ek¶enek elosz-
l¶asa (az eloszl¶as t¶³pusa ¶es param¶eterei) a kor¶abbi m¶er¶esekb}ol, ¶es az m m¶er¶esi
hiba eloszl¶asa, a m¶er}om}uszer kalibr¶al¶asi jegyz}okÄonyv¶eb}ol. A folyamat, beren-
dez¶es, vagy term¶ek megfelel}os¶eg¶er}ol a kett}o Äosszegek¶ent megjelen}o y = x+m
m¶ert ¶ert¶ek alapj¶an dÄontÄunk. Akkor tekintjÄuk megfelel}onek a folyamatot, ha
a vizsg¶alt jellemz}o egy als¶o LSL (Lower Speci¯cation Limit) ¶es fels}o USL
(Upper Speci¯cation Limit) speci¯k¶aci¶os hat¶ar kÄoz¶e esik, LSL · y · USL.
Abban az esetben, ha csak egyoldali speci¯k¶aci¶os hat¶arunk van, akkor a
fÄolÄosleges hat¶ar elhagyhat¶o a modellb}ol. T¶enylegesen csak akkor megfelel}o
a vizsg¶alt jellemz}o, ha t¶enyleges x ¶ert¶eke esik a speci¯k¶aci¶os hat¶arok kÄoz¶e,
LSL · x · USL.

A m¶er¶esi hiba miatt a n¶egy esetet kÄulÄonbÄoztetÄunk meg a t¶enyleges meg-
felel}os¶eg ¶es a meghozott dÄont¶es kombin¶aci¶ojak¶ent (1. t¶abl¶azat). Ha nincs
beavatkoz¶asra szÄuks¶eg, de a m¶ert ¶ert¶ek ennek ellenkez}oj¶et mutatja, akkor
fÄolÄoslegesen avatkozunk be, els}ofaj¶u hib¶at v¶etÄunk. Ha a vizsg¶alt jellemz}o
val¶oj¶aban nem megfelel}o, de ezt a m¶er¶esi hiba miatt nem vesszÄuk ¶eszre, ¶es elfo-
gadjuk (azaz nem avatkozunk be) akkor m¶asodfaj¶u hib¶at v¶etÄunk. DÄont¶esÄunk
akkor helyes, ha a nem megfelel}o folyamatba avatkozunk be vagy hagyjuk
tov¶abb futni a j¶o folyamatot.

Fedezet DÄont¶es
Nem tÄort¶ent karbantart¶as/
beavatkoz¶as (1)

Karbantart¶as/beavatkoz¶as
tÄort¶ent (0)

T¶eny: Nem szÄuks¶eges kar-
bantart¶as/beavatkoz¶as (1)

¼11 = r11 ¡ c11
Helyes elfogad¶as

¼10 = r10 ¡ c10
Felesleges beavatkoz¶as

T¶eny: Karbantart¶as / be-
avatkoz¶as szÄuks¶eges (0)

¼01 = r01 ¡ c01
Helytelen elfogad¶as

¼00 = r00 ¡ c00
Helyes beavatkoz¶as

1. t¶abl¶azat. Fedezetek alakul¶asa a dÄont¶es ¶es a t¶eny¶allapot fÄuggv¶eny¶eben
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y
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A n¶egy esethez cij kÄolts¶egeket rendelhetÄunk, melyek a m¶er¶esek elv¶egz¶es¶e-
t}ol, a term¶ek ¶es szolg¶altat¶as l¶etrehoz¶as¶ab¶ol ¶es a meghozott dÄont¶es alapj¶an v¶eg-
rehajtott cselekv¶esekt}ol fÄuggenek. Az¶ert, hogy az alternat¶³v¶ak v¶alaszt¶asakor
elmaradt hasznokkal is sz¶amolni tudjunk a cij kÄolts¶egek mellett, az egyes

esetek rij bev¶eteleit is sz¶amba vettÄuk. ¶Igy a bev¶etelek ¶es kÄolts¶egek kÄulÄonb-
s¶egek¶ent megjelen}o ¼ij = rij ¡ cij fedezettel sz¶amolunk. Nem felt¶etlenÄul lesz
a n¶egy esetre n¶egy kÄulÄonbÄoz}o kÄolts¶egÄunk. Az el}o¶all¶³t¶as ¶es a m¶er¶es kÄolts¶ege
minden esetben jelen van, hisz ez megel}ozi a dÄont¶est. A selejtez¶es vagy a
tov¶abbi felhaszn¶al¶as, ¶ert¶ekes¶³t¶es kÄolts¶ege m¶ar a dÄont¶es kÄovetkezm¶enye. A
bev¶eteleket is ¯gyelembe v¶eve a fedezetek m¶ar val¶osz¶³n}uleg mind a n¶egy eset-
ben kÄulÄonbÄoznek, b¶ar ez nem felt¶etele a m¶odszerÄunknek. Ahogy azt majd a
k¶es}obbiekben bemutatjuk, az adott t¶eny¶allapothoz tartoz¶o helyes ¶es helytelen
cselekv¶esekhez tartoz¶o kimenetelek fedezetkÄulÄonbs¶ege, illetve ezek ar¶anya lesz
az optim¶alis dÄont¶esi szab¶aly kialak¶³t¶as¶an¶al m¶ervad¶o.

Legyen az x t¶enyleges ¶ert¶ek eloszl¶as¶anak s}ur}us¶egfÄuggv¶enye f(x), az m
m¶er¶esi hib¶a¶e pedig g(m). TegyÄuk fel, hogy a k¶et eloszl¶as egym¶ast¶ol fÄuggetlen,
¶³gy az egyÄuttes eloszl¶as s}ur}us¶egfÄuggv¶enye a kett}o szorzatak¶ent kaphat¶o. Mivel
fÄuggetlen a m¶er¶esi hiba a t¶enyleges ¶ert¶ekt}ol, ez¶ert ¶abr¶azolhatjuk }oket egy
der¶ekszÄog}u koordin¶atarendszer k¶et tengely¶en (l¶asd 2. ¶abra). A koordin¶a-
tarendszer pontjai pedig a lehets¶eges m¶er¶esi eredm¶enyek. Azonos m¶er¶esi
eredm¶eny tÄobb (elm¶eletileg v¶egtelen sok) t¶enyleges ¶ert¶ek { m¶er¶esi hiba p¶a-
ros¶³t¶asb¶ol is sz¶armazhat, ¶³gy az azonos y m¶ert ¶ert¶ekek egy -1 meredeks¶eg}u
egyenesen helyezkednek el. Amikor el}o¶³rt (speci¯k¶aci¶os) hat¶arokat adunk
meg azokat a t¶enyleges x ¶ert¶ekre vonatkoztatjuk, de ellen}orz¶eskor csak az
y m¶ert ¶ert¶ekek ¶allnak rendelkez¶esÄunkre. Ennek megfelel}oen az x = LSL ¶es
x = USL hat¶arok fÄugg}oleges egyenesk¶ent, m¶³g az y = LSL ¶es y = USL
hat¶arok -1 meredeks¶eg}u egyenesekk¶ent jelennek meg.

A 2. ¶abra bal oldal¶an az 1. t¶abl¶azatban bemutatott n¶egy eset l¶athat¶o: a
sra®ozott paralelogramma a helyes elfogad¶as esete, az y ¶es az x ¶ert¶ek is a
speci¯k¶aci¶os hat¶arok kÄozÄott van. A szÄurke terÄuletek (LSL · y · USL ¶es
x · LSL vagy USL · x) a m¶asodfaj¶u hiba eseteit fedik le, a fekete r¶eszek-
kel pedig az els}ofaj¶u hib¶at jelÄoltÄuk. A negyedik eset a sz¶³nezetlenÄul maradt
terÄuletekhez tartoz¶o helyes beavatkoz¶as esete.

A fedezet v¶altoztat¶as¶ahoz az elfogad¶asi/beavatkoz¶asi dÄont¶eseket kell m¶o-
dos¶³tani. Legyen KL az als¶o ¶es KU a fels}o hat¶arhoz tartoz¶o m¶odos¶³t¶as
m¶ert¶eke. A KL ¶es KU korrekci¶os tagok pozit¶³v ¶ert¶eke az elfogad¶asi hat¶arok
sz}uk¶³t¶es¶et, a negat¶³v ¶ert¶eke pedig a hat¶arok t¶ag¶³t¶as¶at, laz¶³t¶as¶at jelenti. Ha az
egyes esetekhez tartoz¶o fedezeteket s¶ulyozzuk az esetek bekÄovetkez¶esi val¶o-
sz¶³n}us¶eg¶evel, a fedezetmaximaliz¶al¶o c¶elfÄuggv¶eny az al¶abbi m¶odon ¶³rhat¶o fel:

¦(KL; KU ) = ¦(0) + ¢¦(KL; KU ) ! max : (1)

A ¦(0) a korrekci¶o n¶elkÄuli (KL = KU = 0) v¶arhat¶o fedezet, ¢¦(KL;KU )
pedig a KL ¶es KU korrekci¶os tagokt¶ol fÄugg}o v¶altoz¶as ebben a v¶arhat¶o fe-
dezetben. Itt tulajdonk¶eppen egy kock¶azat jelleg}u ¶ert¶eket kapunk, hiszen
val¶osz¶³n}us¶eget szorzunk a kÄovetkezm¶eny p¶enzben kifejezett ¶ert¶ek¶evel, de a
kock¶azat negat¶³v kicseng¶ese miatt a v¶arhat¶o fedezet elnevez¶est haszn¶aljuk.
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2. ¶abra. A dÄont¶esek kimenetel¶enek 4 esete (bal oldalon) ¶es a hat¶arok m¶odos¶³t¶asa ¶altal ¶erintett
terÄuletek (jobb oldalon)

A v¶arhat¶o fedezet maximaliz¶al¶ashoz elegend}o a ¢¦(KL; KU ) v¶arhat¶o
fedezetv¶altoz¶as maximaliz¶al¶asa, mely a kÄovetkez}ok¶eppen n¶ez ki:

¢¦(KL;KU) =

= (¼00 ¡ ¼01)
LSLZ

¡1

µ LSL+KL¡xZ

LSL¡x

f(x)g(m)dm+

USL¡xZ

USL¡KU¡x

f(x)g(m)dm

¶
dx+

+ (¼10 ¡ ¼11)
USLZ

LSL

µ LSL+KL¡xZ

LSL¡x

f(x)g(m)dm+

USL¡xZ

USL¡KU¡x

f(x)g(m)dm

¶
dx+

+ (¼00 ¡ ¼01)
+1Z

USL

µ LSL+KL¡xZ

LSL¡x

f(x)g(m)dm+

USL¡xZ

USL¡KU¡x

f(x)g(m)dm

¶
dx! max :

(2)

Abban az esetben, amikor vizsg¶alt karakterisztika eltol¶odik, elegend}o azt a
speci¯k¶aci¶os hat¶art ¯gyelembe venni, amelyik fel¶e az eltol¶odott folyamat tart.
¶AllapotfÄugg}o karbantart¶as eset¶en jellemz}o, hogy a kop¶as, anyagf¶arad¶as vagy
valamilyen degrad¶aci¶o miatt trend jelenik meg a vizsg¶alt karakterisztika le-
fut¶as¶aban. Illetve el}ofordulhat, hogy a csak egy minimum vagy maximum
¶ert¶eket¶³rnak el}o, amit nem l¶ephet ¶at a folyamatjellemz}o, ekkor ¶ertelemszer}uen
csak ezt az egy hat¶art kell ¯gyelembe venni a dÄont¶es sor¶an. Csak als¶o hat¶ar
l¶etez¶ese eset¶en az ¶altalunk vizsg¶alt tartom¶anyok az ¶abr¶an l¶athat¶o m¶odon
v¶altoznak (3. ¶abra).

 

LSL
USL

LSL

USL

y=USL

y=LSL

x

m

LSL
USL

LSL

USL

y=USL

y=LSL

x

m

y=USL-K

y=LSL+K
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3. ¶abra. A ¢¦(K) ¶altal ¶erintett terÄuletek, ha csak egy als¶o el}o¶³rt hat¶ar van

Az y = LSL + K egyenes fÄolÄott elhelyezked}o pontok mind az elfogad¶asi
tartom¶anyba tartoznak, de csak az x = LSL fÄugg}oleges egyenest}ol jobbra es}o
pontok a t¶enylegesen megfelel}oek. Ugyan¶³gy az y = LSL + K egyenes alatti
pontok eset¶eben elv¶egezzÄuk a karbantart¶ast, de csak a x < LSL esetben
volna ez szÄuks¶eges. A v¶arhat¶o fedezetv¶altoz¶as egyenlete az al¶abbi m¶odon fog
kin¶ezni:

¢¦(K) = (¼00 ¡ ¼01)

Z LSL

¡1

Z LSL+K¡x

LSL¡x

f(x)g(m) dmdx +

+ (¼10 ¡ ¼11)

Z +1

LSL

Z LSL+K¡x

LSL¡x

f(x)g(m) dmdx ! max

(3)

¢¦(K) = (¼00 ¡ ¼01)

Z LSL

¡1
f(x)

¡
G(LSL + K ¡ x) ¡ G(LSL ¡ x)

¢
dx ¡

¡ (¼11 ¡ ¼10)

Z +1

LSL

f(x)
¡
G(LSL + K ¡ x) ¡ G(LSL ¡ x)

¢
dx ;

(4)
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ahol G(m) a g(m) fÄuggv¶eny hat¶arozatlan integr¶alja. Bederiv¶alunk az in-
tegr¶aljel mÄog¶e:

@¢¦(K)

@K
= (¼00 ¡ ¼01)

Z LSL

¡1
f(x)g(LSL + K ¡ x) dx ¡

¡ (¼11 ¡ ¼10)

Z +1

LSL

f(x)g(LSL + K ¡ x) dx = 0

(5)

(¼00¡¼01)

LSLZ

¡1

f(x)g(LSL+K¡x) dx = (¼11¡¼10)

+1Z

LSL

f(x)g(LSL+K¡x) dx

(6)
Ha a (¼00 ¡ ¼01) ¶es a (¼11 ¡ ¼10) kÄulÄonbs¶egek kÄozÄul egyik sem nulla, akkor a
kÄovetkez}o egyenlet ¶³rhat¶o fel:

¼00 ¡ ¼01

¼11 ¡ ¼10
=

R +1
LSL

f(x)g(LSL + K ¡ x) dx
R LSL

¡1 f(x)g(LSL + K ¡ x) dx
: (7)

A K ¶ert¶eke innen m¶ar numerikusan kisz¶am¶³that¶o. Ha a (¼00 ¡ ¼01) ¶es
a (¼11 ¡ ¼10) kÄulÄonbs¶egek kÄozÄul az egyik nulla, akkor a m¶asik kÄulÄonbs¶eg
el}ojele alapj¶an hozzuk meg a dÄont¶esi szab¶alyt. Ebben az esetben vagy min-
den term¶eket tov¶abbengedÄunk, vagy mindet visszautas¶³tjuk. Ha mindk¶et
kÄulÄonbs¶eg nulla, az azt jelenti, hogy b¶arhogy is dÄontÄunk, azonos fedezetre
sz¶am¶³thatunk a term¶ek t¶enyleges megfelel}os¶eg¶et}ol fÄuggetlenÄul. Mivel a gya-
korlatban ez a legritk¶abban fordul el}o, a legval¶osz¶³n}ubb, hogy nem vettÄunk ¯-
gyelembe valamilyen kÄolts¶eg vagy bev¶etel t¶enyez}ot. A (¼00¡¼01) kÄulÄonbs¶eget
¶ertelmezhetjÄuk ¶ugy, mint a m¶asodfaj¶u dÄont¶esi hiba vesztes¶eg¶et a helyes dÄon-
t¶eshez k¶epest, a (¼11 ¡ ¼10) kÄulÄonbs¶eg pedig az els}ofaj¶u hiba vesztes¶eg¶et
jelentheti a t¶eny¶allapothoz tartoz¶o helyes dÄont¶eshez k¶epest.

JelÄolje az f ¢ g s}ur}us¶egfÄuggv¶enyt h, melyhez tartoz¶o eloszl¶as H, ekkor:

¼00 ¡ ¼01

¼11 ¡ ¼10
=

1 ¡ H(LSL)

H(LSL)
; (8)

H(LSL) =
¼11 ¡ ¼10

¼11 ¡ ¼10 + ¼00 ¡ ¼01
= q ; (9)

A (9) egyenlet jobb oldala (q) csak nulla ¶es egy kÄozÄotti ¶ert¶eket vehet fel,
mivel a bal oldalon egy eloszl¶asfÄuggv¶eny van. Ha a q > 1, akkor ¼01 > ¼00,
azaz a nem megfelel}o term¶eket ki¯zet}od}obb elfogadni, mint visszautas¶³tani,
ez¶ert minden term¶eket elfogadunk (K = ¡1). Ha a (9) jobb oldal¶an l¶ev}o
kifejez¶es negat¶³v, akkor k¶et esettel sz¶amolhatunk: Ha a sz¶aml¶al¶o pozit¶³v,
akkor ¼11 > ¼10 ¶es ¼01 > ¼00, ¶³gy minden elfogad¶as jÄovedelmez}obb a vissza-
utas¶³t¶asn¶al (K = ¡1), ha a sz¶aml¶al¶o negat¶³v, akkor ¼11 < ¼10 ¶es ¼01 < ¼00,
teh¶at minden visszautas¶³t¶as kedvez}obb az elfogad¶asn¶al (K = 1). Az ut¶obbi
eset azt jelenten¶e, hogy nem ¶erdemes a term¶eket gy¶artani, ez¶ert ez a dÄont¶esi
helyzet val¶oj¶aban meg sem jelenik a gyakorlatban. A q ¶ert¶ek¶et a vesztes¶egek
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ar¶anyak¶ent ¶ertelmezve az alacsony |null¶ahoz kÄozeli| q ¶ert¶ekek jelentik azt,
hogy a m¶asodfaj¶u hiba vesztes¶ege nagyobb (q = 0;01 eset¶en a m¶asodfaj¶u
hiba vesztes¶ege 99-szerese az els}ofaj¶u hib¶a¶enak). A magasabb |egyhez
kÄozeli| q ¶ert¶ekek pedig az els}ofaj¶u hiba vesztes¶eg¶enek magasabb ar¶any¶at
jelentik. A gyakorlatban mindk¶et eset el}ofordulhat, de a magas vesztes¶eggel
j¶ar¶o m¶asodfaj¶u hiba eset¶et tartjuk a vesz¶elyesebbnek.

A (9) egyenletet ¶ertelmezve l¶athatjuk, hogy a LSL a H(z) eloszl¶asfÄuggv¶eny
q-kvantilise. Mintav¶etelez¶es eset¶en a q-kvantilis ¶ert¶ek¶et Hn tapasztalati el-
oszl¶asb¶ol aszimptotikus torz¶³tatlans¶aggal becsÄulhetjÄuk a rendezett mint¶ak
elm¶elete alapj¶an [24]. A becsl¶es norm¶alis eloszl¶ast kÄovet Q v¶arhat¶o ¶ert¶ekkel
¶es Dn sz¶or¶assal.

Q = H¡1

µ
¼11 ¡ ¼10

¼11 ¡ ¼10 + ¼00 ¡ ¼01

¶
; (10)

Dn =
1p

nh(Q)

s
¼11 ¡ ¼10

¼11 ¡ ¼10 + ¼00 ¡ ¼01

µ
1 ¡ ¼11 ¡ ¼10

¼11 ¡ ¼10 + ¼00 ¡ ¼01

¶
: (11)

Az n mintaelemsz¶am nÄoveked¶es¶evel a sz¶or¶as null¶ahoz tart ¶es a becsl¶es
aszimptotikusan torz¶³tatlan, ¶³gy a becsl¶es gyeng¶en konzisztens [25]. Ha mind
a t¶enyleges folyamat, mind a m¶er¶esi bizonytalans¶ag norm¶alis eloszl¶as¶u ¾x ¶es
¾m sz¶or¶assal valamint ¹x ¶es ¹m v¶arhat¶o ¶ert¶ekekkel, akkor a (9) egyenletben
H(LSL) egy olyan norm¶alis eloszl¶as, melynek v¶arhat¶o ¶ert¶eke ¹¤ ¶es sz¶or¶asa
¾¤.

¹¤ =
¾2

x(LSL + K ¡ ¹x) + ¾2
m¹x

¾2
x + ¾2

m

¶es ¾¤ =
¾x¾mp
¾2

x + ¾2
m

: (12)

Standardiz¶al¶as ut¶an:

¼11 ¡ ¼10

¼11 ¡ ¼10 + ¼00 ¡ ¼01
= ©

µ
LSL ¡ ¹¤

¾¤

¶
=

= ©

µ
LSL ¡

¡
¾2

x(LSL + K ¡ ¹m) + ¾2
m¹x

¢
=(¾2

x + ¾2
m)

¾x¾m=
p

¾2
x + ¾2

m

¶
:

(13)

Ebb}ol K ¶ert¶eke a kÄovetkez}o m¶odon sz¶am¶³that¶o:

K = ¹m ¡ ¾2
m

¾2
x

(¹x ¡ LSL) ¡ ¾m

p
¾2

x + ¾2
m

¾2
x

¢ ©¡1

µ
¼11 ¡ ¼10

¼11 ¡ ¼10 + ¼00 ¡ ¼01

¶
:

(14)
A k¶et norm¶alis eloszl¶as¶u v¶altoz¶o Äosszegek¶ent megjelen}o y m¶ert ¶ert¶ek v¶arhat¶o
¶ert¶ek¶et ¶es sz¶or¶as¶at behelyettes¶³tve a gyakorlatban kÄonnyebben felhaszn¶alhat¶o
k¶epletet kapunk. A m¶er¶esi bizonytalans¶ag ¶es a m¶er¶esi eredm¶eny param¶etereit
kÄozvetlenÄul a kalibr¶al¶asi ¶es megfelel}os¶eg ellen}orz¶esi adatokb¶ol sz¶am¶³thatjuk.

K =
¾2

y¹m

¾2
y ¡ ¾2

m

¡ ¾2
m(¹y ¡ LSL)

¾2
y ¡ ¾2

m

¡ ¾m¾yq
¾2

y ¡ ¾2
m

©¡1

µ
¼11 ¡ ¼10

¼11 ¡ ¼10 + ¼00 ¡ ¼01

¶
:

(15)
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4 A szimul¶aci¶ok eredm¶enyei

A gyenge konzisztencia miatt kell}oen nagy elemsz¶am¶u szimul¶aci¶oval is kÄoze-
l¶³thet}o a K optim¶alis ¶ert¶eke, illetve az elfogad¶asi hat¶ar m¶odos¶³t¶as¶anak az a
tartom¶anya, ahol kedvez}obb eredm¶enyt ad a m¶er¶esi bizonytalans¶ag ¯gyelem-
bev¶etele.

Szimul¶aci¶okat v¶egeztÄunk annak meg¶allap¶³t¶as¶ara, mely esetekben ¶erdemes
¯gyelembe venni a m¶er¶esi bizonytalans¶agot. A 4. ¶abra azt szeml¶elteti, hogyan
v¶altozik az Äosszes fedezet a K korrekci¶os tag valamint a folyamatk¶epess¶eg
fÄuggv¶eny¶eben. Amikor a m¶er¶esi bizonytalans¶ag ¯gyelembev¶etel¶evel l¶etrejÄov}o
¦(K) fedezetgÄorbe a bizonytalans¶ag ¯gyelembev¶etele n¶elkÄul keletkez}o ¦(0)
fedezetgÄorbe fÄolÄott van, akkor ¶erdemes a m¶er¶esi bizonytalans¶aggal foglalkozni.
A szimul¶aci¶o sor¶an a folyamatk¶epess¶eg v¶altoz¶as¶at csak a m¶er¶esi hiba sz¶or¶a-
s¶anak v¶altoz¶asa okozta. A szimul¶aci¶oban rÄogz¶³tett bev¶etel- ¶es kÄolts¶egadatok
mellett (q = 0;5313) akkor ¶erdemes csak a m¶er¶esi bizonytalans¶ag ¯gyelem-
bev¶etel¶evel foglalkozni, ha a (¹y ¡ LSL)=¾y ar¶any kisebb, mint 1,68, azaz a
hossz¶u t¶av¶u folyamatk¶epess¶eg index ppk < 1;68=3 = 0;56. A hib¶as dÄont¶esek
kÄovetkezm¶enyeinek s¶ulyoss¶aga is befoly¶asolja a m¶er¶esi bizonytalans¶ag ¯gye-
lembev¶etel¶enek szÄuks¶egess¶eg¶et. M¶as bev¶etel- ¶es kÄolts¶egadatok mellett enn¶el
jobb k¶epess¶eggel rendelkez}o folyamat eset¶en is ¶erdemes lehet ¯gyelembe venni
a m¶er¶esi bizonytalans¶agot.

Ha az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert csak a hib¶as dÄont¶esekb}ol ad¶od¶o kÄolts¶egeket
tekintjÄuk (r11 = r10 = r01 = r00 = 0, ¼11 = ¼00 = 0) ¶es ¼10=q = ¼10 + ¼01,
akkor az 5. ¶abra gra¯konj¶an l¶athat¶o m¶odon jelent}os kÄulÄonbs¶eg lehet a teljes
folyamat sor¶an keletkez}o kÄolts¶egek kÄozÄott att¶ol fÄugg}oen, hogyan m¶odos¶³tjuk
a beavatkoz¶asi hat¶art.

4. ¶abra. A fedezetek alakul¶asa K ¶es a folyamatk¶epess¶eg fÄuggv¶eny¶eben
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5. ¶abra. A kÄolts¶egek ar¶any¶anak alakul¶asa K ¶es q fÄuggv¶eny¶eben

Amint az az ¶abr¶ab¶ol is l¶atszik, a beavatkoz¶asi hat¶arok m¶odos¶³t¶asa ak¶ar
nÄovelheti is a kÄolts¶egeinket. A kÄolts¶egnÄovekm¶eny jelent}os (a C(0)=C(K)
ar¶any nulla kÄozeli), ha a q kÄozel van valamelyik sz¶els}o¶ert¶ek¶ehez (azaz null¶ahoz
vagy egyhez tart), teh¶at ha a dÄont¶esi hib¶ak kÄozÄul az egyik sokkal nagyobb a
m¶asikn¶al.

Sz¶am¶³t¶asokat v¶egeztÄunk a gyakorlatban tipikusan alkalmazott estekre:
amikor nem veszik ¯gyelembe a m¶er¶esi bizonytalans¶agot (K = 0), amikor
sz}uk¶³tik az elfogad¶asi tartom¶anyt a m¶er¶esi hiba sz¶or¶as¶anak k¶etszeres¶evel
(K = 2¾m), amikor ugyanekkora m¶ert¶ekben t¶ag¶³tj¶ak az elfogad¶asi tartom¶anyt
(K = ¡2¾m). Ezekhez az esetekhez tartoz¶o egys¶egnyi fedezeteket vetettÄuk
Äossze az ¶altalunk meghat¶arozott optim¶alis korrekci¶os t¶enyez}o (Kopt) eset¶en
el¶ert egys¶egnyi fedezettel (2. t¶abl¶azat). Az els}o h¶arom oszlopban szerepl}o
fedezet¶ert¶ekek kÄozÄul az al¶ah¶uzva szedettek jelzik a soronk¶enti maximumot.
Ez alapj¶an l¶athat¶o, hogy a gyakorlatban haszn¶alt megold¶asok kÄozÄul melyiket
¶erdemes haszn¶alni az egyes esetekben. A sz¶am¶³t¶asok meger}os¶³tik a szimul¶aci¶os
eredm¶enyeket, a t}ur¶eshat¶arok melletti ,,biztons¶agi s¶av" optim¶alis sz¶eless¶ege
(Kopt) folyamatosan v¶altozik a dÄont¶esi kimenetelekhez tartoz¶o bev¶etelek ¶es
kÄolts¶egek ar¶any¶anak (q) v¶altoz¶as¶aval. A Kopt ¶ert¶eke nem kÄothet}o kiz¶ar¶o-
lagosan a m¶er¶esi bizonytalans¶ag nagys¶ag¶ahoz, ¶es az alkalmaz¶as¶aval el¶erhet}o
fedezet minden esetben legal¶abb akkora, mint a gyakorlatban eddig haszn¶alt
biztons¶agi s¶avok eset¶eben.

Ha a 2. t¶abl¶azatban bemutatott folyamatot ¶ugy m¶odos¶³tjuk, hogy a
m¶er¶esi bizonytalans¶aghoz tartoz¶o ¾m sz¶or¶as 0,01 ¶es 2 (a folyamat sz¶or¶as¶anak
1/400-a ¶es 1/2-e) valamint a vesztes¶egek q ar¶anya 0,01 ¶es 0,2 kÄozÄotti ¶ert¶eket
vegyen fel, akkor a 6. ¶abr¶an l¶athat¶o k¶epet kapjuk.
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q Egys¶egre jut¶o fedezet Kopt

K = ¡2¾m K = 0 K = 2¾m K = Kopt
0,05 -10,5472 2,5184 4,9113 5,6933 2,4280

0,10 -0,4061 5,4685 4,9865 6,3438 1,6156

0,15 2,9743 6,4519 5,0115 6,7386 1,0675

0,20 4,6644 6,9436 5,0240 7,0247 0,6319

0,25 5,6785 7,2386 5,0316 7,2500 0,2582

0,30 6,3546 7,4353 5,0366 7,4362 -0,0774

0,35 6,8375 7,5758 5,0401 7,5951 -0,3884

0,40 7,1997 7,6812 5,0428 7,7339 -0,6835

0,45 7,4814 7,7631 5,0449 7,8572 -0,9690

0,50 7,7068 7,8287 5,0466 7,9683 -1,2500

0,55 7,8911 7,8823 5,0480 8,0695 -1,5310

0,60 8,0448 7,9270 5,0491 8,1625 -1,8165

0,65 8,1748 7,9648 5,0501 8,2487 -2,1116

0,70 8,2862 7,9972 5,0509 8,3291 -2,4226

0,75 8,3828 8,0253 5,0516 8,4046 -2,7582

0,80 8,4673 8,0499 5,0522 8,4758 -3,1319

0,85 8,5419 8,0716 5,0528 8,5435 -3,5675

0,90 8,6082 8,0909 5,0533 8,6083 -4,1156

0,95 8,6675 8,1081 5,0537 8,6707 -4,9280

2. t¶abl¶azat. Az egy egys¶egre jut¶o fedezet ¶ert¶eke a hat¶arok m¶odos¶³t¶as¶anak
fÄuggv¶eny¶eben (¹x = 105, ¾x = 4, ¹m = 0, ¾m = 2, LSL = 100)

A t¶enyleges folyamat ¶es a m¶er¶esi bizonytalans¶ag sz¶or¶as¶anak ar¶any¶at loga-
ritmikus sk¶al¶an jelÄoltÄuk. J¶ol l¶athat¶o, hogy ha minden m¶ast rÄogz¶³tve hagyunk,
akkor is csak bizonyos q ¶ert¶ekek eset¶en lesz line¶arishoz kÄozel¶³t}o a Kopt ¶es a
¾m kapcsolata.

6. ¶abra. Az optim¶alis korrekci¶os t¶enyez}o ¶ert¶ekei a vesztes¶egek ar¶anya (q) ¶es a m¶er¶esi
bizonytalans¶aghoz tartoz¶o sz¶or¶as (¾m) fÄuggv¶eny¶eben
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5 Konkl¶uzi¶o

Igazoltuk, hogy a szabv¶anyok ¶es aj¶anl¶asok ¶altal javasolt, kiz¶ar¶olag a m¶er¶esi
bizonytalans¶ag fÄuggv¶eny¶eben meghat¶arozott ¶es a t}ur¶eshat¶arokhoz illesztett
megb¶³zhat¶os¶ag alap¶u biztons¶agi s¶av alkalmaz¶asa ak¶ar ronthat is a v¶arhat¶o
kÄolts¶eg vagy fedezet ¶ert¶ek¶en. Az ¶³gy el¶ert eredm¶eny rosszabb lehet ann¶al,
mintha teljesen ¯gyelmen k¶³vÄul hagyn¶ank a m¶er¶esi bizonytalans¶agot. Be-
mutattuk, hogy az eredm¶enyt a m¶er¶esi bizonytalans¶ag mellett a folyamat
k¶epess¶ege (ingadoz¶as¶anak m¶ert¶eke ¶es a v¶arhat¶o ¶ert¶ek t}ur¶eshat¶arokt¶ol vett
t¶avols¶aga), valamint az egyes dÄont¶esi kimenetelekhez tartoz¶o bev¶etelek ¶es
kÄolts¶egek nagys¶aga is befoly¶asolja. Az ¶altalunk javasolt m¶odszerrel a kÄolts¶e-
gek (vagy fedezetek) optimaliz¶alhat¶oak, s ez az optimum ak¶ar mintav¶eteles
vizsg¶alatb¶ol is meg¶allap¶³that¶o. Bizony¶³tottuk, hogy bonyolultabb esetekben
nem szÄuks¶eges analitikusan sz¶am¶³t¶asokat v¶egeznÄunk, a sztochasztikus kon-
vergencia miatt szimul¶aci¶okkal is meghat¶arozhat¶ok a minim¶alis kock¶azattal
j¶ar¶o elfogad¶asi hat¶arok.
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RISK-BASED MEASUREMENT UNCERTAINTY TREATING IN

INDUSTRIAL CONFORMANCE ASSESSMENT DECISIONS

The consideration of measurement uncertainty is part of the daily routine in a
measuring and testing laboratory. The authors show that taking measurement
uncertainty into account can also be essential in industrial decision practice (e.g.
in condition based maintenance or conformity inspection). The consideration of
measurement uncertainty particularly required if this uncertainty is large or the
consequence of an incorrect decision is critical. The introduced model treats the
measurement uncertainty on risk base instead of the previously used reliability-
centered approach. The authors show that the optimal bounds of acceptance region
can be determined with simulations and analytical calculations as a function of
measurement uncertainty, the observed characteristics and the loss or pro¯t of
decision outputs.




