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FOGALMAK, MODSZEREK
A WAVELETEKROL!

HUNYADI LASZLO
Budapesti Corvinus Egyetem

A wavelet elemzést, melynek alapjait a Haar-féle fliggvényrendszer és az az-
zal torténd fliggvénykozelités adta meg, elsddlegesen a valtozd hullAmhosszi
folytonos jelek és diszkrét idésorok hullamtermészetének vizsgalatara fejlesz-
tették ki. A cikk ezen alapok felvizoldsa utdn bemutatja a kiindulé foly-
tonos wavelet transzforméciét, azt, hogy a szamitastechnika miként jarult
hozz4 a diszkrét wavelet transzformécié (DWT) és annak iterativ algoritmu-
sai kialakuldsahoz. Részletesen foglalkozik a népszerii piramis algoritmus egy
egyszerl valtozataval, de a f6 hangsilyt a gazdasagi — tarsadalmi modelle-
zés alkalmazési lehetOségeire helyezi. Ezek keretein beliil bemutatja a DWT
alkalmazéasat id6sorok hullamtulajdonsigainak elemzésében, az informacié-
tomoritésben, az outlier szilirésben, az idésorok hasonlésaganak vizsgalataban
és az idosorok fordulépontjainak detektalasaban. Végkovetkeztetése az, hogy
a teriilet igen nagy lehetOségeket igér az idésoros és teriileti soros alkalmaza-
sok terén, de ennek megvaldsitdsdhoz az érintett szakteriiletek (matematika,
statisztika, modellezés, informatika) egyiittmiikodésére van sziikség.

Bevezetés

A waveletek (kis hulldmok) torténete sajatos, szinte regényes, de a tudomény-
ban nem egyediilallé. Sok tudomanyteriileten talalkozhattunk mar olyannal,
hogy egy kutatas a melléktermékeirol lett hires, hogy az eredeti célt nem érte
ugyan el, ehelyett egy masodlagos eredmény legitimalta?. fgy van ez a wave-
letekkel is: egy viszonylag egyszeri, altaldnos, nem szakirdnyd matematikai
probléma megoldasa otletet adott egy, a fizikai jelek hullamtermészetének
vizsgalati médszerére. A szdmitégépek fejlddésével elétérbe keriilt a prob-
léma diszkrét (digitalizilt) kezelése, az erre szolgdlé hatékony algoritmusok
kidolgozasa és gépi megvaldsitdsa. Ekkor mér a diszkrét jelek (id8sorok) al-
kalmazoi is érdeklédéssel fordultak a waveletek felé, de az igazi fordulatot
az alkalmazasokban az jelentette, hogy az informatikusok felismerték, milyen
hatékony eszkozt kapnak nagy hang- és képfajlok veszteség nélkiili, ill. veszte-

1A szerzé a Budapesti Corvinus Egyetem nyugalmazott egyetemi tandra. E-mail:
hunyadi44@gmail.com. Beérkezett: 2019. janudr 4.
2A waveletek evoliiciéjardl jé leirds taldlhaté Hubbard [1998] kényvében.
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séges (de gazdasigos) tomoritésére. Ez pedig, a rohamosan fejl6dé technikai
eszkozOk lehetOségeinek kihasznalasa szempontjabol kritikus fontossagu volt.

Mostanra a waveleteken alapul6 elemzések elérték a tarsadalom- és koz-
gazdasagtudomanyi alkalmazasokat is. Els6sorban a waveletek diszkrét keze-
lése, valamint a rohamosan névekvé adatmennyiség vezetett oda, hogy egyre
tobb alkalmazas sziiletett és sziiletik ezen a teriileten is. Ez indokolja szé-
munkra azt, hogy a gazdasig- és tarsadalomtudomanyi szakmat megismer-
tessiik a waveletek elméletének alapjaival, és beszamoljunk e gyorsan fejlédd
teriilet adta alkalmazasi lehetségekrol.

Vilagszerte intenziv kutatdsok folynak a waveletek elméletét és féleg al-
kalmazasat illetéen. Természetesen Magyarorszagon sem mas a helyzet, am
itthon féként matematikusok foglalkoznak ezzel a témaval. Ezek és a kapcso-
16d6 kutatasok — melyek nagy része természetesen messze tulmutat e tanul-
manyon — jo attekintése megtalaltaté Schipp atfogd matematikai munkéjaban
(Schipp [2015]).

Ez a cikk bevezet6 a waveletek elméletébe és alkalmazasiba. FElGszor
bemutatja a kiindulé matematikai problémat és annak megoldasat, majd a
spektralanalizis analégiajabdl szarmaztatja a folytonos wavelet transzforma-
ciot. Ezt kovetben a szamitogépes applikaciohoz sziikséges diszkrét dtmenetet
targyalja, majd bemutat egy egyszeri algoritmust a diszkrét wavelet transz-
forméciéra. A cikk taldn leglényegesebb fejezete a gazdasdgi és tdrsadalmi
idosor-modellezési, statisztikai alkalmazasokat mutatja be, jellegzetes példak-
kal. A dolgozatot a kiovetkeztetések és a felhaszndlt szakirodalom jegyzéke
zarja.

1 A kezdetek

A waveletek torténetét két agrol lehet inditani. Az egyik a matematikai in-
dittatasi megkozelités. Haar Alfréd szegedi matematikus a XX. szdzad elején
definidlt egy 1épcsos alapfiiggvényt,

1, ha 0 <z <1/2,
-1t

, hal/2<z<]1,
0 kilonben

formaban, majd ebbdl az alapfliggvényébdl és annak egyszeri transzformalt-
jaibdl (eltoldsaibdl, és Osszenyomds-széthizasaibdl) ortogondlis sort képezett
(Haar [1910]). Ezt bézisnak tekintve, e sor segitségével kozelitett fiiggvényeket.
Maga az Otlet nem volt 1j, hiszen fiiggvénysorok segitségével kozelitett mas
fiiggvényeket egyebek kozt Taylor, vagy Fourier (Hunyadi [2017]). A Haar-
fliggvényrendszer altalanos tagja

27/2. ha k277 <z < (k+1/2)277,
En(r) = —29/2) ha (k+1/2)277 <z < (k+1)277,
0 kiilénben,

aholn =2 +k jENéEO0<k<2 —1.
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Ha ezt a rendszert kiegészitjiik egy meglehetésen egyszert un. skéalazéd
(kalibrald) figgvénnyel:

1, hato<z <1,
bo(z) = {0 Kiilonben, (1)

akkor az els6 4 Haar-fliggvény a kovetkezo alakot oOlti:

fo(z) = , hat<z<1,
O 710 kiilénben,

1, ha0<z<1/2
51(‘1:): _17 ha 1/2§.13<1,

0 kiilénben,

V2, ha 0 <z <1/4,
§2(r) = ¢ —V2, hal/d<x<1/2,
0 kiilénben,

—V/2, ha3/4<z<1,

{\/5, ha 1/2 <z < 3/4,
0 kiilonben.

Mindez az 1. és 2. dbran a kovetkezdképpen néz ki:

-1k —

1. dbra. Haar alapfiigggvénye (§1). Forrds: sajit
szerkesztés.
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2. dbra. A Haar-féle fiiggvényrendszer 3. és 4. eleme.
Forrads: sajat szerkesztés.

Maér most elérebocsatjuk, hogy majd kés6bb, a waveletek bevezetése utan,
az azokndl alkalmazott terminoldgiaval a &, skalazé fuiggvényt apa-wavelet-
nek, a &;-et anya-waveletnek, a tobbi, szarmaztatott fliggvényt gyermek-
waveletnek nevezziik.

1,2 1.2 4

0.8

0.6 A

0.4

0.2 0.4 0.6 0.8 1

a) 4 taggal b) 8 taggal

3. dbra. Az y = 22 fliggvény kozelitése Haar-fliggvényekkel. Forrds: sajat szerkesztés

A fuggvénykozelités pontos lefrdsa megtalalhaté pl.  Vidakovic [1999)
miivében, egy nagyon egyszerii példaként az y = z? fiiggvénykozelitését Haar-
fiiggvényekkel Hunyadi [2018a] mutatja be3. Mivel mindez csak eléjaték a
waveletekhez, itt csupan a 3. abran mutatjuk be azt, hogy 4 illetve 8 tagu

3A hivatkozott elektronikus fiizetet a Szerz8 kérésre megkiildi.
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Haar-sorral milyen kozelitést lehet elérni. Az dbrédk magukért beszélnek,
hiszen lathaté a jé kozelités. Az dbrak értékeléséhez csupan annyit kell
hozzatenniink, hogy a kozelité fuggvények természetesen maguk is 1épcsos
fliggvények, és ha tébb tagu sort vonunk be a kozelitésbe, a kozelités egyre
pontosabb lesz.

Haar alapotlete akkoriban csak matematikai korékben talalt visszhangra,
alkalmazdsokra a kor még nem volt kész. fgy eredménye évtizedekig aludt,
hogy aztan a manapséag igen komoly alkalmazdsok alapja legyen.

A waveletek mésik indité eleme az idésorok hulldmelemzésének egyik
eszkoze, a Fourier-analizis, amelyik spektralelemzés néven vonult be a sta-
tisztikaba, és amelyik az id6sorokban meglévo rejtett, de ismétlédo trigono-
metrikus hulldmok segitségével irja le (kozeliti) az idésorokat. Mind az egész
alapjaul szolgald Fourier-analizis, mind pedig az azt felhasznalé spektralana-
lizis médszere részletesen dokumentdlt a szakirodalomban. Ezek koziil a koz-
gazdasagi-tarsadalmi id6sorok elemzésével foglalkozd szakirodalom néhany
elemét: Granger — Hatanaka [1964] alapmunkajat, Harvey [1981] konyvének
megfelel§ fejezetét, Freschl [1978], valamint Pintér [2005] tanulmdnyait és
Hunyadi [2017] elektronikus fiizetét ajanljuk az olvasék figyelmébe. A spekt-
ralanalizis lényege az, hogy trigonometrikus fliggvényekbdl és azok transzfor-
maltjaikbol alkotnak fliggvénysorokat, amelyeket bazisnak tekintve segitsé-
gikkel kozelitenek tetszés szerinti idésorokat.

Ez a koncepcio elsGsorban a fizikdban és a miszaki gyakorlatban — els6-
sorban persze a hullimokkal foglalkozé teriileteken — mar jéval korabban
lényeges alkalmazdsokat nyert, &m amikor korlatai felszinre jottek, a spekt-
ralanalizis katalizatora lett a wavelet-elemzés kialakuldsanak.

2 Nemstacionarius hullamok kezelése

A Fourier-analizisen alapulé médszerek az id6térbél a frekvenciatérbe transz-
formaljdk az idében lezajlé jeleket, illetdleg az id6sorokat. Segitségiikkel
megtudhatjuk, hogy egy jel kialakitdséban (a gazdasdgi modellezés fogalmai
szerint a DGP-ben?) milyen frekvenciji hulldmok és milyen sillyal vesznek
részt. fgy fényt tudunk deriteni a folyamat bizonyos hullamtulajdonsagaira.
Ez az elemzés mellett lehetOséget ad — a hullamjellemzok dllandésagat feltéte-
lezve — az el6rejelzések pontositasara és finomitasara, de emellett a kiilonféle
alkalmazott tulajdonsagu szirck tulajdonsdgainak vizsgdlatdara, a transz-
formaciok hullamérzékenységére, és dltalaban a jelek és idGsorok elemzésére
a hullamok terében. Ez a mddszercsalad a fizikaban, az akusztikaban talalt
jelentos alkalmazasokra egyebek kozt és jellemzben a jelek és zajok szétva-
lasztdsaban, hangfelvételek mindségének javitasaban, hangtomoritésben stb.
Kozgazdaséagi és tarsadalomtudomanyi alkalmazasai azonban alig jutottak tul
a kisérleti stadiumon.

A spektralanalizis alaposan kidolgozott mddszertana jé eszkoz a hulldmok
elemzésére, de van egy komoly hidnyossaga, ami erésen korlatozza alkalma-

4DGP: data generating process — adatgenerdlé folyamat (Hunyadi [1994]).
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zasat, ez pedig az, hogy csak a frekvenciatérbe transzformdl, azaz ki tudja
mutatni, hogy milyen frekvenciaji hullimok vannak az adott jelben, de azt
nem, hogy ezek a hullamok hol, a megfigyelt tartomany mely részén jelennek
meg, hiszen a transzformécié soran elveszitjik az id6dimenziét. Ez pedig
azt is jelenti, hogy ez a mddszer nem tudja kezelni a véltozd hosszisdgu
hulldmokat, azaz nem alkalmas nem-staciondrius folyamatok elemzésére.®

Kezdetben a nem-stacionaritds problémajat ugy kezelték, hogy az ere-
deti intervallumot kis részekre osztottdk, és az egyes részekre kiilon-kiilon
végeztek spektrilelemzést. Ez az tn. roévid tdvid Fourier-elemzés (Short
Time Fourier Analysis) azonban elég nehézkes, kényelmetlen és meglehetésen
munkaigényes eljards volt (14sd pl. Polikar [1994]). A kutatdk e helyett Haar
eredményeihez nytltak vissza, és kerestek olyan eszkozt, amely segitségével
egy lépésben, kényelmesen elemezhetdk a nem-stacionarius idésorok (Kaiser
[1994]). Igy jutottak el a wavelet koncepci6hoz, amelynek lényege az, hogy
definidl valamiféle hulldmalaki alapfiiggvényt (anya-wavelet), bevezet két
transzforméciot (eltolds és tagitds/Gsszenyoméds), majd az alapfiiggvénybdl és
a transzformaltakbdl figgvénysort képez, amely segitségével elemezni lehet
az idobeli jeleket. Mindez formélisan kovetkezot jelenti.

A wavelet (hulldmocska) eredendéen olyan folytonos (vagy szakaszonként
folytonos)

W, (t) = %\P(t”) (2)

S

alakd figgvény, amelyik

o a t id6térbél a T idé- és s frekvenciatérbe (2 dimenzids térbe) transz-
formal,

e hulldm alaki (ezért integralja 0), azaz [~ W(t)dt =0,

e és teljesit néhany, nem tulsdgosan korlatozo regularitasi feltételt, pl.
75 T2 dt < oc.

A wavelet fliggvények kiilonb6z6 paraméterek mellett ortogondlis sort
alkotnak, beldliikk béazis készitheto. Maga a folytonos wavelet transzformacié
(valds esetben):

y = y(r,s) = CWTY(r,s) = CWT = %/x(t)\ll(t_sT) it (3)

A (3) transzformacié, melynek elnevezése CWT, azaz continuous wavelet
transformation (folytonos wavelet transzformécid), inverze is létezik és egy-
értelmt, azaz a folytonos wavelet transzformécié megfordithaté (Vidakovic
[1999]).

Az els6 és legegyszerlibb wavelet a Haar-fiiggvény volt, de ahogy terjedt
az alkalmazdsa, egyre bonyolultabb és kifinomultabb waveleteket készitettek.

5Nem-stacionérius jelen, vagy idésoron most pontos definicié hijan azt értjiik, hogy a
hulldmzas tulajdonsigai nem allanddk a vizsgdlt idétartomanyban.
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Els6sorban fizikusok, geofizikusok alkalmaztak Oket. Eleinte kiillonb6z6 hul-
lamfliggvényeket definidltak, és azokbdl alakitottak ki a wavelet tulajdonsé-
goknak megfelel6 fliggvényeket, de késébb Daubechies [1992] méar bizonyos tu-
lajdonsagokat definidlt, és ezekbdl vezette le implicit wavelet-csaladjat. Mara
rengeteg kiillonb6z6 formaju wavelet létezik, és szamuk alighanem még noni
fog. A kovetkezékben, a 4-6. dbrakon csak néhany jellemzé és gyakori wavelet

(anya-wavelet) alakjat mutatjuk meg®
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4. dbra. Haar wavelet. Forrds: sajat szerkesztés
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5. dbra. Ricker wavelet (Mexikéi kalap). Forrds: http://en.wikipedia.org

SCsupan érdekességképp emlitjiikk arra, hogy maga a wavelet konkrét alakja mennyi-
re nem lényeges, hogy a szakirodalomban taldlkozni lehet olyan tanulményokkal, ame-
lyek részletesen targyaljdk a wavelet elemzés lényegét, értelmét, mddszereit, alkalmazdsat
anélkiil, hogy megmutatnanak konkrétan akar egyetlen részletesen kifejtett waveletet is (!)
Erre példa Polikar [1994] kordbban mdr idézett tanulménya.
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6. dbra. Morlet (Gébor) wavelet.” Forrds: http://en.wikipedia.org

A folytonos wavelet transzformécié mar alkalmas eszkéz a nem-staciond-
rius hullamok elemzésére: megmutatja, hogy milyen frekvenciaju hullam, és
hol (a tartomany melyik részén) helyezkedik el. Igy alkalmazési lehetéségei
sokkal szélesebb kortiek, mint a korabban emlitett spektralanalizisé, bar meg
kell jegyezniink, hogy a két médszer egyiittes, illetéleg parhuzamos hasznélata
jOl kiemeli mindkét eszkoz elényos oldalat. A waveletek és a folytonos wave-
let transzformacio korai alkalmazésa els6sorban fizikai, miiszaki teriileten volt
jellemzo: foldrengések elorejelzése a geofizikaban, napfoltok elemzése a csil-
lagdszatban, hangfelvételek javitdsa (zajsziirés) az akusztikdban.

3 A waveletek diszkrét kezelése

A bemutatott CWT folytonos (vagy szakaszonként folytonos) fliggvényekkel
dolgozik, am a gyakorlatban a folytonos fliggvényeket digitalis szamitogépen
csak kozeliteni lehet, pontonként. A megoldést eleinte az jelentette, hogy a
folytonos transzformaéltat utélag pontonként értékelve diszkrétté alakitottak.
Elég siiri pontok (,,mintdk”) esetén ez természetesen megvaldsithaté volt,
de itt is, mint mas teriileteken, mar koran felmerilt az, hogy hatékonyabb
megoldas lenne eleve diszkrét problémaként kezelni a feladatot. Ha diszkrét
adatokbdl indulunk ki (és szdmos esetben ez a helyzet pl. digitalizalt hang,
kép, vagy gazdasdgi, tdrsadalmi id6sorok esetén), az eredményt diszkrét
formaban varjuk, akkor miért kell a folytonos esethez oda-vissza fordulni?
Egyszeriibb eleve diszkrét problémaként kezelni: a bemend adat diszkrét, a
transzformécié csak diszkrét pontokat (id6 és frekvencia) kévet, igy a kimend
adat is diszkrét (vektor), igy az egész probléma viszonylag egyszerti linedris
algebrai feladatta valik. Maga a transzformécio

y = Wx

7A 6. dbran lathaté waveletet a magyar szdrmazisu fizikus, Gdbor Dénes alkalmazta,
el8észor, nevét mégis a tulajdonsigait részletesen bemutaté G. Morlettél kapta.
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alaku lesz, ahol x a bemend id6sor, W a transzformécié négyzetes matrixa,
y pedig a diszkrét wavelet transzformdlt (DWT). A W négyzetes métrix
tartalma a wavelet fajtajatol fiigg. Példaul 8 elemi idésorra a diszkrét Haar-
transzformécié (DHT) (nem normélt) métrixa (H = W):

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 -1 -1 -1 -1

V2 V2 V2 V2 0 0 o 0
H 0 0 0 V2 V2 —V2 —\2

871 2 —2 0 0 0 0 0 0

0 0 2 -2 0 0 0 0

0 0 0 0 2 =2 0 0

0 0 0 0 0 0 2 -2

A maétrix értelmezéséhez elegendd emlékeztetni a Haar-fiiggvényekre. A
méatrix elsd sora az (1)-ben emlitett kalibrald (skéldzd) fiiggvénynek felel meg
(apa-wavelet), a masodik sora az anya-wavelet, a harmadik és negyedik sora
az elsé két transzformélt gyermek-wavelet, és igy tovabb. A matrix mérete
természetesen igazodik a vizsgdlando id6sor méretéhez, és elemeit gy is lehet
tekinteni, mint a kiindulé intervallumot egyenletesen felosztva n részre, min-
den intervallum kozepén egy mintaelemet valasztunk, igy alakitva diszkrétté
a folytonos feladatot®. Ez az eljaras a 7. 4bran, ahol vézlatosan ismét bemu-
tatjuk a Haar-fliggvényeket, jol kovetheto.

.
+

7. dbra. Az els§ 6 Haar-fliggvény. Forrds: http://en.wikipedia.org
Osszefoglalva a H matrixok tulajdonsigait a kovetkezoket allithatjuk:

e Haar-hullamokat képeznek le;

8 Az itt bemutatott eljards egyik komoly nehézsége, és egyben alkalmazéisianak korlatja,
az, hogy alapértelmezésben csak olyan méretii feladatokat tud kezelni, ahol a kiindulé ada-
tok (és igy az output) szdma 2 egész kitevSjli hatvanya. A problémdra természetesen van
megoldéds (pl. Wickerhauser — Mladen [1994]), de mi itt csak az alapesettel foglalkozunk.
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e ortogonalisak, s6t egyszerii, konstanssal torténé normalizdlas utan orto-
normaltak, azaz inverzilkk megegyezik a transzpondltjukkal;

e szorzasuk, invertalasuk csak egyszerti miiveleteket tartalmaz, ami igen
gyors oda-vissza transzformaciét tesz lehetové.

Ezek utan a DHT példaja alapjan Osszefoglalhatjuk altaldban a DWT
fontosabb tulajdonsagait. Ezek pedig a kovetkezok:

e A DWT ugyanolyan méretii vektor, mint amilyen a kiindul6 idésor-
vektor, azaz x és y elemszdma megegyezik, hiszen W (és H) négyzetes
matrixok;

e a transzformalt y vektor struktirdja olyan, hogy elején vannak a hosszu
hullamok, kozben a kiilonb6zé hosszusagu kozéphullamok, a végén a
rovid, atmeneti, zajnak tekintheté hullamok egyiitthatdi;

e viszonylag konnyen beldthaté az informaciémegmaradas® egy sajitos
esete: X és y elemeinek négyzetOsszege megegyezik, de az eloszlasuk
természetesen nem: y vektor sokkal koncentraltabb, mint x;

e ezért a DWT jellemz6 alkalmazasa az, hogy transzformécié utan a
kiiszoboléssel y kis elemeit elhagyjuk (0-va tessziik), és az igy kiiszobolt
DWT inverze jo kozelitést ad a kiinduld vektorra, az eredetinél sokkal
kevesebb elem felhasznalasaval. Ez az informaciétomorités a modellezés
masodlagos, de igen lényeges értelme.

Ezekre az eredményekre mar sokan felkaptak a fejiiket, egyebek kozt koz-
gazdaszok, tarsadalomtuddsok, hiszen 1j lehetoségeket vetettek fel az idoso-
rok hullamelemzésének terén. De még ennél is nagyobb volt az informati-
kusok érdeklodése, hiszen meglattak benne a lehetéséget nagy adattomegek
gyors és egyszeril tomoritésére, kezelésére. Igy ez valt napjainkra a waveletek
alkalmazéasanak kiemelt teriiletévé, am az igazi attoréshez még egy 1épés kel-
lett. A méatrixok nagy adattomeg esetén ugyanis igen nagy méretiiek és elég
iiresek (sok benniik a 0 elem), igy kezelésiik felettébb nehézkessé tette volna
az eljarast, aminek épp a konnytisége lenne az elénye. Helyettiik kellett va-
lami m&s megoldas, ami nem is késett sokdig, hiszen a kutatok elég hamar
eljutottak az eljarast tokéletesen leird, ugyanakkor kénnyen gépesitheté al-
goritmusokhoz.

4 DWT algoritmusok

ElsOsorban a szamitastechnika és az informatika gyors fejlédése vezetett oda,
hogy a zart formuldk mellett, vagy inkabb helyett, a kénnyen programozhato,
egyszerilt miveleteket nagy szdmban végzé algoritmusok keriilnek el6térbe.

9Bzt az Osszefiiggést a fizikai-miiszaki alkalmazdsokban energiamegmaradésként
emlegetik.
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Ez tortént a DWT esetén is: bar linearis algebrai megoldast akéar zart forma-
ban is lehet taldlni (ez bonyolultabb waveletek esetén azért nem nyilvanvalg),
a gépi alkalmazasokhoz jobban illeszkedd algoritmusok véaltak dominanssa.
Ezek kozil talan legismertebb az tin. Piramis algoritmus (Pyramide Algo-
rithm), amit, illet6leg aminek valtozatait a szakirodalom sok mé&s néven is
ismeri (Cascade Algorithm, Subband Coding, Lifting Scheme). Ezek részletes
ismertetése helyett itt csupan a piramis algoritmus miikodését mutatjuk be
Haar-waveletek esetére egy igen egyszeri, konnyen nyomon kévethetd példan.

Legyen a bemend iddsor x = [1, 2, 3, 4] alak, és tekintsiik at 1épésenként
a diszkrét Haar-transzformacié piramis algoritmusat!

Az algoritmus alapotlete az, hogy az x elemeibél meghatdrozott rend
szerint parositva az elemeket, dsszeg és kiilonbség jellegli mutatdkat szamol,
majd a kiilonbséget térolva, az 6sszegeket (melyek széma mér az indul6 elem-
szam fele) 1jbol Osszeg- és kiilonbség tipusi elemekké alakitja. Az egész
eljaras addig folytatédik, ameddig csak egyetlen elem marad. Ha a kiinduld
vektor elemszama 2 egész kitevGjli hatvanya volt (n = 27), akkor az eljards
q lépésben befejezddik. Ekkor az eredményvektor az egyes 1épések (szintek)
soran képzodott kilonbség jellegli elemekbol, valamint az utolsé 1épésben
maradt Gsszegbdl adédik. Az algoritmus pontos lefrdsa, sét linedris algebrai
reprezentacidja is megtaldlhaté pl. Vidakovic [1999] konyvében.

Példankban ezt az algoritmust alkalmazva elGszor particionaljuk az idésort
x = [(1,2),(3,4)] alakban, majd a transzformacié elsé 1épéseként készitsiik
el a normalt dsszegeket és kulonbségeket

1+2 3 7 1-2 -1

= —= — :—d = — = —
S11 \/5 \/59812 \/§> 11 \/5 \/5

majd foglaljuk Gssze ezeket egy munkavektorban:

és d12 =

-1
\/57

[ 3 7 -1 —1]

X1 = |1—= 7= "7= "7 -

VeV VR VR

Ezzel az algoritmus elsd 1épése készen van (ezt nevezik elsd szintnek). A ma-
sodik 1épésben ebbdl a vektorbdl kiindulva, a kiilonbségeket (mint a végered-
mény részét) félretessziik, a maradd kételemii 6sszeg vektort 1jbdl felbontjuk,
gy, ahogy ezt az els6 lépésben tettiik:

L0 L N

= -_— :—:5 S d = —_—
S21 \/§ \/§ 9 €s 21 \/§ \/§ 5

Mivel 2 lépésben az eljaras végére értiink, most mar Osszerakhatjuk a vég-
eredményt:
-1 -1
= 57 _27 =y = -
Y [ V2 ﬁ]
A feladat mérete 4 volt (4 elemfi idésor-vektorbél indultunk ki), azaz 2% = 4,
igy az eljaras 2 1épésben befejezdédik, az iteracionak 2 szintje van.
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Konnyt belatni, hogy a normalizalt Haar-métrixszal végzett transzformé-
ci6 ugyanezt az eredményt adja (egy 1lépésben). Mivel

1 1 1 1
.- | L L -1 -1
TTIV2 V2 0 0 |
0 0 V2 V2

és normalizalt valtozata H} = %H4, igy

5
y=Hix()= | _ "5
/v

A vissza-transzformécié (rekonstrukeid) kézi szdmitédssal egy kicsit hossza-
dalmas, de miikodik, konnyen ellenérizheté. A példabdl jol 1lathatd, hogy az
eljaras nagy feladatok esetén is kényelmesen, gyorsan mikodik.

Mas waveletek esetén természetesen mas, de az itt bemutatotthoz hasonld,
egyszerii, gyors és megfordithatd algoritmusok késziiltek, amelyek szamito-
gépes megvaldsitasa is elég egyszeri. Ezek az algoritmusok olyan gyorsak,
hogy mar alkalmasak nagy fajlok igen rovid id6 alatt torténd témoritésére és
kibontasara.

Mivel a feladat (a wavelet transzformécié) probléméja egyszeriien kiter-
jeszthetd 2, sot 3 dimenzidra, egy sor manapsag igen elterjedt szamitégépes
alkalmazds alapjaul szolgdl. Jellemz6 alkalmazas egy dimenzidban a hangto-
morités, két dimenziéban a képtomorités, 3 dimenziéban a mozgdképek tomo-
ritése. Ezen alkalmazasok soran a matrixokka alakitott hang- és képfajlokat
DWT-vel transzformaljak, majd a kis, zavard elemeket kiiszobolik, igy a fe-
ladatot méretben erdsen redukéljak (akdr az eredeti méret tizedére), majd
sziikség esetén inverz DWT-vel visszaalakitjak az eredeti dimenziéba. Tapasz-
talatok szerint az ilyen eljards csak néhény %-kal rontja az eredeti hang-
illetve kép minGségét, ami altaldban az érzékelés szdmara észrevehetetlen
marad. Az egyik els6 hires, ilyen irdnytu alkalmazést az FBI végezte el tobb
millié darabot szamlal6 ujjlenyomat bankjaval, ahol a témorités utan a felis-
merhetdség teljes értékli maradt (Vidakovic — Mueller [1991]). A szdmitgépes
alkalmazéasok koziil legismertebb a jpeg formatumu képtomorités, amely szin-
tén DWT alapokon nyugszik. A televizidzdsban a HD képmindségii adas,
illetve vétel gyors elterjedésének egyik {6 akadélya az volt, hogy nagy in-
forméciémennyiséget kellett gyorsan mozgatni. Amikor a HD szabvényt ké-
szitették, egy Fourier-analizist felhasznal6 algoritmus teremtette meg erre a
lehetGséget, de akkor a DWT még gyerekcip6ben jart (Strang [1994]). Nincs
informéciénk réla, de konnyen lehetséges, hogy az UHD kifejlesztése, a még
nagyobb mennyiségii informécié gyors atvitele DWT algoritmuson alapul.

A waveletek elmélete és alkalmazdsa igen gyorsan fejlédé teriilet a mate-
matikaban, a fizikdban, az informatikdban és mas alkalmazott tertileten is.
Elterjedéséhez nagyban hozzajarulhat az is, hogy hatékony algoritmusok mel-
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lett jol hozzaférhet6 szamitdgépes csomagok allnak rendelkezésre, els6sorban
S és R nyelveken.

5 Nekiink mire jok a waveletek?

Eddig sokat irtunk a waveletek fizikai, miiszaki alkalmazasairdl, de természe-
tesen felvetddik a kérdés, hogy mire alkalmazhatok a waveletek a tarsadalom-
és gazdasdgtudomanyok teriiletén? Természetesen erre a kérdésre azonnal
nem lehet egyszert véalaszt adni, hiszen maga az elmélet eléggé kevéssé ismert
ezen tudomanyédgak miiveldi, és elsésorban modellezéi kérében, igy nem lehet
tudni, hogy egy kicsit jobban megismertetett médszertani alapokkal milyen
alkalmazdsokra lehetne szamitani. Ezért csupan azokra a trividlisnak t{iné al-
kalmazasokra mutatunk itt be példakat, amelyek részben a meglévé miszaki
jellegti feladatokbdl analdgiak folytan szarmaztathatok, részben pedig a ha-
gyomanyos idosorelemzési eszk6z0k tovabbfejlesztésével alakithatdk ki. Tehét
a statisztika idosorelemzési alkalmazédsaibdl indulunk ki, de meg kell emlite-
niink, hogy a teriileti sorok elemzése hasonléképp érdekes és hasznos célte-
rulet lehet, bar a tertileti statisztika eszkoztara ez ideig kevésbé kidolgozott,
mint az idésoroké.

A kovetkezdkben tehat néhany jellemz6 alkalmazast mutatunk be példak-
kal illusztralval®.

a) Hulldmok kimutatdsa, elemzése

A waveletek elsédleges alkalmazasa természetesen a hulldmok elemzése, hiszen
segitségiikkel ki lehet mutatni, hogy a vizsgalt idésorban hol és milyen hosszu-
sagi hullam detektalhatd. Meg kell jegyezniink, hogy a mddszer korlatja lehet
a rovid idosor, hiszen pl. a Haar-waveletekkel csak erésen korldtozott szamu
és nagysagu hulldmot tudunk elemezni. Az itt kovetkezé példdkban 64 vagy
32 elemi éves idGsorokat vizsgdlunk, ami a makromodellezésben hosszinak
mindsiil, ugyanakkor a wavelet elemzés legfeljebb 6 kiilonb6zo, 1,2,4,8,16 és 32
éves ciklusokat tud azonositani, és ilyen ciklusokat tud elhelyezni a teljes in-
tervallum (64 év) megfeleld szakaszdn. Ez természetesen elég durva eredmény,
de ismételten hangsilyozzuk, hogy az elemzés igazi teriilete a valoban hosszu
id6sorok (big data) vizsgélata.

Példaként a magyarorszagi sertésallomany 1960-2016 kozotti éves idésorat
és annak DHT-jét mutatjuk be (8. dbra). Ennél a feladatnél a diszkrét Haar-
transzformaciot hasznaljuk fel annak érdekében, hogy megismerjiik a jelenség
hullamtermészetét, kiilénos tekintettel arra, hogy kordbban az 6konometria
egyik ,slagerfeladata” volt a sertésciklus kimutatdsa és elemzése (példaul
Kornai [1981]). A waveletek segitségével most eggyel tobb, adekvat eszkoziink
adodik a sertésallomany ciklikus alakuldsanak vizsgalatara.

10A szamitdsokat a KSH éves id8sorai alapjan végeztiitk sajat fejlesztésti R-kédok
segitségével. A szdmitdsok részletei megtekintheték Hunyadi [2018a és 2018b] tanulmé§-
nyaiban.
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A 8. 4bran lathat6, hogy az elsd (pélcikdval jelolt) egyiitthaté pozitiv
és nagy: ez a kalibral6 valtozo egyiitthatoja, és csak nagysagrendet jelol: az
atlag szorzodik egy konstanssal. A 2. egyiitthatd, amelyik ez esetben pozitiv,
de nem tiil nagy, az alaptendenciét jelzi, hiszen ez a Haar-alapfiiggvény (anya-
wavelet) egytitthatéja. Targyi jelentése az, hogy az id6sor, akér az alapfiigg-
vény az egész vizsgalt intervallumon alapvetéen csokkend tendenciat mutat,
de ez a tendencia (trend?) nem tul erés. Az ezt kovetd két egyiitthatd (a
3. negativ, a 4. pozitiv) a hosszi hullim meglétére utal. A negativ egyiitt-
haté egy ”fel” alaku hullamot jelol az idGszak els6 felében, mig a 4. pozitiv
egyltthaté egy hasonlé hosszisagu ”le” alakot az idGszak masodik felében.
Ezek eredéje adja ki az dbran lathaté hosszu hulldm konkav szakaszat, ami
lényegesen meghatdrozza az iddsor lefutdsat. A DHT abran létszik még,
hogy a 5-8 egyiitthatdk viszonylag nagyok. Ezek a 16 éves kozéphullamokat
mutatjak. Ezekbdl az latszik, hogy ezek koziil a 3. egyiitthaté (valdjdban a 7.)
a legnagyobb, azaz az idGszak 3. negyedében érvényesiil leginkabb egy kozép-
hullam csokkené dga. Az ezt kdvetd egyiitthatdk, melyek a révid hulldmokat
mutatjak, kisebbek, nem jeleznek szamottevs hullamzast. Ugyanakkor fontos
megjegyezni, hogy ha célunk az lenne, hogy a sertésciklust, nem pedig a DHT
tulajdonsagait elemezziik a lehetd legalaposabban, érdemes lenne megnézni,
hogy pl. trendsziirés utdn (amikor a tartés tendenciat, esetleg a leghosszabb
hulldmot, vagy hulldmokat kisziirjiikk) mit mutat a transzforméci6, hiszen
egy ilyen eljaras felerésitheti a maradék idésorban 1évé, nagyobb frekvencias
hullamokat, és jobb betekintést adhat az idésorban megjelené rovid hullamok
létébe és elhelyezkedésébe.
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8. dbra. A sertésillomany idésora és annak DHT-je.
Forrds: sajat szerkesztés.
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b) Simitas, kozelités, outlier sziirés, t6morités

A DWT a kordbban elmondottak alpjdn egyre inkabb elvesziti eredeti funk-
cidjat, és a hullammozgasok elemzése helyett id6sorok tomoritett kozelitésére,
a kiugré értékektol valé megszabaditasara, altalaban egyszeriibb, modellszerii
leirasara hasznéljak. Ennek moédja az, hogy a wavelet transzformaltbdl kiiszo-
boljiik a kis elemeket, majd az igy roviditett, tomoritett transzformaltakbol
a vissza-transzformaciét alkalmazva, megkapjuk az eredeti idosor kozelitését.
Ezt az eljarast ugy is fel lehet fogni, mint outlier sziirést, amikor a kis, eseti,
tranziens hullamoktol megtisztitjuk az idésort.

A 9. dbrdn a GDP indexének id8sordt (1965-2018) és annak DHT-vel
torténd kozelitését lathatjuk. Ebben az esetben gy jartunk el, hogy a
DHT y vektorédnak elemeibdl lenulldztuk a legkisebb abszolit értékii 70%-
ot, majd elvégeztiik az inverz transzforméciét. A 70% természetesesen csak
egy lehetOség, a lényeg persze az, hogy az idGsor egy nem elhanyagolhatd
részét toroljik, és igy a feladatot egyszertsitsiik. Tobb kisérlet utan jutot-
tunk el oda, hogy ez esetben a 70%-os szlirés latszik olyannak, ami lényegesen
egyszerlisiti (modellezi) a feladatot, ugyanakkor az idésor {6 jellegzetességeit
is megtartja. Az dbrardl ugyanis j6l lathatd, hogy a kozelités a nehezen
kovethet6 ingadozasok ellenére jonak mondhaté, hiszen a két sor kozott a de-
terminécids egyiitthaté r2 = 0.97, azaz bizonyos értelemben azt is allithatjuk,
hogy az eljards csak 3% az informécidveszteséggel jart. Lényegileg ugyanezt
az eljarast kovetik természetesen bonyolultabb médon a mar emlitett hang-
és képtomorito eljarasok. Ennél a kis példanal az eljaras elényei nem tiinnek
ki, de nagy adatmennyiség (pl. big data kdrnyezetben esetleg tobb szdzezer
adat) esetén az adattdrolds és manipuldci, valamint a feladat atldthatdésdga
szempontjabdl ez mar lényeges lehet.
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9. dbra. A GDP id&sora és annak DHT-vel torténd kozelitése.
Forrads: sajat szerkesztés.
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c) Hasonlésagok keresése id6- és teriileti sorokban

Ez az alkalmazés, bar érdekesnek tiinik, egyelére nem valamiféle bizonyitott
elméleten, hanem egy sejtésen nyugszik. Lényege az, hogy ha idésorokat szan-
dékozunk oOsszehasonlitani, nem az eredeti idésorokat, hanem azok wavelet
transzformaltjait hasonlitjuk Gssze. Emogott az a feltételezés all, hogy a
wavelet transzformaltak tomor és rendezett formaban hordozzak azoknak az
idosoroknak a tulajdonsigait, amelyekbdl szarmaznak. Ezért, ha a wavelet
transzformaltakat hasonlitjuk Ossze, hatékonyabb lesz az Osszehasonlitas, az
jobban kiemeli a k6zos tulajdonsagokat, illetve jobban szelektal. Ezt a gondo-
latot még nem lattuk egzaktan bizonyitva, de alkalmazasat mar nyomon lehet
kovetni. Uliha [2016] ezt az elvet hasznalta a svéd és norvég makrogazdasigi
valtozok olajarral vald egytittmozgasdnak jellemzésére. Ezzel kapcsolatban
az elmélet helyességén tilmenden természetesen egy sor kérdés vetheto fel,
igy pl. az, hogy milyen waveletet célszerii hasznalni, a teljes vagy a kiiszobolt
DWT vektort hasznéljunk, vagy az, hogy a hasonldsagot milyen mutatéval
mérjik?

Az elv bemutatdsara elkészitettiik 4 makré valtozé (GDP, fogyasztés,
ipari termelés, beruhdzas) 32 elemii (1985-2016) volumen-idésorainak Gssze-
hasonlitasat egyszerti korrelaciés mutatok segitségével, ahol a korrelacids
matrixokat el6szor az eredeti idésorokbdl, masodszor a DHT transzformal-
takbol szamitottuk ki. Az eredményeket az 1. és 2. tdabldzat korrelaciés méat-
rixaiban foglaltuk Ossze.

GDP Fogyasztas Ipari termelés Beruhézas
GDP 1 0.9435 0.9728 0.9286
Fogyasztas 1 0.8882 0.9051
Ipari termelés 1 0.9306
Beruhdazas 1

1. tabldzat. Az eredeti sorokbdl szamitott korreldciés métrix

GDP Fogyasztas Ipari termelés Beruhdzas
GDP 1 0.9985 0.9804 0.9941
Fogyasztas 1 0.9710 0.9910
Ipari termelés 1 0.9885
Beruhdazas 1

2. tablazat. A DWT-bdl szamitott korreldciés matrix

A két méatrix elemenkénti Gsszevetése az mutatja, hogy a transzformél-
takbdl szamitott korrelaciok minden esetben magasabbak, azaz a transzfor-
maltak mindeniitt er6sebb kapcsolatot mutatnak, mint az eredeti sorok. Ha
még azt is hozzavesszik, hogy az idésorok kozti korrelacids egytitthatdk tar-
talmazzak a k6zos trendhatast, ami nyilvan felfelé torzitja az eredeti sorokbol
szamitott mutatot, mig ez a transzforméltakndl nem, illetve masképp jelenik
meg, azt mondhatjuk, hogy ezen a példan a wavelet transzforméltak felerosi-
tik az egyiittmozgast leird kapcsolatokat. Ez természetesen nem bizonyiték,
csak indikacid, de maga a gondolat alighanem érdemes arra, hogy a késébbiek
soran alaposabban megvizsgaljuk.
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d) Outlier sziirés és a legfontosabb fordulépontok elem-
zése

A 10. abrén egy demografiai idésort, a magyarorszagi haldlozdsok szaménak
idGsorat és annak durva DHT kozelitését lathatjuk (Hunyadi [2018b]). A
fliggdleges skalan lathatd, hogy az alapadatokat a sajat atlaguktol vett el-
térésekkel helyettesitettiik, ami az itt felvetend6 kérdést — a kritikus pontok
elhelyezkedését — nem érinti. Itt tehat a haldlozasok idoésoranak kritikus for-
dulépontjait kerestiik p = 0.96 sziirés esetén, azaz igy, hogy a DHT elemeinek
legkisebb 96%-4t O-ra redukaltuk. A kapott forduldpontok: 1969, amikor
megugrik a sor, 1985-ben kezdédik a lassulas, 1985 és 2001 kozt megfordul a
tendencia, végiil 2001-t6] alacsony szinten stagndl, illetve lassan csokken.
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10. dbra. A haldlozasok szdma és 1épcsés kozelitése.
Forrds: sajat szerkesztés.

Ez az alkalmazas hasonlit arra, amit kordbban mar emlitettiink. A kii-
16nbség minddssze annyi, hogy a DHT-t ezittal er6sen kiiszoboljiik (sziirjiik),
azaz pusztan 3-4 elemét hagyjuk meg, amelyek visszatranszformalds utan
kirajzoljak azt a figgvényt, amely durvan ugyan, de megragadja az eredeti
idGsor lényegét, ugyanakkor megadja azt a néhany kulcsévet, amelyekben a
folyamat lényeges fordulépontjai bekovetkeznek. Ehhez az elemzéshez kifeje-
zetten elényos a Haar-transzformacio 1épcsos jellege.

A fenti néhdny alkalmazds csak bemutatd volt, azonban nem szabad
elfelejteni, hogy a waveletek igazi elterjedése alighanem még el6ttink Aall.
Korabban tettiink emlitést mas, miiszaki, fizikai, informatikai alkalmazasok-
rél. A fent bemutatott néhédny, tarsadalom- és gazdasigtudomanyi alkalma-
zashoz még hozza lehet tenni, hogy altalaban nagy lehet6ség adddik a nem
stacionarius idésorok elemzése esetén, hiszen ezen a téren a wavelet elemzés
kivalthatja, sot ki is kell valtania a hagyomanyos Fourier-elemzéseket. Mar
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emlitettik, de taldn nem art Wjra hangsilyozni, hogy a nagyon nagy adat-
mennyiségek (big data) esetén, ami jelenleg mar a statisztika kézzel foghatd
valdsiga, a wavelet elemzés szintén igen sikeres lehet. Végiil megemlitjiik
a teriileti statisztikai elemzéseket, amelyek az idésoros médszerek mintajara
azokhoz hasonld, illetve kozel 4ll6 médszereket hasznélnak (Dusek T. — Ko-
tosz B. [2016]), és a jovo el6ttiik &ll. Azt sem szabad elfelejteni, hogy a wave-
let-elmélet még viszonylag 1j, tarsadalmi-gazdasagi alkalmazasai még csak
kialakuléban vannak, de biztosak lehetiink abban, hogy amint ez a nagyon
hasznos tertilet meger6sodik és elterjed, tjabb és djabb alkalmazasokat in-
dukal, olyanokat is, amilyenekre most talan még nem is gondolunk.

6 Zardé gondolatok

Ez a cikk csupan bevezet6 a waveletek elméletének és alkalmazasanak vilagé-
ba. Bevezetd, mégpedig elég rovid, és talan felszines bevezetd, de tudataban
kell lenniink annak, hogy a waveletek mélyebb megértése és alkalmazasa
transzdiszciplindris ismereteket kovetel. Maga a téma meglehetésen divatos
és jol mutatja a modern matematika jellemzéit, a diszkrét probléma-kezelést,
a szadmitastechnika felé forduldst, az alkalmazés-orientéaltsdgot. Az dtalakulé-
ban, paradigmavaltas elott all6 statisztika jellemzo6i is megmutatkoznak ezen
a teriileten, hiszen az indulé adatok forrdsainak mindsége és mennyisége, a
nagy szamitasigény, a sokoldali felhasznalhatésdg, mind beleillik a statisztika
atalakuldsanak egyre jobban kirajzolodé trendjébe.

A waveletek tdarsadalmi-gazdasdgi modellezésben torténé alkalmazasdnak
is csak néhdny egyszerii kezdetét villantja fel ez az Gsszedllitds. Alighanem
joggal gondolhatjuk, hogy az alkalmazasokban ennél jéval tobb lehetéség van.
Ahhoz azonban, hogy ezeket a lehetéségeket jobban kihasznéljuk, éppen a
tertilet korabban emlitett transzdiszciplinaris jellege miatt az érintett szakte-
ruletek, azaz a matematika, az informatika, a statisztika, valamint a tarsadal-
mi-gazdasagi modellezés egylittmiikodésére lenne sziikség. Ennek a cikknek
elsédleges célja és értelme az, hogy egy ilyen egyiittmiikodés sziikségességére
felhivja a figyelmet.
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ON THE WAVELETS

The wavelet problem is not a new one, the first wavelet, that resembles to the ones
used nowadays, were constructed by the Hungarian mathematician Alfred Haar in
the beginning of the 20th century. Naturally, he tackled with a problem of pure
mathematics, and he solved this one: using his famous stepwise function, among
others, he could approximate any continuous functions. However, the results, ob-
tained by Haar were rather unprecedented, so that time it did not obtain real appli-
cations outside the narrow field of theoretical mathematics. Many decades later, in
the second half of the century, first in connection with physical, and later informat-
ical problems, the real wavelet problem has been outlined and used. This proved
to be a very effective tool to analyse non-stationary time series, a good means that
complete the Fourier analysis, which can exceed it in some points. This article is an
introductory study: it deals with some basic properties of wavelets, introduces the
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discrete wavelets, shows an algorithm that is popular nowadays and useful, to ac-
complish wavelet transformation in both directions by using a computer. After this
methodological section the article shows some eventual application in economic and
social modelling and at the end it demonstrates some further hints of the hidden
application facilities of the topic.

In the beginning, the article shows some results of Haar. Results, that later
became the basic foundation of the whole topic. First it demonstrates the Haar-
type basic stepwise function (the so called mother wavelet), the calibration function
(or father wavelet), and the transformed (translated and dilated) versions of the
mother wavelet (children wavelets). The series, formed from these elements — and
this is a famous result of Haar — is orthogonal, and using this series, any continuous
function can be approached with a voluntary precision. This result — in some
aspects — resembles to the results of Taylor and Fourier, and the approximation is
more or less similar, but evidently based on different functions. The article shows
a very simple and well known quadratic function and its stepwise approximation
by Haar series of 4 and 8 elements.

For a long time, a half century, this result was only that of mathematicians,
it had not application outside this area, and only in the mid of the last century
begin first of all physicists to reveal the connection of this type of methods and the
Fourier transformation. Starting from Haar’s results, constructing, introducing and
using new wavelets they get efficient tools for time series analysis. So, new wavelets
have been created (Gabor — Morlet wavelet, the Mexican hut wavelet, the implicitly
defined Daubecies wavelet and a lot of other wavelets). This made necessary the
unification of the theory based on wavelets. Following this, application of wavelets
grown rapidly — this period is called by some authors the revolution of wavelets.
The applications reached further territories like social and economic analysis, and
not only time series analysis. In this field modern informatics was the first that
used and applied wavelet analysis to manipulate (coding, storing and compressing
of pictures) spatial data as well.

In connection with the applications, one of the main bottleneck of the original
wavelet theory was, that it based on continuous (or at least partly continuous)
functions, so there was a separate phase, when the results had to transform to
discrete form or to digitalize them. A comparatively new result in the wavelet
theory is the discrete transformation, which starts from the fact that the data are
discrete (or at least discrete on the level of observation), so the wavelet mapping
and compression of such data can be done by discrete methods only. The article
deals with the discrete wavelet transformation in a detailed way. First the Haar
matrix was introduced, but it was easy to understand that for large scale problems
the quasi-empty transformation matrix (the large share of its elements is 0), is
rather inconvenient for practical use. Therefore, starting from the original Haar
transformation and using a rather simple but rather efficient stepwise method —
the Cascade Algorithm — we show how to apply the wavelet transformation to
discrete time or spatial series. The article shows this algorithm via a small numerical
example. As the result of the transformation — which operates in this case as well in
both directions — a series (a vector) of coefficients of the same size can be obtained.
From this vector, by cutting or thresholding — i.e. deleting and replacing some
coefficients by 0 — and an inverse transformation an approximation of the original
series (vector) can be obtained.

After this transformation

o the DWT (Discrete Wavelet Transform) of a series remains a vector of the
same size as the original one, that is the number of their elements is equal,
since the transformation matrix is quadratic;

o the structure of the result vector (y) is special: at the beginning (on the left
hand side) the coefficients of the long waves, at the middle the coefficients
of the middle waves, while on the right hand side of the short waves, which
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refers to irregular sound, can be found;

® it is easy to see an interesting case of the information-conservation: the sum
of squares of the elements of vector x and y are equal, but their distribution
is very different: vector y is much more concentrated than the original vector
(x);

e that is why a peculiar application of the DWT is as follows: after the transfor-
mation by mean of thresholding we delete the small absolute valued elements
of y (i.e. they get 0 value), and after re-transformation the new vector x
gives a good approximation of y but using much less nonzero-elements. This
is a simple way of information compression, and so this is an important point
of wavelet modelling.

As far as the applications are concern, the problem (the wavelet transformation)
is easily extended to 2, or 3 dimensions, so it becomes the base of a lot of extended
computer applications. A peculiar application in 1 dimension is the compression
of voices in music files, in 2 dimensions the compression of images, in 3 dimensions
the compression of TV pictures together with voices. In these applications first
the files of sound or images are mapped to matrices, than transform by DWT. The
small, nuisance elements are thresholding, so the original problem is reduced (some-
times by 90 percents), and then using the inverse DWT it will be re-transformed
to the original scale. According to some reports, such double transformation will
not reduce the quality of the original file in a considerable way, so in general it
remains hidden for the users. The first famous application was due to the FBI with
its famous fingerprint data bank: the data bank that contains millions of prints,
which was compressed by using wavelet transformation. After a more then 90%
compression rate, it remained fully operable. Among the computer application the
jpeg image compression is well known: it is based a discrete wavelet transforma-
tion too. In the modern TV broadcasting a relevant obstacle of peak-quality HD
(High Definition) transmission was the lack of means that could save and move a
huge amount of information in a very short time. When the HD broadcasting was
prepared, an algorithm, based on the Fourier-analysis was applied, but in that time
there were no effective DWT algorithms. We have no information on the details,
but it can easy be that the UHD television, where manipulation with much more
information is necessary, is based on DWT algorithms.

In the last, but rather important part of the article some applications of wavelet
transformation in the field of economic and social analysis are treated. The first one
is the analysis of the Hungarian hog-cycle. According to former investigations the
stock of the Hungarian hogs has a 3-5 year cyclical movement, which was analysed
in details by many authors in the last decades. Now we tried to show the cycle
from a 64 element annual time-series by means of wavelet analysis. The results are
a bit ambiguous, perhaps, because in the last two decades there were huge changes
of the system of the Hungarian economic management and foreign relations, but
the analysis revealed remarkable cyclic tendencies.

The second example shows how the wavelet transformation smoothes and com-
presses time series. The base of this application was the annual series of Hungarian
GDP. In this application after a DHT (Discrete Haar Transformation) 70 percents
of the wavelet coefficients (obviously the less absolute valued coefficients) have been
deleted and using the inverse transformation, a good fitness of the new series has
been detected. This example shows in a rather convincing way the information
compression of the wavelet transformation. It is to note that in case of a much ex-
tended data base (which can often be getting in the big data analysis), this method
of information compression can yield much more spectacular results.

The next example was only a trial: according to some views the common features
of time series are much more detectable from the transformed series than from the
original ones. So our hypothesis was that the similarities of two or more series
are higher in case of wavelet transformed series. The correlation matrix among
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the main macroeconomic indicators proved that the hypothesis is good — all of the
elements of the new correlation matrix are higher than those, computed from the
original series.

Finally in a demographic example we investigate the problem of Hungarian
mortality. Our task was to separate the key-points of this 64 element time series,
points that separate the particular parts of the mortality curves. Using the wavelet
(Haar) transformation, 3 points of the curve has been detected and analysed. These
points (1969, 1985, 2001) show those years, when the mortality curve has important,
long-range turns.

The conclusion of the article is that this method is extremely promising in the
field of time series and spatial series applications, but in order to realize it a more
intensive cooperation among mathematics, statistics, modelling and informatics
seems to be necessary.





