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FOGALMAK, M ¶ODSZEREK

A WAVELETEKR}OL1

HUNYADI L¶ASZL¶O
Budapesti Corvinus Egyetem

A wavelet elemz¶est, melynek alapjait a Haar-f¶ele fÄuggv¶enyrendszer ¶es az az-
zal tÄort¶en}o fÄuggv¶enykÄozel¶³t¶es adta meg, els}odlegesen a v¶altoz¶o hull¶amhossz¶u
folytonos jelek ¶es diszkr¶et id}osorok hull¶amterm¶eszet¶enek vizsg¶alat¶ara fejlesz-
tett¶ek ki. A cikk ezen alapok felv¶azol¶asa ut¶an bemutatja a kiindul¶o foly-
tonos wavelet transzform¶aci¶ot, azt, hogy a sz¶am¶³t¶astechnika mik¶ent j¶arult
hozz¶a a diszkr¶et wavelet transzform¶aci¶o (DWT) ¶es annak iterat¶³v algoritmu-
sai kialakul¶as¶ahoz. R¶eszletesen foglalkozik a n¶epszer}u piramis algoritmus egy
egyszer}u v¶altozat¶aval, de a f}o hangs¶ulyt a gazdas¶agi { t¶arsadalmi modelle-
z¶es alkalmaz¶asi lehet}os¶egeire helyezi. Ezek keretein belÄul bemutatja a DWT
alkalmaz¶as¶at id}osorok hull¶amtulajdons¶againak elemz¶es¶eben, az inform¶aci¶o-
tÄomÄor¶³t¶esben, az outlier sz}ur¶esben, az id}osorok hasonl¶os¶ag¶anak vizsg¶alat¶aban
¶es az id}osorok fordul¶opontjainak detekt¶al¶as¶aban. V¶egkÄovetkeztet¶ese az, hogy
a terÄulet igen nagy lehet}os¶egeket ¶³g¶er az id}osoros ¶es terÄuleti soros alkalmaz¶a-
sok ter¶en, de ennek megval¶os¶³t¶as¶ahoz az ¶erintett szakterÄuletek (matematika,
statisztika, modellez¶es, informatika) egyÄuttm}ukÄod¶es¶ere van szÄuks¶eg.

Bevezet¶es

A waveletek (kis hull¶amok) tÄort¶enete saj¶atos, szinte reg¶enyes, de a tudom¶any-
ban nem egyedÄul¶all¶o. Sok tudom¶anyterÄuleten tal¶alkozhattunk m¶ar olyannal,
hogy egy kutat¶as a mell¶ekterm¶ekeir}ol lett h¶³res, hogy az eredeti c¶elt nem ¶erte
ugyan el, ehelyett egy m¶asodlagos eredm¶eny legitim¶alta2. ¶Igy van ez a wave-
letekkel is: egy viszonylag egyszer}u, ¶altal¶anos, nem szakir¶any¶u matematikai
probl¶ema megold¶asa Äotletet adott egy, a ¯zikai jelek hull¶amterm¶eszet¶enek
vizsg¶alati m¶odszer¶ere. A sz¶am¶³t¶og¶epek fejl}od¶es¶evel el}ot¶erbe kerÄult a prob-
l¶ema diszkr¶et (digitaliz¶alt) kezel¶ese, az erre szolg¶al¶o hat¶ekony algoritmusok
kidolgoz¶asa ¶es g¶epi megval¶os¶³t¶asa. Ekkor m¶ar a diszkr¶et jelek (id}osorok) al-
kalmaz¶oi is ¶erdekl}od¶essel fordultak a waveletek fel¶e, de az igazi fordulatot
az alkalmaz¶asokban az jelentette, hogy az informatikusok felismert¶ek, milyen
hat¶ekony eszkÄozt kapnak nagy hang- ¶es k¶epf¶ajlok vesztes¶eg n¶elkÄuli, ill. veszte-

1A szerz}o a Budapesti Corvinus Egyetem nyugalmazott egyetemi tan¶ara. E-mail:
hunyadi44@gmail.com. Be¶erkezett: 2019. janu¶ar 4.

2A waveletek evol¶uci¶oj¶ar¶ol j¶o le¶³r¶as tal¶alhat¶o Hubbard [1998] kÄonyv¶eben.
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s¶eges (de gazdas¶agos) tÄomÄor¶³t¶es¶ere. Ez pedig, a rohamosan fejl}od}o technikai
eszkÄozÄok lehet}os¶egeinek kihaszn¶al¶asa szempontj¶ab¶ol kritikus fontoss¶ag¶u volt.

Mostanra a waveleteken alapul¶o elemz¶esek el¶ert¶ek a t¶arsadalom- ¶es kÄoz-
gazdas¶agtudom¶anyi alkalmaz¶asokat is. Els}osorban a waveletek diszkr¶et keze-
l¶ese, valamint a rohamosan nÄovekv}o adatmennyis¶eg vezetett oda, hogy egyre
tÄobb alkalmaz¶as szÄuletett ¶es szÄuletik ezen a terÄuleten is. Ez indokolja sz¶a-
munkra azt, hogy a gazdas¶ag- ¶es t¶arsadalomtudom¶anyi szakm¶at megismer-
tessÄuk a waveletek elm¶elet¶enek alapjaival, ¶es besz¶amoljunk e gyorsan fejl}od}o
terÄulet adta alkalmaz¶asi lehet}os¶egekr}ol.

Vil¶agszerte intenz¶³v kutat¶asok folynak a waveletek elm¶elet¶et ¶es f}oleg al-
kalmaz¶as¶at illet}oen. Term¶eszetesen Magyarorsz¶agon sem m¶as a helyzet, ¶am
itthon f}ok¶ent matematikusok foglalkoznak ezzel a t¶em¶aval. Ezek ¶es a kapcso-
l¶od¶o kutat¶asok { melyek nagy r¶esze term¶eszetesen messze t¶ulmutat e tanul-
m¶anyon { j¶o ¶attekint¶ese megtal¶altat¶o Schipp ¶atfog¶o matematikai munk¶aj¶aban
(Schipp [2015]).

Ez a cikk bevezet}o a waveletek elm¶elet¶ebe ¶es alkalmaz¶as¶aba. El}oszÄor
bemutatja a kiindul¶o matematikai probl¶em¶at ¶es annak megold¶as¶at, majd a
spektr¶alanal¶³zis anal¶ogi¶aj¶ab¶ol sz¶armaztatja a folytonos wavelet transzform¶a-
ci¶ot. Ezt kÄovet}oen a sz¶am¶³t¶og¶epes applik¶aci¶ohoz szÄuks¶eges diszkr¶et ¶atmenetet
t¶argyalja, majd bemutat egy egyszer}u algoritmust a diszkr¶et wavelet transz-
form¶aci¶ora. A cikk tal¶an legl¶enyegesebb fejezete a gazdas¶agi ¶es t¶arsadalmi
id}osor-modellez¶esi, statisztikai alkalmaz¶asokat mutatja be, jellegzetes p¶eld¶ak-
kal. A dolgozatot a kÄovetkeztet¶esek ¶es a felhaszn¶alt szakirodalom jegyz¶eke
z¶arja.

1 A kezdetek

A waveletek tÄort¶enet¶et k¶et ¶agr¶ol lehet ind¶³tani. Az egyik a matematikai in-
d¶³ttat¶as¶u megkÄozel¶³t¶es. Haar Alfr¶ed szegedi matematikus a XX. sz¶azad elej¶en
de¯ni¶alt egy l¶epcs}os alapfÄuggv¶enyt,

»(x) =

(
1; ha 0 · x < 1=2,
¡1; ha 1=2 · x < 1,
0 kÄulÄonben

form¶aban, majd ebb}ol az alapfÄuggv¶eny¶eb}ol ¶es annak egyszer}u transzform¶alt-
jaib¶ol (eltol¶asaib¶ol, ¶es Äosszenyom¶as-sz¶eth¶uz¶asaib¶ol) ortogon¶alis sort k¶epezett
(Haar [1910]). Ezt b¶azisnak tekintve, e sor seg¶³ts¶eg¶evel kÄozel¶³tett fÄuggv¶enyeket.
Maga az Äotlet nem volt ¶uj, hiszen fÄuggv¶enysorok seg¶³ts¶eg¶evel kÄozel¶³tett m¶as
fÄuggv¶enyeket egyebek kÄozt Taylor, vagy Fourier (Hunyadi [2017]). A Haar-
fÄuggv¶enyrendszer ¶altal¶anos tagja

»n(x) =

8
<
:

2j=2; ha k2¡j · x < (k + 1=2)2¡j,
¡2j=2; ha (k + 1=2)2¡j · x < (k + 1)2¡j,
0 kÄulÄonben,

ahol n = 2j + k, j 2 N ¶es 0 · k < 2j ¡ 1.
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Ha ezt a rendszert kieg¶esz¶³tjÄuk egy meglehet}osen egyszer}u ¶un. sk¶al¶az¶o
(kalibr¶al¶o) fÄuggv¶ennyel:

»0(x) =

½
1; ha 0 · x < 1,
0 kÄulÄonben,

(1)

akkor az els}o 4 Haar-fÄuggv¶eny a kÄovetkez}o alakot Äolti:

»0(x) =

½
1; ha 0 · x < 1,
0 kÄulÄonben,

»1(x) =

8
<
:

1; ha 0 · x < 1=2,
¡1; ha 1=2 · x < 1,
0 kÄulÄonben,

»2(x) =

8
<
:

p
2; ha 0 · x < 1=4,

¡
p

2; ha 1=4 · x < 1=2,
0 kÄulÄonben,

»3(x) =

( p
2; ha 1=2 · x < 3=4,

¡
p

2; ha 3=4 · x < 1,
0 kÄulÄonben.

Mindez az 1. ¶es 2. ¶abr¶an a kÄovetkez}ok¶eppen n¶ez ki:

1. ¶abra. Haar alapfÄugggv¶enye (»1). Forr¶as: saj¶at
szerkeszt¶es.
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2. ¶abra. A Haar-f¶ele fÄuggv¶enyrendszer 3. ¶es 4. eleme.
Forr¶as: saj¶at szerkeszt¶es.

M¶ar most el}orebocs¶atjuk, hogy majd k¶es}obb, a waveletek bevezet¶ese ut¶an,
az azokn¶al alkalmazott terminol¶ogi¶aval a »0 sk¶al¶az¶o fÄuggv¶enyt apa-wavelet-
nek, a »1-et anya-waveletnek, a tÄobbi, sz¶armaztatott fÄuggv¶enyt gyermek-
waveletnek nevezzÄuk.

a) 4 taggal b) 8 taggal

3. ¶abra. Az y = x2 fÄuggv¶eny kÄozel¶³t¶ese Haar-fÄuggv¶enyekkel. Forr¶as: saj¶at szerkeszt¶es

A fÄuggv¶enykÄozel¶³t¶es pontos le¶³r¶asa megtal¶alhat¶o pl. Vidakovic [1999]
m}uv¶eben, egy nagyon egyszer}u p¶eldak¶ent az y = x2 fÄuggv¶enykÄozel¶³t¶es¶et Haar-
fÄuggv¶enyekkel Hunyadi [2018a] mutatja be3. Mivel mindez csak el}oj¶at¶ek a
waveletekhez, itt csup¶an a 3. ¶abr¶an mutatjuk be azt, hogy 4 illetve 8 tag¶u

3A hivatkozott elektronikus fÄuzetet a Szerz}o k¶er¶esre megkÄuldi.
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Haar-sorral milyen kÄozel¶³t¶est lehet el¶erni. Az ¶abr¶ak maguk¶ert besz¶elnek,
hiszen l¶athat¶o a j¶o kÄozel¶³t¶es. Az ¶abr¶ak ¶ert¶ekel¶es¶ehez csup¶an annyit kell
hozz¶atennÄunk, hogy a kÄozel¶³t}o fÄuggv¶enyek term¶eszetesen maguk is l¶epcs}os
fÄuggv¶enyek, ¶es ha tÄobb tag¶u sort vonunk be a kÄozel¶³t¶esbe, a kÄozel¶³t¶es egyre
pontosabb lesz.

Haar alapÄotlete akkoriban csak matematikai kÄorÄokben tal¶alt visszhangra,
alkalmaz¶asokra a kor m¶eg nem volt k¶esz. ¶Igy eredm¶enye ¶evtizedekig aludt,
hogy azt¶an a manaps¶ag igen komoly alkalmaz¶asok alapja legyen.

A waveletek m¶asik ind¶³t¶o eleme az id}osorok hull¶amelemz¶es¶enek egyik
eszkÄoze, a Fourier-anal¶³zis, amelyik spektr¶alelemz¶es n¶even vonult be a sta-
tisztik¶aba, ¶es amelyik az id}osorokban megl¶ev}o rejtett, de ism¶etl}od}o trigono-
metrikus hull¶amok seg¶³ts¶eg¶evel ¶³rja le (kÄozel¶³ti) az id}osorokat. Mind az eg¶esz
alapj¶aul szolg¶al¶o Fourier-anal¶³zis, mind pedig az azt felhaszn¶al¶o spektr¶alana-
l¶³zis m¶odszere r¶eszletesen dokument¶alt a szakirodalomban. Ezek kÄozÄul a kÄoz-
gazdas¶agi-t¶arsadalmi id}osorok elemz¶es¶evel foglalkoz¶o szakirodalom n¶eh¶any
elem¶et: Granger { Hatanaka [1964] alapmunk¶aj¶at, Harvey [1981] kÄonyv¶enek
megfelel}o fejezet¶et, Freschl [1978], valamint Pint¶er [2005] tanulm¶anyait ¶es
Hunyadi [2017] elektronikus fÄuzet¶et aj¶anljuk az olvas¶ok ¯gyelm¶ebe. A spekt-
r¶alanal¶³zis l¶enyege az, hogy trigonometrikus fÄuggv¶enyekb}ol ¶es azok transzfor-
m¶altjaikb¶ol alkotnak fÄuggv¶enysorokat, amelyeket b¶azisnak tekintve seg¶³ts¶e-
gÄukkel kÄozel¶³tenek tetsz¶es szerinti id}osorokat.

Ez a koncepci¶o els}osorban a ¯zik¶aban ¶es a m}uszaki gyakorlatban { els}o-
sorban persze a hull¶amokkal foglalkoz¶o terÄuleteken { m¶ar j¶oval kor¶abban
l¶enyeges alkalmaz¶asokat nyert, ¶am amikor korl¶atai felsz¶³nre jÄottek, a spekt-
r¶alanal¶³zis kataliz¶atora lett a wavelet-elemz¶es kialakul¶as¶anak.

2 Nemstacion¶arius hull¶amok kezel¶ese

A Fourier-anal¶³zisen alapul¶o m¶odszerek az id}ot¶erb}ol a frekvenciat¶erbe transz-
form¶alj¶ak az id}oben lezajl¶o jeleket, illet}oleg az id}osorokat. Seg¶³ts¶egÄukkel
megtudhatjuk, hogy egy jel kialak¶³t¶as¶aban (a gazdas¶agi modellez¶es fogalmai
szerint a DGP-ben4) milyen frekvenci¶aj¶u hull¶amok ¶es milyen s¶ullyal vesznek
r¶eszt. ¶Igy f¶enyt tudunk der¶³teni a folyamat bizonyos hull¶amtulajdons¶agaira.
Ez az elemz¶es mellett lehet}os¶eget ad { a hull¶amjellemz}ok ¶alland¶os¶ag¶at felt¶ete-
lezve { az el}orejelz¶esek pontos¶³t¶as¶ara ¶es ¯nom¶³t¶as¶ara, de emellett a kÄulÄonf¶ele
alkalmazott tulajdons¶ag¶u sz}ur}ok tulajdons¶againak vizsg¶alat¶ara, a transz-
form¶aci¶ok hull¶am¶erz¶ekenys¶eg¶ere, ¶es ¶altal¶aban a jelek ¶es id}osorok elemz¶es¶ere
a hull¶amok ter¶eben. Ez a m¶odszercsal¶ad a ¯zik¶aban, az akusztik¶aban tal¶alt
jelent}os alkalmaz¶asokra egyebek kÄozt ¶es jellemz}oen a jelek ¶es zajok sz¶etv¶a-
laszt¶as¶aban, hangfelv¶etelek min}os¶eg¶enek jav¶³t¶as¶aban, hangtÄomÄor¶³t¶esben stb.
KÄozgazdas¶agi ¶es t¶arsadalomtudom¶anyi alkalmaz¶asai azonban alig jutottak t¶ul
a k¶³s¶erleti st¶adiumon.

A spektr¶alanal¶³zis alaposan kidolgozott m¶odszertana j¶o eszkÄoz a hull¶amok
elemz¶es¶ere, de van egy komoly hi¶anyoss¶aga, ami er}osen korl¶atozza alkalma-

4DGP: data generating process { adatgener¶al¶o folyamat (Hunyadi [1994]).
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z¶as¶at, ez pedig az, hogy csak a frekvenciat¶erbe transzform¶al, azaz ki tudja
mutatni, hogy milyen frekvenci¶aj¶u hull¶amok vannak az adott jelben, de azt
nem, hogy ezek a hull¶amok hol, a meg¯gyelt tartom¶any mely r¶esz¶en jelennek
meg, hiszen a transzform¶aci¶o sor¶an elvesz¶³tjÄuk az id}odimenzi¶ot. Ez pedig
azt is jelenti, hogy ez a m¶odszer nem tudja kezelni a v¶altoz¶o hossz¶us¶ag¶u
hull¶amokat, azaz nem alkalmas nem-stacion¶arius folyamatok elemz¶es¶ere.5

Kezdetben a nem-stacionarit¶as probl¶em¶aj¶at ¶ugy kezelt¶ek, hogy az ere-
deti intervallumot kis r¶eszekre osztott¶ak, ¶es az egyes r¶eszekre kÄulÄon-kÄulÄon
v¶egeztek spektr¶alelemz¶est. Ez az ¶un. rÄovid t¶av¶u Fourier-elemz¶es (Short
Time Fourier Analysis) azonban el¶eg neh¶ezkes, k¶enyelmetlen ¶es meglehet}osen
munkaig¶enyes elj¶ar¶as volt (l¶asd pl. Polikar [1994]). A kutat¶ok e helyett Haar
eredm¶enyeihez ny¶ultak vissza, ¶es kerestek olyan eszkÄozt, amely seg¶³ts¶eg¶evel
egy l¶ep¶esben, k¶enyelmesen elemezhet}ok a nem-stacion¶arius id}osorok (Kaiser
[1994]). ¶Igy jutottak el a wavelet koncepci¶ohoz, amelynek l¶enyege az, hogy
de¯ni¶al valamif¶ele hull¶amalak¶u alapfÄuggv¶enyt (anya-wavelet), bevezet k¶et
transzform¶aci¶ot (eltol¶as ¶es t¶ag¶³t¶as/Äosszenyom¶as), majd az alapfÄuggv¶enyb}ol ¶es
a transzform¶altakb¶ol fÄuggv¶enysort k¶epez, amely seg¶³ts¶eg¶evel elemezni lehet
az id}obeli jeleket. Mindez form¶alisan kÄovetkez}ot jelenti.

A wavelet (hull¶amocska) eredend}oen olyan folytonos (vagy szakaszonk¶ent
folytonos)

ªs;t(t) =
1p
s
ª

³ t ¡ ¿

s

´
(2)

alak¶u fÄuggv¶eny, amelyik

² a t id}ot¶erb}ol a ¿ id}o- ¶es s frekvenciat¶erbe (2 dimenzi¶os t¶erbe) transz-
form¶al,

² hull¶am alak¶u (ez¶ert integr¶alja 0), azaz
R 1

¡1 ª(t) dt = 0,

² ¶es teljes¶³t n¶eh¶any, nem t¶uls¶agosan korl¶atoz¶o regularit¶asi felt¶etelt, pl.R 1
¡1 jª(t)j2 dt < 1.

A wavelet fÄuggv¶enyek kÄulÄonbÄoz}o param¶eterek mellett ortogon¶alis sort
alkotnak, bel}olÄuk b¶azis k¶esz¶³thet}o. Maga a folytonos wavelet transzform¶aci¶o
(val¶os esetben):

y = y(¿; s) = CWTª
x (¿; s) = CWT =

1p
s

Z
x(t)ª

³ t ¡ ¿

s

´
dt : (3)

A (3) transzform¶aci¶o, melynek elnevez¶ese CWT, azaz continuous wavelet
transformation (folytonos wavelet transzform¶aci¶o), inverze is l¶etezik ¶es egy-
¶ertelm}u, azaz a folytonos wavelet transzform¶aci¶o megford¶³that¶o (Vidakovic
[1999]).

Az els}o ¶es legegyszer}ubb wavelet a Haar-fÄuggv¶eny volt, de ahogy terjedt
az alkalmaz¶asa, egyre bonyolultabb ¶es ki¯nomultabb waveleteket k¶esz¶³tettek.

5Nem-stacion¶arius jelen, vagy id}osoron most pontos de¯n¶³ci¶o h¶³j¶an azt ¶ertjÄuk, hogy a
hull¶amz¶as tulajdons¶agai nem ¶alland¶ok a vizsg¶alt id}otartom¶anyban.
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Els}osorban ¯zikusok, geo¯zikusok alkalmazt¶ak }oket. Eleinte kÄulÄonbÄoz}o hul-
l¶amfÄuggv¶enyeket de¯ni¶altak, ¶es azokb¶ol alak¶³tottak ki a wavelet tulajdons¶a-
goknak megfelel}o fÄuggv¶enyeket, de k¶es}obb Daubechies [1992] m¶ar bizonyos tu-
lajdons¶agokat de¯ni¶alt, ¶es ezekb}ol vezette le implicit wavelet-csal¶adj¶at. M¶ara
rengeteg kÄulÄonbÄoz}o form¶aj¶u wavelet l¶etezik, ¶es sz¶amuk alighanem m¶eg n}oni
fog. A kÄovetkez}okben, a 4-6. ¶abr¶akon csak n¶eh¶any jellemz}o ¶es gyakori wavelet
(anya-wavelet) alakj¶at mutatjuk meg6

4. ¶abra. Haar wavelet. Forr¶as: saj¶at szerkeszt¶es

5. ¶abra. Ricker wavelet (Mexik¶oi kalap). Forr¶as: http://en.wikipedia.org

6Csup¶an ¶erdekess¶egk¶epp eml¶³tjÄuk arra, hogy maga a wavelet konkr¶et alakja mennyi-
re nem l¶enyeges, hogy a szakirodalomban tal¶alkozni lehet olyan tanulm¶anyokkal, ame-
lyek r¶eszletesen t¶argyalj¶ak a wavelet elemz¶es l¶enyeg¶et, ¶ertelm¶et, m¶odszereit, alkalmaz¶as¶at
an¶elkÄul, hogy megmutatn¶anak konkr¶etan ak¶ar egyetlen r¶eszletesen kifejtett waveletet is (!)
Erre p¶elda Polikar [1994] kor¶abban m¶ar id¶ezett tanulm¶anya.
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6. ¶abra. Morlet (G¶abor) wavelet.7 Forr¶as: http://en.wikipedia.org

A folytonos wavelet transzform¶aci¶o m¶ar alkalmas eszkÄoz a nem-stacion¶a-
rius hull¶amok elemz¶es¶ere: megmutatja, hogy milyen frekvenci¶aj¶u hull¶am, ¶es
hol (a tartom¶any melyik r¶esz¶en) helyezkedik el. ¶Igy alkalmaz¶asi lehet}os¶egei
sokkal sz¶elesebb kÄor}uek, mint a kor¶abban eml¶³tett spektr¶alanal¶³zis¶e, b¶ar meg
kell jegyeznÄunk, hogy a k¶et m¶odszer egyÄuttes, illet}oleg p¶arhuzamos haszn¶alata
j¶ol kiemeli mindk¶et eszkÄoz el}onyÄos oldal¶at. A waveletek ¶es a folytonos wave-
let transzform¶aci¶o korai alkalmaz¶asa els}osorban ¯zikai, m}uszaki terÄuleten volt
jellemz}o: fÄoldreng¶esek el}orejelz¶ese a geo¯zik¶aban, napfoltok elemz¶ese a csil-
lag¶aszatban, hangfelv¶etelek jav¶³t¶asa (zajsz}ur¶es) az akusztik¶aban.

3 A waveletek diszkr¶et kezel¶ese

A bemutatott CWT folytonos (vagy szakaszonk¶ent folytonos) fÄuggv¶enyekkel
dolgozik, ¶am a gyakorlatban a folytonos fÄuggv¶enyeket digit¶alis sz¶am¶³t¶og¶epen
csak kÄozel¶³teni lehet, pontonk¶ent. A megold¶ast eleinte az jelentette, hogy a
folytonos transzform¶altat ut¶olag pontonk¶ent ¶ert¶ekelve diszkr¶ett¶e alak¶³tott¶ak.
El¶eg s}ur}u pontok (,,mint¶ak") eset¶en ez term¶eszetesen megval¶os¶³that¶o volt,
de itt is, mint m¶as terÄuleteken, m¶ar kor¶an felmerÄult az, hogy hat¶ekonyabb
megold¶as lenne eleve diszkr¶et probl¶emak¶ent kezelni a feladatot. Ha diszkr¶et
adatokb¶ol indulunk ki (¶es sz¶amos esetben ez a helyzet pl. digitaliz¶alt hang,
k¶ep, vagy gazdas¶agi, t¶arsadalmi id}osorok eset¶en), az eredm¶enyt diszkr¶et
form¶aban v¶arjuk, akkor mi¶ert kell a folytonos esethez oda-vissza fordulni?
Egyszer}ubb eleve diszkr¶et probl¶emak¶ent kezelni: a bemen}o adat diszkr¶et, a
transzform¶aci¶o csak diszkr¶et pontokat (id}o ¶es frekvencia) kÄovet, ¶³gy a kimen}o
adat is diszkr¶et (vektor), ¶³gy az eg¶esz probl¶ema viszonylag egyszer}u line¶aris
algebrai feladatt¶a v¶alik. Maga a transzform¶aci¶o

y = Wx

7A 6. ¶abr¶an l¶athat¶o waveletet a magyar sz¶armaz¶as¶u ¯zikus, G¶abor D¶enes alkalmazta
el}oszÄor, nev¶et m¶egis a tulajdons¶agait r¶eszletesen bemutat¶o G. Morlett}ol kapta.
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alak¶u lesz, ahol x a bemen}o id}osor, W a transzform¶aci¶o n¶egyzetes m¶atrixa,
y pedig a diszkr¶et wavelet transzform¶alt (DWT). A W n¶egyzetes m¶atrix
tartalma a wavelet fajt¶aj¶at¶ol fÄugg. P¶eld¶aul 8 elem}u id}osorra a diszkr¶et Haar-
transzform¶aci¶o (DHT) (nem norm¶alt) m¶atrixa (H = W):

H8 =

0
BBBBBBBBB@

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 ¡1 ¡1 ¡1 ¡1p
2

p
2 ¡

p
2 ¡

p
2 0 0 0 0

0 0 0 0
p

2
p

2 ¡
p

2 ¡
p

2
2 ¡2 0 0 0 0 0 0
0 0 2 ¡2 0 0 0 0
0 0 0 0 2 ¡2 0 0
0 0 0 0 0 0 2 ¡2

1
CCCCCCCCCA

A m¶atrix ¶ertelmez¶es¶ehez elegend}o eml¶ekeztetni a Haar-fÄuggv¶enyekre. A
m¶atrix els}o sora az (1)-ben eml¶³tett kalibr¶al¶o (sk¶al¶az¶o) fÄuggv¶enynek felel meg
(apa-wavelet), a m¶asodik sora az anya-wavelet, a harmadik ¶es negyedik sora
az els}o k¶et transzform¶alt gyermek-wavelet, ¶es ¶³gy tov¶abb. A m¶atrix m¶erete
term¶eszetesen igazodik a vizsg¶aland¶o id}osor m¶eret¶ehez, ¶es elemeit ¶ugy is lehet
tekinteni, mint a kiindul¶o intervallumot egyenletesen felosztva n r¶eszre, min-
den intervallum kÄozep¶en egy mintaelemet v¶alasztunk, ¶³gy alak¶³tva diszkr¶ett¶e
a folytonos feladatot8. Ez az elj¶ar¶as a 7. ¶abr¶an, ahol v¶azlatosan ism¶et bemu-
tatjuk a Haar-fÄuggv¶enyeket, j¶ol kÄovethet}o.

7. ¶abra. Az els}o 6 Haar-fÄuggv¶eny. Forr¶as: http://en.wikipedia.org

ÄOsszefoglalva a H m¶atrixok tulajdons¶agait a kÄovetkez}oket ¶all¶³thatjuk:

² Haar-hull¶amokat k¶epeznek le;

8Az itt bemutatott elj¶ar¶as egyik komoly neh¶ezs¶ege, ¶es egyben alkalmaz¶as¶anak korl¶atja
az, hogy alap¶ertelmez¶esben csak olyan m¶eret}u feladatokat tud kezelni, ahol a kiindul¶o ada-
tok (¶es ¶³gy az output) sz¶ama 2 eg¶esz kitev}oj}u hatv¶anya. A probl¶em¶ara term¶eszetesen van
megold¶as (pl. Wickerhauser { Mladen [1994]), de mi itt csak az alapesettel foglalkozunk.
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² ortogon¶alisak, s}ot egyszer}u, konstanssal tÄort¶en}o normaliz¶al¶as ut¶an orto-
norm¶altak, azaz inverzÄuk megegyezik a transzpon¶altjukkal;

² szorz¶asuk, invert¶al¶asuk csak egyszer}u m}uveleteket tartalmaz, ami igen
gyors oda-vissza transzform¶aci¶ot tesz lehet}ov¶e.

Ezek ut¶an a DHT p¶eld¶aja alapj¶an Äosszefoglalhatjuk ¶altal¶aban a DWT
fontosabb tulajdons¶agait. Ezek pedig a kÄovetkez}ok:

² A DWT ugyanolyan m¶eret}u vektor, mint amilyen a kiindul¶o id}osor-
vektor, azaz x ¶es y elemsz¶ama megegyezik, hiszen W (¶es H) n¶egyzetes
m¶atrixok;

² a transzform¶alt y vektor strukt¶ur¶aja olyan, hogy elej¶en vannak a hossz¶u
hull¶amok, kÄozben a kÄulÄonbÄoz}o hossz¶us¶ag¶u kÄoz¶ephull¶amok, a v¶eg¶en a
rÄovid, ¶atmeneti, zajnak tekinthet}o hull¶amok egyÄutthat¶oi;

² viszonylag kÄonnyen bel¶athat¶o az inform¶aci¶omegmarad¶as9 egy saj¶atos
esete: x ¶es y elemeinek n¶egyzetÄosszege megegyezik, de az eloszl¶asuk
term¶eszetesen nem: y vektor sokkal koncentr¶altabb, mint x;

² ez¶ert a DWT jellemz}o alkalmaz¶asa az, hogy transzform¶aci¶o ut¶an a
kÄuszÄobÄol¶essel y kis elemeit elhagyjuk (0-v¶a tesszÄuk), ¶es az ¶³gy kÄuszÄobÄolt
DWT inverze j¶o kÄozel¶³t¶est ad a kiindul¶o vektorra, az eredetin¶el sokkal
kevesebb elem felhaszn¶al¶as¶aval. Ez az inform¶aci¶otÄomÄor¶³t¶es a modellez¶es
m¶asodlagos, de igen l¶enyeges ¶ertelme.

Ezekre az eredm¶enyekre m¶ar sokan felkapt¶ak a fejÄuket, egyebek kÄozt kÄoz-
gazd¶aszok, t¶arsadalomtud¶osok, hiszen ¶uj lehet}os¶egeket vetettek fel az id}oso-
rok hull¶amelemz¶es¶enek ter¶en. De m¶eg enn¶el is nagyobb volt az informati-
kusok ¶erdekl}od¶ese, hiszen megl¶att¶ak benne a lehet}os¶eget nagy adattÄomegek
gyors ¶es egyszer}u tÄomÄor¶³t¶es¶ere, kezel¶es¶ere. ¶Igy ez v¶alt napjainkra a waveletek
alkalmaz¶as¶anak kiemelt terÄulet¶ev¶e, ¶am az igazi ¶attÄor¶eshez m¶eg egy l¶ep¶es kel-
lett. A m¶atrixok nagy adattÄomeg eset¶en ugyanis igen nagy m¶eret}uek ¶es el¶eg
Äuresek (sok bennÄuk a 0 elem), ¶³gy kezel¶esÄuk felett¶ebb neh¶ezkess¶e tette volna
az elj¶ar¶ast, aminek ¶epp a kÄonny}us¶ege lenne az el}onye. HelyettÄuk kellett va-
lami m¶as megold¶as, ami nem is k¶esett sok¶aig, hiszen a kutat¶ok el¶eg hamar
eljutottak az elj¶ar¶ast tÄok¶eletesen le¶³r¶o, ugyanakkor kÄonnyen g¶epes¶³thet}o al-
goritmusokhoz.

4 DWT algoritmusok

Els}osorban a sz¶am¶³t¶astechnika ¶es az informatika gyors fejl}od¶ese vezetett oda,
hogy a z¶art formul¶ak mellett, vagy ink¶abb helyett, a kÄonnyen programozhat¶o,
egyszer}u m}uveleteket nagy sz¶amban v¶egz}o algoritmusok kerÄulnek el}ot¶erbe.

9Ezt az ÄosszefÄugg¶est a ¯zikai-m}uszaki alkalmaz¶asokban energiamegmarad¶ask¶ent
emlegetik.
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Ez tÄort¶ent a DWT eset¶en is: b¶ar line¶aris algebrai megold¶ast ak¶ar z¶art form¶a-
ban is lehet tal¶alni (ez bonyolultabb waveletek eset¶en az¶ert nem nyilv¶anval¶o),
a g¶epi alkalmaz¶asokhoz jobban illeszked}o algoritmusok v¶altak domin¶anss¶a.
Ezek kÄozÄul tal¶an legismertebb az ¶un. Piramis algoritmus (Pyramide Algo-
rithm), amit, illet}oleg aminek v¶altozatait a szakirodalom sok m¶as n¶even is
ismeri (Cascade Algorithm, Subband Coding, Lifting Scheme). Ezek r¶eszletes
ismertet¶ese helyett itt csup¶an a piramis algoritmus m}ukÄod¶es¶et mutatjuk be
Haar-waveletek eset¶ere egy igen egyszer}u, kÄonnyen nyomon kÄovethet}o p¶eld¶an.

Legyen a bemen}o id}osor x = [1; 2; 3; 4] alak¶u, ¶es tekintsÄuk ¶at l¶ep¶esenk¶ent
a diszkr¶et Haar-transzform¶aci¶o piramis algoritmus¶at!

Az algoritmus alapÄotlete az, hogy az x elemeib}ol meghat¶arozott rend
szerint p¶aros¶³tva az elemeket, Äosszeg ¶es kÄulÄonbs¶eg jelleg}u mutat¶okat sz¶amol,
majd a kÄulÄonbs¶eget t¶arolva, az Äosszegeket (melyek sz¶ama m¶ar az indul¶o elem-
sz¶am fele) ¶ujb¶ol Äosszeg- ¶es kÄulÄonbs¶eg t¶³pus¶u elemekk¶e alak¶³tja. Az eg¶esz
elj¶ar¶as addig folytat¶odik, ameddig csak egyetlen elem marad. Ha a kiindul¶o
vektor elemsz¶ama 2 eg¶esz kitev}oj}u hatv¶anya volt (n = 2q), akkor az elj¶ar¶as
q l¶ep¶esben befejez}odik. Ekkor az eredm¶enyvektor az egyes l¶ep¶esek (szintek)
sor¶an k¶epz}odÄott kÄulÄonbs¶eg jelleg}u elemekb}ol, valamint az utols¶o l¶ep¶esben
maradt Äosszegb}ol ad¶odik. Az algoritmus pontos le¶³r¶asa, s}ot line¶aris algebrai
reprezent¶aci¶oja is megtal¶alhat¶o pl. Vidakovic [1999] kÄonyv¶eben.

P¶eld¶ankban ezt az algoritmust alkalmazva el}oszÄor particion¶aljuk az id}osort
x = [(1; 2); (3; 4)] alakban, majd a transzform¶aci¶o els}o l¶ep¶esek¶ent k¶esz¶³tsÄuk
el a norm¶alt Äosszegeket ¶es kÄulÄonbs¶egeket

s11 =
1 + 2p

2
=

3p
2
; s12 =

7p
2
; d11 =

1 ¡ 2p
2

=
¡1p

2
¶es d12 =

¡1p
2
;

majd foglaljuk Äossze ezeket egy munkavektorban:

x1 =

·
3p
2
;

7p
2
;
¡1p

2
;
¡1p

2

¸
:

Ezzel az algoritmus els}o l¶ep¶ese k¶eszen van (ezt nevezik els}o szintnek). A m¶a-
sodik l¶ep¶esben ebb}ol a vektorb¶ol kiindulva, a kÄulÄonbs¶egeket (mint a v¶egered-
m¶eny r¶esz¶et) f¶elretesszÄuk, a marad¶o k¶etelem}u Äosszeg vektort ¶ujb¶ol felbontjuk,
¶ugy, ahogy ezt az els}o l¶ep¶esben tettÄuk:
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2
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Mivel 2 l¶ep¶esben az elj¶ar¶as v¶eg¶ere ¶ertÄunk, most m¶ar Äosszerakhatjuk a v¶eg-
eredm¶enyt:

y =

·
5; ¡2;

¡1p
2
;
¡1p

2

¸
:

A feladat m¶erete 4 volt (4 elem}u id}osor-vektorb¶ol indultunk ki), azaz 22 = 4,
¶³gy az elj¶ar¶as 2 l¶ep¶esben befejez}odik, az iter¶aci¶onak 2 szintje van.
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KÄonny}u bel¶atni, hogy a normaliz¶alt Haar-m¶atrixszal v¶egzett transzform¶a-
ci¶o ugyanezt az eredm¶enyt adja (egy l¶ep¶esben). Mivel

H4 =

2
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1 1 1 1
1 1 ¡1 ¡1p
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p
2 0 0

0 0
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2
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2

3
75 ;

¶es normaliz¶alt v¶altozata H¤
4 = 1

2H4, ¶³gy

y = H¤
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A vissza-transzform¶aci¶o (rekonstrukci¶o) k¶ezi sz¶am¶³t¶assal egy kicsit hossza-
dalmas, de m}ukÄodik, kÄonnyen ellen}orizhet}o. A p¶eld¶ab¶ol j¶ol l¶athat¶o, hogy az
elj¶ar¶as nagy feladatok eset¶en is k¶enyelmesen, gyorsan m}ukÄodik.

M¶as waveletek eset¶en term¶eszetesen m¶as, de az itt bemutatotthoz hasonl¶o,
egyszer}u, gyors ¶es megford¶³that¶o algoritmusok k¶eszÄultek, amelyek sz¶am¶³t¶o-
g¶epes megval¶os¶³t¶asa is el¶eg egyszer}u. Ezek az algoritmusok olyan gyorsak,
hogy m¶ar alkalmasak nagy f¶ajlok igen rÄovid id}o alatt tÄort¶en}o tÄomÄor¶³t¶es¶ere ¶es
kibont¶as¶ara.

Mivel a feladat (a wavelet transzform¶aci¶o) probl¶em¶aja egyszer}uen kiter-
jeszthet}o 2, s}ot 3 dimenzi¶ora, egy sor manaps¶ag igen elterjedt sz¶am¶³t¶og¶epes
alkalmaz¶as alapj¶aul szolg¶al. Jellemz}o alkalmaz¶as egy dimenzi¶oban a hangtÄo-
mÄor¶³t¶es, k¶et dimenzi¶oban a k¶eptÄomÄor¶³t¶es, 3 dimenzi¶oban a mozg¶ok¶epek tÄomÄo-
r¶³t¶ese. Ezen alkalmaz¶asok sor¶an a m¶atrixokk¶a alak¶³tott hang- ¶es k¶epf¶ajlokat
DWT-vel transzform¶alj¶ak, majd a kis, zavar¶o elemeket kÄuszÄobÄolik, ¶³gy a fe-
ladatot m¶eretben er}osen reduk¶alj¶ak (ak¶ar az eredeti m¶eret tized¶ere), majd
szÄuks¶eg eset¶en inverz DWT-vel visszaalak¶³tj¶ak az eredeti dimenzi¶oba. Tapasz-
talatok szerint az ilyen elj¶ar¶as csak n¶eh¶any %-kal rontja az eredeti hang-
illetve k¶ep min}os¶eg¶et, ami ¶altal¶aban az ¶erz¶ekel¶es sz¶am¶ara ¶eszrevehetetlen
marad. Az egyik els}o h¶³res, ilyen ir¶any¶u alkalmaz¶ast az FBI v¶egezte el tÄobb
milli¶o darabot sz¶aml¶al¶o ujjlenyomat bankj¶aval, ahol a tÄomÄor¶³t¶es ut¶an a felis-
merhet}os¶eg teljes ¶ert¶ek}u maradt (Vidakovic { Mueller [1991]). A sz¶am¶³t¶og¶epes
alkalmaz¶asok kÄozÄul legismertebb a jpeg form¶atum¶u k¶eptÄomÄor¶³t¶es, amely szin-
t¶en DWT alapokon nyugszik. A telev¶³zi¶oz¶asban a HD k¶epmin}os¶eg}u ad¶as,
illetve v¶etel gyors elterjed¶es¶enek egyik f}o akad¶alya az volt, hogy nagy in-
form¶aci¶omennyis¶eget kellett gyorsan mozgatni. Amikor a HD szabv¶anyt k¶e-
sz¶³tett¶ek, egy Fourier-anal¶³zist felhaszn¶al¶o algoritmus teremtette meg erre a
lehet}os¶eget, de akkor a DWT m¶eg gyerekcip}oben j¶art (Strang [1994]). Nincs
inform¶aci¶onk r¶ola, de kÄonnyen lehets¶eges, hogy az UHD kifejleszt¶ese, a m¶eg
nagyobb mennyis¶eg}u inform¶aci¶o gyors ¶atvitele DWT algoritmuson alapul.

A waveletek elm¶elete ¶es alkalmaz¶asa igen gyorsan fejl}od}o terÄulet a mate-
matik¶aban, a ¯zik¶aban, az informatik¶aban ¶es m¶as alkalmazott terÄuleten is.
Elterjed¶es¶ehez nagyban hozz¶aj¶arulhat az is, hogy hat¶ekony algoritmusok mel-
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lett j¶ol hozz¶af¶erhet}o sz¶am¶³t¶og¶epes csomagok ¶allnak rendelkez¶esre, els}osorban
S ¶es R nyelveken.

5 NekÄunk mire j¶ok a waveletek?

Eddig sokat ¶³rtunk a waveletek ¯zikai, m}uszaki alkalmaz¶asair¶ol, de term¶esze-
tesen felvet}odik a k¶erd¶es, hogy mire alkalmazhat¶ok a waveletek a t¶arsadalom-
¶es gazdas¶agtudom¶anyok terÄulet¶en? Term¶eszetesen erre a k¶erd¶esre azonnal
nem lehet egyszer}u v¶alaszt adni, hiszen maga az elm¶elet el¶egg¶e kev¶ess¶e ismert
ezen tudom¶any¶agak m}uvel}oi, ¶es els}osorban modellez}oi kÄor¶eben, ¶³gy nem lehet
tudni, hogy egy kicsit jobban megismertetett m¶odszertani alapokkal milyen
alkalmaz¶asokra lehetne sz¶am¶³tani. Ez¶ert csup¶an azokra a trivi¶alisnak t}un}o al-
kalmaz¶asokra mutatunk itt be p¶eld¶akat, amelyek r¶eszben a megl¶ev}o m}uszaki
jelleg}u feladatokb¶ol anal¶ogi¶ak folyt¶an sz¶armaztathat¶ok, r¶eszben pedig a ha-
gyom¶anyos id}osorelemz¶esi eszkÄozÄok tov¶abbfejleszt¶es¶evel alak¶³that¶ok ki. Teh¶at
a statisztika id}osorelemz¶esi alkalmaz¶asaib¶ol indulunk ki, de meg kell eml¶³te-
nÄunk, hogy a terÄuleti sorok elemz¶ese hasonl¶ok¶epp ¶erdekes ¶es hasznos c¶elte-
rÄulet lehet, b¶ar a terÄuleti statisztika eszkÄozt¶ara ez ideig kev¶esb¶e kidolgozott,
mint az id}osorok¶e.

A kÄovetkez}okben teh¶at n¶eh¶any jellemz}o alkalmaz¶ast mutatunk be p¶eld¶ak-
kal illusztr¶alva10.

a) Hull¶amok kimutat¶asa, elemz¶ese

A waveletek els}odleges alkalmaz¶asa term¶eszetesen a hull¶amok elemz¶ese, hiszen
seg¶³ts¶egÄukkel ki lehet mutatni, hogy a vizsg¶alt id}osorban hol ¶es milyen hossz¶u-
s¶ag¶u hull¶am detekt¶alhat¶o. Meg kell jegyeznÄunk, hogy a m¶odszer korl¶atja lehet
a rÄovid id}osor, hiszen pl. a Haar-waveletekkel csak er}osen korl¶atozott sz¶am¶u
¶es nagys¶ag¶u hull¶amot tudunk elemezni. Az itt kÄovetkez}o p¶eld¶akban 64 vagy
32 elem}u ¶eves id}osorokat vizsg¶alunk, ami a makromodellez¶esben hossz¶unak
min}osÄul, ugyanakkor a wavelet elemz¶es legfeljebb 6 kÄulÄonbÄoz}o, 1,2,4,8,16 ¶es 32
¶eves ciklusokat tud azonos¶³tani, ¶es ilyen ciklusokat tud elhelyezni a teljes in-
tervallum (64 ¶ev) megfelel}o szakasz¶an. Ez term¶eszetesen el¶eg durva eredm¶eny,
de ism¶etelten hangs¶ulyozzuk, hogy az elemz¶es igazi terÄulete a val¶oban hossz¶u
id}osorok (big data) vizsg¶alata.

P¶eldak¶ent a magyarorsz¶agi sert¶es¶allom¶any 1960-2016 kÄozÄotti ¶eves id}osor¶at
¶es annak DHT-j¶et mutatjuk be (8. ¶abra). Enn¶el a feladatn¶al a diszkr¶et Haar-
transzform¶aci¶ot haszn¶aljuk fel annak ¶erdek¶eben, hogy megismerjÄuk a jelens¶eg
hull¶amterm¶eszet¶et, kÄulÄonÄos tekintettel arra, hogy kor¶abban az Äokonometria
egyik ,,sl¶agerfeladata" volt a sert¶esciklus kimutat¶asa ¶es elemz¶ese (p¶eld¶aul
Kornai [1981]). A waveletek seg¶³ts¶eg¶evel most eggyel tÄobb, adekv¶at eszkÄozÄunk
ad¶odik a sert¶es¶allom¶any ciklikus alakul¶as¶anak vizsg¶alat¶ara.

10A sz¶am¶³t¶asokat a KSH ¶eves id}osorai alapj¶an v¶egeztÄuk saj¶at fejleszt¶es}u R-k¶odok
seg¶³ts¶eg¶evel. A sz¶am¶³t¶asok r¶eszletei megtekinthet}ok Hunyadi [2018a ¶es 2018b] tanulm¶a-
nyaiban.
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A 8. ¶abr¶an l¶athat¶o, hogy az els}o (p¶alcik¶aval jelÄolt) egyÄutthat¶o pozit¶³v
¶es nagy: ez a kalibr¶al¶o v¶altoz¶o egyÄutthat¶oja, ¶es csak nagys¶agrendet jelÄol: az
¶atlag szorz¶odik egy konstanssal. A 2. egyÄutthat¶o, amelyik ez esetben pozit¶³v,
de nem t¶ul nagy, az alaptendenci¶at jelzi, hiszen ez a Haar-alapfÄuggv¶eny (anya-
wavelet) egyÄutthat¶oja. T¶argyi jelent¶ese az, hogy az id}osor, ak¶ar az alapfÄugg-
v¶eny az eg¶esz vizsg¶alt intervallumon alapvet}oen csÄokken}o tendenci¶at mutat,
de ez a tendencia (trend?) nem t¶ul er}os. Az ezt kÄovet}o k¶et egyÄutthat¶o (a
3. negat¶³v, a 4. pozit¶³v) a hossz¶u hull¶am megl¶et¶ere utal. A negat¶³v egyÄutt-
hat¶o egy "fel" alak¶u hull¶amot jelÄol az id}oszak els}o fel¶eben, m¶³g a 4. pozit¶³v
egyÄutthat¶o egy hasonl¶o hossz¶us¶ag¶u "le" alakot az id}oszak m¶asodik fel¶eben.
Ezek ered}oje adja ki az ¶abr¶an l¶athat¶o hossz¶u hull¶am konk¶av szakasz¶at, ami
l¶enyegesen meghat¶arozza az id}osor lefut¶as¶at. A DHT ¶abr¶an l¶atszik m¶eg,
hogy a 5-8 egyÄutthat¶ok viszonylag nagyok. Ezek a 16 ¶eves kÄoz¶ephull¶amokat
mutatj¶ak. Ezekb}ol az l¶atszik, hogy ezek kÄozÄul a 3. egyÄutthat¶o (val¶oj¶aban a 7.)
a legnagyobb, azaz az id}oszak 3. negyed¶eben ¶erv¶enyesÄul legink¶abb egy kÄoz¶ep-
hull¶am csÄokken}o ¶aga. Az ezt kÄovet}o egyÄutthat¶ok, melyek a rÄovid hull¶amokat
mutatj¶ak, kisebbek, nem jeleznek sz¶amottev}o hull¶amz¶ast. Ugyanakkor fontos
megjegyezni, hogy ha c¶elunk az lenne, hogy a sert¶esciklust, nem pedig a DHT
tulajdons¶agait elemezzÄuk a lehet}o legalaposabban, ¶erdemes lenne megn¶ezni,
hogy pl. trendsz}ur¶es ut¶an (amikor a tart¶os tendenci¶at, esetleg a leghosszabb
hull¶amot, vagy hull¶amokat kisz}urjÄuk) mit mutat a transzform¶aci¶o, hiszen
egy ilyen elj¶ar¶as feler}os¶³theti a marad¶ek id}osorban l¶ev}o, nagyobb frekvenci¶as
hull¶amokat, ¶es jobb betekint¶est adhat az id}osorban megjelen}o rÄovid hull¶amok
l¶et¶ebe ¶es elhelyezked¶es¶ebe.

8. ¶abra. A sert¶es¶allom¶any id}osora ¶es annak DHT-je.
Forr¶as: saj¶at szerkeszt¶es.
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b) Sim¶³t¶as, kÄozel¶³t¶es, outlier sz}ur¶es, tÄomÄor¶³t¶es

A DWT a kor¶abban elmondottak alpj¶an egyre ink¶abb elvesz¶³ti eredeti funk-
ci¶oj¶at, ¶es a hull¶ammozg¶asok elemz¶ese helyett id}osorok tÄomÄor¶³tett kÄozel¶³t¶es¶ere,
a kiugr¶o ¶ert¶ekekt}ol val¶o megszabad¶³t¶as¶ara, ¶altal¶aban egyszer}ubb, modellszer}u
le¶³r¶as¶ara haszn¶alj¶ak. Ennek m¶odja az, hogy a wavelet transzform¶altb¶ol kÄuszÄo-
bÄoljÄuk a kis elemeket, majd az ¶³gy rÄovid¶³tett, tÄomÄor¶³tett transzform¶altakb¶ol
a vissza-transzform¶aci¶ot alkalmazva, megkapjuk az eredeti id}osor kÄozel¶³t¶es¶et.
Ezt az elj¶ar¶ast ¶ugy is fel lehet fogni, mint outlier sz}ur¶est, amikor a kis, eseti,
tranziens hull¶amokt¶ol megtiszt¶³tjuk az id}osort.

A 9. ¶abr¶an a GDP index¶enek id}osor¶at (1965-2018) ¶es annak DHT-vel
tÄort¶en}o kÄozel¶³t¶es¶et l¶athatjuk. Ebben az esetben ¶ugy j¶artunk el, hogy a
DHT y vektor¶anak elemeib}ol lenull¶aztuk a legkisebb abszol¶ut ¶ert¶ek}u 70%-
ot, majd elv¶egeztÄuk az inverz transzform¶aci¶ot. A 70% term¶eszetesesen csak
egy lehet}os¶eg, a l¶enyeg persze az, hogy az id}osor egy nem elhanyagolhat¶o
r¶esz¶et tÄorÄoljÄuk, ¶es ¶³gy a feladatot egyszer}us¶³tsÄuk. TÄobb k¶³s¶erlet ut¶an jutot-
tunk el oda, hogy ez esetben a 70%-os sz}ur¶es l¶atszik olyannak, ami l¶enyegesen
egyszer}us¶³ti (modellezi) a feladatot, ugyanakkor az id}osor f}o jellegzetess¶egeit
is megtartja. Az ¶abr¶ar¶ol ugyanis j¶ol l¶athat¶o, hogy a kÄozel¶³t¶es a nehezen
kÄovethet}o ingadoz¶asok ellen¶ere j¶onak mondhat¶o, hiszen a k¶et sor kÄozÄott a de-
termin¶aci¶os egyÄutthat¶o r2 = 0:97, azaz bizonyos ¶ertelemben azt is ¶all¶³thatjuk,
hogy az elj¶ar¶as csak 3% az inform¶aci¶ovesztes¶eggel j¶art. L¶enyegileg ugyanezt
az elj¶ar¶ast kÄovetik term¶eszetesen bonyolultabb m¶odon a m¶ar eml¶³tett hang-
¶es k¶eptÄomÄor¶³t}o elj¶ar¶asok. Enn¶el a kis p¶eld¶an¶al az elj¶ar¶as el}onyei nem t}unnek
ki, de nagy adatmennyis¶eg (pl. big data kÄornyezetben esetleg tÄobb sz¶azezer
adat) eset¶en az adatt¶arol¶as ¶es manipul¶aci¶o, valamint a feladat ¶atl¶athat¶os¶aga
szempontj¶ab¶ol ez m¶ar l¶enyeges lehet.

9. ¶abra. A GDP id}osora ¶es annak DHT-vel tÄort¶en}o kÄozel¶³t¶ese.
Forr¶as: saj¶at szerkeszt¶es.
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c) Hasonl¶os¶agok keres¶ese id}o- ¶es terÄuleti sorokban

Ez az alkalmaz¶as, b¶ar ¶erdekesnek t}unik, egyel}ore nem valamif¶ele bizony¶³tott
elm¶eleten, hanem egy sejt¶esen nyugszik. L¶enyege az, hogy ha id}osorokat sz¶an-
d¶ekozunk Äosszehasonl¶³tani, nem az eredeti id}osorokat, hanem azok wavelet
transzform¶altjait hasonl¶³tjuk Äossze. EmÄogÄott az a felt¶etelez¶es ¶all, hogy a
wavelet transzform¶altak tÄomÄor ¶es rendezett form¶aban hordozz¶ak azoknak az
id}osoroknak a tulajdons¶agait, amelyekb}ol sz¶armaznak. Ez¶ert, ha a wavelet
transzform¶altakat hasonl¶³tjuk Äossze, hat¶ekonyabb lesz az Äosszehasonl¶³t¶as, az
jobban kiemeli a kÄozÄos tulajdons¶agokat, illetve jobban szelekt¶al. Ezt a gondo-
latot m¶eg nem l¶attuk egzaktan bizony¶³tva, de alkalmaz¶as¶at m¶ar nyomon lehet
kÄovetni. Uliha [2016] ezt az elvet haszn¶alta a sv¶ed ¶es norv¶eg makrogazdas¶agi
v¶altoz¶ok olaj¶arral val¶o egyÄuttmozg¶as¶anak jellemz¶es¶ere. Ezzel kapcsolatban
az elm¶elet helyess¶eg¶en t¶ulmen}oen term¶eszetesen egy sor k¶erd¶es vethet}o fel,
¶³gy pl. az, hogy milyen waveletet c¶elszer}u haszn¶alni, a teljes vagy a kÄuszÄobÄolt
DWT vektort haszn¶aljunk, vagy az, hogy a hasonl¶os¶agot milyen mutat¶oval
m¶erjÄuk?

Az elv bemutat¶as¶ara elk¶esz¶³tettÄuk 4 makr¶o v¶altoz¶o (GDP, fogyaszt¶as,
ipari termel¶es, beruh¶az¶as) 32 elem}u (1985-2016) volumen-id}osorainak Äossze-
hasonl¶³t¶as¶at egyszer}u korrel¶aci¶os mutat¶ok seg¶³ts¶eg¶evel, ahol a korrel¶aci¶os
m¶atrixokat el}oszÄor az eredeti id}osorokb¶ol, m¶asodszor a DHT transzform¶al-
takb¶ol sz¶am¶³tottuk ki. Az eredm¶enyeket az 1. ¶es 2. t¶abl¶azat korrel¶aci¶os m¶at-
rixaiban foglaltuk Äossze.

GDP Fogyaszt¶as Ipari termel¶es Beruh¶az¶as

GDP 1 0.9435 0.9728 0.9286
Fogyaszt¶as 1 0.8882 0.9051
Ipari termel¶es 1 0.9306
Beruh¶az¶as 1

1. t¶abl¶azat. Az eredeti sorokb¶ol sz¶am¶³tott korrel¶aci¶os m¶atrix

GDP Fogyaszt¶as Ipari termel¶es Beruh¶az¶as
GDP 1 0.9985 0.9804 0.9941
Fogyaszt¶as 1 0.9710 0.9910
Ipari termel¶es 1 0.9885
Beruh¶az¶as 1

2. t¶abl¶azat. A DWT-b}ol sz¶am¶³tott korrel¶aci¶os m¶atrix

A k¶et m¶atrix elemenk¶enti Äosszevet¶ese az mutatja, hogy a transzform¶al-
takb¶ol sz¶am¶³tott korrel¶aci¶ok minden esetben magasabbak, azaz a transzfor-
m¶altak mindenÄutt er}osebb kapcsolatot mutatnak, mint az eredeti sorok. Ha
m¶eg azt is hozz¶avesszÄuk, hogy az id}osorok kÄozti korrel¶aci¶os egyÄutthat¶ok tar-
talmazz¶ak a kÄozÄos trendhat¶ast, ami nyilv¶an felfel¶e torz¶³tja az eredeti sorokb¶ol
sz¶am¶³tott mutat¶ot, m¶³g ez a transzform¶altakn¶al nem, illetve m¶ask¶epp jelenik
meg, azt mondhatjuk, hogy ezen a p¶eld¶an a wavelet transzform¶altak feler}os¶³-
tik az egyÄuttmozg¶ast le¶³r¶o kapcsolatokat. Ez term¶eszetesen nem bizony¶³t¶ek,
csak indik¶aci¶o, de maga a gondolat alighanem ¶erdemes arra, hogy a k¶es}obbiek
sor¶an alaposabban megvizsg¶aljuk.
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d) Outlier sz}ur¶es ¶es a legfontosabb fordul¶opontok elem-
z¶ese

A 10. ¶abr¶an egy demogr¶a¯ai id}osort, a magyarorsz¶agi hal¶aloz¶asok sz¶am¶anak
id}osor¶at ¶es annak durva DHT kÄozel¶³t¶es¶et l¶athatjuk (Hunyadi [2018b]). A
fÄugg}oleges sk¶al¶an l¶athat¶o, hogy az alapadatokat a saj¶at ¶atlagukt¶ol vett el-
t¶er¶esekkel helyettes¶³tettÄuk, ami az itt felvetend}o k¶erd¶est { a kritikus pontok
elhelyezked¶es¶et { nem ¶erinti. Itt teh¶at a hal¶aloz¶asok id}osor¶anak kritikus for-
dul¶opontjait kerestÄuk p = 0:96 sz}ur¶es eset¶en, azaz ¶ugy, hogy a DHT elemeinek
legkisebb 96%-¶at 0-ra reduk¶altuk. A kapott fordul¶opontok: 1969, amikor
megugrik a sor, 1985-ben kezd}odik a lassul¶as, 1985 ¶es 2001 kÄozt megfordul a
tendencia, v¶egÄul 2001-t}ol alacsony szinten stagn¶al, illetve lassan csÄokken.

10. ¶abra. A hal¶aloz¶asok sz¶ama ¶es l¶epcs}os kÄozel¶³t¶ese.
Forr¶as: saj¶at szerkeszt¶es.

Ez az alkalmaz¶as hasonl¶³t arra, amit kor¶abban m¶ar eml¶³tettÄunk. A kÄu-
lÄonbs¶eg mindÄossze annyi, hogy a DHT-t ez¶uttal er}osen kÄuszÄobÄoljÄuk (sz}urjÄuk),
azaz puszt¶an 3-4 elem¶et hagyjuk meg, amelyek visszatranszform¶al¶as ut¶an
kirajzolj¶ak azt a fÄuggv¶enyt, amely durv¶an ugyan, de megragadja az eredeti
id}osor l¶enyeg¶et, ugyanakkor megadja azt a n¶eh¶any kulcs¶evet, amelyekben a
folyamat l¶enyeges fordul¶opontjai bekÄovetkeznek. Ehhez az elemz¶eshez kifeje-
zetten el}onyÄos a Haar-transzform¶aci¶o l¶epcs}os jellege.

A fenti n¶eh¶any alkalmaz¶as csak bemutat¶o volt, azonban nem szabad
elfelejteni, hogy a waveletek igazi elterjed¶ese alighanem m¶eg el}ottÄunk ¶all.
Kor¶abban tettÄunk eml¶³t¶est m¶as, m}uszaki, ¯zikai, informatikai alkalmaz¶asok-
r¶ol. A fent bemutatott n¶eh¶any, t¶arsadalom- ¶es gazdas¶agtudom¶anyi alkalma-
z¶ashoz m¶eg hozz¶a lehet tenni, hogy ¶altal¶aban nagy lehet}os¶eg ad¶odik a nem
stacion¶arius id}osorok elemz¶ese eset¶en, hiszen ezen a t¶eren a wavelet elemz¶es
kiv¶althatja, s}ot ki is kell v¶altania a hagyom¶anyos Fourier-elemz¶eseket. M¶ar
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eml¶³tettÄuk, de tal¶an nem ¶art ¶ujra hangs¶ulyozni, hogy a nagyon nagy adat-
mennyis¶egek (big data) eset¶en, ami jelenleg m¶ar a statisztika k¶ezzel foghat¶o
val¶os¶aga, a wavelet elemz¶es szint¶en igen sikeres lehet. V¶egÄul megeml¶³tjÄuk
a terÄuleti statisztikai elemz¶eseket, amelyek az id}osoros m¶odszerek mint¶aj¶ara
azokhoz hasonl¶o, illetve kÄozel ¶all¶o m¶odszereket haszn¶alnak (Dusek T. { Ko-
tosz B. [2016]), ¶es a jÄov}o el}ottÄuk ¶all. Azt sem szabad elfelejteni, hogy a wave-
let-elm¶elet m¶eg viszonylag ¶uj, t¶arsadalmi-gazdas¶agi alkalmaz¶asai m¶eg csak
kialakul¶oban vannak, de biztosak lehetÄunk abban, hogy amint ez a nagyon
hasznos terÄulet meger}osÄodik ¶es elterjed, ¶ujabb ¶es ¶ujabb alkalmaz¶asokat in-
duk¶al, olyanokat is, amilyenekre most tal¶an m¶eg nem is gondolunk.

6 Z¶ar¶o gondolatok

Ez a cikk csup¶an bevezet}o a waveletek elm¶elet¶enek ¶es alkalmaz¶as¶anak vil¶ag¶a-
ba. Bevezet}o, m¶egpedig el¶eg rÄovid, ¶es tal¶an felsz¶³nes bevezet}o, de tudat¶aban
kell lennÄunk annak, hogy a waveletek m¶elyebb meg¶ert¶ese ¶es alkalmaz¶asa
transzdiszciplin¶aris ismereteket kÄovetel. Maga a t¶ema meglehet}osen divatos
¶es j¶ol mutatja a modern matematika jellemz}oit, a diszkr¶et probl¶ema-kezel¶est,
a sz¶am¶³t¶astechnika fel¶e fordul¶ast, az alkalmaz¶as-orient¶alts¶agot. Az ¶atalakul¶o-
ban, paradigmav¶alt¶as el}ott ¶all¶o statisztika jellemz}oi is megmutatkoznak ezen
a terÄuleten, hiszen az indul¶o adatok forr¶asainak min}os¶ege ¶es mennyis¶ege, a
nagy sz¶am¶³t¶asig¶eny, a sokoldal¶u felhaszn¶alhat¶os¶ag, mind beleillik a statisztika
¶atalakul¶as¶anak egyre jobban kirajzol¶od¶o trendj¶ebe.

A waveletek t¶arsadalmi-gazdas¶agi modellez¶esben tÄort¶en}o alkalmaz¶as¶anak
is csak n¶eh¶any egyszer}u kezdet¶et villantja fel ez az Äossze¶all¶³t¶as. Alighanem
joggal gondolhatjuk, hogy az alkalmaz¶asokban enn¶el j¶oval tÄobb lehet}os¶eg van.
Ahhoz azonban, hogy ezeket a lehet}os¶egeket jobban kihaszn¶aljuk, ¶eppen a
terÄulet kor¶abban eml¶³tett transzdiszciplin¶aris jellege miatt az ¶erintett szakte-
rÄuletek, azaz a matematika, az informatika, a statisztika, valamint a t¶arsadal-
mi-gazdas¶agi modellez¶es egyÄuttm}ukÄod¶es¶ere lenne szÄuks¶eg. Ennek a cikknek
els}odleges c¶elja ¶es ¶ertelme az, hogy egy ilyen egyÄuttm}ukÄod¶es szÄuks¶egess¶eg¶ere
felh¶³vja a ¯gyelmet.
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ON THE WAVELETS

The wavelet problem is not a new one, the ¯rst wavelet, that resembles to the ones
used nowadays, were constructed by the Hungarian mathematician Alfred Haar in
the beginning of the 20th century. Naturally, he tackled with a problem of pure
mathematics, and he solved this one: using his famous stepwise function, among
others, he could approximate any continuous functions. However, the results, ob-
tained by Haar were rather unprecedented, so that time it did not obtain real appli-
cations outside the narrow ¯eld of theoretical mathematics. Many decades later, in
the second half of the century, ¯rst in connection with physical, and later informat-
ical problems, the real wavelet problem has been outlined and used. This proved
to be a very e®ective tool to analyse non-stationary time series, a good means that
complete the Fourier analysis, which can exceed it in some points. This article is an
introductory study: it deals with some basic properties of wavelets, introduces the
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discrete wavelets, shows an algorithm that is popular nowadays and useful, to ac-
complish wavelet transformation in both directions by using a computer. After this
methodological section the article shows some eventual application in economic and
social modelling and at the end it demonstrates some further hints of the hidden
application facilities of the topic.

In the beginning, the article shows some results of Haar. Results, that later
became the basic foundation of the whole topic. First it demonstrates the Haar-
type basic stepwise function (the so called mother wavelet), the calibration function
(or father wavelet), and the transformed (translated and dilated) versions of the
mother wavelet (children wavelets). The series, formed from these elements { and
this is a famous result of Haar { is orthogonal, and using this series, any continuous
function can be approached with a voluntary precision. This result { in some
aspects { resembles to the results of Taylor and Fourier, and the approximation is
more or less similar, but evidently based on di®erent functions. The article shows
a very simple and well known quadratic function and its stepwise approximation
by Haar series of 4 and 8 elements.

For a long time, a half century, this result was only that of mathematicians,
it had not application outside this area, and only in the mid of the last century
begin ¯rst of all physicists to reveal the connection of this type of methods and the
Fourier transformation. Starting from Haar's results, constructing, introducing and
using new wavelets they get e±cient tools for time series analysis. So, new wavelets
have been created (Gabor { Morlet wavelet, the Mexican hut wavelet, the implicitly
de¯ned Daubecies wavelet and a lot of other wavelets). This made necessary the
uni¯cation of the theory based on wavelets. Following this, application of wavelets
grown rapidly { this period is called by some authors the revolution of wavelets.
The applications reached further territories like social and economic analysis, and
not only time series analysis. In this ¯eld modern informatics was the ¯rst that
used and applied wavelet analysis to manipulate (coding, storing and compressing
of pictures) spatial data as well.

In connection with the applications, one of the main bottleneck of the original
wavelet theory was, that it based on continuous (or at least partly continuous)
functions, so there was a separate phase, when the results had to transform to
discrete form or to digitalize them. A comparatively new result in the wavelet
theory is the discrete transformation, which starts from the fact that the data are
discrete (or at least discrete on the level of observation), so the wavelet mapping
and compression of such data can be done by discrete methods only. The article
deals with the discrete wavelet transformation in a detailed way. First the Haar
matrix was introduced, but it was easy to understand that for large scale problems
the quasi-empty transformation matrix (the large share of its elements is 0), is
rather inconvenient for practical use. Therefore, starting from the original Haar
transformation and using a rather simple but rather e±cient stepwise method {
the Cascade Algorithm { we show how to apply the wavelet transformation to
discrete time or spatial series. The article shows this algorithm via a small numerical
example. As the result of the transformation { which operates in this case as well in
both directions { a series (a vector) of coe±cients of the same size can be obtained.
From this vector, by cutting or thresholding { i.e. deleting and replacing some
coe±cients by 0 { and an inverse transformation an approximation of the original
series (vector) can be obtained.

After this transformation

² the DWT (Discrete Wavelet Transform) of a series remains a vector of the
same size as the original one, that is the number of their elements is equal,
since the transformation matrix is quadratic;

² the structure of the result vector (y) is special: at the beginning (on the left
hand side) the coe±cients of the long waves, at the middle the coe±cients
of the middle waves, while on the right hand side of the short waves, which
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refers to irregular sound, can be found;
² it is easy to see an interesting case of the information-conservation: the sum
of squares of the elements of vector x and y are equal, but their distribution
is very di®erent: vector y is much more concentrated than the original vector
(x);

² that is why a peculiar application of the DWT is as follows: after the transfor-
mation by mean of thresholding we delete the small absolute valued elements
of y (i.e. they get 0 value), and after re-transformation the new vector x
gives a good approximation of y but using much less nonzero-elements. This
is a simple way of information compression, and so this is an important point
of wavelet modelling.

As far as the applications are concern, the problem (the wavelet transformation)
is easily extended to 2, or 3 dimensions, so it becomes the base of a lot of extended
computer applications. A peculiar application in 1 dimension is the compression
of voices in music ¯les, in 2 dimensions the compression of images, in 3 dimensions
the compression of TV pictures together with voices. In these applications ¯rst
the ¯les of sound or images are mapped to matrices, than transform by DWT. The
small, nuisance elements are thresholding, so the original problem is reduced (some-
times by 90 percents), and then using the inverse DWT it will be re-transformed
to the original scale. According to some reports, such double transformation will
not reduce the quality of the original ¯le in a considerable way, so in general it
remains hidden for the users. The ¯rst famous application was due to the FBI with
its famous ¯ngerprint data bank: the data bank that contains millions of prints,
which was compressed by using wavelet transformation. After a more then 90%
compression rate, it remained fully operable. Among the computer application the
jpeg image compression is well known: it is based a discrete wavelet transforma-
tion too. In the modern TV broadcasting a relevant obstacle of peak-quality HD
(High De¯nition) transmission was the lack of means that could save and move a
huge amount of information in a very short time. When the HD broadcasting was
prepared, an algorithm, based on the Fourier-analysis was applied, but in that time
there were no e®ective DWT algorithms. We have no information on the details,
but it can easy be that the UHD television, where manipulation with much more
information is necessary, is based on DWT algorithms.

In the last, but rather important part of the article some applications of wavelet
transformation in the ¯eld of economic and social analysis are treated. The ¯rst one
is the analysis of the Hungarian hog-cycle. According to former investigations the
stock of the Hungarian hogs has a 3-5 year cyclical movement, which was analysed
in details by many authors in the last decades. Now we tried to show the cycle
from a 64 element annual time-series by means of wavelet analysis. The results are
a bit ambiguous, perhaps, because in the last two decades there were huge changes
of the system of the Hungarian economic management and foreign relations, but
the analysis revealed remarkable cyclic tendencies.

The second example shows how the wavelet transformation smoothes and com-
presses time series. The base of this application was the annual series of Hungarian
GDP. In this application after a DHT (Discrete Haar Transformation) 70 percents
of the wavelet coe±cients (obviously the less absolute valued coe±cients) have been
deleted and using the inverse transformation, a good ¯tness of the new series has
been detected. This example shows in a rather convincing way the information
compression of the wavelet transformation. It is to note that in case of a much ex-
tended data base (which can often be getting in the big data analysis), this method
of information compression can yield much more spectacular results.
The next example was only a trial: according to some views the common features

of time series are much more detectable from the transformed series than from the
original ones. So our hypothesis was that the similarities of two or more series
are higher in case of wavelet transformed series. The correlation matrix among
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the main macroeconomic indicators proved that the hypothesis is good { all of the
elements of the new correlation matrix are higher than those, computed from the
original series.

Finally in a demographic example we investigate the problem of Hungarian
mortality. Our task was to separate the key-points of this 64 element time series,
points that separate the particular parts of the mortality curves. Using the wavelet
(Haar) transformation, 3 points of the curve has been detected and analysed. These
points (1969, 1985, 2001) show those years, when the mortality curve has important,
long-range turns.

The conclusion of the article is that this method is extremely promising in the
¯eld of time series and spatial series applications, but in order to realize it a more
intensive cooperation among mathematics, statistics, modelling and informatics
seems to be necessary.




