Virde ILDIKG

Egy sztochasztikus névekedési modell

A gazdasigi élet leirdséra jelenleg haszndlt matematikai modellek nagy
része determinisztikus modell. Azonban jél ismert, hogy ha egy ilyen modellel
példdul tervezni akarunk, akkor fel kell tételezniink bizonyos gazdasigi
osszefiiggéseket, amelyek elére nem latott s a tendencidk bonyolultsiga miatt
nem is lathaté hatdsok miatt nem a feltevéseknek megfelelen fognak érvé-
nyesiilni. Ezért egy ilyen modellel szamitott eredményeket egy j6 tervezs
soha sem tekinti biztosan bekovetkezd ténynek, hanem csak kozelitésnek.
Azonban az ilyen el6re nem litott véletlen hatdsokrdl a tervezés sordn soha
nem tudjuk meg, hogy mennyire valtoztatjak meg feltételeinket, és igy azt
sem, hogy a kapott eredmény a tervezetthez nagyon kozel, kevéshé kozel,
vagy egyenesen tavol lesz.

Létezik azonban olyan matematikai apparitus, amelynek segitségével elGre
nem latott véletlen események is figyelembe vehetSk. Ezt nyujtja a vals-
szinfiségszamitas és a csalddjiba tartozd tudomdnydgak, a sztochasztikus folya-
matok elmdlete, a matematikai statisztika, az informéciéelmélet stb.

A sztochasztikus folyamatok elmélete a &, valdszinfiségi valtozék halma-
zénak vizsgilatdval foglalkozik, ahol ¢ végigfut egy valés paraméterhalmazon,
pl. egy idgintervallumon. Ez az elmélet lehet6vé teszi véletlen jelenségek ids-
beni lefutdsénak vizsgélatdt. A gazdasdgi valésigot a nagyszémi szémba-
vehetetlen véletlen hatds miatt hasznos éppen ilyen idSben lefuté véletlen
jelenségként kezelni.

A sztochasztikus folyamatok elméletének kiilonosen a mikroskonomiéban
szémos sikeres alkalmazdsa van, azonban kevesebb makroskonomiai alkal-
mazasirél tudunk.

Ebben a dolgozatban a sztochasztikus folyamatok elméletének egy makro-
- Okonomiai alkalmazasat fogjuk bemutatni. Szeretnénk megmutatni azt a
- gondolatmenetet, ahogyan egy determinisztikus modellt 4ltaldnosithatunk.
- Egy Harrod—Domar tipusi nivekedési modellbdl indulunk ki, amely Sz.
- Sztrumilinté] szdrmazik [1], [2], [3]. Ezzel a modellel a szerz§ azt az optim4-
'~ lis felhalmozési hanyadot kivanja meghatdrozni, amely mellett egy meghat4-
- rozott idGszak alatti osszes fogyasztds maximdlis. E modell alapvetd feltevése

az, hogy az Y () nemzeti jovedelem csak a K({) t6kébdl szarmazik és a nem-
- zeti jovedelem ¢ konstansszorosa a t-edik idSpillanat K(t) t6kedllomanyénak.

Yi(t) = ¢ K(t)-

. Az dltaldnositasi lehetdség az, hogy a ¢ konstans értékét sztochasztikus
folyamatnak fogjuk fel, tehat az dltala felvett értéket minden id6pillanathan
val(')szinﬁségi valtozénak tekintjiik.
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Ebbdl a feltevéshbil kovetkezik, mint latni fogjuk, hogy az Osszes tobbi
valtozét, tehat a K(t) t6két, Y (f) nemzeti jovedelmet, J(f) beruhazast, C(t)
fogvasztist is sztochasztikus folyamatként kell kezelniink.

A modellel, a determinisztikus modell analégidjira itt is az optimilis fel-
halmozasi hanyadot hatirozzuk meg, mikozben a 7' idGszak alatti 6sszes fo-
gyvasztas varhatoé értékét maximalizaljuk.

A dolgozat két részbil all. Az egyik részben azt az esetet vizsgaljuk, amikor
a c(o, t) tokehatékonysig sztochasztikus folyamatat, mint dltalinos sztochasz-
tikus folyamatot vizsgdljuk, a maésik részben pedig feltessziik, hogy Gauss
folyvamat.

Az 4ltalanos esetben a 7' id6 alatti osszes fogyasztias varhato értékét végtelen
sor alakjaban kapjuk, Gauss folyamat esetén azonban zart képletben, igy
ebben az esetben részletesebben vizsgilhatjuk az optimalis felhalmozdsi
hanyad létezésének és unicitisanak feltételeit.

A modell leirasa

Legyen (Q, U, P) egy valdszin(iségi mez§ és legyen az [0, T'] zart interval-
lum egy paraméterhalmaz ([4] ILI. fejezet), ahol 7' éppen a horizontidd.

Legyenek értelmezve Y(w, 1), ¢(w, 1), K(w, t) és J(w, t) sztochasztikus folya-
matok az Qz[0, T'] téren, azaz minden o, €Q2-re és (€[0,T'] értékre vegyenek
fel valamilyen valos értékeket, gy, hogy rogzitett £, €[O, T'| esetén az Y (o, t,),
clw, t,), K(w, t,)) ésJ(m, t,) egy-egy az (2,9, P) valdsziniiségi mez6n értelme-
zett valoszinliségi valtozé és minden rogzitett o €02 esetén az Y(w, t), c(w,, 1),
K(w,, t)ésd(w,, t)egy-egy a0, T]intervallumon értelmezett kozonséges fligg-
vény, amelyeket a sztochasztikus folyamat realizicidinak neveziink. ([4].
I. fejezet.)

Y(w, t)-vel a nemzeti jovedelem sztochasztikus folyamatat jeloljiik.

c(w, t) a tékehatékonysig sztochasztikus folyamata, amely a pillanatnyi
tékehatékonysigot mutatja.

y(w, t) a pillanatonként eszkozolt beruhdzis sztochasztikus folyamata.

K(w, t) a t-edik idGpillanat tékeallomanydnak sztochasztikus folyamata.

A modell feltevései

1. A t — O idépillanathban K(0Q) — K, mennyiségii téke all rendelkezdsre.
Kzt nem tekintjiik véletlentdl fiiggd mennyiségnek, hiszen a valosdgban ismert
mérhetd mennyiség.

2. Y(o, t) = clw, t), K(w, t), vagyis a t-edik pillanat nemzeti jovedelmét
a t-edik pillanat tékehatékonysaga és az illetd pillanat tékedlloménydnak
szorzataként kapjuk. Kz véletlentsl fiiggé mennyiség, hiszen a véletlentdl
fiige az is, hogy mennyi az illeté pillanatban a tékehatékonysig és az is,
hogy mennyi az addig felgyiilemlett tékemennyiség.

3. J(w,t) = s Y(ow, t),ahol O << s << 1 valds szam. Szavakban kifejezve ez
a feltevés azt jelenti, hogy a pillanatnyi nemzeti jovedelemnek valamilyen
s konstansszorosit forditjuk mindig beruhdzdsra. Természetes, hogy a y(w, 1)
pillanatnyi beruhazas is véletlentdl fiiggd mennyiség, hiszen Y (o, t) az.

4. K’(m, 1) = y(ow, t), ahol a K’ (o, t) az a sztochasztikus folyamat, amelynek
realizicioi a K(o, t) folyamat realiziacioinak kozonséges analizisbeli értelemben

B
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vett deriviltjai. Ez a feltevés itt is, mint a determinisztikus modellben azt
fejezi ki, hogy a beruhdzis azonnal hatni kezd, azaz nincs id6beni késleltetés.

5. Tegyiik fel tovabbéd, hogy a c(w, t) sztochasatikus folyamat majdnem
minden realizicidja folytonos figgvény, ahol a ,,majdnem minden” fogalom
azt jelenti, hogy azon realizdciok elGforduldsinak valdszintisége, amelyek
mellett a ¢(w, f) nem folytonos fiiggvénye ¢-nek, nulla.

6. Legyen ezenkiviil a c(w, t) rogzitett ¢ mellett korlatos, azaz létezzen olyan
n(t) valés fiiggvény, hogy

c(w, t) < n(t) .

Kz utébbi két feltevésnek féleg technikai jellege van, azonban kozgazdasé-
gilag teljesen kézenfekvs kovetelmények, hiszen azt jelentik, hogy a folyamat
minden realizdciéja olyan, hogy az id6ben véltozé t6kehatékonysag folytonos,
mésrészt pedig rogzitett idGpillanatban nem vehet fel akirmilyen nagy
értéket.

A 2, 3 és 4 feltételbdl K (w, t)-re a kovetkezd differencidlegyenletet kapjuk:

K (w,t) =s " clo,t) - Ko,!).

Az 5. feltevés miatt a kapott sztochasztikus differencialegyenlet megoldhaté,
egy valdsziniiséggel barmilyen rogzitett o mellett.

A megoldést tgy kapjuk, hogy az egyes realizaciok kozott fenndlld figgvé-
nyekre vonatkozé differencidlegyenleteket megoldjuk. A kapott megoldés-
fiiggvények a megoldasfolyamat realizacioi.

A megoldas tehat

K(w,t) = K, exp [s jtc (o, t)dt]
0

ahol felhasznaltuk az 1. alatti feltételt.

Kz az egyenléség K(w,t) majdnem minden realizdcidjira teljesiil.

Célunk a7 id6 alatti osszesfogyasztas varhaté értékek maximélisa, ezt a
kivetkezGképpen kapjuk:

Mivel felhalmozasra idépillanatonként a nemzeti jovedelem s-szeresét
forditjuk, fogyasztdsra az (1-—s)-szerese keriil.

t
Mivel Y(o,t) = c(w,t) K(w, 1), és K(o,t) = Kexp[s|e(w, t) dt]
0

a T id6 alatti osszes fogyasztis a kovetkezd:

7 .
Ko | (1—s)c(w,t)exp [s§¢(w,t)dt]de
0 0

ennek a varhaté értékét a kovetkezd alakban kapjuk:

[ K, [_‘ iy IJ[M
(1) TS :
K,{clo,t)dt, ha § = 0.
0

) Em}ek a kifejezésnek keressiik a maximumat, mikoézben 0 = 8= I Meg-
Jegyzes:

] i
exp {sj'c(w, t) dt}] | l, ha 0 <8< 1
0 :

4 Szigma
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Konkrét esetekben nagyon nehéz kimutatni, hogy egy sztochasztikus folya-

mat majdnem minden 1ed11/(x010ja folytonos (azaz a folyamat egy V&IOSZIIIU‘
séggel folytonos).

A kovetkezs tétel ([4] 1V. fejezet 5. §.) ad egy elégséges feltételt egy szto-

chasztikus folyamat egy vwlosmnuse;,gcl valé folytonossigara.
Tétel - Ha léteznek olyan O, r és f pozitiv konstansok, hogy

M |clw,ty) —clw, b)) P]1<<C |ty —¢; |+

és a c(f, ) s/epamlnhs akkor a ¢(t, w) egy valdsziniiséggel folytonos.

Ha a folyamatrol még azt is feltessziik, hogy Gauss-folyamat, akkor a ko-

vetkez6 még kinnyebben ellendrizhetd feltételek teljesiilését kell megvizsgal-

nunk. E/ek a folyamat korreldcié fiiggvényére vonatkoznak, amely egy jol -

kezelhets valos figgvény.
A tétel ([4] IV. fejezet 5. §.) a kovetkezs:
Ha léteznek €' - 0, o _- O konstansok gy, hogy teljesiil az

| Blty, 8e) — 2 Blly, 1) 4 Bty 8) | < Oty — 2%,

minden (¢, t,)€[O T'], és m(t) a c(w, t) Gauss-folyamat varhaté értéke folytonos,

akkor a S/eparabllxs Gauss- folyamat egy valdészin(iséggel folytonos.

Ezek a tételek szeparabilis sztochasztikus folymnatokm vonatkoznak. Koz
gazdasigilag a szepardabilitds nem jelent erds megkotést. Ha folyamataink

nem szeparabilisak, dolgozhatunk a veliik sztochasztikusan ekvivalens szepa-
rabilis folyamatokkal ([4] IV. fejezet 2. §.).

Az altalanos eset
Az (1) alatti kifejezést fogjuk maximalizilni, mikozben 0 < s <7 1.

Problémat csak az
T

(1) M(exp ({ s(co, t) dt)]
0
kiszamitasa jelent.

.
Kiészitsiik el az exp[s‘ o, t)dt] hatvanysorat.

o
7 T
- s e(m, t) de 8"({ e(w, t)de)"
(2)  exp[sfo(wt) dt] =1+ —9——1T— o e e g g
o n!

Ha képerziik mindkét oldal virhaté értékét, akkor azt kapjuk, hogy
T

(3) s (e(w, 2)dt (§ w, t)de)"
M [e\(p( \ (‘((r) t) dt)] =1+4M|-2— prTSaE ool R S n Tt +. e
! : n!
ahol ' L
s"( \'Tr(w t) de)"
4 JHAa n 7.7 T
(4) 1§ [ N ML (()S.. .o t)co,1)...
n! n! 250 0

i s i
s -
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v ie(mitydee o) dP

(2) jobb oldalidn tagonként képezhetjiik a vdrhaté értéket, mivel a 6. pont
alatti feltétel miatt a (2) jobb oldaldnak részletosszegeibdl képezhetd fiigg-
vénysorozatra teljesiilnek a Lebesgue-tétel ([4] IL. fejezet 5. §.) feltételei.
A Fubini-tétel ([4] II. fejezet 3. §.) n-szeres alkalmazasdval feleseréljiik az
integralasok sorrendjét és igy (4)-t6l a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

T

s"(§ o(w, t) dt)” g TT T

GIM| -2 |[="-F((...0 M[c(w, ;) (e, 8,)...c(w,2,)] d¢, dt,. . .dt
n! nl 00 0

(3)-bdl és (5)-b8l kapjuk

M [exp(sof'rc(w, t)de)] =1+ YT M[c(w, t)] di +
0

2 TT
+— [ { Me(w,t,) c(w,t,)]dt, dty4-. . .
200
gt . T
+ 200 M[e(o,8) c(o,t) . . . c(o,4,)] Aty dty...dt,+. ..
n! 00 0

Ha most ezt (2)-be behelyettesitjiik, azt kapjuk, hogy

| T (L —=:8)e. TeT
KO[(I — ) Os M[c(w, t)] dt + BI ik g 6{ M[c(w, t) c(ow,t,] At dty+ ...+

" n—1 T T ) e

@) + (L sl ™ f _s‘T. . M[e(w,8) c(0,t). . .c(w,8,)] At dty. . .de,4-. .. |,
n! 00 0

ha 0 <s< 1

T
K(,o[ c(w, t) di,
+hais =10

(2) helyett most egy meglehetdsen komplikélt formulét kaptunk, azonban
az M [exp(s | c(w, t) dt)] helyett ebben az esetben elegendd ismerni vagy

kiszémitani az M[c(w, t,) ¢(@, £,). . -c(®, t,)] varhaté értéket.

Kozelit6 szamitast végezhetiink a képlet segitségével s, (0 <<s<1)
meghatirozasira. Valasszunk egy nagy N szamot (amelyet a kivint pontos-
sdghoz hataroztunk meg), és vizsgaljuk (6) els6 N tagjat. Az igy kapott poli-
nom maximumhelyével, amelyet ismert numerikus maédszerekkel szdmolha-
tunk, approximélhatjuk [O,7T]-ben Syax-t.

¢ (o, t) Gauss-folyamat

Az itt kovetkezd részben azt az esetet targyaljuk, amikor a ¢(w, t) Gauss-
folyamat, melynek varhaté értéke m(t) = M[c(w, {)] és kovariancia-fiiggvénye
B(u, v) = M[c(w, u) ¢(w, v) — m(w) m(v)]. A

4*
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Hogy ¢(w, t) milyen folyamatnak tekinthetd, azt pontos statisztikai vizs-
galattal lehetne megallapitani. Egy hozzavetdleges vizsgalat nem mond ellent
ennek a feltevésnek. Egyrészt ezért tessziik fel, masrészt pedig azért, mert
mint a tovébbiakbol lithaté lesz, lényegesen egyszer{ibben lehet sziamolni
Gauss-folyamat esetén. (6) tipusi végtelen sor helyett zart kifejezés lesz a
maximalandé fiiggvény, azonkiviil pedig Gauss-folyamat esetén a (4) tipusi
mennyiségek helyett elegendd ismerni az m(t) és B(u,v) paramétereket..

Gauss-folyamatnak neveziink egy c(f, m) sztochasztikus folyamatot, ha tet- |

sz6leges n természetes egész szam és [0 T')-beli ({,, t,, ..., ,) szim n-es esetén
a [e(w, 1)), clo, ty), ..., c(w,,)] valdészinliségi valtozé vektor egyiittes eloszlas

fliggvényének karakterisztikus fiiggvénye [5] a kovetkezd alaki:

n n

e 1 Al j )
(7)) @it o sy i Yp) = CX[’{ [2/ m tj 1/1] -2 t\ /\ B(t, t) v v

ahol m(t) egy tcts/olcgcs fiiggvény (a folyamat varhaté értéke) és B(u, v)
pozitiv definit fiiggvény (a folyamat kovariancia-fiiggvénye).

A V(Llos/musegsz@mltasbol ismert [5], hogy (7) alatti kar akterisztikus fiigg-
vényhez tartozé valdszinliség-siirtiségfiiggvény a kovetkezd:

]’dbtA n n )
8) g2y ..2,) = e exp  — 7)412 Zl ay @, — my) (2 — my)
ahol 4 = |a, | mitrix a B = | B(x,2;) | kovarianciamétrix inverze.

A tovabbiakban hasznélni fogjuk a kovetkezs tételt, amelyet, mivel nem
tudjuk idézni, véazlatosan itt bebizonyitunk.

Tétel: Ha c(w, t) e(rv Gauss-folyamat a [0 7']-ben m(t) — M|[c(w, t)] varhato
értékkel és B(u = M[c(w, u) ¢(w, v)] — m(u) m(v)j knwumn(I(Lfiiggvén_v-
nyel, akkor az \ c(om, t) dt, normdlis eloszldsi valdszin(iségi viltozo, melynek

i}
T T
varhaté értéke my = [ m(t)dt és szordasnégyzete of = § | Blu, v)du do.
0 00

Bizonyitis: Az | c(o, t)dt integral Iétezését az 5. pontban foglalt feltétel
biztositja (a ¢(w,t) folyamat egy valdsziniiséggel folytonos).
o
ElGszor megmutatjuk, hogy az | ¢(w, {)dt normilis eloszlast valdsziniiségl
0

valtozo.
Kozelitsiik az integralt a kovetkezd téglinyosszeggel (elegends a felso
vsszeg, hiszen tudjuk, hogy az integral 1étezik):

P
{e(w, t) dt = lim S (o).
0

>0

ahol
n

! »
‘Sn(m) e 2 ( [+ — & )(,((!), lj*}-l) ¢
J=
Aty ty, ...t, ...t, pontok ekvidisztans pontok [O T'}-ben, ¢, = 0, t, = T.
Természetesen mivel ¢(w, 1) Gauss-folyamat, c(w, ¢;4,) normalis eloszlasa valo-
szinliségi valtozo (j =0, 1, 2, ..., n).



EGY SZTOCHASZTIKUS NOVEKEDESI MODELL 53

A valdszintiségszamitasbél tudjuk, hogy normaélis eloszldsok konstansszo-
rosa is normalis eloszlds, az aldbbiakban pedig roviden vézoljuk annak bizo-
nyitasat, hogy egyiittesen normalis eloszlast valdszinfiségi valtozék osszege
is normdlis eloszlast, amellyel beldttuk, hogy normdlis eloszlast valdszin(-
ségi valtozok linedris kombinécidja is normalis eloszldsy.

Lemma: Egyiittesen normdlis eloszldsi valdszintliségi véltozok osszege is
normalis eloszlasu.

A lemma bizonyitdsa: Tudjuk, hogy fiiggetlen normalis eloszldst valészi-
niiségi valtozok osszege normélis eloszldst. ([5] 184. old.) Ezenkiviil tudjuk
([5] 178. old.), hogy ha c(w t,), c(w, t,) ... c(w,t,) tetsz8leges normalis elosz-
lasti valészintiségi véltozok, akkor megadhaté olyan D = |d;; | ortogonilis
métrix, hogy a

(o, t) = X dylc(w, t;) —m(t;)] k=1,2,....,n
i=1
és a c'(w,t) c(w,ty) ... (w,1,)-ek fuggetlen normélis eloszlasti valbszinti-

ségi valtozok.
A D = |d;;, | métrix ortogonalitisibél kovetkezik, hogy

c(w, b)) = ,;Ed,/.- ¢'(w, &) + m(i)) R B ISR
~1
Iﬁnen pedig kovetkezik az allitds, hiszen
2 c(w,t;) = _Z;(kZldjkc’(w, ) + m(tj)),
Jj=1 =1 k=

és a jobb oldalon fiiggetlen, normélis eloszlast valészintiségi valtozok sszege all.

Ezzel a lemmét bebizonyitottuk.

A fentiek miatt S,(w) normélis eloszlist valdszintiségi véltozé tetszdle-
es n-re.
g Nem kivdnjuk itt részletezni, de kbnnyen.bebizonyithaté, hogy normélis
eloszldsi val6szintiségi valtozok hatarértéke is — ha létezik — normaélis el-
oszlas.

fgy, mivel a felosztés minden hatéron tuli finomitdsival nyert tégliny-
osszegek, az S,(w)-k, mind normélis eloszldsuak, a

T
lim S,(w) =OY c(w, t)dt  is az.

n—oo

Ezzel allitdsunk els§ részét bebizonyitottu'k. :
Nem kivanjuk részletesen bizonyitani, mivel kénnyen belathat6, hogy

T

My = g m(t)dt .
Kzek utdn mar csak azt kell megmutatnunk, hogy

o
o = [ | B(u,v)du dv.
00
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Mivel

" i rT T

o = D7 g c(w, t)dt] = M;_g (o, )dt]P —M2 [ { c(w, H)dt],
U 0
ahol
T
M| [ e(o, t)dt] = mq
0

a

rr
o% :03 é M(c(w, u) c(w, v)]du dv — m% .

(Itt az 4ltalanos esetnél mar ismertetett integralfeleserélést hajtottunk végre.)
Behelyettesitve az M[c(w, u) ¢(o, v)] helyére az

T T
0'“ df (B(u, v) 4 m(u) m(v)) du do-t, azt kapjuk, hogy

o 7
o} = é’ é’ B(u, v) + m(u) m(v) du do — m3

ahonnan, mivel

Fr ¥ 7
§ § m(u) m(v) du do = § m(u)du § m(v)do = mpmp = m%,
00 0 0

az allitds mar kovetkezik.
Kzzel a tételt bebizonyitottuk.
A tovabbiakban az dltalinos esethez hasonléan kiszamitjuk

"
M[ exp (s | c(w, 1) (1/)]~t, amelyet most zart képletben kapunk,
0

7
A tovabbiakban jelsljiik &-vel a | c(w, {) dt valdszin(iségi valtozot.
0

A karakterisztikus fiiggvény segitségével [5] konnyen kiszdmithatjuk

M[e5]-t.
M[e5f] = M[e {505 — P (—1s) .
A & mint tudj uk, normalis eloszlist valdszintiségi valtozd, igy

PRI R . [ isf__]

—18) = ex
Pe( ) p )

azaz

&

2 42
M(es*) = @e(— is) = exp (st + nit J g

A kapott kifejezést (1)-be behelyettesitve kapjuk, hogy maximalizdlandé az

1 0% 5 :
Ko(—-——l exp —~1],h& 0<<s<1
(9 Fs)=1 "ls »
Koty ha. g =0

My 8 -+

&
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Az F(s) fiiggvény vizsgilata

A tovdbbiakban azt fogjuk megvizsgilni, hogy az F(s) fiiggvény szélsé
értékei hogyan helyezkednek el. Meg fogjuk mutatni, hogy ha az m; varhaté
értékre és a o szérasraa (10) és (11) feltételt kotjik ki, akkor az F(s) fiigg-
vény a 0 < s < 1 intervallumban csupan egy helyen veszi fel a maximumat,
igy az optimalizdldsi feladatunknak egyértelmii megolddsa van.

(10) my = Op V3——V6
(11) m% >2mr—0o% mp >0; op >0.
A tovébbiakban foglalkozzunk az

0% 82

(12) fls) = [—}" - IJ[OXP{’”&TS ot J — 1] fiiggvénnyel
s

ha 0 <C s < 1, hiszen ennek maximumhelyei megegyeznek a F(s) fiiggvényével.
Képezziik az f'(s) derivaltat:

(13) f'(s) = l; + exp[st+ “2;8] — 1 +s(my + o 8) — (my + ok s)

S

52

Az f(s) fiiggvénynek szélsG értéke nyilvan esak ott lehet, ahol az f'(s) = 0,
az ['(s) pedig akkor és csak akkor egyenld 0-val, ha

2 &2
(14) exp i

— M8 — J =0% 834 (mp —0%) 2 —mps+ 1.

A tovabbiakban a (14) alatti egyenlet gyokeit vizsgiljuk. Ennek soran tobb-
szor felhasznéljuk a kovetkezs lemmdt, melyet itt nem sziikséges bizonyitani.
Lemma: Ha a g(s) és h(s) folytonosan derivalhaté egy intervallumban,
akkor a g(s) = h(s) egyenletnek legfeljebb eggyel tobb gyoke lehet az adott
intervallumban, mint ¢’(s) = /’(s)-nek.
Készitsiik el most a (14) egyenlet els6 négy derivaltjat. Ezek rendre a
kovetkezdk:

2 2
(15)  30% 82+ 2(my — 0%F) s — myp = — (M + 0% 5) exp [— mys — GT; J
2 g2
(16) 6 o%s + 2(my — 0F) = [(""'7 + 0% 8)* — 0%"] exp ‘—— My s — el J
2 g2
(17) o} = — (my + 0% 8) [(mr + 0T 5) — 30%|exp (— Mg 8 UT; ’

2 o2
(18) 0 = [(my+ o} $)4 — 6l0%(my + o} 82 + 3 o4] exp (— A L ) .

2

Vizsgdljuk most tehat (14) gyokeit. .
(18)-nak pontosan négy gyvke van hiszen (14) jobb oldala akkor és esak akkor
lehet 0-val egyenls, ha
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(19) (my + 0% s)t — 60%(my + 0% 5)2 -+ 30 =0

Mivel ez s-ben negyedfokt egyenlet, pontosan négy gyoke van. Keressiik

meg ezeket.
(19)-bél adédik, hogy

(mr + o7 s)* = o%(3 £ /6)
ahonnan
mr + 6% 8 = 4+ op m)
amelybdl s-et kifejezve megkapjuk (18) gyokeit:

my —or Vi + Vo my —or V3 — 6

8 = — — g = — —
1 : » Sy ; )
% %

_ _ M +oy Vﬁ%

4 =

my + o3 — V6
gy R il ity

UT Ugl‘

Most megmutatjuk, hogy (15)-nek legfeljebb négy olyan gyike van, amely
nagyobb mint s,.

Vizsgaljuk (17)-et.

(17)-nek s, és s, kozott legfeljebb egy gyoke lehet, (17) jobb oldala ugyanis
$4-t6l jobbra negativ értékeken keresztiil tart 0-hoz, a co-ben, s,-ben tehdt
csak lokalis minimuma lehet. (17)-nek sy-ndl lokdlis maximuma van. s, és s,
kozott (17) jobb oldalinak van egy monoton pozitiv szakasza. (17)-nek ezen
a szakaszon lehet csak gyoke, hiszen (17) bal oldala egy pozitiv konstans, és
egy monoton fiiggvény csak egyetlen helyen lehet egyenld egy konstanssal.

A fenti lemma alapjin igy sg-tél jobbra (16)-nak legfeljebb két gyike
lehet. Tegyiik fel ugyanis, hogy (16)-nak legaldbb harom gyoke van s,-t6l
jobbra. Ekkor az elemi analizisben jol ismert Cauchy-féle kozépértéktétel
szerint (17) legalabb két kozbiilsG helyen lenne 0, ami lehetetlen, hiszen (17)-
nek s;-nal nagyobb gyoke csak s,.

Az egész gondolatmenetet megismételve (15) és (16)-ra kimondhatjuk, hogy
(15)-nek sy-t6l jobbra legfeljebb hdrom gyoke van. Hasonlé meggondolasok
alapjan (14)-nek s,-tél jobbra legfeljebb négy gyoke lehet.

A (10)-es feltevés miatt s, < 0, igy fenti okoskoddsunkkal tulajdonképpen
azt mutattuk meg, hogy (14)-nek legfeljebb négy nullanil nagyobb gyike
lehet.

A tovébbiakban megmutatjuk, hogy (14)-nek a [0, 1] intervallum belsejében
csupan egyetlen gyske van.

Tegyiik fel, hogy (14)-nek két nullanil nagyobb gyike van és ezek mind-
egyike egyszeres gyok.

A (11)-es feltevésbdl kapjuk, hogy mivel m% > 2m,y — o%

2(my — 0%) < mh — o%.

Ez éppen a (16) egyenlet két oldala az s = 0 helyen. Kz azt jelenti, hogy az
s = 0 helyt6l jobbra a (14)-es egyenlet jobb oldalan 4116 fiiggvény a bal oldalédn
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all6 felett indul. Ezért a két gyok utdn, amely (14) jobbés bal oldaldn 4114
fuggvények két atmetszésénél van, ismét (14) jobb oldala van feliil. Mivel
azonban (14) jobb oldala —oco-hez tart, ha s — + co-hez, a bal oldala pedig
nulldhoz, kell, hogy még egyszer messék egymast. fgy tehat (14)-nek a null4t
is beleértve 4 gyoke van. Kozottik a Cauchy-féle kozépértéktétel szerint a
derivalt hdrom kozbiils§ helyen nulla. Fent megjegyeztiik, hogy (15)-nek az
§ =0 helyen is gyoke van. Indirekt feltételiinkbdl kiindulva azt kapjuk,
hogy (15)-nek négy nem negativ gyoke van, ez pedig mint fent lattuk, lehetet-
len.

Meg kell még vizsgdlnunk azt az esetet, amikor indirekt feltételként azt
tessziik fel, hogy a (14)-es egyenletnek két nullanal nagyobb gyike van és
az egyik kétszeres multiplicitdst. Ekkor az el6z8 esethez hasonlé meggondola-
sok alapjin két kozbiilsé helyen nulla a derivélt is, ezenkiviil az s = 0-ban és
a kétszeres gyoknél is nulla, tehat (15)-nek ebben az esetben is legalabb négy
gyoke van, ami lehetetlen.

Tgy tehét bebizonyitottuk, hogy a (14)-es egyenletnek a (10) és (11) feltéte-
lek mellett legfeljebb egy 0 <7 s, < 1 gyoke lehet.

(9)-nek igy az idézett feltételek mellett valéban egyetlen széls§ értéke van
0 << s < 1-ben, és ez maximum, mivel az s = 0-ban a fiiggvény novekvd.

A (10) és (11) feltevés probléméank szempontjabél nem jelent til erds meg-
kotést, (11) mar mq > 2 és o > 0 esetén is teljesiil, és ezt minden gyakorlati-
lag széba jovi esetben feltehetjiik. (10) pedig azt koveteli meg, hogy az m(f)
varhaté érték viszonylag nagy legyen o(t)-hez képest. Bz a feltevés szintén
kézenfekvs a gyakorlatban el6fordul6 feladatoknal, hiszen ha nem teljesiilne
minden ¢ id6pillanatban, akkor a ¢ (w, ) folyamat nagy valdszinfiséggel vehetne
fel negativ értékeket is. Marpedig a tékehatékonysig a valésdgban csak igen
kis valdszin(iséggel lehet negativ.

Ha a most ismertetett modellt dsszevetjiik a kiinduldsi modellel [2], akkor
lathatjuk, hogy ott a ¢ (w, ) Gauss-folyamat helyett egyszeriien c-azonosan
konstans fiiggvény szerepelt. Ebben az esetbenm(t) = ¢ és B (u,v) = 0, fgy

T

az my = { m(t) = cT, oy = 0.
0

Osszefoglalas

Dolgozatunkban egy Harrod—Domar tipust sztochasztikus névekedési
modellben meghatédroztuk az optimdlis felhalmozdsi hanyad véarhaté értékét.

Két esetet vizsgaltunk. Meghatdroztuk a felhalmozdsi hdnyad vérhaté érté-
két, egyrészt bizonyos altaldnos feltételek mellett, masrészt abban a specidlis
esetben, amikor a t6kehatékonysig Gauss-folyamat.

Eredményiil mindkét esetben az s felhalmozasi hanyad bizonyos fliggvényét
kaptuk (6), (9), amelyekben ismert, illetve szamithaté paraméterekként szere-
pelnek a tékehatékonysig sztochasztikus folyamaténak olyan jellemz&i, mint
a folyamat n-edik momentuma, illetve a Gauss-folyamat esetében a folyamat
integraljanak m, vérhaté értéke és of szérésnégyzete.

Az optiméalis felhalmozasi hanyad varhat6 értékét mindkét esethen e fiigg-
vények maximumbhelyei adjak. Konkrét adatokat behelyettesitve e maximum-
helyek meghatdrozésa kozismert numerikus feladat.

A dolgozatunkkal tehét egy konkrét szamitdsi eljdrdst adtunk meg a modell-
b6l szdmolhat6 optimélis felhalmozdsi hdnyad virhaté értékére. Megjegyezziik
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azonban, hogy modelliinknek inkabb elméleti jelentésége lehet, hiszen koz-
ismert, hogy a kiinduldsi modell sem alkalmas gyakorlati szamitasokra elvont
egyszerlisége és egyéb hibdi miatt. Ezekhez a sztochasztikus modell esetében
még statisztikai nehézségek is adddnak, hiszen ilyen jellegii statisztikai adatok
legfeljebb csak becsiilhetdk.

A szerzd dolgozatat inkabb kisérletnek tekinti, amely elvezethet a gyakorlati
tervezés szdmara is hasznosithaté és a véletlent is figyelembe vevs aggregalt
modell kidolgozasihoz.

( Beérkezett: 1968. X1. 14.)
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A STOCHASTIC GROWTH MODEL

The paper constitutes an attempt at working out a highly aggregate model which takes
also into consideration the random fluctuations in the economie processes.

The starting point is a Harrod —Domar type growth model which serves to determine
the optimum rate of accumulation while total consumption within a finite period is maxi-
mal. The output-capital coefficient which is constant in the case of a deterministic
model, is a stochastic process here, and so are, consequently, all other variables — capital
stock K(t), national income Y (¢), investment J(t) and consumption C(t).

With the aid of the model it is possible to determine the optimum rate of accumulation
with which the expected value of consumption within the finite period will assume a
maximum value,

In one part of the paper the stochastic process of capital efficiency ¢(w, () is a general
stochastic process, in the other part a Gauss process. In both cases the expected value
of the optimum rate of accumulation is given in the form of a numerically computable
formula.

CTOXACTHMYECKAS MOJIEJIbL POCTA

Jlannast cratbst npejcrasisier co00i MOnbITKY paspadoTKH CHIILHO arperupoBaHHOi Mo-
JIeJIM, YUMTBIBaIOIeH B 4acTHOCTH cjyvyadHbie KoJieDaHHsT 9KOHOMUYECKHX TIPOIECCOB.

Hexoanoit cayskur mojens pocra tuna I'appopa— JHomapa, npu nomoim KoTopod MOyKHO
ONpeIeSIUTh ONTUMAJILHYIO JI0J110 HAKOIUIeHMs, Korja oOuiee morpefieHne B TedeHue onpe-
JIeJIEHHOT0 KOHEUHOTr0 TepHojia siBJisieTes MaKcumainbuoiM. B nipejicrasiennoil mojienu B ciyuae
e8 onpesesIeHHOCTH MOCTOSIHHBIN (GakTop d)PEKTUBHOCTH KATMTAJIA SABJISIETCS CTOXACTHYECKUM
MIPOLECCOM, BCJIEJICTBHE Yero M BCe OCTAJIbHbIEe repemennbie: o0nhem kanurana — K(¢), nauno-
HaJIBbHBI oxoa — Y (t), KanuTanbHbie BioKeHnst — J(£) u norpedsienne — C(¢) Taioke sisuist
I0TCST  CTOXACTHYECKUMIL Ipolieccami.

IIpy MOMOIITH MOJIES M MOMKHO ONPEAeTHTh ONTHMAJLHYIO J0JI0 HAKOIICHHS, TIPH KoTOPOH
oXkupaemoe 3Havenue o0uero norpedieHust KOHeYHoro nepuoja Oyjier MakcHMaJibHLIM.

B oxanoii yactu crathby croxacruueckuit npouece spdexrupnocti Kkanurana ¢ (o, t) asisi
eTCsi 00LMM CTOXACTHUYECKHM TpoLleccom, a B Jpyroii ed vactu — npoueccom I"aycca.

JList 000MX cllyyaeB 0)KHjaemoe 3HaYeHHue ONTHMAJILHOM 10JIM HAKOIUIeHHsT jlaeTcst B (JopMeé
HY MEpPUUECKH HCUHCsIeMoiT  (popMy b,




