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GEORG WINTGEN

A kibernetikai rendszer fogalma és alkalmazása 
a közgazdaságtanban 

A kibernetikai rendszer fogalommeghatározásának vitájában fő fogalom­
ként két különböző általános rendszer fogalom terjedt el. Az egyik, nevezzük
itt röviden rendszernek, a rendszert elemek strukturált összességének tekinti,
míg a másik a rendszernek azt a képességét fejezi ki, hogy ingerekre reakciók­
kal válaszol. A rendszer ilyen módon történő meghatározását, melyet GRE­
NIEWSKI [l] relatív izolált rendszernek nevez, mi 0. LANGE után [3] aktív
elemnek nevezzük. A továbbiakban mind a két fent említett fogalmat a rend­
szert és az aktív elemet egzaktan definiáljuk, majd felállítjuk a kibernetikai
rendszer egzakt definícióját, amelyben mind a, két fogalom összeolvad.

Egzakt. definíció alatt halmazelméleti definíciót értünk. A halmazelméleti
fogalom élessége együtt jár azzal, hogy bizonyos tulajdonságokról, melyeket
elképzelünk akkor, amikor rendszerről, illetve kibernetikai rendszerről beszé­
lünk, le kell mondanunk. Megvan azonban az az előnye, hogy teljesen egyér­
telmű és biztos alapot ad a tudományos nyelvben kifogástalan terminológia
felállítására, valamint különböző kibernetikai rendszerekre vonatkozó téte­
lek matematikai levezetéséhez. Továbbá megadunk néhány általánosítást és
specializációt a rendszerrel és a kibernetikai rendszerrel kapcsolatban, amelyek
xG küzgazdctsági rendszerek analízise és konstrukciója, szempontjából jelentősek
lehetnek.

Végül megvizsgálunk egy kibernetikai alapmodellt, egy egyszerű társadalmi
gazdasftgi rendszerre, amelynek segítségével az ösztönzés problémáját kísérel­
jük megközelíteni. A rendszerfogalmak bevezetéséhez egy üzem erősen le­
egyszcrűsítetf modelljéből indulunk ki. Az üz megy ,,a" irányítószervből és
egy ,,b" tormclórészlegból áll. Tekintsünk el minden sajátosságtól és akkor
marad a tény, hogy egy M = {a,, b} két elemű halmazzal van dolgunk, ahol
M a vizsgált rendszer clemhalmaza. Rendszerünknek az elemhalmazon kívül
struktúrája is van, amely abban áll, hogy az elemek egymással fizikailag
(anyagi vonatkozásban) és információs szem pontból össze vannak kapcsolva.
A fizikai összekapcsolás b-től a-ig és b-től b-ig tart. Termékekkel történő ellá­
tást jelent. Tekintsünk el az összekapcsolási viszonyok speciális természetétől
és akkor marad az, hogy ez tulajdonképpen egy RP reláció, amelyet M-ből
vett rendezett elempárok halmazaként definiálhatunk: RP = {[b, a], [b, b]}.
(Az x elem akkor van y elemmel RP relációban, ha [x, y] b RP. [x, y] ¥= [y, ~;] 
ez az, ami a rendezett [x, y] párt megkülönbözteti az {x, y} halmaztól.) Az in­
formációs kapcsolatok egy második relációt R; = {[a, a], [a, b ], [b, a]} alkot­
nak (lásd /n ábra).

Rendszerünk struktúrája az S = [Rp, R;] rendezett pár, ahol RP és
R; az M fölött definiált relációk, az egész rendszert pedig a J; = [M, 8] 

J Szigma 
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/ -!;!alánosm(definiáljuk Z következőket:

.___/ -I. definíció. Egy rendszer rendezett pár [M, 8], amely az Jv[
halmazból és az S = [H1, R2, ... ] sorozatból áll, ahol 1( M fö­
lötti relációk. Jlf-et a rendszer elemhalmazámak 8-ct pedig a
rendszer struktúrájának nevezzük. Hasznos lehet kétértékű re­
lációk mellett többérték űckot is figyoJcrnbe venni.

Háromértékű reláció pl. három üzcmrósz közöt.ti reláció,
amely azt fcjr-z i é*g hogy ;1z clsö részleg a hurmudiknu.k szóló
közléseit a másodikon kereszt.ül bonyolitju Jo.
Az 1. definícióból kiindulva alapvető rondszorol móloti fogtd­

makat, öHszefüggósokot és műveleteket dofiniá.lhutunk, mint
pl. hornomorfia ÓR izomorfiu, környezet, rendszerek cgycsítéHo és közös része.
részrendszer, parciális rendszer ÓH aggrcgúcii'>.

2. definíció. C28! 2~ adva éó G rendszer í óökög f { és IM', 8'-1, ahol 8 = c] /gn 

j X ö és S' = [H(, ... , Z7ggN R;. ill. H; ni, ill. n; értékű relációk M, jJI. /111 fölött;
[M', S'] homomorf az [M, 8j-Hcl, Í Z 111, =rn', ni =n; (i = J, ... , X , és lm
létezik M-nek olyan egyértclrnű j' leképzése M'-ro, hogy uz [a,1 •... , an,] EH.i-
ből kii vetkezik, hogy [j(a1), ••• ,f(a",) \z E n;. 

[M', S' \z erősen homomorf [111, 8_1-sol, ha homomorf [M, SJ-Roi ÓR ezenkívül
létezik minden i-re az M' elemeinek ni rendezett csoportj.iho« moly csoport
[a; .... , Tn7gg;z E H; öh· 8Zöú WW 28! olyan ni rcndozot.t csoport, amely [at, .. ,
ctn,] E H.1 és fennáll a; =/(a

/
, g • • • g a'.,, =/(11,,,J.

[~3/l', 8'] szujorúicn homonior] [M, 8 l-scl, ha homomorf I.M, 8}sel és ha min­
den i-re n.z cóiZö,g nnnn f(all,n ('.'. 11;-1>rí! az la1, ... , a11J E H, lcövotkcz ik.
[M,1 S' z izomorf [M. 8fsel, 11:c l<ítozik M-nek mcgtordítható, egyértelmű

és erősen homomorf leképzése .M'-rc.

a 

rendezett párként definiáljuk, amit rendezett hárrnasként 1.·
í~·hatunk [M, e; R,J. 

b

ön ábra

Példák:
: F [{A. B,C}, Vc: g Bl, c<g· *«ögnnnnngcV/Ggó/ «g Vc~gWög cö*gZög öWgÍ ö«U Í 9X 9­ 

morfizmus. arnolyot · CF j(II) = a. f( ó{, ) f(O) ) ó lckópzóssol Í 9FT~é létre
nem erős, 111 * vol a második rent Iszerhon levő z /J, rr, z rcnélezett I );Ínuk ni ne:,':> rnog­
foleléíje a,z elsi'í rendszerben. Az ugy,1nozun lokópzéHsol ul{íállított

[{A, fJ,C}, {[A, ö{vg [fJ,(;j}Jrvf{rt,b}. {[rt,lil öWgW*«z 

homomorl'izmus Qnkókz,gkg C/ 8! Z~n mivel ,LZ / · //g g b z párnak ,\.Z x A, n z ös a CÍ g b J pfLl'­
nak 7C c ó{n · z űú Cold rnog. do ;C c /3, 1-J v űiCx ~9x~ 5F9xí űú z :i.z 9*Ahkí rendszerben.
Csc1k ha bovt:s:-:;,;Lik ;iz Tö5Qí rnndRZ('l'hu az ii:~Hzo.-; [11,, l1 z ÓH z b, b J-nek megfole/6
űxí x~öx~Gn ö2Q;*F a öKX 9xyQ*FX CCk;ö Kön*xn79x*k*g í 8! G� Í VCG az

[{A,B,C}. cc: n<ög [A,OJ. JU./31, [H,01, co gs zg íGJ/1}1 ,..__,
,....., [{a,h}, Vö~gWvn cÍ gó/ / « 

szigorú homornorlúmu'l.
A csopm-tohnölottel ollontéthon két x� X MAF9x é*{öhkA**/ / *O5 Í 9X ~X 9xQk*óCvá Wó ö 

nem lol10t t1zok izomorfüj(Lr;1 kiivctlrnztotni. Csak 7C- ;Llúbl1i 1,:/Pl rírvényos:
AZ [LVI'. 81 z Í 9~x~X G{xQ I.YI, 8 vyQ79ö ös { nAg 8 v lio1nunto1·1' [ óD g ,'-!' zy5 · zg vnln,rnint

Jl!l és M' vé~es halrn,Lznk, Zéé9x ö /Ill, 81 ös zn !W, 8' z izom1{ökx· n 
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Az izomorfia és homornorfia a valóságos rendszerek és azok modeIIjei kö­
zötti kapcsolatokat precizírozzák. Az izomorfia a modellezett rendszer hű
leképzését adja. A hornomorfía pedig annak egyszerűsített mását szolgáltatja.
Látjuk, hogy csak az erős és még inkább a szigorú homornorfia alkalmas a
modellezéshez, mert egy gyengén homomorf modellben lehetnek olyan kap­
osoia.tok, amelyeknek az eredeti rendszerben nincs megfelelőjük. Az erősen
homomorf modell kapcsolatait mindig kimutathatjuk ZF eredetiben is, ezek
azonban nem állnak fent valamennyi eredeti pár között, amelyek a megfelelő
képpárhoz tartoznak. Ez csak a szigorú homomorfiánál áll fenn.

A rendszer környezetének fogalmát Zg halmazelméletben ismert komple­
menter halmaz fogalmára támaszkodva definiáljuk. A halmazelmélet teljes­
halmaz I, fogalmához hasonlóan bevezetjük az univerzális rendszert [I, (J], 
ahol az u,niverví,lis struktúra Q = [Q1, Q2, ... ] az I fölötti valamennyi relációt
magába foglalja. Az univerzális Q struktúrát csak olyan bonyolultságban té­
teiezzük fel, h~g:y az a vizsgálat szempontjából érdekes valamennyi relációt
tarblmazza. Igy tehát az univerzális rendszer éppen úgy, nem egyértelműen
mcghaté.rozott fogalom, mint a teljeshalmaz fogalma.

A lényeg csak az, hogy eléggé átfogóan válasszuk meg és hogy az a vizsgálat
folyamán állandó maradjon.

Egy rendszer környezetének definiálásához szükségünk van az M felett
MxyQk*~*á öG n értékű R ~ JJ1 X )11 X M X . . . relációnak az M halmaz N rész­
ha.lmazára vona.tkozó i:Örlátozrísa B z N fogalmám. Ez alatt az B ~ N x N x
x N x ... , közös részt értjük, ami N felett definiált reláció. Ennek meg­
felelően írhatjuk S IN = [Ri, U2, ... ] IN = Der [Hl IN, R2 IN, ... ]. Esen
mcgál lapítás után definiáljuk:

3. definíció. l~gy c} g S] rendszer környezete ZF cn} g S] rendszer, ahol
.M U !If ) J, JI íl M ) 0 és S = Q z M.

A halrnazcl mólethoz Z~Zöó v7 módon képezhctj ük rendszerek egyesítését és
közös részét. is. A nehézség abból adódik, hogy két rendszer egyesítésénél fi­
gyelembe kell venni azokat a relációkat, amelyek a:,,; első és a második rendszer
elemei között állnak fenn, dc nem adódnak n, rendszerek struktúráiból. Ha­
sonló problóma lép fol xC közös rész képzésénél is. Ezeket a nehézségeket fel­
oldhatjuk, amennyiben a két művelet definíciójánál az univerzális Q struktú­
n\,t vesszük alapu].

4. definíció. Két rendszer [Ml, ,S\] és [Ml g SJ egyesítését és közös részét az
[Ml, 817 U [M2, SJ= Def [Ml U 1112, = z M1 U M2J,
[Mi, R/ U Í, [M2, S2J = Der c} ö ~ M2, (JI M1 Í, M2J

rendszerekkel dofiniá.ljuk.

A grMclméletl10z hasonlóan érvényes:
5. cüfinú:ió. l<~g_y [M, S] rendszer részrendszere alatt az [N, 8 z NJ rendszert

értjük, ahol N ~ M. Az [M, S] = [M, 8/ g S2, ... ] rendszer parciális rend­
szere alatt az [M, R] = [M, R; R2, •.. ] rendszert értjük, ahol 0 ~ R; ~ S;,
(i. = { gl g nnn ,n Az [/11, S]= [M, S1, 82, ... ] rendszer parciális részrendszere
alatt az [N, j U = [N, a; R2, ... ] rendszert értjük, ahol N ~ M és B; ~
~ 8; z] g (i = l, 2, . .).

A közgazda,s{Lgtan számára, fontos ttggregáció problémájának kezeléséhez
szükségünk van a rendszer felbontásának fogalmára. Egy [M, S] rendszer

zL 
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felbontása alaGG a rendszernek véges sok diszjunkt részhal mazból .álló rész­
rendszerek egyesítéséből történő előáJJítását értjük, azaz

[M, S] = c} 1, f GU s n n s [lJl[r,, S11], ahol 8, = 8 [ M,, M, ~ M1; = í g 
('i, k = 1, 2, ... , i # k). Egy rendszer minden egyes felbontásához tartozik
egy aggregáció.

6. definíció. Az c} n S] = [Jf1, f /U s nnn s cnnCöö11, 811] felbontáshoz tartozó
aggregáció egy olyan [M', S'] rendszer, amelynek ..LW elem halmaza az összes
ni; = [J\lí;, S;] rendszerekből áll és amelynek 8' struktúrája éppen annyi relá­
ciót tartalmaz, mint az S, éspedig 8 minden roláoiójához egy megfelelő R'-t

[rn;, -m10 ... ] ER' akkor ha létezik egy x1 E /'1[/ ; egy x1r E .H1;, ...
úgy hogy [,x;, X1r ... ] b R.

Egy rendszer minden aggregációja erősen homomorf az adott rendszerrel.
Egy [M, S] rendszer minden erősen homomorf Iekcpzésénck egy [M', 81

]

rendszerre, megfordítva megfelel aíl [" M, 8] egy ag1-,sregáuiójn, és eg_y ft,!bnntása,
ahol a részlmlrn:.tzok M; ~ M, az J1I{ elemeiből ún öö~Znég urnelvckct ,LZ M' ng_ya.n­
azon elemére képezünk le.

ltzzcl a fogalom alkotással ugyan nem oldjuk rneg a konkrét esdek kompli­
kált :1ggreg:iciós problémái Gg dc mindenesetre hozzájárulunk e problémák
fogn.lmi t.isztázásához; ami ,1 gyakorlati a,ggregáuió,'J kérdósokuól is hasznos
lehet.

Az l. definíció szerinti rendszer fogttlom fontos :í.lfalá11ositása a:;,: 11Hs:wciitt.ív
rendszcr.: amely né! a relációk nem a~ 111 elem I mJ maz , Í ZTxyx~ a />/ .1/ ha.l maz ,
valamennyi rÓSílh~drn,tza J.'öliitt ÜTn~~Té M*g·*~*VMÜZg <-s a7, l'r<'isr-n :tss7,ocia.tív
rendszer, ahol a relációk a résirend,;:,,,l'J'<'k kiiíliiLt úll11ak fenn. lG l'ognlrnak segít­
sévóvel többek közöt.t leírhatók az iiH.'Jíll'(,rnlsíl(\l' liat(Ls:ti a r(,s7,1·(•1HlSílCl'Ckrc,
adí\ szociológiai rendszerekben fontos lehet. 'l'ov:-í,!Jbá husz.no« v(l,lt;o7,Ú rend­
szereket is figyelembe venni. amolvokhcn az clomha.lmaz {,,, ,t struktúra iR n,z
idő függvényei. Hizonyos nehé;1,ségct jolentonck a konstans sttuk túr.ivul <is
változó olemha.lmuzzal Í í xó rendszerek, mivel ,tz l. M� ík*~éy*ó szcri11t a struk­
túrát az elomhalmaz folett M9Qk*~*á övTén 1%ben ni esetben ,:t 1-;truktúrát az /,,
i,ire8 lwlyckb(í] álló halnin:z felett definiáljuk, :Lrnit az / L-lie türLéníí v,í.ltozó
leképzése segítségével elemekkel tültiink m<:g. 

A rendszer fogalom ezen álttilánositáH,tival kapc·snlat1m részletek ,LZ ["5 v 
munkában t,tlálhatók.

Tekintsük vállalati modelliínk /; clon,ót rcakci(iképes nbjeld:unmak. Ez in­
putként bizonyo~ nycrsanyngolrnt lrnp n, rcndHíler kümyczct:{téíl. é Qö infor1ná­
ciókat az a-túl. Atnlakítj,t ,tzolmt ós v:íla,;:,,,k(int terrnölrnket {',; inl<irrnúc-iólrnt
ad a környezetnek, dletve 1.-11.ak. Az input itt egy idtitríl J'ügg{í .i;(I) vektor ós ;L
válasz egy idf.ítől fiiggf.í y(I) vektor. :Ylás input fi.iggvényheíl :íltal.áhan rnAs v:í.­
faszCüggvény tn,rtozik. Aíl ohjektum viselkedése teljesen le van írvrL, ha rnirnlcn
lehetséges inr:mt Qö88Üö/ nyrn ZMÜgC van a v.'tln,s7,a_ J l_vr'n ,c.;7,ernlélet mellett a b-t
aktív elemként kezeljük.

Általánosan definiiljuk a kiivetke:;,:6koL:

7. definíció. Az aktív elem egy rencl.0;1,ett bárnrn8 [N, A, ó/1_1, ,tliol E. ill. A. 
függvéi:iyckbő1 á ö{ó halnmzok, amelyek eg_v rendezett h,tlrnrLzt '/' (,t'l. iJŐJJOn­
tok halmazn,) az X (bemenctL lrnlrnaz), illetve a,z V (kimeneti lrnlrnaz) halmazrn
képeznek .le. Az Ji) halmazt bemenetnek 11.evez7,iik, elemei 1emencti. fi.iggvón,vek
vagy bemeneti jelek. A:;,: A halmazt válas7,111dc nevezzük. Elemei váln,;z függ-
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vények, válasz jelek. P egy operátor, amely a bemeneti és a válasz függvények
közötti kapcsolatot teremti meg. P-t az aktív elem viselkedésének nevezzük.
Ha. fi' egyértelmű leképzése JE-nek az A-ra, akkor az aktív elemet determináltnak
nevezzük, ha .P egyértelmű leképzése E-nek az A összes részhalmazaihól
álló P(A) halmazra akkor az aktív elemet nem-determináltnak nevezzük, ha fi' 
egyértelmű leképzése E-nek, az A fölötti valószínűség eloszlások halmazára
W(A), akkor az aktív elemet sztochasztikusnak nevezzük.

Általában az X bemeneti halmaz elemei x vektorok, Xi, x2, : .. komponen­
sekkel. Ekkor legyen X ) X 1 X X 2 X ... és énnek megfelelően E ) E1 X
X E2 X Az E, halmazok mindegyikét az aktív elem egy inputjánalc,
az X, halmazt pedig az E; inputok bemeneti halmazának nevezzük. Az A vá­
laszt felbontjuk az A2 állapotra és az Aa, lcibocscítcísra, A = Az · H A0.

Mindkét halmazt tovább bonthatjuk, vagyis Az = A21 X A22 X . . . és
Aa = Aa1 H Aa2 H nnnn Az Azi, ill. A01 az állapot, ill. a kibocsátás komponensei
és ha általában a választ az A = A1 H Ai H nnn formában bontjuk fel, akkor
ZF Al<-t az aktív elem lc-adik oiitputjának nevezzük. Az E, .inputok X1 bemeneti
halmazához hasonlóan vizsgáljuk, az A" outputok válasz halmazát, továbbá
az f l állapot halmazt és az Ya kibocsátás halmazt, valamint ezek komponenseit.

Az aktív elem itt bevezetett fogalma még annyira általános, hogy viselke­
dése bizonyos körülmények között paradox lehet. Egy determinált aktív elem
válasz függvényének értéke egy bizonyos t0 időpontban egyértelműen meghatá­
rozott a bemeneti függvény teljes lefutása által, vagyis adott esetben a be­
meneti függvény olyan értékei által is, amelyeket csak tí -nál későbben adunk
meg ..Felmerül az az igény, hogy az aktív elemek egy szűkebb osztályát vizs­
gáljuk, amelyek nem mutatnak ilyen paradox viselkedést. Ilyen osztályt alkot-
11:1k a Oreniewski által bevezetett prospektív rendszerek, amelyeket mi pros­
pektív aktív elemeknek fo runk nevezni. (Az automaták elméletében ebben az
összefüggésben egyenesen retrospektív operátorokról beszélnek, lásd [4].)
Prospoktív a.ktí v elem esetén egy bemeneti. függvény képének értéke egyértel­
műen meghatározott a bemeneti függvényt időpontbeli és t előtti valamennyi
időpontbeli értéke által. A bemeneti függvény t utáni időpontokra vonatkozó.
értékei nincsenek befolyással :1 kép t ídópontbeli értékére. A definíciót a követ­
kező módon fogalmazhatjuk meg:

8. defin-lció. Az \_!.iJ, A, /l'l ZéGí Ü elemet prospektíonek nevezzük akkor, h:1
minden t E T-re és fi) bármely két elemére, xi(t) és xl iG, érvényes; hogyha
::i:i(-r) = x2(-c) minden yx ü;77 t-re, akkor fi'(x/ , iG, = F'(:cl , iG,n 

Különösen jól kidolgozott példa prospektív determinált aktív elemre a vé­
ges absztrakt automata. A bemeneti függvények itt. egy véges bemeneti ábc­
böl X, vett sorozatok x/ g Xi, ... Az állapot és kibocsátás függvények szintén
véges abc-ből 7J, Y származó sorozatok. Ha adva van egy ilyen automata kezdő­
állapota zt, akkor a kibocsátás és az állapot függvények rekurzív öss;>;efüggé­
sek segítségével adódnak:

Yt =o(x,,z1), Zt+l =h(x1,Z1), t =l, 2, ... ,

ahol g és h :1z automata kibocsátás, illetve átmenet függvényei [4].
Az aktív elemek hatást gyakorolnak egymásra, annyiban, hogy egy elem

output függvényeit input függvényként visszük át más elemekre. Ezt az eljá­
rást nevezzük összekapcsolásnak .

nmn definiciá. Az a aktív elemet ab aktív elemmel egyszerűen sorbakapcsolt­
nak nevezzük, ha az a egy yk(t) outputjának értéke megegyezik a b egy x,-(t) 
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inputjának értékével. Ebben az esetben azt is mondjuk, hogy a és ú az R(k', i)
összekapcsolási relációban áll egymással. Az összokaposolás fennállhat egy
időpontra t = t0, mindent t-re egy lt ~ t S: t2 idöintorvallurnban vagy minden
t E T-re. Olyan összekapcsolásokat is vizsgál ha.tu nk, amelyekben kettőnél
több elem szerepel. Ehhez ketté5nél több értékű relációkra van szükség. Az
összekapcsolási reláció következő általános fogalmát vezetjük Lo.

10. definíció. Az osezeko/pcsolási relácio több aktív elem közötti reláció, amely
az elemek bizonyos, az indexük által adott inputjainak és outputjainak az azo­
nosságát jelen ti.

Így pl. [a, b, c ] E N(l', 2, 4) az a aktív elem 1. outputjának azonosságát
jelenti a b elem 2. és a r; elem 4. inputjával.

Mint az egyszerű sorba.kn.pcsolásnál, itt is megkülönböztetünk időpontra,
időintervallumra vonatkozó (;s tartós összekapcsolást.

Mindezek után most már módunkban van n kibcrncti ka.i rendszert igen álta­
lánosan és egzaktan definiálni:

11. definfoió. A k'ibernetik(l.i rendszer eg_v IM, 81 rendszer, amelynek JYJ elem­
halmaza aktív cicmckből {ill, és amelynek 8 cc J /í1, N~, ... ] struktúrája :.,,1 .M 
fölötti összekapcsolási relációk sorozu.ta. l~gyctlen aktív a elemet is kezel he­
ti.ink kibernetikai rendszerként. l~zt a rendszcr-t a következő formában írjuk
fol: [ {n}, fll- Megfordf tva., bizonyos kibernetikai rendszereket is kezelhetünk
aktív elemként, éRpodig azokat a k ihcrnctikn.i rendszereket, amelyekben van
legalúbb egy szabad , :,zaz egy öeszokupcsolásbun sem szcropW inputtal, é8
legr.dább egy szabad outputtal rcndcl kezf ak í.ív elem. 1%l;on az csctlx-n asza­
bad inputok összessége a. viz1,gált kiboruct.ika: r.-ndszomok rncgl'clel(í aktív
elem bemenete, a szabad outputok ij,;szossógo pedig nz elem v[da,,z:,. A létre­
jövő aktív elem viselkedése azonban nem adódik egyértelműen és ellentmondás
mentesen, akármilyen aktív elemek tctRzfílogcs ÖRRZClrnpcsolúsn csctón. A J l.
del'iníció az automaták elmélete séma l'ogalrnú,mk egy általánoi:,(tása (lásd
[4], 84. oldal). Ott egy séma, korrekt szervezettségének f'ogidrna van kifejtve.
Egy korrektül szervezett séma együttes viselkedése eg.vértulm(íon (:,, clk-nt­
mondás mentesen adódik az egyes elemek v isclkcdóséből. t•:zt ,, problémát n,,:;
általános k ibornetikai rendszerek esetében móg meg kel I oldani.

A közgazdaság tan kibernct.ikn.i rendszereinek elemzésekor c<;Ji:,zorűcn k öz­
gazclasági rondszorokhól indulunk ki, amelyok az anyag ti\,r·sacbdmi mozg/ts­
formájának alkotó rószei. Ezeket a renc:h-izcreket lrí1srtdrd1wi-uazdas1ír;i rend­
szereknek nevezzük. l~zek tartaJrnil:tg r, kiivotke;,:fí ltúorn tirlc"j(lmrnúggn,l jol­
lomezhctók:

l. A rendszer om i>erelrnt foglal rnagáha, pontoi:,ahban a rcnd,-;zornek leg­
alább egy clo,no ember vagy egy rcndi:,zcr, amely koJl(í nró)yi:,óg(í f'oll>ontás
esetén elemei kiizött om bert tartalma;,:.

2. A rendszer ,, tcr·mcl", ez azt jeJcnti, hogy ,1 kiirnyozotnok legalább egy
11nvagi vr,cry információs terrnúket sz;\,llít, amolv egy niús rcmlRz<'r igrnyénck
kil'.iégítésó~·~ szolgál.

3. A rendszer ,,fogyaszt", ami ilZt jelenti, hogy sajút igény{nok kieJógítéséro
átvesz más rendszerből legalább egy any11gi vagy infonnác·iós tormókot.

Példaként társadalrni-gazdnsági reml,-;zcrTe folhozh:ttjuk a v(dlalatot <:S
annak rószrcndszcreit, lo ogéi:,zon az egyes rn1rnlníRig, mint tur·rnelfüg, illotvo
fölérendelt rondszoreit fol egészen a népgi,zdaságig, továbbá, kereskedelmi ós
szMütási vállalatokat, hanlrnlmt és piacokn,t. A rnunkacrt i'l_jrnelí5úllítúsára,
swlgáló intézrnényokot, mint pl. kórháznk, ii:,lrnlák ós nz cgycc1 h(t;,:tartások
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is társadalmi-gazdasági rendszernek számítanak. Ezzel szemben nem társa­
dalmi-gazdasági rendszer egy gép vagy géprendszer vagy akár egy egész auto­
matizált üzem, ha nincs legalább egy ember felelősként hozzárendelve. A tár­
sadalmi-gazdasági rendszer fogalma relatív, a vizsgálattól függ, hogy egy adott
objektum társadalmi-gazdasági rendszernek tekintendő-e vagy sem. A munkás
és a család elsősorban biológiai rendszerek. Ezért beszélünk mi a munkásról
mint tcrmolőről, ami alatt a munkás a munkahelyén, szerszámaival vagy gépé­
vel együtt értendő. A család akkor lesz társadalmi-gazdasági rendszer, ha azt
mint háztartást tekintjük, azaz ha fogyaszt és újratermeli egyes tagjai munka­
erejét, vagy a jövő dolgozóit, gyerekeket nevel.

A társadalmi-gazdasági rendszerre megadható egy modell, amelyben a rend­
szer alapvető kibernetikai összefüggéseit és a környezethez való viszonyát
írjuk le, erősen leegyszerűsített formában. Ezt a modellt a társadalmi-gazdasági
rendszer kibernetikai alapmodelljének nevezzük. Ez a Greniewski-féle ,,Infor­
matív-fizikai standardháló" [2] kibővítése. Ez egy kibernetikai rendszer
(amelynek struktúráját az 1. ábrán mutattuk be), ahol az irányítószerv a infor­
rnációkat kap a környezettől, illetve ad át annak, a kivitelező szerv b pedig egy
inputtal és egy outputtal van a környezettel fizikailag összekapcsolva.

A Grcniowski-féle rendszert, amely éppúgy lehet önvezérlésű gép, mint egy
óló szervezet vagy társadalmi szervezet, kibővítjük oly módon, hogy figye­
lembe vesszük a, társadalmi-gazdasági rendszer első tulajdonságát: a rendszer
embereket foglal magába,. l~gy önvozérlésű gép vezérlő berendezésének bein­
dítása kevésbé bonyolult feladat, mint egy embert helyes cselekvésre ösztö­
nözni. A vozérló berendezés -- jó konstrukciót és az előre nem látható zavarok­
ból adódó h.i bákat is feltételezve - helyesen viszi véghez a konstruktőr által
tervezett funkciólrnt. Az azonban, hogy egy ember helyesen ,,funkcionál"-e
nemcsak képességeitől, hanem akaratától is függ. Ezért rá megfelelő ösztönző
intézkedések segítségével bntást kell gyakorolni, hogy így az emberből vagy
általánosabban egv társadulmi-gazdasági rendszerből helyesen funkcionáló
rendszert csináljunk. Ezeket 11z összefüggéseket először Gerhardt elemezte
ki hcrnotikailag és hasznri.lta fol effok tív ösztönzési rendszerek kidolgozásánál
LG J. Gerhardt szerint n társadalmi-gazdasági rendszerek vagy azok bizonyos
részrendszerei potenciál isan ultra- vagy multistabil rendszerek; azonban
csak ösztönzés következtében válnak ténylegesen ultra- vagy multistabillá.
Ha ezeket a gondolatokat lehetőleg egyszerű módon figyelembe akarjuk venni,
akkor 11z aktív elemet két elemre kell bontani, ezek közül az egyik - ezt ismét
a-vnJ jelöljük a vezérlési vagy irányítási funkciókat gyakorolja, míg a, má­
sik, e, a motiváció funkcióját veszi át. Így adódik a társadalomgazdasági rend­
szer kibernetikai alapmodellje, ezt a második ábrán mutatjuk be, ahol a az
irányítórendszer, b a kivitelező szerv, e pedig a motivációs centrumot jelenti.
A b-t kivitelező szervnek és nem termelő szervnek nevezzük, mivel b terméke
információ is lehet. A motivációs centrumra ösztönző hat, amelv lehet fizikai
vagy informatív (a,nyagi vagy eszmei ösztönzés). A táreadalmi-gazdaségi rend­
szer három szervből a, bés e tevődik össze, és 8-sc:l jelöljük. Az a, bés e három
különálló blokkba történő rajzolása, nem 11zt jelenti, hogy ezek a valóságban
helyileg elkülönülnek. Így pl. e igen gyakran a-val, néha b-vel van egyesítve.
Itt arról van szó, hogy S-ben a három fogalmilag különböző funkció: motivá­
ció, irányítás és kivitelezés jól felismerhető Iegyen.Láhhoz, hogy az S rendszer
helyesen funkcionáljon, szükséges, hogy visszacsatolást létesítsünk az ered­
mény és a motivációs centrum között. Ez az mbs aktív elemen keresztül tör-
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ténik, amely nem az S rendszerhez. hanem unnak környezetéhez tartozik.
Ennek feladata a mérés, éi-tókeiés és ösztőnzés. 8 eredményét az mbs aktív
elembe beadott előírt értékkel történő összchasonlitás a.lapján megmérjük
(értékeljük), és átváltjuk valamilyen megfelel6'-ösztiinz<'íro, amely a legtágabb
értelemben kapcsolatban van R juta.lmazúeával vagy mcghüntetésévcl. Mivel
az 8 rendszer az ra, ctl öuösszokaposolás révén tn.paszta.latoka.t tárolhat, meg­
van az a, képessége, hogy mttgatartását idővel úgy alakítsa, hogy jutalmat
kapjon és a büntetést elkerülje.

Jó eredményt csak különböző tényezők együttes hatúRa révén érhetünk cl.
Ezek közül elsődlegesek az 8 rendszer tulajdonságai, Ó8pcdig az, hogy legyen
irányítható. (ez a legegyszerűbb csct.), esetleg tanult> vngy önszervező. Továbhá
az eredményt helyesen {>:-; megfelelő pontorc;ságga,l kell mérnimlr , végül pedig az
értékeJésnek és ösztönzésnok arra kell irán yulnin, hogy n,z S rendszer képes­
ségeit optimálisan használja k i a kívánt eredmény elérése érdekében.

Az mbs aktív elem mag:t is Jegyen túrsadtdrni-ga;-;daH(tgi rendszer. vagy tm·­
tozzon egy ilyen rendszerhez . .l~zt a rr-ndszcrt 81-cl jelölj ii k. A kihcrnoti kai
alapmodell különböző lehetséges szituáPiókat ülel fol. 81 lehet 8-nck föléren­
delt rendszer, azaz gyakoroiha,tjtt az 8 föliitti in'.Ínyítúsi funkciókat, azonban
S is lehet az irányító és 81 az irányított rendszer. lföben az esetben például.
azt mutatjuk be, hogy hogyan van a;-; S ir.inyító tovékcnysőge az alulról jövő
tudatos vagy nem tuda.tos kritikának alávetve. 8 és &t lehetnek kooperáló
vagy konkuráló rendszerek, 8 azonban minden esetben az 5\-té.íl sz.ármnaó
ösztönzőbcn, S1 pedig S termelésében érdokolt.

Az S és S1 rendszereknek ,tz alapmodellben leirt együUműkiidése legtöbb
esetben hüí.nyosságot mutat, amely mindkét rcndHzcrre károsn,n hat ki. Az
eredményeknek a motivációs centrumhoz tört<inő visszacsn,toln.sa csak :1kkor
következik be, amikor az ereclmény már rcndellrnzésre áll. Az eredmény javí­
tása és az ebbőJ eredő jutalmazáEi_ az adott körülmények közütt igen hosz-
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szú időt vesz igénybe. Az ebből adódó tétlenség mindkét rendszer által csök­
kenthető. Így pl. S1 kiértékelheti az a-ból kiinduló informatív outputot,
amelyben az S rendszer tervezett eredményét ismerteti. S1 ehhez egy pót­
lólagos aktív elemet nibs' használ fol, amelyen keresztül informatív módon
ösztönzi S-et, úgyhogy az, ígéret formájában a tervezett eredménynek meg­
felelő jutalmat kap. Mind az S-nek, mind az S1-nek előnyös, ha előre látja
a másik rendszer magatartását. E célból pl. S saját tapasztalatai alapján ké­
pezi magának az mbs aktív elem egy belső elemét. A belső modellen keresztüli
ösztönzés gyorsabban hat, és hatékony marad, ha a várt jutalmazás nem marad
cl. Az rnbs belső modelljét különböző módokon közölhetjük is az S rendszerrel
(képzés, oktatás, utasítás, stb). S-nek azonkívül érdekeltnek kell Jennie abban,
hogy lehetőleg pontos ismeretekkel rendelkezzék a b kivitelező szerv átviteli
tulajdonságaira vonatkozóan.jű] alatt jelzett művében Gerhardt felvázolta az
anyagi ösztönző rendszerek egy új alapelvót, amely ebben az összefüggésben
érdekes lehet. Befejezésül ezzel az alapelvvel akarunk még röviden foglalkozni.

Feltesszük, hogy S1 az S eredményét egy x mutatószámmal értékeli, és
hogy az ösztönzés a p(x) prémiummal történik, amely általában x monoton
növekvő függvénye. A hagyományos ösztönzési módszer szerint a p(x) függ­
vény még egy parurnétertöl függ, egy norma szerinti vagy tervezett eredmény­
től x0, amelyet általában az S közrem űködésévol határoznak meg. Ilyen kö­
rülmények között 8-nek nem érdeke, hogy magas x0-t ajánljon fel, mivel ez­
által a tervtúlteljcsítés nehezebbé válik és a magas prémium elérésének kilá­
tásai csökkennek. Így olyan tervjavaslat születik, amelyik nem felel meg S 
tényleges tcljcaítöképességénck.

A Cerhardt-félc elv lényege, hogy az S.1 az S rendszernek több p(x) prémium­
függvény variációt javasol, jelleggörbe-sereg formájában, amelyek közül S 
kiválasathatjn a számára Icgclónvösebbnek látszót. Hyon görbesereget ábrázol
a 3. áhra; Melyik prémium variánst fogja itt S választani? Tegyük fel, hogy S
;.1 ~ eredmény clérésórc szám íthnt. Ekkor azt a p;(x) jelleggörbét fogja válasz­
tani, urnclyrc J?;(~) maximális. vagyis ha pl. ~ J'z és x3 között van, akkor a
pjx) jelleggörbét. A jelleggörbe kiválasz.tása ált:tl 81 is megtudja az S által

p 

X 
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várt eredményt. 8 számára továbbra már nem jelent előnyt valóságos telje­
sítőképességének leplezése, mivel a p1(x) utáni premizálás kisebb prémiumot
jelentene. A p3(x) választása, ami pes]ig a tcljesít6képesség túlértékelését je­
lentené, szintén veszteséggel járna. Igy tehát 8 érdekelve V[Ln abban, hogy
saját teljesítőképességét pontosan becsülje meg. A javasolt ösztönzési eljárás
tehát tudományos módszerek felhasználásárn ösztönöz, az S irányító szervén
(a) keresztül, hogy lehetőleg pontos ismereteket nyerjünk h magatar-tására
vonatkozóan. Az 8-en belüli vita, a helyes premizálási jelleggörbe kiválasztá­
sáról megköveteli ezcnkí vül valamennyi társadalmi-gc1zdasá,gi részrendszer
érdekeltségét, hogy jó munkával és együttműködéssel elérjék a kitűzött célt.

(Beérkezett: l.96.9. I. 10.)

Tl{Ol)A LOM.rn(:y7,1t1,

r 1.1 ÜRENIJ-,WSKI, H.: Cibr-rnot ios wiU10"11L mu.Lhrmat.ioa, Warazawa, l f)(j(),
r21 CTmNIEWSK[, l-1.: Ky lx-rncLil, und L'Ianung. "Wi1·li,el1afLswisR1'n~ol1nft 4, Jf)(j:l. !í:l,'i. p.
[:l I LANurc. 0.: (:anzhoiL und F:ntwicklung in k ybr-rnot.ischor Rid1L, ll<:rlin lnGG.
[41 KoBRINSKI, N. R,-TRACH'l.'l•,NJIJWT, B. A.: l'.i;·infiihrung in diC' 'I'hr-orio f'nrlJichnr

Automaton, Rndin I ~)(;7_
[51 vV1.~'.l.'CEN, G.: Zu mcngonLlworot,ischon Dr-I'i nit.io» 1111d KlaKRifizinr11ng kylx-rnot.ischcr

Systornc, 'vVi;-;scnsuJ,afLli<·J,e 7,,·itsch1·ill dni' I l11rnboJdt.-Univ,·rniLiiL w Hnlin, Ü<•s.­
Sprachw. Rcih« XVJI l!JGS. (i .. 8fl7-88!í. p.

[ü] C:1,;nHARD'.L'. C:.: 8tn1kL11r 1<nd l'vozdlqu11liLiit. mu.tr-tir-Ilr-r A11n'ÍzRys1f'nw, Wissr-n­
schaf'tlich.: Zr-itsclu-ilt. der Jlrnnholrll-Uni1u•J";,iLiit. w H,·l'ii11, Muth. MaL. H.61,o XVJ.,
l9(i7. G S., 91.5-92:L p.

THE CYBERNETIC NYNTl•~t\1 ITS CONCf,;1''1' /\NI) A l'l'Ll(JA'l'ION JN ECON OM IC
'1'!11.;()ltY

Tho author at.tr-mpt.s Lo b11 i Id 11 pan <·xtu,L dnfin it.ior: of Llw ey IH'mf'i,ir: systr-m, Lo Pnal,I,•
tlw in vcst.igat.iou of tl1n most. g,,,,.,,.,_d ul11,rnr:Lu1·i;-;LinR of Ll,r· so,·.io-•·•·ono111iu syst.,,111;, with
t.hr- aid or ronnul mor lr-Is.

In approur-h ing L11n prohlnm, t.h» Louis of 1,1,,, LI u•o,·_v 01· sr·Ls arn ,,,nployr•d. 'I'lu- b.isic
concept. is Lh,· ,,,;yste111'' ,·m,si:-;Ling of Lli<' sc·L of ,-ln11w11l,s ancl nf Lh" nggrngato or ct'l'Lain
r,•lr,Lions ov,·1· Ll1<•111. I Ii,, .. sL1·11tLur,·" or Lhn Ry:-;krn.

l•'.mployi11g tii,· 1:011ü''l'Ls or J1orno111or1,l1i;,111 an,I inrn11oq,l,isrn, iL will lrn possililu Lo
rst.abl ish trH' n•lutionsli i p lwLw<·•·n Liu· n·nl syst<J111s and Llwi 1· lúl'll11d rnod1·ls. f.l.ncl 1.1b:-;L1·1.w­
Lion iLsc·lf will llf'üOmn i.11Lr'rpn•L1.d1I.,_ 'l'ho i,11virn11nio11t c:on<;i•pl, ;.;,,i•v,,8 Lo provirlP a basis
fol' thi, co11nc-eLio11 IJ!'LWP<·n UH' mod,·llod HysL1'1n ,111<1 Llw 011Lsicl" worlrl. l)('fi11iLions 111'0
giv('n fol' opc,n.tLions ov,•r ,sysL,·ms s11ch as 1111iun, i11L,•l'f,,•cl,iona11cl parLitiun. ;\II Lliis l"acili­
tat<'s tlw pr<'<:isP <kfiniLion or Lil,• eonc:q,L or agg,·,,gaLion, wl,i,-1, is :so liiglil.y imporLunL
in Lhc cnsr• 01· socio-,·c·onrHniu syRLn111:,.

r n tho <lr·scripLion of Ii ,·ing tell< I f"11ncl.io11 i 11g syHL<·n ,s. Lh" co1H·••pL of Lhc· ,,udivn ulc•­
nwnV' plays u fun<lalll,•11la/ parL. '!'l11, eybonH·Lie syst,.,,1,;-; arn lrnilL 11p 01· U('l.tV<' de11wnLs.
Thi· aul;hor rlisLing11isl1es br·LIV<'('II Ll10 g1,noml ,,011c:i·pL Dl. Lho oyl,on1r,Lic BysL1•111 011 Llio
onu hand and LIH· f'0n<·<·pL or LIH· :-;Ol·io-,·c:onninic: sysLnn, on Ll1t· 0Ll11·r, cl1·fi11ing Lhl' lu.LLc·r
us ono of wh iclt ,,1 nan" c:onst.i L11 Lr,H un i11rl i,q ,,,11snlJl11 ol,·mnn L.

::-;irwo 1,1,c sonio-ocqnomic sysL!'mH m·1,1'HHarily i11e.l11d1· h111rn1,11 ,u:tiviLi1•s. gl'l'ttL care
m11sl; be tttkC'n of Llw p1'0J'<'l' 1·11nctioni11g of 1.1,n ,,hlllnnn nl1•1nonls'' in s11<,h ,;ysL,•111.<-<. As a
rnattPr of fact, Lfll' f11n<·Lioning of U,n ,,l,111nnn l'lr·111,·nL" d<'p<'nrls noL only 011 whaL Lho
df'mC'11t is Cttpablv or l111t also 011 what iL wr,nLs. IL is this r·auL Ll1rd, lt'nrl~ grN,t i1npo1tunl:e
to inc:('nLivc· in th,, SO<·io-f'cono111ic: syst,,,ns. 111 U1c 1;onel11cli11g sr·etion ol.' L11c• ll,rLielr-, Ll,n
author deals wiLh t-lll' bnsi,· prinC'ipi1'H or n sysl1•1,1 of rnaL•·riul i111·1·11ti,·,,s workr•d 011t by
C:. (/Nhui-dL.



99 

TTOH5Uv!E l{vlSEPHETv!LIECl{OH CvlCTEMbJ kl EE TTPklMEHEHv!E
B 31{0HOMk!LIECl{OH HAYl{E

ABTOp crapaercs A3Tb T0°1Hoe onpcne.nenne ílOf-15lTHlO KI16ep1-1eTw1ec1,011 CHCTeMbl, crro6b1
C ee ílOMOll[blO MO)I(HO öuno C np11Me1-1e1-111eM Ql0pM3Jlbl·lblX M0J,e11ei:í 113Y'-l3Tb uanőo.nee 0611111e
cne1111(jll1°ICCl{l1C '-lCpTb[ 06u.1eCTBe1-11-10-:ll,OHOMI11.JeCKl1X Cl1CTCM.

TTp116JJH)l(eJ-111e I( peiuemuo npOH3BOAHTC51 C HCíl0Jlb30BaHHCM llOJ10)KeHl1Í1 TeüpH11 MHO·
»cecrn. HcxOAHblM llOI-l5JTl1eM CYTb <<Cl1CTeM2>), COCT051111351 H3 T. H. MHO)I<CCTBa 3JJeMeHTOB 11 113
COBOKYllHOCTH onpCAeJJCHI-lblX FJ33HMOOTI-lOUleJ-mÍ1 BI-IyTpI-1 3T0f'O MHO)KCCTBa, T. e. (<CTpyKTYJJbl>)
cucresu.r.

Yn0Tpe6J15151 ll0H5JTH51 rOMOM0p(jJH3Ma 11 H30Müp<jJM3Ma, MO)J(J-10 ycTaHOBl1Tb B3311MOCB513H
Me)KAV 1,eiícn-mTCJlbHblMH CHCTCMaMH 11 HX (jJOpMaJlbl-lblMl1 MO):[CJ15JJ1:\H; npnoöperaer CMb!CJI 11
caaa

0

a6CTpa1u-11151.
TTül-151Tl1C cpezus CJIY)l(J1T OÓOCH0B3Hl110 ll3;JHM03élll11CI-IMOCTeÍ-'.Í MOKAY MO/_\en11pyeMOH Cl1CTCMOH

H BHCLUHHM MHJJOM . ..Qa10TC51 onpencncnnst onepaunü, 11Me1011111x CMbJCJI BHYTJJl1 CHCTCM, KaK
-- 06"1,e1~1rne1-rne, 06pa3ooa1-111e 0611.1e/.í ciaCTH 11 nonpaane.nemre. Bee 3TO cnocoöcrsyer yros-
11eJ-11110 fl0H5JTl15l arper-auuu, CTOJlb B;J)J(HOIÍ C Tü'll{J-l 3peH1-J5l OÓU.[CCTBCJ-JH0·31(0HOMWJeCJ{HX
CIICTCM.

Flpn onncaunu )l<J1B1,1x, q>y1-110.11-10H11py101J111x c11CTCM <PYHAaMe1-1-ran1,1-1a51 porn- np111-1at1JIC)KI1T
IIOH51THIO (<al(THBHOJ'O 3JlCMCl1Ta>). vl6o T. 1-1. KH6ep1-1CTWJCC101e CHCTCMbl CTJJ05ITC51 H3 aKTHBHbIX
3JICMCJ-JTOB. ABTOp paanu-raer 06111ee ll01151THC 1rn6ep1-1eTHCICCKOl1 CHCTeMbl 11 nousrue 06111ecT­
BCHH0·31<0l·IOMH'leC1<0ií CHCTCMbl, y1,a31,ma51 Ha TO, lJTO 11eorbCMJICMblM 3JlCMeHTOM nocnenueü
5JBJl51CTC51 «tJCJlOBCK~.

BBH/W Toro, CITO 06111eCTIJCHf-l0·31(0HOMWJCC)(l1e CJ-JCTeMbl 06513aTCJlbl-10 COACJ))l(3T ue.nouene­
CKy10 nc51TCJlbHOCTb, 60J!b1JJOC BHHMairne CJTCAye-r YACJl51Tb l_<CJCJ10BC01ec1rnM 3JICMCHT3M>) TaKHX
CHCTCM. kl6o (jJy1-11011101111pona1-111e (<C/CJIOilC'ICCl<Ol'O 3JJCMCHTa>) 3aBHCHT He TOJTbl(O OT Toro, Ha
CITO cnocoűcn 3TOT 3JJCMCIIT, 110 H OT TOl"O, xcro 01-1 XO'·lCT. MMCl-ll-10 fl03TOMy CTHMYJI11pooa1-111e
mpacr űoiu.uryro J)OJlb u 06u1CCTIJCJ IJ-10·3l<OHOMWICCJ(HX Cl-!CTCMax.

8 38 l(JIJQCJMTCJlbl·IO~Í CJélCTH CTilTbM au-rop ~JH3!(0MHT "'IJ-lTélTCJl51 C OCIIOBHhlMH npuiuumasur
CHCTCMbl MaTC!)HilJJL,1·101"0 1100111pc11H51, paspaöoranaoü r. I'cpxapnro«.
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A nemzetközi gazdasági együttműködés
optimalizálásának problémái

A szocialista országokban a gtlzdasági fejlődés ún. intenzív szakaszábn,
lépve - amelyben a termelés növelése clsősorbun már nem újabb erőforrások
(főleg munkaerő) termelésbe úllításáv,d történik mind 'a közgazdasági el­
méletben, mind a, gyrtkol'iutban egyre inkább előtérbe korü lnek az erőforrások
leghatékonyabb tclhaszná.láaávu.i, tl termelés optimális allokáoiójával kapcsola­
tos gazdasági problémák.

Az ilyen gyakorlati W)j ó«é ! áP megoldását vagyis optimális termelési
szerkezet kialakítását -- szolgálja egyrészt. Br gazcbsági döntéseknek egyre
inkább opt.imumszűmításokkal való megalupozása., másrészt a gazdasági mocha­
nizmus több országban Yéghernonfí roformja.

Mind a gyétkorlatb:m rucgvalósu lc'i opti mu mszám itásolomk, m ind a _1.;_v akor­
lati mochanizrnusrcformnknak {iltaLilntn jollcmzőjük , hogy ,t külkorcskcdolmi
lehetőségeket adobtságnak toki 6 tik. Búr t:dMunk pólc1/Lt egyes rósztcrü I etcken
a termelés nemzetközi szintí.í. koord inálásáru., és ezek az esetek nng_vjc\lont(ís6-
güek az együttm űködós szem pontjából, dc ft n6pgazdasftg cgé8zéhcz viszonyf tva
gazdasági hatásuk mc\g igen csekély. !Vlogállapítlw,tjuk az:t is. hogy hár ,l szo­
cialista országok ogyn1ús közt.i kereskedelmének mechanizmusa, az elmúlt 25
évben sok változáson ment át. ezeknek a gaz(bsági kn.pcsolatoknak a formái
általában kevésbé rugalrnw,ak és lassabbun v(lltoz1mk, mint az országokon
belüli g;Lzclasági kapcsolatok vj) ! á }b 

A nemzetközi gazdasági cgyi.ittműködósbon rojlé5 előnyök kihasznúlásának
oz az elmaradása a termelés népgazdasúgi s,:intű optimn.lizáláaá.hoz képest több
okból fakad:

I az cg_vos országok szervezeti, jogi és ga,íldasúgi clkülönültségo (különböző
valuták, a gazdasági szabú.lyozók rendszerének különhözóségc stb.) meg­
nehezíti 11z információk ftraml{tsát egyik ors,:úghól n, másikhn, a g:i.:1.da­
sági egységek :t különhiiz(i országok vúllnl,lt:Li, vafarn.int \m válhtl,ltok
ós fogya8íltók - közvetlen kapcsolfltának kittlakítftsát, a termékek és a
pénz on,zágok közötti mozgását.
A nemzetközi ga,,:d,1sági lrnpcsolatolmt szuverén álbmok létesítik, így
egyik rés,:tvcvő som kónyszeríthet6 valamilyen ltatókonysúgi szempont­
ból kívámLtos hárrnilycn termelésre vagy kcrcskcdclcrnrc vorrntkozó
,,kívülről jött" ha.tri.roz11t végrchajtá.sárn

- A nemzetközi gazclftsági egy iittműküdéR, mivel anmtk résztvcvfíi szuve­
rén államok, a hatékonyságrmk és a,z ahhól származó előnyök elosztásá­
nak olyan problémáit veti fol, molyok jeiontőségc országon bchiJi vi­
szonylatban lényegesen kisebb: Az egy üttm (íködésbcn résztvevé5 orszá­
gok mindegyike más célokat követ (mások 11 gazdaságpolitikai céljaik,
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fogyasztási struktúráik stb.), lm valamilyen közös optimumra törekszünk,
ezeket a különböző célokat össze kell hasonlítani. Kérdés, hogy milyen
elvek szerint és módszerrel történjen az összehasonlítás: mi legyen az a
közös kritérium, amely szerint valamilyen specializációt gazdaságosnak
tekinthetünk? Kapcsolódik a kérdéshez az a probléma, hogy milyen
elvek szerint történjen az együttműködésből származó előnyök elosz­
tása és mi biztosítja, hogy egy adott elosztási rendszert a résztvevő or­
szágok mindegyike elfogadjon. Ez az elosztás milyen formában valósuljon
meg - egyszerűen a külkereskedelmi árakon keresztül vagy jövedelmek
átutalása útján, esetleg kamatok, jutalékok mint a közös beruházások
nyereségéből való részesedés formájában?

Cikkünk célja egyrészt az, hogy 2 ország 2 termékes modell segítségével
néhány felvetett kérdést pontosan megfogalmazzon, néhány fogalmat tisztáz­
zon, másrészt, hogy a kérdések egy részére bizonyos feltételek teljesülése
esetén választ adjon.

A modell leírása

Tekintsünk két országot, 1. és l l. országot. Tételezzük fel, hogy mindkét ország
két terméket, l-t és 2-t termel. Mindkét országnulc három-három erőforrás áll
rendelkozésére a termelósbez: 'Ii, rJ, rJ, illetve rl1, rJ1, r:\1. I. országban 1 ter­
melését az (a11 a2l a31) és 2 termelését az (a12 a22 a:ul vektorokkal jellemezhet­
jük, 11. országban l termelését a (bn b2l b31) és á termelését a (b12 b22 b32) vek­
torokkal jcllornezhctj ük l{z annyi t jelent, hogy például egységnyi 1 előállítása
az ybb országban a11 mennyiséget igényel az 1\ cróforrásból, a21-et az r2 erőforrás­
ból, akm-ot az r:i orőforrásból. A többi vektor jelentése hasonló.

y é.'l á termelésének mennyiségét az ­b országban amit x{ és x~-ve1 jelöl-
8ü6 P és J és á termelését a, y ; országban (x: 1 és x11) a rendelkezésre álló erő­
források korlátozzák: a felhasznált erőforrások egyik országban sem haladhat­
ják meg a rendelkezésre álló mennyiséget. A fonti követelményeket a követ­
kozö egyenlőtlenségek fejezik ki:

a11x: p a12:~J1 ] )\ 
a2tx\ p a22Xi ] rl 
a3lx: p a:i2::i:2 ] 1':\

b11Xi1 p b12Xi1 < )«1

b21Xi p b22X1 I < r~ I

b ~ .. 11 1 b ,.11 _..,...- r11
:JJ•' J. -, káCá b2222rr 2} 

A termelés nem lehet negatív:

x l to 0 , x1 to 0 , x; m to 0 , Xi ) to 0

Azon (:d, x1) és (x[1, x11)·vcktorok halmazán, melyek kielégítik a fenti egyen­
Iőtlenségcket, l. és 2. ábránkon vonalazással jelöltük.

Ábrá:;,oljuk a két ország együttes termelési lehetőségeit a 3. ábrán. Az absz­
cissza mentén ábrázoljuk a két ország álta] összesen termelhető l terméket
(x[ p xm

11 = x1) az ordináta mentén az összes termelhető 2 terméket (xi p 
p x!,1 = x.,).

FeltéteJézzük, hogy nüncll~ét ország sajit fogyasztásának maximumára
törekszik az 1 és 2 termékből. Tételezzük fel, hogy ez a törekvés :x·m és x2 vala-
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3. ábra

milyen c1 és C:1 { ú «»j PPB« vett maximalizálásában nyilvánul meg és ezek a { ú ­ 
Jyok országonként különbözőek. ­b ország tehát c{x1 p c!xi függvény, II. or­
szág T8}Im p d1xi függvény maximumára törekszik. Mivel a maximalizálás
eredményét-csak a súlyok aránya befolyásolja, a függvények helyett f•Xi p x,L 

cm cmm b 
illetve vxi' p x~1-t is írhatunk, aholµ=-1 és ,, = -1-. Nevezzük ezeket a)2m e} m 

függvényeket fogy<LHztási foggvénynek va,gy célföggvénynek.
A cólfüggvónyre ÓG a termelési technológiára tett feltevéseink lehetővé teszik,

hogy n fogyrtsztás rnu.ximalizálásu problémáinak mcgfoga.lmuzásáná] a továb­
biakban n, lineáris programozás elméletére támaszkodjunk. A lineáris progru­
moz.is ulap vctő ismeretét ícltétolczzük.

Ha nincsen külkereskedelem. az ybr illetve H. ország termelési lehetőségei
hn.lmazán ,1,:;, A, illetve :t B pont koordinátái mutatják (.r{é és x}0, illetve :rli
és ::i:1~) a. termelés és ei.;yben ct fogyn.sztús maximumát a µx1 + x2, illetve
v:rm voo ::i·, <·ölfiiggv6ny esetén. A és B pontot két lineáris programozási feladat
rnegoldása.kéut kaptuk, a.hol p:rm + ::i·", illetve v::i·1 p :rá célfüggvényeket maxi­
)6B«}{ á «8UP ,11/, I. é,s s b országok termelési lchetőségt:i hulmazán. l. ország cél­
fi.iggvóny-értéke okkor y-nal, H. on1z1í.gó pedig z-vel egyenlő.

A és B pontok összege a :3. ábrán az AB pont ..Mint látjuk, :1,z AB pont a két
ország együttes termelési lehetóségci halmazának belső pontja -- tehát bár­
melyik termék össztermelése növelhető Jenne anélkül, hogy a másik termelését
osökkenton i kellene. Azokat a termelési programokat, melyeknél egyik ter­
mék termelése sem növelhető anélkül, hogy ,L másikét csökkenteni kellene, a,
továbbiakban hatékony vagy efficiens programoknak nevezzük. Az efficiens

• 
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programoknak megfelelő pontok 3. ábránkon a halmaz határpontjai közül
a vastagított vonallal jelöltek.

Megállapítha.tjuk, hogy ha mindkét ország saját célföggvényét maximali­
zálja, a két különböző célfüggvénnyel végzett maximalizálás eredményének
összegezése nem vezet hatékony programhoz a,, két ország együttes termelési
lehetőségei halmazán.

Mielőtt taglalnánk a külkereskedelem ha.tását. a két ország gazdaságára.,
néhány szóban kitérünk arra, hogy alkalmazott feltételezéseink mennyire
szűkít.ik le azt a területet, melyre vonatkozóan még jogosan vonhatunk le
általános következtetéseket.

Feltételezésünk szerint a termelési tevékenységek fujlagosai függetlenek a
termelés volumenétől. Ehb61 következően megállupítáeaink csak olyan terü­
letre érvényesek, ahol B nagyobb termelési volumen nem eredményezi v, faj­
lagos termelési költségek osökkcnésót. Iamorctes, hogy különösen az olyan
kis országok esetében, mint M.agyarors:d,g, éppen azokban a termelési ágaza­
tokban van nagy jclcntóségo fl nemzetközi munkn.mcgosztésnak, melyekben a
termelési volumen növekedése, a nagyobb gyártási szériák n fajl:tgos költsé­
gek csökkenését eredményezik. l~hben az osctbcn vm' optimu m megközelíté­
sére más módszerekre van szükség. Ha azonban feltételezzük, hogy a7, említett
ágn,zatokban már vaiarnilycn más módszerrel oldöntöt.tük, hogy melyik or1:1zúg
mire spociulizalódjék és az úg:izatokban már létrejött az üzemek optimális
nagysága, akkor ú/ ra csuk a modcllünkből levonható cl vekct hasznúlha.tj u k
fol a termelési volumen meglmtíwoúsárn <ÍR :i jövedelmek <•loRztúscÍrn.

Modellünk stu.í.ikus olyan értdc:mbcn, xj Y» nem foglalkoz.ik a különböző
időszakok termelési éR korcskcdclmi ::,tnikti'1ráj::1 kiizti öss7,cfüggé::,ckkel. 1£7,
természetesen nem jelenti azt, hogy következtetéseink nem érvényesek, ha
időbeli lefolyásá.hnn kü lönbözö tevékenységek között kel I dönteni. M odcllünk
alapján például választ tudunk adni arra ü,, xj Y» k 1t orszfLg közül melyikben
milyen fejlesztési elképzeléseket valósítsunk meg. A mod rllbon ugyanis, bár
explicite nem szerepel a7. idő, elvileg nincs akadálya. hogy két k ülönböző
időpontban rendelkezésre {dió, egyébként azonos terrn6kot két különbözö tc-r­
méJrnck tekintsünk és oz,iltal id/íbcli lefolyásában különböző egyébként uzonoa
tevékenységek között döntsünk.

Hasonlóan. búr a szállít,ísi költségektől clí.ek in tünk a modellben, azok fi­
gyelembevétele csak ~l termékek és tevékenységek szánuít növelné, kövctkcz­
tetéseink lényegét nem érintené.

A külkereskcdelemböí származó elönyi'ik 

A továbbiakban nézzük meg, hogy az egyes orszúgok Iogvasztásának milyen
növelését teszi lehetővé a l< ülkcrcskedclern.

Ábrázoljuk a két ország termelési Ichctőségcinck halrrntzát egy koordináta­
rends7.or 1., illetve 3. ncgyeJ.ében, a 4. ábra szerinti m.ódon.

A 2. és 4. negyedben ábrázoljuk a külkoroskcdclembón df5fordu1ó összes
lehctRéges terrnékcsere-kornbinációkat. Figyelem be vóvc, hogy az egyik ország
exportja mindig megegyezik a másik ország importjával, kétf'éJc irányú lehet
a forgalom: ,

a) I. ország xt terméket exportál xá termékért cserébe - ebben az eset­
ben a külkercskcdclembc kerülő mennyisót;oket a 2. negyed pontjrtivn,J ábrá-
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zoljuk: az abszcissza yb ország exportját (II. ország importját), az ordináta
pedig yb ország importját (II. ország exportját) jelöli.

b) yb ország x2 terméket exportál x1 termékért cserébe - ebben az esetben
a külkereskedelembe kerülő mennyiségeket a 4. negyed pontjaival ábrázoljuk:
az ordináta I. ország exportját (II. ország importját), az abszcissza pedig
L ország importját (IL ország exportját) jelöli.

A lehetséges termékcsere-kombinációkat ábrázoló pontokat a 4. ábra be­
vonalazott tartományai adják. A tartornánvokat minden oldalról a meg­
felelő terméket exportáló ország termelési lehetőségei határozzák meg.

Nézzük rncg egyelőre, hogy a különböző termékcsere-kombinációk milyen
célfüggvény-értéket biztosítanak az egyes országok számára. A 4. negyedben
ábrázolt cserelehetósógckkel nem foglalkozunk. Később látni fogjuk ugyanis,
hogy ha I. ország :r2 terméket exportál x1 termékért cserébe, nem találunk
olyan esetet, hogy mindkét mszág nagyobb célfüggvény-értéket érjen el, mint
a ki.iJkereskedelern nélküli helyzetben - ekkor tehát az országok azokra a
termékekre spccia.lizálódnak , rnelvek termelésében komparatív hátrányuk van.

Fordítsuk ezért figyelmünket a koordináta-rendszer 2. negyedében ábrá­
zol ható csorelchetóségckre. A tcrrnékcserekomhi nációkat ábrázoló tartomány
pontjait rendezni fogjuk aszerint, hogy az egyes pontoknak megfelelő cserék
maximálisan (tehát feltételezve, hogy Br részt.vcvó országok mindig optimálisan
döntenek) mekkora céifüggvény-értóket biztosítanak a résztvevd országok
számár».
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A különféle termék-kombinációknak a kereskedelemben résztvevők cél­
függvény-értéke szerinti rendezése az ún. jóléti közga,zdasági irodalomban
eléggé gyakori akár egyes fogyasztók, akár kereskedő országok a résztvevők.
Itt a szerkesztés technikájának kialakításánál MEADE (3) művében alkalma­
zott módszert követtük. A különbség csupán annyi, hogy MEADE nemlineáris
termelési halmazokat és célfüggvényt feltételezett modellünk lineáris feltevé­
seivel szemben.

Először yb ország célfüggvénye szerint rendezzük a tartomány pontjait. Áb­
rázoljuk 5. ábránkon I. ország termelési lehetőségeit az AOB halmazzal. Ha­
tározzuk meg, hogy melyek azok a pontok, melyeknek megfelelő külkereske­
delem ugyanolyan célfüggvény-értéket tesz lehetővé, mint a külkereskedelem
nélküli helyzet . Az ország fogyasztási céljait kifejező függvény a flX1 p x2 
függvény, ha nincs «3 ülkcroskedolcrn, a C pontban éri c.l ma.xi mális értékét,
y,-t. yb ország fogyasztási struktúráját ekkor a C pont koordinátái mutatják.
Toljuk cl az A.OB halmazt észLdmyugati irányban a /iX1 p .'rá = y, egyenes
mentén úgy, hogy az AO és a BO szakasz párhuzamos maradjon 1:L koordináta­
tengelyekkel, egészen addig, amíg a C pont a > ; pontba megy át, l~kkor a C,C
szakasz bármelyik pontja muta.tja :t fogyasztáB szerkezetét, az egyenlő értékű
a C pontnak megfelelő célfüggvény-értékkel . .A fogyasíltlÍ,8 és 2b; termelés kü­
lönbségét, a C,C szakasz pontjai és a C pont koordinátáinak különbségét, tehát
a külkereskedelmet az oltolássa: f:iz{u"m::tztatott új halmazok O pontjai mutu.tják
(HO szakasz). Nemcsak a fogyasztás változ.tutásával jöhetnek létre azonban
azonos y, célfüggvény-értéket biztosító különböző külkereskedelmi csere­
korn binációk. Ha a fogyasztást C1 mutatja fmb ország csak x2 terméket fogyaszt),
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az ország pedig a C pontnak megfelelő termeléshez képest több :r1 terméket és
kevesebb x! terméket á llít elő és a termelés és fogyasztás különbsége újra a
külkeroskedclembe kerül, ym célfüggvényértékét biztosító további külkereske­
delmi cserekomhináeiókat kapunk.

Ha az AOB halmazt tovább eltolom it C1 pont mentén az előbbi módon, az
új halmazok O pontjai ! U ta.tják az ilyen módon külkereskedelembe kerülő
termékek mennyiségét. Ha például a fog_vasztás > 1 szerinti, a termelés a D
pontnak megfelcJó, a két pont koordiná.táinuk különbsége · mely x2 termék
esetében pozitív, x1 termék, esetében negatív éppen a P pont koordinátáival
egyezik meg. Nevezzük azoknak [t pontoknak összességét, melyeknek meg­
felelő k ülkercskodelom y y célfüggvény-értéket tesz lehetővé, h m görbének

Az előbbi módszernek mcgfelclócn Br külkereskedelmi cserekornbinációk
egész tartományát rendezni tudjuk aszerint, hog,v az egyes kombinációk I.
országnn.k maximálisan rnckkora célfüggv 'ny-értéket biztosítanak. 4. ábrán­
kon például a ll2 görbéhez ,Lz .lh fog:vaszt;.ísi érték, 113 görbéhez ::i,z y3 fogyasztási.
érték 8)U8j ű}Pb 

Hasonlóu.n haMrozzuk meg Il . orsz[tg Ii gi.>rbéit is. 4-. ábránkon a h1 görbéhez
y1 fogyasíltiü;i érték, It~ görbél1cí1 az y~ :(og:ntsztási érték, a. 1i,a görbéhez a II.
ország rmlm lúgvasíltfÍ.si értéke tartozik.

Húzzuk meg a P pontban a Ii giirl;énck egy érintöjét, majd 11 D pontban az
AOB ha.lmaznak egy .zzel párhuzamos ériutójót. A h görbéket ü Y» szárrnaz­
tattuk , hogy mindig van ilyen :,ál'i1uz,tmos érínUi. Ismeretes n Lineáris progra­
moÚfi clrnélctéböl, hogy bárrnclv efficiens pont olöálltt.ható egy lineáris progra­
rno7,ií.si loludn.t optimáli,, mcgoldúsakónt, ahol it eélfiiggvény kocfficionsoi a
pont érintő eg_ycnesönel< koofficicnscivcl cg_vcznck meg. Ah görbe érintői tehát
mindig megmutatják. hog,v a.hhoz, hogy ,tz érintési pont koordinátáinak meg­
v)«ö«fí külkereskedelem létrejöjjön, az illctó ország milyen célfüggvény szerint
rnaxiin,diz{dj,L termelését.

Az l. és Jr. on:;z,íg Ii görlJéi a ar ábrán it vastagon húzott vonal pontjaiban
érintik eg,vin:í..c;t. 1\11 inden olyan pontból, mely it két crszág h görbéjének nem
érintési pontja, az egyik ország h görhéjc mentén min<l.ig olyan pontba jut­
hatunk, mely ,tz egyik ország számúr,1 ug:vanakkor:.~ célfüggvény értéket, a
másik ország sz,ín1.'trn pedig n:tgyobb célfiiggvénv értéket biztosít, mint az
eredeti pont. A Ii giirlJ6k érint6si pontjaiból h.'Írmelyik irányba haladunk, az
egyik or1-:,zá,g <'flak t'1gy tudja célfüggvény-értékét növelni, ha egyúttal a másik
országé csökkl'n. Az ol_v:m lwlvzctet, melyhcn egyik ország flem tudja fogyttsz­
túfiát {1g_y niivdn i, hogy a másik ország fog_vasztúsa változatlan m:1radjon,
Parrto-optimális helyzetnek nevezzük. Azokat a,z export-import termékkom­
binációkat, melyek ,t P:1rcto-optirnális hclyíletet jellemzik, Pareto-optirnális
ki.ilkPrcskcclelemncknevezzii k. 4. iábránkon tehát n vastagon húzott vonal pont­
jainak koordinátái Pareto-optimális külkereskedelmi szerkezetet mutatnak.1

Hn 3~ küJkcre.skcdelmet {d,rázoló pont a Pareto-optimális vonal alatt van,
az orRzágok kereskedelmi forgalma túl alacsony, ,,c.légtelen" a, forgalom
növelésével mindkét ország növelhetné eélfiiggvénv értékét.

l-Lt a küJkcreskedeJrnct ábrázoló pont a Pareto-optimális vonal felett van
az országok ,,túlzott mértékben" kereskednek n1indkét ország növelhetn
célfüggvénye értéhét a forgalom esökkcritésével.

.' A l'a,,0to-optimális kiilken:>slrndelmi pontok ha.lmu.za nem más, mint aZ, ismert
J;;ilgoworl h-fflo szenJí, lfsi giirbn \2«b/ Tsmertcti [I.] :lSG-:i88. old.

2*
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Ha a külkereskedelmet ábrázoló pont a Pareto-optimális vonalon helyez­
kedik el, bármelyik ország csak a másik rovására tudja célfüggvény-értékét
növelni.

A kiilkereskedelemhől származó előnyök elosztásának hatása
a nemzetközi kereskedelem hatékonyságára

Nézzük meg a továbbia.kbuu; hogy kulönfólc feltovésoket vezetve be a nem­
zetközi kereskedelem mechanizmusára vonatkozóan, hogyan alaku I az egyes
országok részesedése a külkereskedelem elönyciböl és különféle külkereske­
delmi arányok milyen ára.k és kereakcdolmi volumen mellett alakul­
6BP ki.

Tekintsük először azt az esetet, amikor az cgycR m·,,zúgok külkorcskcdelme
köz porrtilag hozott döntéseken alapul: úllu.mközi mcgálhJJodáRok formájában
termékenként riigzítik ,t cserére kerülő rnc1111yis<;gclrnt nemcsak az árban
egyeznek meg. hanem kötelezően cl{íírj,Í,k ,tz export(d;1ndó és importé.Iandó
termékek ! ö66»}{é Yé 8 ÍR. 0 j " ö««ü 6Póö6 B TrorT«Df7yD3I keriilr'í rncnnvieégoket ab á ó­ 
rárikon n koordináta-rendszer 2. negyedében lcvó pontok koordinú.trii val ábrá­
zolhn.tjuk. Ha foltótclezz ük, hogy a Ic iilkcrcxkcclclm i rneg(t!lapodáRlmn <t kül­
kereskedel mi mérleg egyen lege O, :ik kor a pontok koord i nátái nak (az export
és az import mennyiség{nck) aní.nyai cgylwn ;1 termékek :írnr{t.n,vait Í : mutat­
ják ..Ha iLZ egyenleg O-tcíJ eltér, a:1. export és import rnc1111yi,,égönek anú1,v:t nem
felel meg az ára.ránvoknak , mert ai export (va,L(,Y import) egy részen kiviteli
(vagy behozutali) többlet fedezésére swlg,íl.

A Pü lkcreskcdelom rncchuniz m usáru tett l'cl ; ö v<iRc:i nk mol «j 8b8 ,t kii lk creak o­
del mi alku eredménye bármelyik pontnak rncgfclclö c·:-;c1·ekoml1in{tció lehet a
4. ábra bovonalazott tartományűn heliil. Hogy egy T{T)TPj )6ó}Uúb T}ó közül
melyik lesz az, amelyik egy mcgáll:ipodá:-; crcdrnényokónt lót.rojön, B}g3Í y igen
keveset mondhatunk. A h1. é8 h1 görbék közöt8} t-utornányou (kétszcrcacn Jie­
vonalazva) kíviili pontokn,Llz nwgfelnl{í forg:ilrnat mint v1dó8zÍ1tCítl('nt, kizár­
htitjuk a lehetséges esetek köiiil, cwk ugyaniR egyik vagy másik or·sz,Í,g :-;dt­
m.íw kisebb célfüggvén.v értéket bi7.tosítan,tk, mint a kiilkereskcdclern nélküli
állapot. Való,'lzínűtlen, hogy valamely orAiúg annyira ne Jenne liirtok(tban a
termelési lehetőségeire é8 céljaim vorn.ttkozó infonnár.iólrnak, hogy ilyen eset­
ben külkere8keclelmet folyta8son. A 1.m és h,l görbék kü:1.iitti ti:.irtom{tnyt tekintve
awnban valószínű, y;H Y» nem állunk távol ai igazs(1.gtól, lm azt rnomlj11k, hogy
a gyakorlatbun csak vélctlenszcrííen valósulhat meg Pareto optimá,lis kiilke­
reskedelern. Az eg_ves orsiágok kü I kereskedelmi politi káj1J k rnoghnt1i1·oz11,salrnr
ugyanis sem a szükséges széles körű informáei!Jk, sern pedig oly,ln módszerek
birtokában nincsenek, melyekkel számukra optirnáliR kij[kereskedelmi meg­
egyezésro juthatnának.

Ha azonbrln mégis feltételezzük, hogy a partner or:-;:1.úgnk valamiképpen min­
dig képesek arra, hogy ne kössenek oJyan egyezményeket, melyekben ,,túlzott
mértékben" vagy ,,elégtelenül" kereskednek, a lel1etsóges kiilkereskodelmi
alkuknak még mindig széleH skálája, van, rnclvek ablmn különbii:1.nek egymás­
tól, hogy az egyik orszignak nagyobb, u rnú8ilomk kisebb oélfiiggvény-értéket
biztosítanftk. Hogy végül valamilyen egyez.c,ög létrejön, arr:i biztosítók n,z,
hogy a külkereskedelem mindkét fél számára elf.ínyös. Arra vonatkozóan nzon­
}mn, hogy melyik orsz ':g mekkora előnyüket harcol ki 11 rnegillapoclúsuan,
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legfe ljebb annyit m ondhatunk, hogy az a gazda sági vagy politikai erőviszo­
nyoktól, vagy a kettőtő l együttesen fü gg.

A nem zetközi kereskedelem mech anizmusának előbb vázolt rendszeréhez
sokban hasonlít a szocialista országok jelenlegi gyakorlata, m ely a kötelező
kontingensek rendszerén keresztül szabályozza \8 nemzetközi kereskedelmet.

Ebben a rendszerben általában az adott árakon az egyes országoknak bizo­
nyos termékekből többet, más termékekből kevesebbet lenne érdemes expor­
tálni vagy importálni, mint a külkereskedelmi megállapodásokban rögzített.
alku eredménye. Az úgvnevezett ,,kemény" cikkekből az adott árakon általá­
ban n,1g,vohb, a ,,puha" cikkekből kisebb az importkereslet, mint az export­
kínálat, A külkereskedelem szerkezete és volumene ilyen esetben a ,,kemény"
é:-; rrWU«! 1D cikkek kereskedelmének bonyolult összekapcsolása és egymással
szcmbcá llítása révén alak ul ki.

;VI it nevezhetünk ebben az esetben kölcsönösen előnyös külkereskedelemnek
ös mit kölcsönösen előnyös árakriakj Láthattuk, hogy igen széles skálája van
,1z olyan külkereskedelmi megállapodásoknak, melyek mindkét ország szá­
múru clónyösebbck, mintha nem kereskedtek volna. l~zek a lehetséges meg­
.i.lhrpodások egyes termékekre vonatkozóan olyan á,ralrnt is turtalmazhatnak,
melyek mellett egy adott ország nagyobb jövedelmet érne cl, ha a termékből
T{ ö PPö68ö6é 52«Yr( megszüntetné exportját v,11 .. ry importját. Ilyen értelemben
tddtt C/.>:ycs termékek árni lehetnek előnytelenek i:-; egy ország számára. Va,n­
6BP pékl:í1il olyan kemény cikkek, melyeket xB nem )8 szocialista piacra, xB­ 
nem lrnpitalista on-;zá_!!·oldm cxpoi-tálnánk, magasabb ántt kapnánk érte. Ha.
nzonhan nieggon(loljuk. hog,v csuk ezeknek a kemény cikkeknek az export.já­
val nyílik e;;etlog mód rá, hogy szá.munln-u cl6nyös importhoz jussunk, vt1gy
puha cikkek cxportj:ít biztosítsuk. elveszti <-rtclmöt :,z adott cikk adott áron
vn.ló c x portját, clöny tclennck nevezni.

l~hi)<'ll 2m roudszcrbr-n az áraknak annyiban vu n szcrepűk. hogy az export
<-s az i rn port ÖSH7/·1'tökd 111egliM:írozz{d, (értókcn az ,\ntk tis ,L volumen szorzat­
iis1-1zcg<:t őrtvr-) 1\'-1 eúlt:i,I :t partnoro1·r.;zágok küzöUi jövedelmet elosszrik. Kö­
zömbös, l1ogy e.z H7. üsr.;zél'ték ;Lz ('gyes tcnnökek között hogya.n oszlik meg.

A kiilkner.;kedel111i aJlrn l'l'edmén_ye;.;ségét a.;1, egé;.;z ki.illu•rcskcdolrnet együt­
tcr.;en kkintve tudjuk f"H,,k 6rtéke/11i. a tcrrnéhnkénti {u·aknak ebben az érté­
kf'léHht~11 tehát iinn1aguklmn r.;emmi szerqiiik nin<·H és ennek megfolelően egy
t,•r111<-k :\.n1 SC'rnmil"(,le inlórmáeiót nem is nyújt arr:L vonatkozóan, hogy az
illct(í terméket frdn111cs-c ·xportálni vagy importálni C'Z utóbbi kérdésre
umk a IP(J°Ps kiilkel'C'i:lkcdelmi forgalom i1-1nwrctébcn adható válasz.

Tétckí\zük fol 8; továbhi:tkban a nenizctkii;1,·i kerm,kcdclem o ry olyan mecha,­
nizmusiÍ,t, Mnclyhe11 a lüilkcrcskcdelmi düntéselrnt mint a termelésre vonitt­
kozó diintösekct is, tormcléicg,v;.;ögck, vállabtok hozz."ik. Döntéseik kritériurrm
it ! ); K irn (ti is n_yf!r<•Hég.

Kérdór.;, hogy ,t vúlh,latok nyc1·cHógrnaxirnalizálása eredményeként létre­
jiihct-n Pareto optimális kLilkcrer.;keclelem, illetve, hogy milyen külkereske­
delmi :í.mk moll<..:tt vezet ;8 vállalatok nyerr'ségmaximalizálása Pareto optimá-

m is k ü I koreskeclclom I 1ez és ez a Pareto opti 11111 m melyik résztvevőnek milyen
r•é,lfiiggvény-értéket biztosít.

Ahhoz. hogy a nycreségmaxirnalizúláson alapuló mecha,nizmus bonyolult
folyn.nrntút Jeeg_vszorűsítve át tudjuk tekinteni, bizonyos párhuzamosságot
IÍl!n,pítunk meg )m lineáris programozás és a doccntrnlizáJt, nyereséget maxürnt­
Jizáló döntéseken rtlapuló mec-lmnizmus között. Ennek felhasználásával von-
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hatunk le ugyanis majd következtetéseket a lineáris programozás módszerének
segítségével a tényleges külkereskedelmi árakra és forgalomra vonatkozólag.

Ismeretes, hogy minden lineáris programozási feladat egy primál-duál fel­
adatpárból áll, ahol az egyik feladat célfüggvény-értéket maximalizáló, a má­
sik pedig költségeket minimalizáló feladat. Mivel a nyereség maximalizálása
nem egyéb, mint a hozam és a költségek különbségének maximalizálása, mond­
hatjuk, hogy minden lineáris programozási feladat nyereséget maximalizál egy
olyan árrendszerben, ahol a tevékenységek hozamát a célfüggvény koefficien­
sei, az erőforrások árát pedig a feladat duális megoldása szo1gá1tatj11.

Modellünkben minden tevékenységet egy vektorral jellemeztünk. Ennek
koefficiensei feltételezésünk szerint függetlenek a termelés volumenétől. Ha
például egy tevékenységet a vektorral jelölünk, akkor fX 1 p A2}a, vagyis
f}T 1 p A2) volumenű termelés előállítható A1a p } r2a formában is ~ ,t termelő­
egységek na,gyságának tehát nincs szerepe a modellben, közömbös, hogy a
tevékenységek több kis egység tevékenységének összegeként jönnek-e létre,
vagy egyetlen termelőegységünk van csak.

Ebből következően közömbös, hogy a termelési érték és a költségek különb­
ségének maximalizálását aggregálfan végezzük-e, vagy a gazdaságot felosztjuk
kisebb termelöegységekre, vállalatokra. Ha a számukra adott árrendszer meg­
egyezik a lineáris programozási feladat értékclés-rondszorével és a termelési
döntéseket ők hozzák saját nyereségüket ! BK}! B«}űá «5Br az így létrejövő tevé­
kenységi programok összege megegyezik az aggregáltan végrehajtott nyereség­
maximalizálás eredményével.á 

Modellünkben tehát az elmondottak alapján ,l mechanizmusra tett fel-
tevésünkkel összhangban - feltehetjük, hogy mindkét orszúg egy-egy lineáris
programozási feladatot old meg: adottak szárnukru termelési lehetőségeik,
célfüggvényük és a nemzetközi kereskedelem árai, valamint a Pü vPj )j{ Pö" ö«)6} 
mérleg egyenlege. Ezek ismeretében ha.túrozzúk meg a számukra legnagyobb
hozamot (célfüggvény-értéket) hiz toaító tcrrnélést, valamint cxport-, illetve
importmennyiséget. U::z utóbbiakat nevezzük cxporökinála.tnak. illetve import­
keresletnek. Nézzük meg modellünk segítségével, hogy milyen nemzetközi
árak mellett lesznek a két ország termelési lehet(íségci maximálisan k ihasz­
nálva, mikor alakul ki P;1reto optimális külkereskedelem.

Tátelezz.ük fel, hogy a külkereskedelmi mér-log egyenlege 0. l•:kkor G. ábrán­
kon azok az export-import kombinációk, melyekben 2b}Im és .rá ugyanazon 3C 

arányban cserélődik, ugyanazon <XX1 p X; = 0 egyenesen hclvczkednok cl.
Ha más Pü «Pö)j { Pö" j «! } árurányhoz tartozó export-import Pj ! ó}6á T}ó PB8 
akarunk ábrázolni, a O ponton átmenő más sugarnlrnt kapunk. !~gy adott sugár
pontjai különböznek egymástól abban, hogy attól fiiggfícn, hogy melyik I,, gör­
bén helyezkednek el, különböző célfüggvény-érték ti.lrtozik hozzájuk. Leg­
nagyobb célfüggvény-érték ahhoz a ponthoz t;1rtozi k, amely 11,7, egyenesnek és
valamely h. görbének érintési pontja. A lehetsége,; 0 ponton átmenő H-rogyene­
sek és I. ország h görbeseregónek összes érintési pon tjai adják azokat az export­
import kombinációkat, melyeket az kü lönböző kii lkercskcdcl rn i árakon 0 
külkereskedelmi szaldó mcUett az adott célfüggvényt ma.x ima.lizá.l va felkínál.
Nevezzük ezeket a pontokat, melyek yb ors7,ág együttes keresleti és kínálati

"A Imoá.r-is programozás ó;, a dueontn;,li:-.ált; gazdas,igi diirrLó,;c,k kupr·sol,1L1ir'ól bővebb
ismertetés található a felhasznált } rodalom [21 sz. :!(i0-:l7 I, valam }6 l; 407-408 olclalrin,
5BY» magyar· 6»)oy5j 6 Bű \ y · m sz. G9G-G01i ohla.lé.n.



lll

l ors rap cseregiirbe}e Xz 

1 0 

6. ábra

görbéjét alkotják, I. ország cseregörbéjének. Hasonlóan megha.tározhatjuk
11. ország· umrcgürbéjét is. G. ábránkon vastagon húztuk n, két ország csere­
giirbéit 2} 

Ha a,z IX paramőtcrt, vagyis a külkereskedelmi árakatµ és v között változ­
tatjuk, eljutunk egy P ponthoz, ahol a két ország cseregörbéje metszi egymást,
,L két ország kínálata és kereslete tehát megegyezik. Ha az IX paraméter a
l11; v] intervallumon kívül esik, az egyik ország kereslete-kínálata megfordul -
ami eddig exporttermék volt, az importtermék lesz és viszont. [gy mindkét
ország ugy,Ln,Lzt a terméket kiná.lja. fel exportra - a kereslet nem egyezhet
meg a kínál,Lttal, :L cscrcgörbék nem metszhetik egymást. Ábránkon ez úgy
nyilvánul meg, hogy az egyik ország csoregörbéje a koordináta-rendszer 4. ne­
gyedében íj «58B8ó " }Pr rníg a másik ország kereslete-kínálata, továbbra is a
2. negyedben ál.mízol ható.

Mi vcl ,L csercgörliék mctszéspontjáhan a két ország h görbéje érinti egymást,
egyik ország sem tudja, célfüggvény-értékét növelni anélkül, hogy ezzel a má­
sik orsziíg célfoggvény-értélw ne csökkenne, Pareto optimumhoz jutottunk.

A létrejött Pareto-optimális helyzetet a következőkkel jellemezhetjük:
mindkét ország termelése ugyanazon célfüggvény maximalizálása eredménye­
ként jött létre; a külkereskedelmi árarány megegyezik ennek a célfüggvónv­
nek koefficiens-arányai val.

3 A oscregörbo fogalma Marahallt.ól származik, aki offer curve-nek vagy reciprocal 
rlrmrnid curve-nnk nevezte. [4.l
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A Iineáris programozás elméletének segítségével levont következtetést fel­
használva a tényleges külkereskedelmi árakra vonatkozóan: decentralizált
döntések eredményeképpen akkor jöhet létre Pareto-optimum, ha a nyere­
ségüket maximalizáló vá.llalatok mindkét országban azonos árakkal találkoz­
nak és ezek az árak megegyeznek a nemzetközi kcreskcdelcru ára.i val.

:\fodellünk szerint egy adott külkoroskodclmi egyenleghez tartozó csere­
görbék egy pontban metszik egymást. A külkereskedelmi mechanizmusra tett
feltevéseink mellett tehát csak egyetlen Pareto-optimális külkereskedelmi
termék-strukt.úra valósulhat meg. A külkereskedelmi rnérlegeg_venleg ezáltal
ep;_vértdmüen !T YxBb8á )j űűB azt is, hogy it létrejött � B)T8j oj Wó}! U! j6 belül.
melyik ország mekkora célfiiggvény-értélrnt érhet cl. Természetesen, ha a kül­
koraskedolmi mérleg egyenlege nem 0, ,1 koroalct-kíná.lat eg_ycm;úlya más Pa­
rcto-optirnális_ponthan jön létre. Ebben a:,: esetben a külkorcskedclmi árarány
is más lesz. Igv bármelyik Pareto optim;'dis lwlyzet eléiállíth.1,tö a kereslet­
kínáJn,t egyensúlyának crcdménvcként. Attól fiigg(fon azon han , hog_y eg_v ország
nazvobb, vag_v kisebb c·éll'üggv{n_y-értéket ér ,,J az adott hclvzotbcn, a k ülkcrcs­
kodolnu mérleg cg_venlcgo pusszívnbl. vagy kcv(:-.:lié aktív, ilktvc :1,ktiva,hb
v.urv kevésbé p:rnHzív lesz.

A cscreaörbék mctazéspontjánul: uriicitáxn modollünkbcn a (i. á.brn ,1,kq>j,ín
nvilvánva.ló. Ha azonban modellünk c:g_vr-;zr'rŰr-;íW fcltétl'lezéseit (két ornzftg­
két tr-rmék , speriális cél függvön_y stb.) fölolrlj u k, ,1,z y rn } cit.i« mmm :'tr korántsem
nyilván 5B«ó r s{ít b izonvos esetek hon 110111 iH úll fonn A prnhlérn:'t v,1,J azo11 bu 11
itt nem fogl,tlkozunk, mert nwgh,da,dn.'t )o}PP uuk PT)To8T}8b 

Az eddigiek/Jen xj «á íb8U/« r hogy a m·111z(•tkiizi ken:Hk('(lc•lcm vú,zolt mer-ha­
n izrnusa nwllett ,tl>han az Psctlwn és r·:,;,Lkis abban :tz l'H<'tbc11 jiin !ötre P,troto
optimum, h,t l'g_v itdott úron ;t partnnr-o,·sz,Ígok kc•rc:slc-tc·-ldni\latn tcrmökc'n­
k{nt me,gcg_vezik. :'Ili tijrh'nik akkor, lia 11 1mrt,11cr-orszúgok kcrPslcLo 110111

c•g_vC':,:il, nwg :L l<ín,íla,tt.d?
l~bhen az er:;etlwn :t té11ylegeH l<iilkerc'Hkl'rlelcm mindig 11, l,isebh volurneníí

kc·1·c\skedelcrnhen énlr>/,clt f(llwz i1:saznclik. I-la a kcrf'slc·t nwglia.hdj.1, a kíná­
latot. a fm·galorn a kí111'dat szintjén abdrnl ki, lm 8; kí11:'dat rntgyoiJ/J Im l«'n'Hic-t­
r1d. a kcreslC't luü:írozzce meg ,t l'orgalrnat fn/Lcitclt'z<;seink mellett ugyanis
a vállalatok Hza,lmdon cliintliot11ok, hogy 1niL exportáljanak, vagy irnportálj,1,-
1mk - íi.;_v cg_vik l'eleL Hern lehet kényszeríteni, hogv tiihhd expo,Hdjon. vag_v
in1portáljon. mint ,tnwnnvi Hzárn,Í,rn cl/ínyiiH. Ha tolt(,t a.z o_gyik ol'szig kisohb
fol'g,domlmn érdekelt, a rnisi k Ol'S:dtg kén_yklon· lrnl'eskcdcl möl wn llo:,:zá iga,zo<ln i.

l•:IJbcn az cr:;cthon c!Mc)l'(/ulhat, hogy búr a kcrcFJl«·dolc111 nc,11 Pareto opti­
máliH, !LZ egyik ors:,:ág rnögis llN.!;_volib cölfliggvóny-örtókct ,;1· c-1, 111intlrn mmY»B6­ 
:1zon mérlcgcg_venlog Ille/Iott 11, ker·oslot-kínúlctt t,g_ycnsi'il_vlm11 lv1rnc. S«6 pél­
dául, mint v}b úbrúnkon, ,1 kiilkcreskedolrni mcil'lcg og_vc'nlogo (/(;Ha ki.illrnrcslrn­
dolmi {1.r fl (pontosan /l-nél végt<'lrn1 kic·sivC"I 1rngyol,b), rLkkor 1. or:-.:zúg korf'S­
letc-lrínál.nbt a Q pont szerinti (pontosan Q-tól végtclcniil kis111C'.1'(;6khon tfr cl),
II. ország kcresl0to-kí1táln,t,1, pedig r·nnél jóv,tl 1rng_vohl, (kíviil t·!-<ik :í.l,r:í.nkon).
A külkorc1-,kcdelorn tchút a Q pontnak nwgfol<'l(fon al:drnl ki.

A Q pont 11. or:-;zágrw,k rnLgyolJIJ, I. or·szágnn.l< kisebb t,c\/f'iiggvc;ny-t;r(él,ot
biztosít, mint fL O mér·lcgcgycnlcg ,nellotti P,u·eto 01>ti111úliH P pont.JI. orszú.g­
nak tehát órdoml'H lehet olyan árban megegyezni, hogy 1c partner oi·sdtg kcrC,'-­
lete-kímílttta kisebb legyen. 111int sajút km·eHl<'tc-kínál,tta, a kificl>l, lüilkcreske­
delmi forgalombt',I fizúrrnazó ve::,zteségct ugyan iH kárpótnlhntjn. s(jt nwglmlarl­
hatja a számára elíínyösehb ára1·:í,nyokiJ6l szárrn,t:,:ó n_yei·es<'g. Alt.tJ.'dJan cl-
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mondható, hogy- bizonyos árarány-intervallumon belül az árarányeltolódásból
származó nyereség meghaladja a forgalom csökkenéséből származó veszteséget.
Ha azonban az árarányoknak a Pareto optimálistól való eltérése egy bizonyos
határt meghalad, a forgalom csökkenése már olyan mértékű lesz, hogy mindkét
kereskedő fél rosszabbul jár a Pareto optimális helyzethez képest. nb ábrán­
kon, ha B [fi; y] intervallumon belül változtatjuk az árarányokat, a k'ét ország
közül valamelyik mindig nagyobb célfüggvény-értéket ér el, mint a Pareto
optimális helyzetben. Ha azonban az árn.k aránya az intervallumon kívül esik,
mindkét ország· célfüggvény-értéke csökken a Pareto optimális helyzethez
képest. Hangsúlyozzuk, hogy azok a pontok, amelyeknek megfelelő külkeres­
kedelmet nom a kereslet-kinálat egyensúlya jellemez, bár egyik ország sz á­

máru kedvezőbbek lohctnek, mint az ugyanazon rnérlegegyenleg melletti Pa­
reto optimális pont, mindig van végtelen sok olyan pont, mely mindkét ország
szú.már» kodvezöbb. Q ponthoz képest például Q1 pontban II. ország ugyan­
akkora célfüggvény-értéke mellett ­ b ország nagyobb célfügg,·ény értéket ér el,
vagy Q2 pontban l. on,zág ugyanakkora célfüggvény-értéke mellett gyb ország
ér cl nttgyohb célr"üggvény-értékct. Q1 és Q" pontok között mindkét ország jobb
helyzet.hen van, mint 2m Q pontban.

Min dkét orsó,g tehát nagyobb célfüggvény-értéket érhetett volna el, lm
J]. ország a, P pontbeli helyzethez képest kedvezőbb jövedelemelosztást nem a
szá.nüra kedvczőb]: ára.rányok biztosltásával érte volna el, hanem ha olyan
árakhn.n egyezik meg. amelyen 6r kereslet-kínálat egyensúlyban van és a na­
gyohh <·él Cüggvény-értókot behozatal i többlettel biztosítja.

Visszatórünk következtetéseinket felhasználva a kölcsönösen előnyös árak
ós a szor-ialistu országok nr-rnzctlcözi kereskedelmi mcchanizmusánn.k kér­
désérc.

Az utóbbi évekbeli a KCAT szorepr-nck növekedésével felmerült a szocialista
orH1/,Ú,gok el;,;zámolúsálJ:tll 6b«P6« mazotf árrendszer reformja. Cikkünkben meg­
{dhpítottu k, hogy Im rt nornzoí.köxi kcroskcdclom 11 köz veti en tcrmékcseréhez
hasonló kötelező kontingensek rendszerén alapul, közömbös az egyes termékek
árur.i.ny«, hiszen a,z árn.knuk ez esetben T8 jövedelem elosztásán kívül nine-s más
funkciójuk.

Ha tch,í,t; ,1, ncmzctköz! kereskedelem következetesen csak a központi szervek
nwgcg_vezéstlJen riigzíkttuk gy:tkorlati megvalósítása, mindegy, hogy az ára­
«)68 ,L vil:ígpiac·i á) BbP al;qlj{rn v,t/(Y 5B«B! }«»ö6 ú 6b sttját á) óá ű}{ U«BW·á6 r 5BY5 
esetleg teljesen önkénvcscn áll,tpítják-c meg, hiszen bármilyen árban álb1-
podjan,d, is meg, ,tz árn.lrn[tk :.1, torrnolésre és líi:reskeddemrc semmi befolyásuk
ni,wr-;. X jiivedelen1 eln;,;ztús,it illeUíen pcclig n.ttól függően, hogy rnil_ven les2
B kereskedclm i f"orga yj 6r s2erkczete, még mindig végtelen sol.:.. lehető;,ég van
,trm, hog_v egvik rn·Hz{tg szárnárn eléín_vöseJ,J1 vrtgy h:ítrányosabb megegyezésre
jussftrrnk.

Ha viszont ,t kiillwreskeclclini forg11lo111 szerkezete ncn1 kö2ponti szervek
alkuj:ínnk ercdrnén_ve (vagy ncrn csak ennek az eredménye), hanem decentrali­
zált vúJlahti döntések fi.iggvé1we, akkor bármiféle árképzési elv alkalmazása
a nemzetközi kereskedelemben a forgttlom korlátozását, nem hatékony keres­
kedel met ercdménye2. Hárm ilyen ,,3-rci v" abpján határozzuk meg a7, áralmt,
ha üZ árak nem biztosítják a vállalati döntések öss7,egztídése révén létrejött
kereslet-kínálat egyensúlyát, 11, kereskedelem nem lesz lrn.tékony.

( lJeérkezell: 1969. I. 12.) 
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THE OPTIMIZATJON E'ROBLl::M OF INTJ~H,NATJONAL ECONOMIC
COOPJ.;FtATJON

The article seeks an answer to the question, what oommodit.y pattr-rn of íoroign trade,
which distribution of the ad vo.ntagcs deriving from t rado, and what forms of international
trade relations are nocrlcd to enable tho opt.i rruun ut.ilizat.ion of tho prorluctivo cupacit.ios

-of the countries participating in intornational trade.
On hand of a two-product. and two-count.ry morl«l, it is shown that Ioroign-ürar!c prices

will affect tho off'icicncy of trade only in an economy based on rlecnntralizorl dcciaions,
In that case, it is a condition of optinialiLy that forcign-Lrado pticos ,,i1su1·0 Lim equilibrium
of clcmanrl and supply. This condition nduLing to prie;r·s will at thr. sumo Limo dokrrniuo
the distribution of ad vant.agos deriving from intornut.ionul trar!o.

In the modul it has boon assumed t.hat both oount.r-ir-s st.rivo Io r such u eombinut.ion
of export and import oornrnod il.ios with which thn mux } mu m vuluo j ) t.ho olijoct.ivo Inn­
ction can - with their givon production capacil.ios, foroign-Lrnrlc pricns u.nd ox tornul
trade balances - be attained. Tho acl.ivit.ir-s at l.h o by}{Wj { US j ) Lhc oouutrios as well as
the objective function are assumed Lo be linoa.r. ­; is proven that Parnt,o opt.i mu m can be
achieved only with foreign-trade p ricca which ensure thaL bot.h eount.rics strive for tho
same combination of commodit.ios.

The connection between tho primal and dual problem j ) liru-n.r prngramining is 11Emd,
on the basis of our model, to draw inferences (:oncoming Ll,n ,,f'l'iei(•ncy of t.ho forms
of international trade 1·pJaLio11,; and of Lho pric1•r-; pl'()vailing in fot·uign Lnvlo.

>g � Hn­ yú0 ó« H6g«m0 5«kXyoy­l «5« 0 úüomfr\7( ­oyX� Hvbb7s H)j kmqHs H0 5«;b­ú>«qH)j 
>Hg � ( r\7s 5S;b­ ú>g: X 

J3 CT3Tbe awrop CTJ)CMHTC51 )lclTb OTUC'l'bl 11a IJOILJ)OCbl, [(éll(/1}1 CTpyt('rypa UHCIIIIICTOf)l'OBl.,lX
T08apon, J(al(OC pacnpC/\CJICmlC IJHC11.11-1ernp1·onh1X npCl•IMYLl(CCTIJ II l(ill(IIC (jlOJ)Mbl MC)l(/.\YiiéipOJ\­
HblX BHCUIHCTOJ)1'013bLX Cl3513Cli Tpe6y10TC5l /\JI}/ Toro, 'IT061,1 MO)l(IIO 61,1110 OIIT/JM3Jlbll0 I/Cl10Jlb-
30B3Tb npOM3130ACTBCHHbiC 130:JMO)l(IIOCTb CTp,11-1, llJ)Ml·IIIMillOIJ(MX yqacn,c 13 MC)l(/lY113p0/\Jl()J1
BIICUJHCfÍ TOf)l'OIJJLC.

J-la MO[\CJIII, CO/\CJ))l{3U(Ch 0/\Mf-1-/\Bél llf)O/Wl(Til H /WC CTpaHbL, 313TOJ) npCl(CT313J151CT, 'ITO
131-!CUJHCTOJ)f'OllblC l(CHbl OIZ<13b113él10T UJIH}IIIHC Ila 3llJIJJCl(T/IBIIOCTb IJIICIILIICii TOJ)l'OBJnl TOJLbl(O
13 X0351iÍCTBC, OCIIOl3bll33IOU(CMC51 1-1a flf)Hll51TMH pc1.11c1111ii 13 /\Cl(CJl'l'J1<1Jlll3llp0Billl/lOM 110J)51/.\L(C.
A B T31(0M CJ1y11ac yCJIOl311CM OILTHMyMa ,IBJL,leTCll o6ccnc'ICIIMC J)éllJLIOIICCM}L cnpoca mom 11pcr1-
JIO)l{CHM5l BHCllJHCTOJ)l"OllhLMH l(Cf-1,IMM. 3TMM TJ)C60Bi1LIMCM, flJ)C/\'h5113J151CMblM no OTHOIIICHIIIO I(
BHCWHCTOJ)f"OBb/M l(CHaM, 330AH0 npe1.1,onpCJ\CJ15lCTC51 mom f)ilCIIJ)C)\CJICl·IMC l)IICIIIHCTOJ)l'OUblX npe11-
MYII.\CCTB, . MOACJlH ílJ)CAfl0JlaraeTC5l, 'ITO o6e CTpaHbl npH /.\éllll-lblX npOM380/\CTBCHHblX 1303-
MO)l<HOCTílX, BHCll.lHCTOf)l'OBblX l(CHélX H CélJlbf(O UHCllll·ICTOf)/'01301'0 6aJ1a1-1ca CTJ)CM51TC5l ycTa­
HOIJHTb Téll(YIO l(OM6HHéll(HIO 31(CnOpTa H HMllOJ)Tél, np11 L(()'l'J)Ori 01111 MOryT /\OCTWlb M31(CH­
MélJlbl-lOro 31-léltLCIHl51 L(CJICROi'.Í 4lYHKL(HH. npc/.\flOJ1a1·acTC51 Till()l(C JlfllLCJ1Hél51 113élllMO:.lilBMCHMOCTb
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MC)l(/.\Y HMCIOUIHMHC.51 B pacnopnxcemnr CTpaH /_\C.51TCnbHOCT5lMH 11 1..1e11esoj;j cpyHI<l..(HeJ:1. )loKa3bI­
BaCTC5l, 'ITO onTIIMYM B TOAi CMbICnC, «arc cro onpenennn Ilapero, MO)KCT norry-nrrscn nnun,
npn BHC!llHCTOproBbJX ueuax, 06ecne'111Ba10U1HX, 'IT06bl o6e crpanu CTpCMHnHCb I( TOH »ce
KOM6HHal..(HH TOBapOB.

ABTOp HCflOnb3YCT 133a11MOCB.513b MC)f(/.\Y npm·1aJibHOií H nyarn.noü aanaxeű nHHCMHOro npor­
paMr,,111posaHH5l, '-ITO 6br 1m OCI-IOBaHHH MO/_\CnH cnenari, COOTBCTCTBYIOUll•IC susonsr OTHOCH­
TCflbHO S(jJcjJCKTHBHOCTH qiopM MC)K/.\yHapOAHbJX 81-!ellJHCTOprOBbJX cs.513ej;j l1 ACliCTBYIOUIHX BO
BHCWHC!i TOprOBJlC !.(CH.



KOVÁCS ŰÉZA

A hozzárendelési probléma megoldása 
nem degenerált lineáris szállítási feladatként 

J z ún. hozzárendelési probléma ,L7, opcrációkutatés egyik klasszikus íoludat­
t.ípusa. lVlcgfogalrna,zását tekintve Jin.cftri8 szá!lítáRi feladat, ennek ellenőre tL
lineáris programozás hagyorniinyo8 módszoro] vol odd ig gyakorla,tiJag nem volt 
kezelhető. A legismertebb rnegold(tsi algoritmusa rL külön oi-ro ,L célra k ifojlcsz­
tett yttt R rn,tgy,Lr módszer, melyet H. KuHN javnsolt 1055-ben I :1]; oz l~GRJ-tVARY
Je:NŐ e g y mút.ri x-kornbinutorika.i tctclón ulapnl [I J (Rószlctcs lcírúsn [2]-bon)

Az alábbiakban szintén egy kombina.torikn.i tételt l.izonyítunk be a mátrixok
egy osztó.lyá.r«, l~nnek ismerete ichctó vó teszi, hogy a hozzárcnrlclósi Iolada.tot
olyan lincáris szá.llltási folndatta! hclyet.tcsitsük, a.mclynok mérete (és költség­
mátrixa) az eredetivel azonos, dc ahol a IH)z7,n,1·c11delési fcladu.tru jellemző ún.
clegcnoráci.ó clfíforclulúsa kizn,rt. A tmrrnzfonnácirí o16nye, hogy az i'1j modellen
a hozzárendelési feladat esetleges n.ltcrnn.tlv opí.imu ma.inuk mcgkcrcsóso és tLZ
érzékenységi vizsgalatok is ogy,c;zerííhlxm, a sz{Ll!ít,i,si f'cl,uhtoknál {dtn,l1íb,w
alkalmazott módon vihetők kcrcszt.ü].

l. ii/[ osztályúmátrixok 

A mátrixok 1dúhh vi7,flgált tu ln.jdons.igu.iná.l a mútaix elemei között clcgcru lö
nszerint k ülönbségct tenni, lwgy megjelöltek-e, v «g y sem. A jelöletlen eleme­
ket üres mezők, ,t rnogjclült elemeket ponttal ell{ttnLt mezők (röviden pontok)
ábr_ázolj(tk.

Utvonalnak nevezünk e g y elágazú,c; nélk üli, iis,c;zef'üggi'í tört vonalat, mely
szigorúan v{Llt,tlwzö sorrendben v ízsz in tcs ó,c; f"iigg(ílegcs S?:alrn,Hzok hói ái I,
tovább(. kezcW- <:fl végpontj;t Öfl minden ir{tnyv,i,ltoz{t,'l,t jelölt muz{í!H•11 v,t,i.
Utól>hirLk ,t kérdéses (1tvona! csúcspontjai. Az ön mag(th,L v is8zatérő (1tvo11alat
(ahol tehát ct csC,rnok és a, flznlrnszuk sz,Í-mn megegyeiik), köri',tn:~k nevezziik.

Fiiggetlen rnnrlszer a rnátl'iX pontj:ti,rnk olyan l'észludmrLz,t, mcilynck egyik
eleme sincs ugyanezen h:,Lirnaz más clomövcl e g y sorhn,n v,.tgy oszlnpbn,11.

A [I[ osztáJyt'1 rnútrixolmt ezek után ú g y cldini{djuk, mint ,m1dyekbcn
«v nz oszlopok szúrna eggyel tiihh a sornk ,c;z{urnínál;
űv minden sor két pontot tarta,J nmz;
e v a pontok rnndszerén körCrt nem rajzol ható.
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1.1 q e n d e z e tt «l «k ú m á t r i x o k 

H:c1 egy n X (n 1) méretű mátrix minden sorában úgy helyezkedik el két
pont, hogy egyik a bal felső sarokból induló föátlón, másik pedig attól jobbra

van tetszőleges helyen, akkor a mátrixot ,,rendezett alakú­
nak" mondjuk (1. ábra). [ e f o g j u k űi zo n y í t «n i ) h o g y e z 

a) rn i n d i g gó 3 o s z t á l y ú B g 
b) űá r m e l y o s z l o p á t e l h «g y v «) « m «r «d é k r é e z űe n · k i v á l «s z t ­ 

h «t ó b m é g p e d i g e g y é r t e l rn íí e n b e g y n p o n t űó l á ll ó f ü g g e tl e n 
r e n d s z e r R 

A tételt teljes indukcióval igazoljuk. A 2. ábra szerinti
rendezett alak triviálisan Ad3 osztályú és eleget tesz tételünk ű 
állításának. Tegyük fel most, hogy van egy rendezett alakú,

n X (n + 1) méretű mátrix, melyre állításaink igazak. Jelöljük ezt
A11-eL lllesszünk eléje új oszlopot és fölé egy újabb sort. Az ,,észak- r-;T-7 
nyugati" sarokban (az új sor és oszlop közös mezőjében) helyez- ~
zünk el egy pontot, egy másikat pedig az új sor egy tetsző­
leges helyén, például aj oszlopban. Jelöljük a bővített mát­
rixot A11+1-el (:3. ábra).

A pontok fenti módon történő elhelyezése mellett
nyilvánvaló, hogy lm A11 körút mentes volt, akkor A11+1 
is körút.mentes, minden sorában két pont van és eggyel
több oszlopot tartalmaz, mint sorainak szárna. Az új
mátrix tehát szintén rendezett alakú 'és ;;J[ osztályú.

Hagyjuk el An+t-ből az új, bal szélső oszlopot. A ki­
induló feltevés szerint A,,-nek abban éL részében, moly
a 8j oszlopot nem tartalmazza, felvehető egy n pont­
ból álló független rendszer. Ehhez az új sor j oszlo­

pában álló pontot hozzávéve, az A11+1 maradékrészében egy n + t elemű
függetJcm rendszert kapunk.

H,1 pedig A,,➔ 1-hől valamely másik oszlopot hagyunk el, akkor az A11 mara­
dékrészóbcn felvett n elemű független rendszerhez az ,,északnyugati" sarok­
pontot hozzávéve ismét n + t elemű független rendszerünk van az A11+1 
marndókrészőbon.

I?ig_yeljük meg, hogy a független rendszer kiválasztása mindkét esetben egy­
értelmű volt. A11 1 1 tehát A11 minden tulajdonságával rendelkezik.

• •• •• •• ••• ••
lR ábra

2. ábra

An+1 

J 

~ 

~ 
'.3. ábrn

1. 2 J &{ o s z t á l y úR m á i r i x o l c k é t t u l «j d o n s á g « 

Egy n sort (illetve n + t oszlopot) tartalmazó ~{ osztályú mátrix
« v bármely oszlopát elhagyva, a maradékrészben kiválasztható - mégpedig

egyértelműen -- egy n pontból álló független rendszer;
űv rendezett p,lakra hozható pusztán a sorok és oszlopok átrendezésével.
Elegendő a második állítást igazolni, mivel az elsőt rendezett alakú mátri­

xokra már bizonyítottuk és a kiválasztható független rendszer pontjainak
maximális száma a sor- és oszlopcserékre nézve invariáns.

A második állítás igazolásához először azt kell belátnunk, hogy a ;;J{ osztályú
mátrixban mindig van olyan oszlop, melyben _éppen eg_v pont van. Valahol



ugnmis minden útvonalnak rneg kell szakadnia (ellcnkczó esetben körutat
lehetne képezni, n.mi ellentétben áll n, dcfinicióvul). Dc egy útvonal csak olyan
pontról nem folytatható, mely oszlopában egyedül áll, mivel (a definíció sze­
rint) a saját sorában minden pontnak van párju..

Legyen most B11 egy tetszőleges gó 3 oszt.ály ú mátrix. Válasszunk ki egy, saját
oszlopában eg,v_edüli pontot, helyezzük ennek sorát Jegfeli.iJrc és oszlopát a bal
szélső helyre. Igya kérdéses pont az ,,északnyugati" sarokba kerül (4. ábra).

Belátható, hogy n B11_L részmátrix, mely az eredeti
mátrixból az első sor és oszlop elhctgyásáv,d keletkezik,
szintén gó 3 osztá.lyú. Ha. ugyanis az eredeti rruitrix kö-
rút mentes, akkor nyilván a része is az; minden sorában 8

n 
két pontnak kell lenni, mert sorai elíítt a B11 m;zlopáhan
nincsen pont é8 végül rrrnga is cg,~yel töhh oszloppa,I bír,
mint sora inak száma. Akkor peflig B"_1-ben is vu.n olyan
pont, mely oszlopában c~,ved U I {,I I és az cljárús megismételhető. Így véges
szám ú lépésben a teljes má.trixot rendezett alakra hozhat] uk.

4. ábra

2. Egy speciális szállítási feladat 

Tekintsük az alább: szállít,ísi íoludutot.:

11

l,' :r1J--= n; j = 7, l ) RRR n + 7
i=I

n + I
.J.,' :r1J = n + 1; i = I, 2, ... n 

]=1 

n n 1- I
l' 2,' c1JxiJ ->- min.
i-1 }=I

Mint látható, ;,1,z [:riJJ mátrix formában felírt megokb'isrondRzor n sorból Ó8
n + t oszlopból áll, ri, változók összege minden sothan n + t 6s minden osz­
lopban n R A további vizsgálatokban folhusznúlunk nóluiny ismert fogalmat,
ezek röviden a kövotkczók.

A lineáris szállítási feladat feltételi ogyonlotrenclszorének rangja, eggyel ke­
vesebb a sorok é~ oszlopok számának összegénél. Így jelen esetben a rangszám
n + (n + 1) - t = 2n. 

13ázisrnogoldásnak nevezzük ezutri.n azokut :1 mcgongcdctt megoldásoku.t,
melyekben a pozitív értékű változók száma, lcgfcljelil: 2n. ( Ismeretes, hogy az
optimális megoldást elegendő a bázisrnegnlclások között kcrcsni.)

Azokat a bázismegoldásokat, melyekben a pozitív értékű változók száma
kisebb, mint 2n, dcgeneráltnuk nevezzük. (A hozzárendelési feladatban a gya­
korlati nehézséget éppen az jelenti, hogy minden bázismegoldása degene­
rált.)
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A rövidség kedvéért ,,kötött heJ_veknek" nevezzük az [x0J megoldás-rnátrix-.
ban azokat és csak azokat a mezőket, a.hol a megfelelő változó értéke pozitív.

Be lehet mármost bizonyítani, hogy· a szóban forgó szállítási feladat minden.
báeiemeqoidásának mátrixa - a kötött helyek elrendeződését tekintve - a[ osz­
tályú.

a) A sorok és oszlopok száma. eleve megfelel az 1. pontban adott definíció­
nak.

b) ,\1 ivel a, mátrix bármclv mezőjében a, változó értéke legfeljebb n (az osz­
lopöss;,,eg) lehet, a sorösszeg pedig mindenütt nagyobb: n + 1, ezért egy meg­
engedott megoldás minden s01·1Íbr1n Iegalább két kötött helynek kell szerepelnie.

l~bhi'il következik viszont, hogv ki cgv megengedett megoldásban van olyan
sor, ahol 11 kötött helvck száma kettőnél több, akkor mivel n db sorunk van

~•"' összc« kötött holvek szá.mu 1mg_voblJ 2n-nél. Az ilyen megoldás tehát
nem b:izismegoldáR.

l~szei-int minden bázisrncgoldús soronként pontosan két kötött helyet tar­
talmaz (így összesen 2n darabot).

e) A kötött hclvek rendszere körút mentes. Ha ugyunis Jenne olyan körút,
melynok minden caúcspon tju kötött helyen v1111, akkor ennek segítségével a
pozitív értékkel progrnmozott helyek száma eggyel csökkenthető Jenne, holott
láttuk. hog_\· ezek .száma 111 inden lehetséges megoldásban legalább 2n. 

Így a g/[ osztály minden ismérvét kimerítettük A bázismegoldások imént
igazolt t.ulajdonság«. a.Lq>já,, tehát r1 tárgya!t szállítási feladat

- degcncrúció mentes (mint ah) pontból következik), ami garantálja, hogy
h{u-rnely nem opt.imá.lis megoldásból úgy térhetünk át egy következő programra,
hogy a célfüggvény értéke véges mértékben javul;

a megoldás mátr-ixánu.k bármely oszlopát elhagyvu, a megmaradó n x n
négvzctos mátrix köt/itt helyein felvehető, mégpedig egyértelműen egy maxi­
mális (n pontból úlló) f"iiggctlen rendszer.

A független pontok kijelölésével kaposolatban megjegyezzük, hog_v ez telje­
sen. mcohn.nik us, eg_vs;,,erű m űvolet. Rkíször az oszlopu kban cg,yedi.il álló kötött
helyeket karikázzuk lie a scu-uk ban levő másikat ri.thúzva. Igy újabb olyan
pontokat kapunk, melyek oszlopukban vagy sorukban már egyedül állanak.
Rzeket bekarikázva a velük egy vonalban lévő összes többi pontot kihúzzuk és
ezt foly ta.tvr, végül csak a keresett pontok maradnak meg.

2 5
! 6

4 J 
6 '6 '5 2

7

7
7
7
7
7

6666666 

a) bJ 

n. áhrTt,

Az elmondottak iilusztrálé.saképpcn az 5/n. ábra. n = 6 esetén mutat be egy
bázismegoldást; az 5/b ábrán az £1 független rendszer látható, amit a harmadik
oszlop elhagyásakor kapunk.
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3. A hozzárendelési probléma 

A hozzárendelési probléma megfogalmazása a következő:

n
J) Xij =]; 
i=l

11 

J; x,1 = 1;
}=I 

j=l,2, ... n; 

'Í = 1, 2, ... n; 

n n
J; J; c11x11 -->- min.

t=l j=I 

Ismeretes, hogy a hozzárendelési feladat bázisrucgoldásaiban a változók
nulla vagy egységnyi értékűek, az utóbbiak [xuJ-ben független rendszert al­
kotnak.
A 2. pontban definiált szállítási feladat optimális megoldásaira most igazolni

fogjuk. hogy ha azokban bármelyik oszlopot elhagyjuk, akkor a maradőkrész­
ben kijelölt független rendszer a'z illető maradékrószbcn kitűzött hozzárende­
lési feladat optimális megoldását jelenti.

A szóban forgó szállítási feladat duálisának Ieltétol-rendszere - mint isme­
retes - :

'Í = l, 2, ... n és

j=l,2, ... n-!-1,

melyet a duál is változók optimális megoldáshoz tartozó iii és vJ' értékei. oly
módon elégítenek ki, hogy valahányszor x11 > 0, az 11i + vj = cu egyenlőség
áll fenn. (x0-al a primal föladat optimális megoldásának értékeit jelöltük.)
A bizonyítás gondolatmenete kedvéért most alakítauk át a költségrnátrixot

úgy, hogy az új költségelem:

c;1 = c11 - (iii+ vj).

Ez a költségmátrix az eredeti költségmátrixszal optimalizálás szempontjából
egyenértékű, hiszen nem tettünk mást, mint hogy minden sorából és oszlopá­
ból levontunk egy konstanst.

Az el mondottakból következik, hogy a redukált költségmátrixban a kötött
helyek költségelemei zérusok, az egyéb hclyeké pedig nem negatívok lesznek.
Mivel pedig a kötött helyeken biztosan ki tudunk jelölni maximális számú
független pontot, az ide írt egyesek optimális hozzárendelési programot repre­
zentálnak.
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3 .1 A hozzárendelési probléma megoldása nem degenerált lineáris szállítási fel­
adatként

A hozzárendelési feladat megoldására az eddigiek alapján kézenfekvően kí­
nálkozik az a lehetőség, hogy a költségmátrixot kibővítjük egy új, n + J-edik
segédoszloppal, megoldjuk a 2. pont szállítási feladatát, majd a hozzáírt osz­
lopot a segédváltozókkaJ együtt ismét elhagyva megkeressük a független pon­
tokat. Mivel azonban a segédoszlop költségelemei tetszőlegesek lehetnek, azo­
kat egy (például a c1, 11+ 1) kivételével végtelennek vesszük. Ezáltal x1, n+l érté­
két is rögzítettük (x1, 11+1 = n). Igy a segédoszlop hozzáírása is feleslegessé
válik.

Végezetül tehát a
n
J;x1j=n;

i=l

n
_J;x1i = a;; 

J=l

) == 1, 2, ... n; 

i = '1, 2, ... n; 

n 11

;:_; J; C;jx,j->- min
O=I J=I 

dcgcnorációtól mentes s;;;ál!ítási feladatot oldjuk meg, ahol a1 = I; a2 = a3= ... = r1,11 = n + 1. Ennek minden optimális megoldásához egy közvetlenül
kijelölhető független rendszer tartozik, ezek a hozzúrendelési feladat alternatív
optirnumait szolgúltatj:'Llc (Megjegyez;;;ük, hogy a szállítási feladat különböző
mogoldása.ihoz nem súikségképpen tartozik különböző független rendszer.)

5 2 5 4 6
2 1 1 2 1
4 1 4 2 4 
2 1 2 2 J
4 2 S 2 I;

55555

1 
6 
6
6
6

0 
-J 

Uf -1 
-2 
-1 

G. ábra,

vj

4 2 Íf J 4
1

1 5 
4 2 

5 1 
J J 

Megemlítjük végül, hogy az előző pontban szereplő költségmátrix-redukció,
mint könnyen igazolható, minimalizálja az új költségelemek összegét, miköz­
ben legalább 2n - I költségelem zérus lesz. E;;,; a tény némely alkalmazásban
hasznos lehet.

(Beérkezett: 1969.1.18.)
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THE SOLUTION OF THE ASSIGNMENT PROBLEM AS A NON-DEGENERATE
LINEAR TRANSPORT PRO.BLEM

The article deals with tho classical assignment problem, tho formulation of which as ,L
linear programming problem rs tho following:

('')

II 

:::_· x;; = J;
i=l . 

/l

'-'x .. = l ·
.- I} ' J-I 

.i = J, 2, ... n

·i = l, 2, ... n

=o ;;,; 0;
II II

_:::.,
1

.:::./ cuxiJ ->- m in , 
,-11~1

Jt is known that this linear moclol docs not afford a possibiliLy of Lho practical solution
of Lho problem, the dilTioulLy being duo Lo the fact that all its baaic solubiona are dege­
nerate.

To overcome this clifficulty, tbc author proposes a method which consists simply in
subst.itut.ing for conatruin ts (*) the following:

II
-~1:rij = n,; 
!=l F 

n
~·xi, =ai; 
j=l ,

.J = J, 2, ... ,n

,,, = I, 2, ... , ri 

a1 = I und

a, = n I· l for 'i = 2, :s, ... , n.

The author proves that i n this I incur t.ransport prob lorn
n) nono of tho basic solutions is degencrat1•, fL fru,t that onsu rca tho pnRsing Irom any

non-optimal solution to a subsequent prograrn in a way that í.ho objcot.ivo Iunct.ion vu luo
improves to a finite extent;

b) in matrix [:ru] belonging to tho basic solution, over tho sot of posit.ivo variables t.horr­
can always be dr-tor-minod one and only ono maximal indoponrlont system (composed of
npoints);

e) tho independunt system belonging Lo U10 optimum solut.ion const.itutcs also an
optimum solution for tho original ussignnwnL problem.

PELUEHv!E 3A~A4vl COOTGETCTBvl.>-1 !{Al{ HEBb!PO)l{~EI IHOvl nvlHEv!HOvl
3A~A4vl TPAHCnOPTViPOBAH Vi.>-1 

Asrop CTaTbM '.1élHHMilCTC51 l(J1acc11•1CCl(Oi-i npo6;1CMOi-i COOTllCTCTJ.lH)I, icoropan MO)l(CT ŐblTb.
C(ÍJOPMYJHl[)OBaHil ica« 3él/\<l'lél JIMHCÍÍHOl'O 11po1·p,IMMl1J)OB,\IIHH CJIC/IYIOU(MM oöpaao«:

I
II 

'' xu = I
(*) l=l

II 

:::_·xi)= I;
j=l

.f = I, 2, ... , n

'I 1,,2, ... , ')'t 

•
fl ll 

. '' _:::_· r·ux,j-,. rnin.
1=1 /-1
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l/fasec-n-!O, '!TO 3T3 MO!l,Cm, JIJ1Heii1-10ro npo,-paMM11!)0B3Hl15l HC npe).\OCT3BJl5]eT B03MO)KHOCTl1
!.Urn npa!ZTWICCl(Ol'O pCU!CHM5l 33).\él'ni; TPYAHOCTb 3al(Jll0'-13CTC51 B TOM, '-!TO nee ee orroptu.re
pcureuns 5JBJl)llOTC5l Bbipü)l([.\Cl·IJ-lblMH.

)lJl5l npCO).\OJICHH5l 3TOií TPYAHOCTH aBTOp npenriaraer MeTo,o:, COCT05ll.QHÜ nonpncrv ,B TOM
l!TO ycrrouun (*) :1a 11e1-1rnoTC5l CJICJ.\Y 10ll111Ml·I:

11

:~-· Xfj = n; 
l=l 

II

-~.'xi)= rt;; 
1~1 

l'AC

o,- = n+ 1; 

./ =: 1, 2, ... '16 

'l = 1, 2, ... n,

-i = 2, 3, ... , n.

ABTOp /lOI(J3blBaCT, 'ITO ll 3TOii JIHIICÍÍHOH 33).\a·,,e Tpa1-1cnopTHPOB3Hl15l
a) I-IH rJ/.\HO 1-13 orropuux pc111c1-11-1r1 !-IC 5JBJl51CTC_51 llbljJO)!(!.\CH!-lb!M. 3THM 1jia1<TOM oőecneunnaercn

yc.nouuc, 'iTO OT rnoöorn I-ICOllTHM3Jlbl-f0!'0 peUJClll-151 MO)l(HO ncpeüru K CJIC).\y1ou1e11 nporpanae
ra«, LIT06bl 3fül'ICHIIC uenenoii (jJyHl(I_\J-IH YJJY'ILUilJlOCb B «oneunonepnoű CTCJlCHH.

6) Ha MH0)1(CCT13C llOJIO)l(J-ITCJlbl·ll,IX ncpcweuuux M3TjJHl_\bl [xu], OTHOC5lll_\CHC51 K OllOJ)HOMY
peu1c111110, BCCl)\3 MO)Kl-10 Bb15ll3Hlb 0/.\HY H TOJlLIZO 0/.\HY MaJ(CHM3JlbHYIO (COCT051ll.\YIO 113 It
3JICMCHTOB) I-IC3éiBHCI-IMYIO CHCTCMy.

B) HC3aBIICHMa5l CHCTCA'il, OTHOC51U(J51C51 I{ OllTHMaJihHOA;y peurcnmo, lljJC).\CTaBJ15]eT coöoü
OIITHA<aJll,HOC J)CU.ICHHC H ))J151 ncpeouavam.noü :JJ,ll,;J'JH COO'llJCTCTBH51.

3*



GLATTE'ELDER PÉTER

Mit is mutat a inverzmatrix? 

Közismert, hogy a gazdnsági élet különböző területein dolgozó szakemberek,
akik számára az ágazati ka.posola.ti mérleg :t mindennapi munka segédcszkö­
zévé vált, még ma is némi fenntartással kezelik a rendelkezésükre álló képle­
teket, számításokat, illetve táblákat. Vélcmőnycm szerint ez részben azzal ma­
gyarázható, hogy a szóban forgó eredmények közgazdasági értelmezése nem egy
helyen pontatlan, sőt egyenesen félreérthető.

Úgy tűnik, hogy e problémák a.lapvetően az invcrz.ma.t.rixszu.l kapcsolatosak.
Néhány - helytálló, bár a kérdést összetetten vizsgáló kivételtől eltekintve
,t szerzők az (E A) - t matrix i-1i elemét i'1g_v dcfi niálják. mint cgységny i 
végsőfolhas,málásra kerüló termék (netto 011Lput) ki1Jocsát;ís{d1oz sziilrnéges
luümozoti (közvetlen plusz közvetett) nifordíUtst az aclott i, j relációban. H11
ez így van, úgy jogos ~t k<;l'clós, hogy vajon nem hiház un k -c- n kknr, a.rn ikor a, 
közvetett rá.Iordftások vizsgálatához szcmhcá.llltjuk a lnuttó output (összter­
melés) egy.ségérc vetített közvetlen é;, a nettó kibocsátá» Pg_vségp1·e jutó hal­
mozott ráforclításolrnt. A 8t,1tisztiJrn, elmélete hclv telcníti ezt az iisszcvoté.st
(hiszen különbözőek a viszonyítási ala.pok ). mégis igen gyakran megtettük
anélkül, hogv az említett dimenzióbeli oltéróseol számolt.unk volna.

Hogyan tehetne feloldani a közvetlen és a halmozott ráford itáxok nak ezt
az ellentmondását? Néhány szorzó má.r fölvetette, hogy vn.lu.m ifck- ,,közös
a.lapra." kellene hozni. n kétféle együtthatót: hogy ily módon kiszfö·hcssiik n,
halmozott n1J<>l'dításokból azt a növekedést. melvct a hru ttó ,;s :1 nettó kibo­
csátás nagyságrendi el térése okozott.

Megítélésem szerint nincs szülrnfg semmiféle ,.nettósítúsn1". mivel az in­
verz-együtthatók mint halmozott mutatók ug_vanesnk a .,bruttó" output
egységére vonatkoznak. (Az irlézőjclet a későbbi gondolatmenet igrlzolja.)
Ha ez igaz - márpedig hogy az, azt a követkczűkben bizony Itani is fogom . ,
ügy ezáltal már au toma.tikusan megszűnik a különböző viszonyítási alapok
problémája. s a halmozott és a közvetlen ráfordítások közti eltérés kizárólag
a közvetett ráfordit.ásokkul nrngy~1rázhatt'>. (Szándékosan beszélek ha.Imozot.t
és nem teljes ráfordításokról. Nálunk e két kifejezést hosszú ideig azonos érte­
lemben használták. napjainkba.n azonban .,teljes" ,tla,tt ink.ihb a népga.zdasigi
szintű ráfordításokat értjük. L 

A megfelelő külföldi é.s lu1;,,:ai szakirod,tlrn,1t tanulmányozva. n.zt Játlrntjuk,
l10gy az inverz-együtthatók olyan értclrnezéHc, miszerint azok egységnyi nettó
output előállítá.sához .szüksége.s halmozott ráfordítások lennónek, cl követkoz6
matematikai eredményekhez kapcsolódik:

1 Lásd pl. Balsay Éva: Népgazdasági szintíí ráfo,·,lít,isok nwgliat,'troz1ísu. - StaLi;;z.
tilrni Szoml0 - 1965/ll.
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- az ún. ,,Neumann-sor"
- a bruttó és a nettó output leonticfi összefüggése.

A Neumann-sor tLZ R = (E - A)-1 matrixot írja fel egy olyan végtelen mátrix­
polinom alakjában, melyben az egyes tagok az A technológiai mátrix fokoza­
tosan növekvő hatványai. Eszerint

(1) (E - A)-l =E+ A+ A~+ A1 ..• +An+ ... 
A fenti, ma.tema.tika.i szempontból kifogástalan összefüggésből még egyáltalán
nem derül ki, hogy miként került az inverzrná.trix definíciójába a nettó output
mint vetítési alap. l~z utóbbi kérdésre az

(2) X = (E - A)-1-y 

képlet adja meg a választ, mely szerint a Leontief-inverz és a nettó output
(y) szorzataként mindig előállítható a bruttó kibocsátás vektora (x). Az itt
leírt azonosságot, mely a nettó outputra való vetítettségre utal, a továbbiak­
ban összekapcsoltuk a halmozódást ,,szuggeráló" Neumann-sor értelmezésével.
S éppen itt vélem felfedezni az ellentmondást, ugyanis ez utóbbi kizárólag az
A mátrix hatványaiból képzi az (E - A)-1-et, mely A-ról köztudott, hogy
nem uz y. hanem az x, a bruttó termelés egységére vonatkozik.2 Az az igaz­
ság és ,1 továbbiakban erre szeretnék rámutatni - , hogy kétféle ,,jelentése"
van az inverz-együtthatóknak, s mi ezt a kettőt kissé összekevertük. Neveze­
tesen: ezek tekin t.hctők egységnyi bruttó termelés halmozott ráfordításainak
(1), illetve a kozoetlen. ráfordítások egységnyi nettó outputra vetített értékének
(2) _:1

Félreértés ne essék: az számomra is világos, hogy elvileg nincs semmi kü­
lönbség r1 kétféle kibocsátás euysiiue között. (A gyakorlatban persze lehet, hi­
szen sajnos még nem minden esetben azonos ,,egység" a termelő fogyasz­
tásru és pl. aí\ oxportrn átadott nyersanyag vagy félkésztermék.) Emiatt ezen
,,egység" előállításfdrnz eltekintve a rendszer belső összefüggéseitől -- azo­
nos ráfonlítás-igény tartozik. Csakhogy jogtalan ez az eltekintés, R így én sem
az ellen protestálok. hogy ne kellene nagyobb tcrmékráfordítás egyRégnyi végső­
fclhnsznáiási 1.--ibocsúlrísához, mint n bruttó output egységéhez (hiszen az előbbi
egy rncglmtározott tennem fogyasztással párosul, s így az abból való igények
kielégítéséhez az utóbbit terhelő ráforditásokat is meg kell ,,fizetni"). Arról
van szó, hogy a halmozódás mint az input-output közismert és már tövéről
hogvéro cl nrng_varázott kategóriája nem ide tartozik, nem a nettó outputtal
kapcsolatos. Azt som szabad elfelejteni, hogy matematikai oldalról tekintve
az invcrzcgv ütthn.tók kizáróla,g azért 'nagyobbak fLZ A megfelelő elemeinél,
mivel. ugyanazt az összt-áforditást kisebb outputra vonatkoztattuk. Ebből az
aspektusból tehát nincs itt semmiféle halmozódás: csupán az x helyett az y-ra 
végoztünk cgv lineáris transzformációt (ahol is y _:::;: x)4. Így lehet azután -

" Mcgj ..gyz,·nclő, l,oµy og_vinással belső, tf'rn1f'lési kapcsolatban nem álló szektorok ese­
téb<'n ez a kiiliinbség n.-m jelent problémát (hiszen okkor azonos az összes és a végsőfel­
.használáf:!i kibocsátás, az A pedig egy null-mátrix). ellenkező esetben viszont igen.

"Ezt az oldalt, - ol mélct.ileg talán a legtisztábban - Szabó László fogta meg. (Az
i nvcrvmé.tri x értclmr-zése - Statisztikai Szr-mle I ílG:l/4-.)

4 j\'[ás ez a transzf'onnácí ó, mint ami az A képzésekor tö1·tént: ott a T sakktábla-mérleg
oszlopait ren,lr,.. clo~1.t0Lt;11k a hozzájuk tartozó bruttó termeléssel, míg itt az (E - A)-1 
az y = (E - A) - x cgyenll,t,·cnrlszl'r rrn·gol<l,faáb61 aclódott.
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ismétlem: ebben a vonatkozásban az (E -- A) -1 elemeit közvetlen ráfordítás-
ként értelmezni.

Külön kérdés - s az eddigieknek nem mond ellene =hogy a Neumann-sorral
való értelmezés lehetővé teszi, hogy ugyanezeket az elemeket egységnyi össz­
termék (bruttó output) halmozott ráfordítás-igényeként is intcrpretáljuk.5 
Ebből pedig logikusan következik, hogy határozott közgazdasági értelme van
a halmozott ráfordítási együtthatók é:, it hozzájuk tartozó bruttó termelés
szorzatának. (Képletszerűen :1z Rx = (E - A)-1 · X-nek, ahol X az x-ből kép­
zett diagonális mátrix.)Valóban, így hiszem, s ez nem fából vaskarika, még ha
ily módon ki is jutunk az x é:, az y korlátozta rendszerböl. Ezek az abszolút
értékű (tehát nem fajlagos!) halmozott ráfordítások, pontosabban ezek és ,t
tényleges (Iialmoza.tlan) értékek különbségei azt :1, közvctetf rúfordítús-törno­
get mutatják, melyet a szóban forgó szektor ,t többitől - relációnként vagy
összesen a saját outputja érdekében, indirektc megkívánt, illetve feltétele­
zett. A halmozott import-koefficiensek és a mcg lclclő bruttó termelés szor­
zata, például kimutatja azt a szektoronkénti importanyag-vol?i:ment is, melyet e
szektor a többitől kapott termékekbe ,,úgyazva", már mint hazai eredetű erő­
forrást fogyasztott el. _ 

A magam részéről a Neumann-sor és a többször idézct.t Icontiofi iisszcfoggós
közgazclasági-matcm11tikai jelcntőségóf éppen al.bun Iá.torn, hogy rámute.tnak
az inverz-.cgytittliatók ícntiokhon vázolt kettős tormészctóro. 1%b(íJ kifolyólag
szerintem helyesebb lenne a továbbiak ban ,1,z .,cgys0gnyi v<'gsdfeJha:,zn,Uás
halmozott ... ráford ítása.i" cini mol ellátott, i I lctvo érte] mczctt szúrn fü\;.,i ered­
ményeknél mindig ogysögnyi termelés hn.lmozot.t ... níJordít::\sai"-ról beszólni.

(Beh-kezelt.· 196.9. I. /(J.) 

'vVHAT 1)01<:S TF-1 ,,: ]Nvr,:ru::-1,; MATl{.IX ACTUALLY s, row ·1 

Tho art.iolr- aims not so mucl: aL dr•s<.:ribillg now fWit'll Lil'i<, ru;li i('V('tlWll LH a:; raLI (ni" uL 
clcuring a t.heorct.ical miaintorprr-t.at.ion ussumrr l by Llw rwLl,or Lo porRisL. IL dnah;, 
indeed, with tho into rprr-t at.ion or Llu· LnuliLiorw,I Lrun í.ir-f in vorso wh ir.h i;; d,·l·i,wd in 
p ract.iec as Llw matrix of Lotal (dirn:L and itt<lir(•(:L) inp,11,s rnq11irnd Lo ilri11g about ow, 
unit of no t output. This dc íinit.ion is c:1,all<'ng<·d by Llw nu t ho r 11·1,o ulain,s Lira(; his pro­
posed inLorpl'etntion op<'ns now poRsibilitirn; l'ol' tJ,., l'111'l,IH·1· t.l1f'o1·('Lic,d. alld pm.uLical df'­ 
vulopnwnt ot i.np11L-011f ,11L anitlysis. 

LJTO )HE nOl{AJ!.,!131\ET no CY!l(ECTBY 013PATI IA5'l MJ\TPklL(A') 

L(CJlb /lJl·IIIOH CTi\Ti,M :J,ll(JIIÜ'laCTC}I JIC CTOJlb II rq)C/\C'IW!JJCJIIIH 110[)1,IX 1r;1y11111,1x pc:iy!llr
TJTOIJ, 1{<11( B llblílCHCIIMII - l(ill( ::no IIJ)C/\IIOJlal"aCT ,!llTOJl - TCOJlCTll'ICCl<Of'O IIC/\Opa:iyMCllll5I.
l-{01-11(pCTHO, pe41, Hl(CT O TJ),ll<TOUl(C TJ)d/\llliHOIIIIOÍÍ o(ip;r·1·11oii Mil'l'J)lll\1,1 nco11Tl,CIJ<i, l(OTOpy10
Ha npili(TJll(e flJ)HllílTO onpC/\CJl}ITb l(al( Mil'l'J)lll(Y l(YMY!IIIJ"!Ollillllll,IX (IIJ)ílMblX ílJIIOX l(OCBClllll,IX)
3,rrpaT, 1·pc6y1ou,1HxC,1 W151 Cü:l)\illlf151 C}()llll'il\l,I (11111(.Tfll"O ni,111yc1(,I)), Arrrop c11op11T C :-lTIIM 011pc­
):\CJlCI-IJICM, OTl(J)b11Jil51 npc1v1af'aCMOi'i I IM TJ)ill(TOIJl(OÍÍ JIO[)f,IC llO:IMO)l(I IOCTH /lJl}I np11111~~11ll li.1Jlb-
1-1oro H npal(TH11CCl(01'0 pii31JIITll51 a11aJ111:JOn (1:,iiTJ)ilTl,f-llhlllYCi()).

5 Nern tévedtek tt-háL a ki'rlfölrli és hazai l"'LaLök (VV. L11ollLid', It. St.0110, H1·6dy A., 
Kondor Gy., Simon Gy., 1-tácz A. stb.), arnikor· di:l"i11íuióL tulti.1,k, lmn('tn inkt\,bh adósok 
rnurncltak - megítélósom szorint - a LconLiof-inv(·rz kéL oldalának ószrnvótclóvd, s így 
kiinnyen létrejöhetett aY. a log;1;c1i zavar, rnuly rncgingal;ta j6núháuy gyakol"inLi közgtLZ· 
,l,l.nk invorzmátrixbu '"'ktl !iitr\t. 
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BOD PÉ'l'ER

A W olfe-féle ún. általánosított lineáris programozásról 

Ismeretes, hogy a lineáris programozás (röviden: LP) az operációkutatás
egyik legelterjedtebb, a gyakorlatban legszélesebb körben alkalmazott mate­
matikai módszere. -Iól kidolgozott algoi-itmusrendazere és ezek különböző
számítógépi realizációi lehetővé teszik jelentős méretű LP feladatok megoldá­
sát is. A modellalkotók ezért rendszerint komoly erőfeszítéseket tesznek, hogy
saját problémáikat -- hacsak lehetséges -- mint LP feladatot fogalmazzák meg,
vagy legalábbis ilyen természetű feladatok megoldásű.ra vezessék vissza.

li.:zek rt törekvések teljesen érthetők, dc kétségtelenül magukban rejtik azt
a veszélyt, hogy a modellek látják az igyekezet kárát. Ti. olyan egyszerűsítő
feltevések kerülnek ,t modellekbe, amelyek azok va.lósághűsógét erősen két­
ségessé teszik és így vitathatókká válnak a, modellekből levont következteté­
sok is.

Kótségtclcn tény, hogy minden valóságos g,tzdasági folyamat matematikai
modollczésónél bizonyos kompromisszu mrn van szükség. A gyakorlat szem­
pontjából ny il vánva.lóan csak olyan modelleknek van értelmük, amelyek szám­
szcl'Íísithetők, rncgolcllmtók és a megoldn,s a rendelkezésre álló számolóberonde­
zésckcn gyakmfati szcmuoutból hasznos időn belül kiszámítható. Vagyis min­
den esetben össze kell egyeztetni ,t v,Llós(i,ghi'.íség és a megoldh[ttóság követel­
ményoi t.

ltppen ebből n szükséges kompromisszumnak a szempontjából van nagy
jelen tösége a mntomati Imi programozás olyan eredményeinek, amelyek lche­
tővé teszik a _LP tcchn.ika.ilag jól kezelhető fegyverzetének a LP alapmodell­
jónól {dtaJánosabb problémák megoldására való eredményes felhasználását.
Jlyen jellegű eredmény a Ph. Wolfo-tól származó ,,általánosított lineáris prog­
ramozási" (röviden: A LP) eljárás í2].

I.
A LP n.lapfcladuta {m. kanonikus alakjában megfogalmazva a következő:1
Meghatározandó az ~-1; x2; .•. ; x11 nemnogatív változók olyan értékrendszere,

amely eleget tesz a ·

(])
11

J;a,x; = b 
i=I 

lineáris egyenletrendszernek és amely mellett a

1 A cikk olvasóitól feltételezzük a LP alapjainak az ismeretét, Az irodalomjegyzékben
felsorolunk néhány magyar nyelvű tankönyvet, illetve tananyagot.
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n 
Z - J; C;X; 

i=l

lineáris függvény maximális értéket vesz fel.
A feladatban szereplő a1; a2; ... ; a11; h és e vektorok adott, valós számokat

tartalmaznak; ezek a feladat numerikus paraméterei.
A feladat megoldása abban áll, hogy megkeressük a változók bizonyos tulaj­

donságokkal rendelkező (ti. megengedett és a megengedettség korlátain belül
maximális célfüggvényértékű) értékeit és meghatározzuk az ehhez tartozó op­
timális célfüggvényértéket. Nyilvánvaló, hogy mind az optimális program,
mind az ezzel elérhető muximális célfoggvényérték a, paraméterek függvénye.
Azonban adott konkrét LP feladatban a paraméterek értékei rögzítettek.

Fenti LP feladat Wolfe-föle áJtalánosításában megszűnik tt paraméterek
számszerűen rögzített jellege. A paraméterek vagy egy részük, változókká
lesz, amelyek vektoronként és egymástól függetlenül szabadon változhatnak
bizonyos megadott korlátok között. Az Á LP feladat megoldása tehát nem
csak az LP-i értelemben vett változók optimális rendszerének meghatározá­
sára irányul, hanem a megengedett lehetőségek keretei között kiválasztj», a
maga számára a legkedvezőbb pura.méterértékcket is. A föladat szempontjából
természetesen azok a paraméterértékek a legkedvezőbbek, amelyek miközben'
megengedettek - a lehető legnagyobb eélfüggvényérték elérését teszik lehe­
tővé.?

Az ÁLP feladat most már preoizcbb megfogr1lmn,zásánál először abból in­
dulunk ki, hogy az alapul szolgáló LP feladat kapacitáevoktoru és célfüggvény­
együtthatói rögzltettck." Feltételezzük, hogy adott annyi nornürcs, konvex
halmaz, ahány változója van az LP feladatnak. Legyenek ezek K;(i = J, 2, ... ,
... , n) és feküdjenek egy olyan dimenziós térben, ahány egyenlete van az LP 
föladat feltételrendszerének vagyis •

K;C R111 Vi-re. 

Meghatározandók ezek után az 2· 1; :rz: . . : 2·11 ncmncgatt v változók ÓR a
P1; P.2; .. ; P; ismeretlen eg_vütthatóvektoroh i',gy, hogy

n 

(2,)
(a) J;P1x; = b 

i I

(b) P;EK; Vi-re 
,,

teljesüljön és z = I,' c.x, maximális Jegyen.
;=l

Vegyük észre, hogy ha minden K, halmaz egyetlen elemből áll csak (a;), rtz
1\.LP feladat közönséges LP feladatra reduk{dódik.

"Paraml•-tl"ikus programozásnak szok t.ú.k ncvcv.n i nl. olyan j.,IJngG Hzi\.rníLósolw.L, arnc­
lyckbcn az optimális program és a1/. opLiinúliH cólfüggvényórtók vúlLozúsait vizögálják
a, paraméterek váltw.ásának a fiiggvónyébcn. CélB1/,er(í a paramct.ri lrns prorrrn.mozást a,;
ALP kérdésfeltevését6l mcgkLilön böztctn i. Ez 11Lóilbinál ismcrot.lon purnmétcrckkcl való
programozásról van szó.

"Ezt a feltevést később feloldjuk.
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A továbbiakban az egyszeruseg kedvéért feltételezzük, hogy az ÁLP fel­
adatban szereplő valamennyi halmaz olyan konvex poliéder, amely valamilyen
lineáris egyenletrendszer nem negatív megoldásainak a halmazával jellemez­
hető. Ez annyit jelent, hogy minden K; halmazhoz tartozik egy F; feltétel­
rendszer

(3)

és megadható az fi'; halmaz és a K; halmaz elemeinek egy kölcsönösen egyér­
telmű egymáshoz rendelése. P; E K1 akkor és csak akkor, ha

yj_ 
Yi 

P,= 

megoldása a .
_Y;n_ 

(j = 1, 2, ... , rn, ... 81)

fel tétolrondszcrnok.
A továbbiakban bemutatjuk, hogyan lehet az ÁLP feladat megoldását LP

feladatok megoldásának a sorozatára visszavezetni. Ebben a megoldássoro­
zatban felváltva, kell 3. típusú feltételekkel bíró LP feladatokat és 2. alakú
LP feladatot megoldani. A könnyebb hivatkozás érdekében a 3. alakú feltétel­
rendszerrel rendelkező LP feladatokat a továbbiakban együtthatóvektorokat
genor[dó programoknak, a 2. alakú feladatot alapfeladatnak fogjuk nevezni.

Feltevéseink szerint K, # 0 minden i-re, ezért valamennyi generáló prog­
ramnak van rnegengedett megoldása. Legyen y/1 egy megengedett megoldása
Jí';-nek (i = 1, 2, ... , n) és jelöljük e megoldás első rn. komponensét P?-val. 

y/• 
Yio .. ~

P9= 

A mondottak alapján P9 az i-ik alapfcladatbeli tevékenységi változó meg­
engedett együtthf1tóvektora. (Vegyük észre, hogv P9(i = f, 2, ... , n) már
nem változókat tar-ta.lmaz.)

Oldjuk meg ezek után a 2. alatti feladatot P9 (i = l, 2, .... n) együtthatók­
kal. E;,; már nem ALT\ hanem LP feladat. Tételezzük fel, hogy ennek a fel­
adatnak ti.

n 
1: l"/x1 = h
i=I 

(4) X;? 0



r, 

Z c.x, -->- max!
i-1

van optimális megoldása.!
A 4. ala.tti feladat optimális megoldását szolgáltató bázist jelöljük Awval.

A báz.isváltozók értéke az optimális megoldásban: x8o = A8H, és a célfüggvény
maximális értéke: · ·

:;u = c1oA8Jh,

ahol c8o a bázisváltozók célfüggvényegy ütthatóit tartalmazó vektor. A bázis
optimalitása miatt:

(k =], 2, ... , n).

Az alapfeladat így nyert megoldása feltétlenül megengedett. Ugyanis 4-.-ben
megengedett ogyüt.thu.tóvcktorokkai dolgoztunk és ezek választott értékei
mellett x8, kielégíti az alaptoladat föltételeit, tehát rnngr~ is megengedett.
Ugy,cmakkor x8o csak az cgy üt.thazók konkrétan válasz.tot.t értékeit figyelembe­
véve optimális. Elképzelhető az együtthatók más megengedett rendszerében
ennél magasabb eélfüggvényórték(í program is.

Ennek a lehetőségnek a vizsgáJata érdekéhen :w,t kell elemezni, hogy újabb
együtthatók generálása kocsogtct-o ilyen lehetőségekkel. Jtt használjuk fel
azt a feltevést, hogy minden Ki konvex halmaz. Ismeretes ugyanis, hogy egy
konvex halmaz tetszőleges véges sok elemének a konvex lineáris kombinációi
is hozzátartoznak a halmazhoz. Ha tehát clemzóaünkből az derül ki, hogy vala­
milyen x, tevékenységnok egy a ,t alatti feladatban nem szereplő megengedett
egy ütthatóvektora P} révén a eélfiiggvöny javítha.tó, akkor ez azt jelenti,
hogy az i-ik tevékenységet a P7 és a P) vularn i ivcn meghatározott konvex
lineáris kombiná.ciójávul koli működtetni.

V.izsgáljuk meg, hogy tt j-i k generáló program segítségével nyerhető egy ii tt­
ha.tókkal Ichctségcs-c a;: al:tp-f'cladn.t optirn{dis rnegoldftsát jn.vítani. Ehhez
azt kell vizsgálni, hogy a

"2,,' P\ix, + P1x) = h 
1- I

(5) X: _: 0; x; - . () 

LP föladat optirn{dis megoldása jobb-e a 4. ahtti íoladutáénál. Látható, hogy
4. és 5. egyetlen változóban különböznek csak. Az .5. feladat: kibővített alap­
feladat; azonos feltételrendszert és eggyel több változót tartalmaz, mint a 4-. 

1 Ez 11 fcltóu-lozés ugyált,d,í11 nem magiit/il Úi'tet6dő. Könnyen olMor'<l11lhaL, hogy míg
2-n1'k van optimális rnc'g()l1h1:s11, 4-nok nirws nwg,·ngc·d<>Lt 1n1·gol,ló.su sr-m. F('nLi1•k1·1· 1·zúrl
még vissvatérüuk
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alatti. Mivel 4. optimális bázisát ismerjük -- .egyszerűen eldönthető, hogy x} 
bevonása a bázisba hozhat-e javulást 4. optimális megoldásához képest. Ennek
érdekében csak a c11+1 - z,,+i különbség előjelét kell meghatározni. Ha 

akkor a 4. feladat optimális megoldása optimális az. 5. feladatban is. Ahhoz,
hogy 5. optimális megoldása jobb lehessen, mint z~, az szükséges, hogy

legyen, vagyis

c~oAtJP1 azonban a P1 vektor ismeretlen komponenseinek lineáris kifejezése.
Ahhoz, hogy létezzék olyan további megengedett együtthatóvektor az x} 
tevékenységhez, amely mellett 5. optimális megoldása jobb, mint 4.-é - az
szükséges, hogv Jegyen Krben olyan P1, amelyre

Vizsgáljuk tehát a c1uA8iP1 lineáris függvény minimumát a j-ik generáló
program foltételrondszerén. Ez egy LP feladat. Ha

akkor ttj-ik goncdd6 progrnm nem képes javitásra alkalmas újabb együtthatCJ
oszlopot gcncr{dll i. I ,egyen ezzel szemben

és alkossa P1 u geneddó program optimális megoldását. Ekkor

lévén az

(5')

n 
}; P?x, 

i~I

x> O; 

P}x} = b 

x} ;;2;0

feladat optimális megoldása (degeneráció mentes esetben) jobb lesz, mint a
4. foladaté.



Legyen az 5' feladat optimális megoldását meghatározó bázis A8, és a meg­
felelő optimális megoldás bázisváltozói:

Ezek között x~ biztosan szerepel; x1 vagy szerepel, vagy az 5' feladat megoldása
során kikerült a bázisból. Ha ez történt, akkor x1 szerepét x} veszi át. Ha mind
x1, mind X) szerepelnek a bázisváltozók között, akkor - mivel ezek azonos
tevékenységre vonatkozó változók - a tevékenység tényleges szintje x1 + xJ 
lesz és ez a tevékenység az

x· x1 
----=-'}_po+ J __ pl 
~· + x1 1 

'C. + x-i.. ,C•J '] "j j 

átlagos együtthatóvektorral kell hogy működjék.
Fenti megfontolásokat természetesen minden j-ve ki kell terjeszteni, hiszen

valamennyi generáló program adhat további javító hatású paraméter vekto­
rokat.

A 4. feladat megoldása után tehát n közönséges LP feladatot kell megoldani.
Ezek

yi;;;;: 0 

vi
y~ 

yJ, 

~min!

Jelöljük j 1-vel azon indexek halmazát, amelyekre

min z, < e; 

és legyenek n, megfelelő optimális megoldások

ebben az esetben a következő kibővített alapfeladatot kapjuk:

(5")

r, 

ZP?x1+ ZP)x) =J, 
i=I JEJ, 

x:2:;0; 

, r, ) 

( Z c.x, + _,S c1x) -► max!
l=I JEJ, 
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Az 511 feladat ugyanannyi feltételt tartalmaz, mint 4., de lényegesen több vál­
tozót. Nem nehéz azonban belátni, hogy az 5" alatt felírt feladatban sok feles­
leges változó is szerepel és ezek elhagyásával a feladat mérete jelentősen csök­
kenthető. Nem kell ugyanis tovább szerepeltetni azokat az eredeti X;

1
; x;2; ...

változókat, amelyek az A8o bázisra nézve nem bázisváltozók. A számítás ké­
sőbbi lépéseinél mindig kihagyhatók a további számításokból azok a változók,
amelyek az alapfeladat valamelyik megoldása során nem szerepelnek a meg­
felelő optimális bázisban. Az eljárásnak ugyanis az a logikája, hogy minden
ilyen fázis után azt vizsgálja, hogy a még nem szerepelt pótlólagos változók
segítségével érhető-e el további javítás. Ennek során egyetlen korábban már
szerepelt és az optimális bázisba be nem került változó sem jöhet vissza vala­
melyik késóbbi optimális megoldásba.

Azt tapasztaljuk tehát, hogy az alapfeladat mérete az induláskor (m X n) 
és minden további fázisban legfeljebb [m X (m + n)]. 

Mivel minden K1 halmaz feltevéseink szerint konvex poliéder, minden egyes
generáló program csak véges számú különböző cgvüt.thatóoszlopot hozhat
létre. Így az egész eljárás véges sok lépés után feltétlenül befejeződik.

Minden LP feladatnál elvben fönnáll annak a lehetősége, hogy a célfüggvény
a, megengedett megoldások halmazán nem korlátosnak bizonyul. Gyakorlati
jell,cgü feladatoknál ez a körülmény arra utal, hogy a modell felállításánál nem
vettünk fig_velcmbe létező és aktívnak bizonyuló korlátokat. ÁLP feladat ese­
tében a model I szerkesztő aligha tudja eleve áttekinteni, hogy a megengedett
együtthatók különböző lehetséges kombinációi milyen irányban vihetik irreá­
lisn.n félre 11 programot, Célszerű ezért az alapfeladatba előre olyan korlátot
beépíteni, a.mely ,1,z alapfeladat megengedett megoldásainak a halmazát eleve
korlátossá teszi - bármilyen együttható kombniáció is alakuljon ki. Eit a
célt éri cl pl. egy

,,
2,' :r;; < fl,[ 
i=I

alakú korlát felvétele, ahol /II célszerűen választott elég nagy szám.
l~zicl az oljáráa véges voltát beláthattuk. Röviden vissza kell azonban térni

arra :.1 fcltcvésünkrc, hogy a 4. a,latti alapfeladat optimális megoldása létezik.
Ez eleve nem biztos, merf nem könnyű általános esetben elérni, hogy a gene­
ráló feladatok egymástól függetlenül tablt megengedett megoldásai alapján
összehozott együtthatómátrix oszlopvektorniból a ka.pacitásvektornak létez­
zék nem negatív clóállítésa. A megoldhatóság eldöntése és az induló alapfeladat
meglu1t(1,roiásn ezért itt is az L Pkétfázisos eljárásához hasonló megoldást követel.

A 2. feladatot először mesterséges változókkal kiegészítve kell tekintenünk
és meg kell határoznunk a mesterséges változók összegének a minimumát. Ez
egy teljes Á I ;p feladat. Ha ennek a feladatnak a megoldása során az derül ki,
hogy ez a minimum zérus, csak akkor állíthatjuk, hogy a feladatnak van meg­
engedett megoldása. Ebben az esetben persze optimális megoldás is lesz, hiszen
a korjátosságról már előzetesen gondcskodtunk. Amennyiben azonban a mes­
terséges változók összegének a minimuma pozitívnak bizonyul, akkor a 2. fel­
adat inkonzisztens.

Ha viszont a konzisztencia fennáll, akkor a mesterséges változókat zérus
minimális összegre redukáló program tartalmazza a 4. feladat érdemleges meg­
oldásához szükséges P1; P~; ... P?, együtthatóvektoroknak egy olyan meg­
engedett rendszerét, amolyre ennek a feladatnak már van optimális megoldása.



II.

Az ÁLP feladat bemutatásánál abból indultunk ki, hogy az alapfeladat
kapa.citásvektora és célfüggvényegyütthatói adott értékek. Nem nehéz CT,ZOn­
ban a feladatot olyan formában megfogalmazni, hogy a, kapacitásvektor is
egy adott konvex halmaz tetszőleges eleme legyen és hogy CT, eéJfüggvényegyütt­
hatók is változókként legyenek kezelhetők.

Ennek érdekében a. kiinduló l. ala.tti LP feladatot átalakítjuk vele egyon­
értékű alakra a kövotkező módon: keresendő az ,1:1_; x2; •.• ; x,.,; .'f"+1 nem nega­
tív változók és az x0 előjelkötetlcn változó olyan órtókrendszerc, amely eleget
tesz a

n 
}.,' a, ::r·,. --- !1.1;,,_,-1. = 0 
i-1

Xn+I = l

n 
,i'q -/-- 2,' C/1'1 = Ü

i-1

egyenletrendszernek és amely mellett

lineáris függvény maximál LS értéket vesz fol.
Ebben az ekvivalens alakban az eredeti feladat ka.pacitásvclctora az x"+1

változó együttlmtóvektondcént jelenik meg és a cólfüggvényegyütthatók a
tevékenységek együtthatóvcktorainak kornponensoivé válnak. Ha tehát azt
akarjuk elérni, hogy változókként kezelhessük t~ kapacitásvoktort és ,t cél­
föggvónyegyütthatólrnt is.. tekintjük az alábbi ALP feladatot:

(i=O,l, ,n,n+ J) 

(i =, I, 2, , n, n + l) 

x11 olöjolkötctlcn

x11 -~max!

Az ÁLP feladat, mint láthattuk, az LP modell lényeges á.ltalánoaítását tar­
talmazza. Alkalmazási szempontból abban áll a legnagyobb jelentősége, hogy
lehetővé teszi bizonyos ,,kLilső" hatásoknak az cgy üt.thutókrn való olyan érvé­
nyesítését, amely konzisztens az alapmodcl lol és alá van vetve az alapmodell
opti murnkritériu mának.
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Nem nehéz észrevenni, hogy az fi.LP modell ebben az értelemben ,,két­
szintűen" működik. Az alapfeladatban tevékenységi változókat programoz,
:.1 generáló programokban megengedett együtthatókat állít elő. Ezen a szinten
veszi az eljárás figyelembe az egvütthatókra érvényesülő ,,külső" - ti. model­
len kívülről eredő - hatásokat. Az ALP modell igen szoros rokonságban van
a Dantzig ~ Wolfe-föle ún. dekompozíciós eljárással. Lényegét tekintve nem
más, mint a dekompozíciós módszer alapgondolatának alkotó adaptálása az
LP feladat általánosítására.

Az ÁLP modell csak formálisan lineáris, mert explicit módon tartalmazza
változók szorzatuitis. Azonban csak bizonyos típusú változók szorzatai szere­
pelhetnek benne. lg_v cl modell ~ legalábbis a kidolgozottságának jelenlegi
fokán nem képes olyan összefüggéseket figyelembe venni, amelyek külön­
böző tevékenységek ogyütth[ltói között állanak fenn; és olyanokat sem, ame­
lyekben a tevékenység színvonalának hatása fejeződik ki az együttha­
tóira.

Az ismeretlen együtthatókkal kapcsolatban figyelembe vett összefüggések
lehetőleg lineárisak kell hogy legyenek, vagy legalább is lineáris függvények­
kel jól közelíthetők. Így a modell gyakorlati alkalmazásának természetes
tcrü lete olyan alapjában véve lineáris termelési (és egyéb) rendszerek optima­
Iizálásu, amelyeknól a tevékenységek technológiai együtthatói, tevékenysé­
genként, külső vezórlőváltozók (kontrolparaméterek) segítségével befolyá­
solhatók és minden egyes tevékenységre külön-külön a megengedett techno­
lógiai együtthatóvektorok halmaza konvex.

Adott ÁLJ> megoldása, mint láttuk, LP feladatok .sorozatának megoldását
teszi szükségessé. A számítási többlet mértéke ÁLP feladat és vele azonos mé­
retű LP feladat között attól függ, hogy hány generáló programmal kell dol­
gozni, vagyis hány egyiittható oszlopvektor tartalmaz nem rögzített paraméte­
reket is. I-fa a, generáló programok száma alacsony - a megoldandó számítás­
tochnilmi többletfeladat nem jelentős és sem memóriatartalom, sem futási
idő tekintetében nem okoz különösebb gondot.

Joggal lclvothctó azonban a kérdés, hogy a gyakorlatban találhatunk-e
olyan prohlémákat., amelyek ÁLP feladat formájában megfogalmazva ilyen
szá111ítástec-lmilrnil,1g viszonylag kényelmes tulajdonságokkal rendelkeznek.
Ilvou típusú fclndatok szép számmal vannak mind az operációkutatás, mind
,L matomn.tlkn.i kiizgn,zdaságtan területén. Hadd hivatkozzunk itt csak egyetlen
modclttlpusra., amely a, népgazdasági tervezés területén széles körben alkal­
mazásra kerül.

l~z pedig a,z ún. ,,Ka,ntorovies típusú" optimalizálás. A hazai szakirodalom­
ban Ka.ntorov irs professzor nevéhez Iűzódil; az olyan típusú lineáris termelési
modellekkel való optimalixá.lás, amelyekben a cél adott anyagi összetételű
végs(í kiboeHát,í,s volumenének a maxima.lizálása. A gyakorlatban ezt az op­
timumclvot úg_v szókt;-ik a.lkal mazni, hogy nem a végsó kibocsátás volumenét
mag{lt, hanem egy clőirt végső kibocsátási minimum feletti többletnek adott
anyagi fü;szetötcl szerint való volumenmaxirnalizálását tekintik optimálisnak.
Ilyen típusú célfi.iggvény került alkalrnnzásra (legalábbis más célfüggvények­
kel ogyiitt) az ex post árprogramozásban, az ún. összevont népgazdasági prog­
ramozásban, a harmadik ötéves tervvel kapcsolatos ún. ,.kétszinti'.í programo­
záshn.n ". Ilyen típusú modellel szándékozik az 0. T. Távlati Tervezési Főosz­
tálya és a Tervgclzd;.LHági Kutató Intézet a cseh lengyel -magyar gazch1sági
együttműködés elemzését végrehajtani.
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A jelzett feladat tömören így fogalmazható meg:

Ax= b + ?cd 

X?: O; ?c :;> 0,

A-+max!,

ahol h a minimális végső kibocsátás vektora és a d vektor rögzíti a, többlet­
kibocsátás elóírt anyagi összetételét.

Az ilyen típusú modellek előnyösen szolgálják az anyagi egyensúly biztosí­
tásának a követelményeit, de optirnumkritériumuk igen merev. A cl vektor
elemeinek rögzítése teljesen kívülről törtón ik és az ebből száa-mazó mcrevsé­
gen csak keveset csökkent az, ha különböző egymástól függetlenül mcgálfa­
pított, különböző gazdaságpolitilrni. koncepciókat tükrözd d vektorral varián­
sokat határozunk meg í~zek összehason I itható elemzése meglehetősen prob­
lematikus. A fó hié.nyoeság azonban abban van, hogy 11 különböző többlet­
kibocsátási szerkezetek modellen kívüli rnegáll:1pítása nincs kapcsolatban az
alapfeladat adottságaival.

Meg kell ugvanakkor jegyezni, hogy a ,,kivána,tos többlctkibocsátási" szer­
kezet problémája nemcsak akkor merül fol, lm kifejezetten ennek a volumenét
akarjuk maxirna.lizá.lni. Minden kombinált nópgazdadLgi célfűggvénynél föl­
merül a kérdés: milyen legyen az öaszctétclo az opti1m1,lizálás révén rcal izú.l­
ható anyagi tartalékokna.k. Kétségtelennek tűnik, hogy előnyösebb, ga,zcfasági­
lag megalapozottabb, ha e kérdést nem helyezzük teljesen a modellen kívülre;
hanem külsődlegesen csak az érvényesítendő struktúrá.k bizonyos korlátait
rögzítjük. E korlátok keretei között azonban a modell saját optimurnkrité­
riu mának rendeljük alá ,t választást. 1%bcn az esetben nem kell mást tenni,
mint ÁLP feladatként fogalmazni meg modcllünkot. Természetesen csak n
többlet.kibocsátási szerkezet (esetleg szerkezetek) elemeit kezeljük változók­
ként. Így - ha nem is érjük el a probléma kiizg,Lzda;;ági szempontból kifogás­
talan kezelését - jelontóset lépünk előre n mocloll komplexitásának a tekinteté­
ben.

( Beérkezeü · 1969. 1. 70) 
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A diszkrét programozás módszerei és alkalmazása 
gazdasági problémák megoldására 

Gazdasági problémák megoldásában nagy szerepet játszik a matematikai
programozás. Ennek feladata, hogy egy adott többváltozós függvény mini­
murnát vagy maximumát és annak helyét meghatározza egy megadott tar­
tományon. Ha a ·maximaLizá]andó függvény - az ún. célfüggvény - lineáris,
továbbá a tartomány lineáris egyenlőtlenségek seg[tségével van megadva
(vagy ilyen alakra hozható), akkor lineáris programozásról beszélünk. A lineá­
ris programozás matematikai elméletét, valamint alkalmazásokat találhat az
olvasó az alábbi könyvekben: PRÉKOPA A. [:36], HADLEY [20], DANTZIG [13],
UHARN1£S és COOPER [Ll]. Az említett művekben bőségesen vannak további
irodn.lmi utalások. Gyakran a lineáris közelítés pontossága már nem meg­
telelő. Ha a célfüggvény vagy a feltételek nem lineárisak, akkor nemlineáris
progru.mozásró! beszélünk. l~xakt módszerek jelenleg többnyire csak arra az
esetre v,11111,Llc, amikor a maximalizálandó célfüggvény konkáv, esetleg kvázi­
konkáv (v,1gy n, minirna.iizálandó függvény konvex, ill. kvázi-konvex) és a ha­
tároló feltételek is konvex tartományt szolgáltatnak. Ffa a, feladat nem ilyen,
akkor az okozza arichézeégct, hogy sok lokális (helyi) maximum lehetséges,
u.mclyck nem globális maximumok. A nemlineáris programozás jó áttekintése
néhány módszer a.lapos tárgyalásá.va.l megtalálható HADLEY [2] J könyvében,
amelyben dinamikus progrn.mozás is található. Itt :1 ,,dinamikus" kifejezés
nem fcltétlonül ug_v:mfLzt jelenti, mint a közgazdaságtanban. Általában arra
utal, hogy több egyszerre megteendő döntés helyett a döntések egymásután­
jára vezeti vissza ;,1 problémát. Az újabb döntéseket a korábbiak következté­
ben lcialaku lt helyzetben optimálisan teszi meg. Lényegében tehát a dinamikus
progrumoz.is egy bonyolult problémát egyszerűbb feladatok sorozatára vezet
vissza. A dinamikus programozás alapos ma.ternutika.i tárgyalása, valamint
nagyszámú :ilkalma:,;ás található BELLMAN[?], BELLMAN és DREYFUS [8]
könyvében. Bevezetésként Nn:UHAUSJ~R [34] műve ajánlható.
H1.i a matematikai programozási feladatban va.lószín űségi változók is szere­

pelnek (igény, technikai koefficiensek, árak stb.) akkor sztochasztikus progra­
mozásról beszélünk. (Lásd: DANTZIG [13]. 25. fejezet, lfaDLEY [21]. 5. fejezet,
PR~KOPA [37].)

Mind a lineáris mind a nemlineáris feladatokban, ha külön nem kötjük ki,
általáhan folytonos változókra gondolunk. Sok esetben azonban egyes v~lto­
zók nem. tekinthetők folytonosnak, Például nagyértékű gépek esetén nem mind­
egy, hogy az eredményül kapott 3,3 gépet 3 vagy 4-nek tekiiitjük. Különösen
kritikus a helyzet az ún. beruházási problémákban, ahol a változó értéke 1
vagy O aszerint, hogy egy beruházást végrehajtunk-e vagy sem.

Az első részben a diszkrét programozási feladatok általános alakját, a má-

4 Szigma
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sodikban néhány gazdasági alkalmazást tárgyalunk, míg a harmadik rész a
diszkrét programozási módszerek áttekintését tartalmazza irodalmi utalások-
k~. .

1) A diszkrét programozási feladatok általános alakja 

Diszkrét programozásról beszélünk olyan matematikai programozási fel­
adat esetén, amelyben néhány vagy valamennyi változó csak véges vagy meg­
számlálhatóan végtelen sok különböző értéket* vehet, más szóval értelmezési
tartománya nem folytonos.

Diszkrét programozás helyett használatos még az egészértékű és az integer
programozási elnevezés is.

A két utóbbi elnevezés magába foglalja azt a megkötést ü,, hogy a nem foly­
tonos változók csak egész értékeket vehetnek fel, azonban ez nem. jelent meg­
szorítást. Ha ugyanis fLZ x változó az

véges vagy megszámlálhatóan sok (nem feltétlenül egész) értéket veheti fel,
akkor az

x ' = , vagy cV 

felírásban már csak cgészértékű változók szerepelnek.
Továbbiakban ezért a diszkrét változók csak egész értékeket vesznek fol.

Ha egy feladatban csak egészértékű változók szerepelnek, akkor ezt t V6z t B 
egészértékűnek, egészértékű és folytonos változók föllépése esetén v Gµy G6 vagy
?Gv Gí t egészértókű foladatnak nevezzük.

Továbbá egy tetszőleges egészértékű feladatot is át lehet alakítani < Y 
egészértékűvé, ha valamennyi változó korlátos. Legyen például

4 = I ) hr ! ) ccc ) V< 

Természetesen adódik az

4 = Y1 + LC + · · · LH 

y ' = , vagy Y (j cc= Yr 1 1 1 r p J 

előállítás, ennél azonban sokkal jobb is van.
Határozzuk meg a ? számot úgy, hogy

* Például tetszőleges egész vagy nemnegatív egész értékeket vehet fel.
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ekkor legyen

ahol az
x V = , vagy Y +e· = Yr l r 111 r k)

Ennek az előállításnak az a jó tulajdonsága is megvan, hogy az x változó és az
(x1, x Vr 111 r x ' < vektor változó között egy-egy értelmű megfeleltetés létesíthető
és mindössze

számú változó szükséges hozzá.
A leggyakrabban előforduló típus a lineáris egészértékű feladat, mely a kö­

vetkezőképpen írható fel.

x Vb <r (rl r 111 rí Y e·bCrl r r?o 

e· = ? + <) ) n)

ahol S' <) u' és gi adott tetszőleges valós számok, az C,x) CG számok adott pozitív
egészek. A k = ú esetben tiszta, I < k < ú esetén kevert egészértékű feladat­
ról boszó] Link.

Ha ,t célfüggvényt maximalizálni kell, annak ( -])-szeresét minimalizálhat­
juk. A< ogyonWtlonségckct ( -/)-gyel való beszorzással > típusúvá tehetjük,
míg az cgycnlóségeket felbonthatjuk egy <;: és egy> típusú egyenl?ítlenségre.

Ha egyes cgészértékű változókra nincs explicit felső korlát, de az egyenlőt­
lenségek által határolt tartomány korlátos, akkor ebből célszerű mcgá.ilapltani
a szóban forgó felső korlátot, ez megkönnyíti a megoldást.

Nem okoz nehézséget az a változó sem, amelyik negatív értékeket is felvehet,
dc sokszor egyöntetCíség, illetve könnyebb kezelhetőség kedvéért ezeket fel­
bonthatjuk pozitív és negatív részükre. Ha eredetileg x V előjelkötetlen változó
volt akkor

x J !=jI ) 
ha pedig

,c{, ' = ... , - 2, - hr , r + Yr + l r 111 r 
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akkor

x · = x t O ] · 

x J = , r Yr l r 

] · bb , rYrl r 111 

Bevezetve az

(

all · · · ll111) (bl) (cl.) (xl). . . . .
A= · · h= · e= · x= · 

~ml · · · ~ rúrr v 6,,, , r:,, , ~n

jelöléseket, az (1) föladat a következő egyszerű formában írható fol:

(2) minc7x

Ax> h 

Xj= , r Cr 111 r /"j

x ·n , 

(j= Yr l r r /4-)

(j=/c -1- 1, , n),

ahol a felső indexben szerepló 'I' transz1JOnáltat jel ont. ( !<~gy mátrix transzpo­
náltját főátlójára való tükrözéssel, azaz a sorok és oszlopok felcserélésével kap­
juk. Így egy oszlopvektor transzponáltja sorvektor, a sorvektor transzpo­
náltja oszlopvektor. A továbbiakban a vektorok általában oszlopvektort je­
lentenek, hacsak külön másképpen nem kötjük k i.)

Hasonlóan írható fel a megfelelő nemlineáris probléma:

(3) mm g0(x) 

{J;(x) > (}
Xj=0,J, ... ./"j

x Vn < 

('i= 7, l r r rn)

T b Yr l r r !e)

(j = CG -1- Z, , n),

ahol r;;(x) (i = , r Yr 11 r m) tetszőleges (egyértékű) fiiggvónyek. Más kérdés
természetesen, hogy ilyen általánosságban a, feladat nem oldható meg, még
akkor sem, ha csak egészértókű változók szerepelnek és 11 feladat méretei túl
nagyok a teljes Ieszúrnlá.lásra. A későbbiekben adunk a tiszta egészórtékű
változatra a g;(x) függvényekre vonatkozó, nem túl erős feltételek mellett
algoritmust, mely elég nagyméretű feladatokra alkalmazható.

Végül meg kell említeni, hogy az egészértékű változókra igen gya.kran bizo­
nyos típusú logikai feltételek is fennállnak. E:zek igen jól beleiJleszthetők a
Ieszámlálási típusú és a korlátozás és szétválasztáson alapuló algoritmusokba,
sokszor még meg is gyorsítják azt.

Ilyen feltétel például, hogy nem lehet három egymás után következő egész­
értékű változó zérustól különböző, vagy az egészértékü változók egy csoport-
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jának nem zérus értékéből következik, hogy másoknak zérus értéket kell fel­
venni. Az ilyen típusú fetételek a legtöbb esetben megfogalmazhatók algebrai
alakban is, azonban rendszerint csak igen nagyszámú feltétellel, ami két hát­
ránnyal is jár. Az egyik az, hogy a sok feltétel igen sok helyet foglal el (gépi
kapacitásban), a másik pedig, hogy a feltételek ellenőrzése nagyon sokáig tart.
Míg, ha meg tudunk maradni a logikai kezelésmód mellett, akkor ezt úgy fog­
hatjuk fel, mintha a fenti nagyszámú feltételnek mindig csak egy kis részét
vizsgálnánk, mert a többiről egyszerűen ki tudjuk mutatni, hogy jelenleg nem
jelentenek korlátozást.

2) A diszkrét programozás néhány gazdasági alkalmazása 

A jelen szakaszban a teljesség igénye nélkül felsorolunk néhány alkalmazást.
A modelleket lehetőleg egyszerű formában tárgyaljuk a könnyebb megértés
kedvéért, ez azonban nem jelenti azt, hogy komplex problémák megoldására
nem alkalmasak.

2.1 U4y óGCté t GCG6 t Gí! GCé 6V óGCBőBt 

Xz irodalomban ez ,,hátizsák probléma." néven ismeretes, mert az első meg­
fogn,lrnazása egy gyalogtúrázó hátizsá.kjának optimális kitöltése volt egy meg­
adott választékból. 1£z azt jelenti, hogy egy adott súlykorlát alatti tárgykom­
binációk közül a maximális használati értékűt keressük."

H~z ,L probléma nemcsak egyszerűsége és önmagában való használhatósága
min.t.t érdekes, hanem azért is, mert a többfeltételcs probléma megoldásában
is jó segédeszköz.

A következő jelöléseket használjuk:

ú a targyak száma (h,1 valamclyikböl több van, azt többszörösen használ-
juk)

aj tL _j-edik tárgy súlya,
ej a _j-edik tárgy értéke (haaznála.ti érték),
1ó{ a megengedett maximális terhelés,
x =fl ha j-edik tárgyat válasz.tjuk,
• J lO ha nem.

A feladat a következöképpcn fogalmazható meg:
ú 

(max) z = F cjxY 
J-1

ú 
_}; Cl;XJ < Ye 

J-1

xY = , vagy Y (j = Yr l r 111 r n).
1 l•'cltú'tclC'zzük, hogy a használati értékek összeadódnak. Csak egyszerűség kedvéért

választottuk a toladutnak ezt a - gazdasági szempontból kifogásolható - értelmezését.
l\frgrogalmazhatt11k volna például úgy is, mint a 2.2 modellnek azt a speciális esetét,
amikor r-sak egy;,LJ0n klLótel van.
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Az általános alkalmazhatóság szempontjából megvizsgáljuk az együtthatók
különböző előjelkombinációit Feltételezhetjük, hogy G·n 0 és B·n eo (j =
= Yr 111 r n). Ugyanis, ha G·) eo és -.< , r akkor az x 1b Y ~ x · változó be­
vezetésével az együtthatók pozitívvá válnak. A e/> , r ai < , esetén x1 = Y 
és G·) 0, B·n eo esetén pedig x · = 0, ugyanis az első esetben pozitív értéket
kapunk újabb kapacitás felhasználása nélkül (sőt Br«7 0 esetén még növeljük
is azt), a másodikban pedig bizonyos kapacitás felhasználásával biztosan nem
növeljük az összes értéket, sé5t esetleg csökkentjük. Végül a í · = B· = , eset
teljesen érdektelen, mert az x · változó ekkor nem szerepel a feladatban.

A feladat optimális célfüggvény-értékére jó becslést kaphatunk a következő
módon. Allítsuk rt változókat olyan sorrendbe, hogy

(Egyszeríiség kedvéért feltételezzük, hogy eleve ilyen sorrendben indexez tük
a változókat.)

Ekkor, ha

r
»:«.«:
- }=j~ I

r+ I
K < J; aJ,

· I

akkor

Az x 1 = x 2 = ... = x r = Yr x,+ 1 = x ú = , a, feladat megengedett megoldása,
és rendszerint elég jó célfüggvény-értéket szolgáltat. Arra azonban semmi biz­
tosíték nincs, hogy oz optimális mcgoklás volna. Példáu] a

feladat már rendezve van, mert

f5 2 9
->-> 
2 3 10

meg1s az x1 = xl = Cr xp = , megoldás célfüggvényértéke z =·8,míg az :i:3 = Yr 
x 1 = x 2 = , esetén z = 21 

Az említett feladatnál az összes megoldások száma 2:1 = j r így könnyű vala­
mennyit ellenőrizni. Nagyobb ú esetén azonban ez nem lehetséges, mivel a l ú 
igen gyorsan növekszik ú növelése esetén.
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2.2 8ö uuOóGCt é t GCGj t Gí!GCé 6V óGCBőBt 

A nehézségek jól látszanak már két feltétel esetén is, így ezzel az esettel fog­
lalkozunk. Tegyük fel, hogy egy hajót kell terhelnünk értékes rakománnyal.
Az érték most lehet használati érték (expedíció), valódi érték (mentési munká­
latok) vagy szállítási költség (szállítási vállalat esetén). Az utóbbi esetben a
szállító az árukért kapott díjat akarja maximalizálni. A többi esetben a cél
nyilvánvaló. Legyen továbbá a súlykorlátozás mellett egy térfogati korlátozás
is.

Az előző feladat jelölésein kívül még a következőket használjuk:

8r a térfogati korlát,
bj a j-edik tárgy térfoga.ta.,

Ekkor a feladat a következő:

ú 
(max) z = +érv cp:;j

J=l

(5)
/1

+h7BH·~ me 
J=I

11

h7ux A 
j=I J J

:~j = , vagy Y 1 

A feladat lényegesen nehezebb, mint az előző, hiszen rnég preferenciát sem
tudunk megadni, minthogy ez teljesen különböző lehet az clsó, illetve második
feltétel szerint. (Könnyű, nagy térfogatú, illetve nehéz, kis térfogatú tárgyak.)

A több-feltételes terhelési probléma egyébként < O Y lineáris egészértékíi
foladatrn vezetett, sőt ha nem csak l -1 darab áll rendelkezésre belőlük és
azok egyforma értékűek, akkor az álta.lános lineáris tiszta cgészértékű feladat­
hoz jutottunk. Ugyanez a rendszer több különböző gy~1korlati problémát ír
le. A jelen fejezet célja azonban nem a matematikai hasonlóság keresése, ha­
nem különböző alkalmazások bemutatása.

2.3 EvV=="O?ö Ctj é 4Gj HíµuCé Qá ? 

A termelési költség általában két fő részből áll: egy fix-költségből és egy,
a termelt mennyiséggel növekvő változó költségből. .Most nem arról a fix-költ­
ségről van szó, amelyet minden termeléstől függetlenül ki kell fizetni (állóesz­
közök után fizetendő kamat, épületkarbantartés. állandó dolgozók alapbére
stb.), mert hiszen ezt mindenképpen ki kell fizetni és a célfüggvényhez adott
konstans nem változtatja meg az optimum helyét. Minden egyes sorozatgyár­
tás beindításakor felmerül egy, a sorozatnagyságtól független költség. (Speciá­
lis szerszámok, betanuléssal kapcsolatos költségek stb.) Ez a költség azonban
már nem független a termeléstől, mert egyáltalán nem merül fel, ha a l!).eg­
folelő terméket nem állítjuk elő.
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.Nagy sorozatok gyártása esetén a darabszámot folytonosnak tekinthetjük.
Az alábbi jelzéseket használjuk:

m
ú 
a,'j

dJ

az erőforrások száma,
a gyártható termékek száma,
az i-edik erőforrásból a j-edik termék egységnyi mennyiségének elő­
állításához szükséges mennyiség,
az i-edik erőforrásból rendelkezésre álló mennyiség,
aj-edik termék egységének előállításához szükségo» költség (fix-költség
nélkül),

a j-edik termék termelésének beindításához szükséges fix-költség
(egyelőre dY :2; 0),
a j-edik termékből gyútandó mennyiség,
értéke 1 vagy O attól függően, hogy a j-edik terméket gyártjuk, vagy
nem.

Egyszerűség kedvéért feltételezzük, hogy a változó költség a termelt mennyi­
séggel arányos. A következő feladathoz jutunk:

(6) 
/'I

+h7 BV1 x 1 ,S:: uV 
J=I

(Í= 1,2, ... ,'Ill)

x1 ~ , (J" = Yr l r 111 r n)

Az erőforrás korlátokon ki v ül szerepel hctnck tcrmészotcsen bizonyos ter­
mékekre vagy azok kombinációjára vonatkozó alsó korlátok. l~zek a, feltételek
is átalakíthatók a fenti típusúvá. A r,J jelenthet hasznot is, ekkor c

Y 
< () A

íJrh > 0 kikötést azért tettük, mert az ellenkező esetben lehet, hogy a feladutnak
nincs minimuma, csak infimumu és a gazda8ági. értelmezés is prohlorna.tik us.
A őh) , felfogható ugyan úgy, hogy aj-edik termék gyártásához népgazdaság;
érdek fűződik, ezért gyártásakor a gyár célprómiurnot Imp (minek összegébfíl
már levontuk a gyártás beindításához szükséges költséget). lfa azonban a ter­
mék gyártása egyébként nem gazda,ságos ( a többiekhez viszonyítva), akkor az
üzem minél kisebb mennyiséget kíván majd gyirtani, ami nem is gazdaságos,
a célprémium is hiábavaló, továbbá xY Or 0 esetén a célfüggvény állandóan
csökken, de xY = 0 esetén hirtelen megnő. 1:£7.t kiküszöbölendő, a következő­
képpen járhatunk el. Megtartjuk továbbra is a beindításhoz sz.üksóges dY > 0
költséget és a p1 < 0 prémiumot (a, célfüggvény költséget minimalizáljuk, tehát
a prémiumnak negatívnak kell Jennie) csak akkor kapja meg az üzem, ha leg­
alább OJ mennyiséget gyárt a szóban forgó termékből.
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Bevezetve az

, ~ Y egészértékű változókat (j = Yr l r 111 r n) a célfüggvény a következő­
képpen alakul:

ú 
min J,' (c1xY k "cő1 + c1Hor 

J-1

a feltételek pedig változatlanok.

2.4 ~Gí u !á z á 6V HíµuCé Qá ? 

A beruházások gazd,tsigofiságának vizsgálatában fontos szerepet játszik az
egészértékű prograrnozás. Ha csak egyetlen beruházásról kellene dönteni,
hogy végrehajtsuk-e vagy sem, akkor könnyű dolgunk volna, mert megolda­
nánk a feladatot azon feltételezéssel, hogy végrehajtjuk és azzal is, hogy nem
hajtjuk végre. A probléma azonban általában nem. így merül fel, hanem úgy,
hogy egy tervet kell teljesíteni és ulihoz beruházások egész sorozatát kell végre-
hajtani. ·

l~zek közü] bizonyosak helyettesíthetik egymást, mások kizárják egymást
;-;tb. Mindenképpen lehetetlen azonban az összes variációt kipróbálni ezek nagy
számára való tok in tettel (n lehetséges beruházás esetén 2"), különösen azért,
mert minden egyes variáoió egy rendszerint elég bonyolult lineáris vagy nem­
lineáris feladat mogoldrisát kívánja, melynek időigénye elég tekintélyes lehet.
Tekintsük most n, probléma egy egyszerű vá.ltozatát, amelyben nincsenek foly­
tonos változók é,; a hcru l1cízá,; egy jól meghatározott tevékenységet jelent adott
erőforrás súilrnéglcttel é,; költc;éggcl. Tekintsük példán] az alábbi cgyszen'.i mo­
dellt.
Legyen

í Y ,t j-edik beruházás költsége,
a;1 a j-nflik beruházás szükséglete az i-edik erőforrásból,
u7 az i-edik cróforrásból rendelkezésre álló mennyiség,
"CtV a j-e<lik beruházás segítségével, a k-adik termék számára létrehozott

új kapacitáa,
hk [t k-adik tcrmékból szükséges új ka.pacitás,
x Y Y v;1gy_ , ~~szerint: hogy a j-edik beruházást végrehajtjuk-e vagy sem,
m az erőforrások szarna,
ú Lt bcru b ázások száma,
i- a gyártandó termékek száma.

Minimális összköltségű beruházás kombinációit keressük azok közül, ame­
lyek együttesen nem lépik t.úl a rendelkezésre álló eróforrások mennyiségét és
teljesítik az előírt. termelési feladatot:
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ú 
min _}.,' "1x 1

J=I

(7)
ú 

_,I; B71x 1 < u7 
J=I

ú 
FőY"7] Y > ! t 

k=I •

(i=l,2, ... ,m)

(le= 1, 2, ... , r)

xY = 0 vagy l. 

A feltételek között szcrcpolhctnok a természcti adottságok, a körzetenkénti
onergiakorlátok, munkaerókorlútozás stb. A költségeknél figyelembe lehet
venni a beruházási költségen kívül az ab.• pu.ny agok több időszu.kra vonatkozó
diszkontált szállítási költségeinek összegét, ezzel is reáli::;,.bbá válik a modell
vál tozatlan szerkezet mellett.

HtL azonban az egyes létrehozandó új üzemek között. is jelentős mennyiségű
szállítások történnek, akkor ipartelepítési. problémáv.i,l { ő lunlc Rzcmhcn, me­
lyet a fonti modellel nem tudunk jól leírni. l~rre n, célrn igen alkalrnaa a,z úgy­
nevezett kvadrutikus hozzúrondolósi Icladu.t, moly xz intón kizárólag (} J
egészértékű változókat tu.rta.lmaz ,

A feladat egy lehetséges megfog;dnrnzása a kö vctkezó: TcgyLik fol egyszerű­
ség kedvéért, hogy ú számú, különböző típusú gyárat akarunk megépíteni,
q(> n) helyen úgy, hogy mindenütt legfeljebb egyet építhct.ünk .

c11 a .f-edik gyárnak a t-eclik helyen való megvalósítási költsége,
óYp a j-edik és p-eclik gyár közötti ::;zállítási intonzi tás,
T t 6 a t-edik helyről n,z s-edik helyre való egységnyi mennyiség .szállíLisi

költsége,
x11 Y vagy , 1 attól függően hogy a j-edik gvirat ,L /-odik helyen vu.lósítju k-o

meg vagv som.

Ekkor a feladu.t a követ.koz.ő:

q
}.,' ,i;jl =
l=I

ú 
S ] ·t :s;: 1

J=I

(j=L, ... ,n)

(t=l .... ,q)
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3. A diszkrét programozás megoldási módszerei 
(Áttekintés) 

Bár egy-egy speciális szerkezetű feladat megoldása néhány évvel korábban
is történt, az első általános lineáris diszkrét programozási módszer GoMORY
amerikai matematikus nevéhez fűződik és körülbelül egy évtizede született
meg.

3.1 A Goinoru módszer

l~lső v{dtozat[.t a szerző HJ58-Lan pu blikálta, majd a, jelenlegi formájában
l\Jö:3-ban a [Hl] cikk gyűjteményében (2GU~302 old.}. A módszer lényege az,
hogy először megoldjuk ;_t megfelolő folytonos feladatot a szimplex módszer
scgítségóvcl. Ha valamennyi változó, mely csak egész értéket vehet fel az ere­
dcti feludatban <" folytonos feladat optimális megoldásában is egészértékű,
akkor megoldottuk a feladatot. Ellenkező esetben meghatározunk egy olyan
egészértékü feltételt, amelyet az eredeti föladat valamennyi megengadett meg­
oldása (azaz pl. tisz tu feladat esetén a folytonos feladat megengedett tarto­
mányánnk valamennyi rácspontja) kielégít, dc a, jelenlegi (nem egészértékü)
megoldás nem. Megoldjuk az újabb folytonos föladatot, amelyet úgy kapunk,
hogy :1z eddigiek hoz hozzávesszük a most meghatározott új föltételt. Az eljárást
addig íoiytatjuk, míg az egészértókűnek deklarált változók a legutolsó foly­
tonos feladat optimális megoldásában valamennyien valóban egész értékeket
vesznek fol. l~z lesz az eredeti föladat optimális megoldása.
A módszer részletes leírására itt nincs lehetőség, de a Gomory-foltétel kép­

zését ogv példán kcrcsz tül szemléltetjük. Tekintsük riz alábbi feladatot:

max Bx+ 1J

4:r ~ 4y :s_; - 7

8x + G!J :S: 33

X > 0, y > 0

1:·, y egészek.

Egészítsük ki egycnlőségckkó a, fonti egycnlótlenség formájában levő feltétele­
kct, ekkor az eredetivel ekvivalens feladat.hoz jutunk, és minthogy a szereplő
együtthatók és jobb oldalak egészek, az új bevezetett változókról is feltehetjük,
hog_v egészek.

max 3x + y

4x - 4!J + u = -1

Bx+ Gy+ v = 33

X > 0, y > 0, u. > 0, V > 0.

x, y, 'U,, v egészek.
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Szimplex módszer segítségével megoldva a folytonos változatot, az optimális
megoldás

g
X=-,

4
U = V = 0.

Kifejezve az x és y változókat:

9 8 l
X =- - ··-'1.t --V

4 28 14

5 1 18
y=-+-u+-·u.

2 7 14

Az it, v nembázis változók megfelolö választásával minden megoldást megka­
punk.

Válasszuk most külön az x kifejezésében az együtthatók egószrészét és
törtrészét:

l 25 1 ;3
X=2--u -v+--+-n+-v.

4 28 14

Mivel az x változónak ogéHz értéket kell felvennie, továbbá a 2 - n ·u 1s
egész, az

l 25 1:3
--f--'ll -\--'U
4 28 14

egóBz kell hogy legyen. Továbbá minthogy n 2 0, 'I' ~ 0, a kifejezés értéke
nemnegatív egész. :vlinthogy azonban n?. 0, v ✓:; () esetén oz a kifejezés nem
lehet U, tehát értéke legtdábh l.

1 25 1:3
-+--'a-\--·V2:,l.

-~ 28 14

Egyenlöséggé kiegészítve az s pótvúltozóriak ÓH azt kifejezve:

8 25 18
8= ---\---'ll + -v.

4 28 14

Az eddigiekből következik, hogy s ~ 0 6s egész értékeket vehet csak fel. ltz a
feltétel megfelel a kívánalmaknak, mert a folytonos feladat optimális meg­
oldása (u = v = 0) nem elégíti ki, továbbá a fonti fejtcgetésböl nyilvánvaló,
hogy viszont az eredeti feladat minden (egészértéki'.í) megoldása (a tartomány
minden rácspoutja) kielégíti.

GoJVlORY az említett dolgozatában bebizonyította. hogy - amennyiben a
fenti módon az általa megadott sorrendben képezzük ezeket a pótlólagos felté-
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teleket, az algoritmus véges sok lépésben végetér és megadja a feladat egész­
értékű optimális megoldását, amennyiben létezik a feltételeket kielégítő (te­
hát egészértékű) megoldás.2

GoJVIORY ugyanebben a dolgozatában kidolgozta a módszernek vegyes
ogészértékű feladatokra, alkalmas módosítását.

Megjegyzendő, hogy nem kell minden egyes újabb feltétel hozzávételekor a
megfelelő folytonos feladatot az elcjétö] megoldani, mert az ím. duál szimplex
módszer lehetővé teszi, hogy az algoritmust az előző feladat optimális megoldá­
sából kiindulva folytassuk.

A módszer eredeti formájában nem túl nagy méretű feladatok esetén (20-30
változó és ugyanennyi egyenlőtlenség alakú feltétel) is már elég lassú. Sok kísér­
let történt az a.lgoritmus gyorsítására, például jó eredményekről számol be
MARTIN [:33] dolgozatában.

Gomorv-típusú módszer, ill. a számítási tapasztalatok találhatók az alábbi
dolgozatokban: DALTON és LLEWELLYN [12], GLOVER [Lü], WILSON [42].

:3. 2 Jlileijoldá« konvex programozással

l•:gyszerüség kedvéért tekintsük az (1) lineáris kevert egészértékü feladatot
abbu.n az osctbcn, a.m ikor valamennv i szereplő együttható egész és rj = 1
(.j = I, 2, ... , k). Mint. korábban láttuk, az rj > .l visszavezethető erre az
esetre. A Icladu.t tehát röviden '"" következő fo, mában foglalható össze:

(8) 

(íl)

(J 0)

(11)

min CTX 

Ax~b 

x>O) =-

(j=l,2, ,lc)

(j=-1c+l, ,m).

'I'űzzük ki olóször célul, hogy egy megengedett megoldást, azaz a (9)-(11)
föltételeket kielégítő x vektort keressük. l~bből a célból tekintsük az alábbi
feladatot:

(12)

(I:!)

(14)

( 15)

,,
min i• xp - x1)

J~i

0 < x1 < 1

:r1;;::;;;o

Ax>b 

(j = 1, 2, ,le)

(j =le+ l, , m).

l~z már eg_v folytonos föladat, azonban a célfüggvény nem lineáris, hanem kon­
káv. ( !~!végezve a beszorzásoka.t egy lineáris kifejezés és egy negatív definit
kvadratikus alak összegét kapjuk.)

"Gomory előtt többen kísérleteztek ilyen vágásokkal, azonban a megfelelő algoritrn11-
sok konvergencióját nem tudták igazolni, sőt a legtöbb esetben olyan példákat is tudtak
konstruáln i, amelyekre a módszer nem adta meg az optimális megoldást.



150

Ha ezt a feladatot meg tudjuk oldani, akkor három eset lehetséges.
a) Nincs megengedett megoldás. Ekkor az eredeti feladatnak sincs, hiszen

a (14) feltétel gyengébb, mint a (10), a másik kettő pedig azonos.
b) Az optimális megoldáshoz tartozó célfüggvény-érték pozitív. A (9)-(1 I)

feltételeket kielégítő megoldás ekkor sem létezik, mert ha volna ilyen, az ki­
elégítené a (13) ~ (15) feltételeket is és O célfüggvény-értéket szolgáltatna.

e) Az optimális megoldáshoz tartozó célfüggvény-érték 0. Ekkor nyilván­
valóan a (9)-(11) feltételeket kielégítő megoldáshoz jutunk, hiszen ekkor az
összeadandók nemnegatívitásaból következik, hogy

(j = l ... , le),
azaz

Következő lépésként, ha a e) esethez jutottunk, az eddiginél jobb megenge­
dett megoldásokat keresünk. Jelöljük áltulában az r-edik lépésben kapott meg­
engedett megoldást x<r>-rcl. Ekkor n, (12) -(15) feladathoz csatoljuk a,

(16)
k 1,
\;' , ,,., / ,• , .. (r) - 1

,.:., (,,J'"''j -~ . .:., C/l, j
J~ I J-1

feltételt, ahol a jobb oldalon egy konstans áll, minthogy x(r)_ot már meghatá­
roztuk.

Addig folytatjuk az eljárást, m ig n.z 11 tolsó Iépósben az a,) vagy b) esetet
kapjuk, azaz az eredeti, (8) (l]) Ioladntnak nincs a legutolj(n·n kapottnál
jobb megengedett megoldása, ez tch.i.t nz optimális megoldás.

Természetesen lehet nttgyobb lópésközzol is haladni, amz a ( I G) egyenlőtlen­
ségben I-nél többet levonni, ekkor azonban az a.} vagy b) eset elérésekor a;,;
addigi legjobb célfüggvény-érték é::; tt csökkentett érték közötti réHzt is fol
kell kutatni (például a szokásos intorvullurn felezéssel].

Most térjünk vissza it (12) (15), ill. ,t, (12) -(Hi) feladat megoldására. Ha
egy konkáv függvényt akarunk minimalizá.lni eg_v konvex poliéder felett, akkor
loká.lis, uzaz holv i szélsöér-tékckhoz ifi juthatunk. Amennyiben tehát tt, mini­
mum 0, akkor elértük a globális minimumot. mert n, (I 2) oélföggv6ny ennél
kisebb értókct nem vehet fel. Ha, a,z a) nHet l'm·dul cló, akkor is minden rendben
v,,11. Ha azonban n b) esethez jutunk, akkor lehetséges, hogy csak egy lokális
minimumot kaptunk és van ennél k isebb célföggvóny-érték i8. Küz.clítő mód­
szerhez juthatunk ,t Monte Carlo-mó\lRzer a.lka.imuz.ásá.val, vagy úgy hogy a
( L3) (Iü) poliéder több csúcsából k iinrlu lvn oldjuk meg .a feladatot.

H,U'l'LEDGE [40] dolgozatában azonban rn:í::;képp oldotta meg ezt a, problé­
mát. Helyettesítsük a (12) célfö,u,gvényt :t következővel:

( 17)
. k, I I ) ~

max 2, l·xi --
1 =I 2

}. () minimum szerepét mo-it a

( 18) I<, ( I l ~ __ /e\ - ----.;../ --
j I _ 2 4
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maximum veszi át, egyébként minden változatlan. Sajnos ebben az esetben is
lokális szélsőértékekkel találkozunk, mert most egy konvex függvény maxi­
mumát keressük egy konvex tartomány felett. RUTLEDGE említett dolgozatá­
ban azonban bebizonyította, hogy ha a

(19)

k ( l ) ?J; x-- +s
j=I J 2

n
- J; cp.:; + Q

J=I

függvényt maximalizáljuk, megfelelő S és Qesetén a (19) függvény (13)-(15}
tartományon vett maximum helye a (8)-(11) feladat optimális megoldását
szolgáltatja, azaz a lokális optimum egyben globális is. Módszert is adott ilyen
Q és S számok megha.tározésára és a (19) célfüggvény maximalizálására a
(13) (15) feltételek mellett.

3.3 Leszámlálási algoritmusok

A [257 jegyzetben kombinatorikus módszerek összefoglaló cím alatt az olvasó
részletesen kidolgozva megfalál néhány leszárnlálási módszert, továbbá a kö­
vetkező szakaszban tárgyalt korlátozás és szétválasztás módszerét és a dina­
mikus programozás alkalmazását diszkrét feladatok megoldására.

U'oglalkoz,mnk egyelőre a 0--1 tiszta diszkrét feladattal. A Ieszámlálási
algoritmusok lényege, hogy valamilyen képzeletbeli sorrendbe állítja a szóba
jövő ráospontokat, azaz n változó esetén 2" vektort. Valamennyi vektor ki­
próbáiása. nem lehetséges, hiszen már n = 30 esetén 2:io = 109, ami másod­
percenként l()(J(J behelyettesítést véve néhány száz gépórát jelent. Ehelyett
a lcszáinbílási nlgoritrn11sok a, fenti képzeletbeli sorban nagy ugrásokkal ha­
bdn:-.tk előre, valamilyen módon biztosítva, hogy a közben kihagyott változó
értékek Vé\'W nem megengedett megoldásai rt feladatnak, vagy az addig talált
legjobb megoldásnál nem szolgáltatnak jobbat.

A legtöbb Icszsi.mlá.lási eljárásnál leheWség van arra is, hogy a megoldás so­
rán nyert információknak mogfelelően csoportosítsuk a még meg nem vizsgált
vektorokat, és így ha.marabb jussunk megengedett megoldáshoz, ill. az eddigi
legjobbnál jobbhoz. l~z viszont ismét a hátralevő vektorhalmaz egy részének
cllmgyhatósúgát jelenti. Az utóbbi csoportba tartozik például BALAS [l] és
[27 dolgozata, valamint Or.ovsn [17] munkája. Hasonló típusú módszerekkel,
illetve ezek értékelésével gépi felhasználás szempontjából sokan foglalkoz­
tak, például ÜLOVJDR és ZION'l'S [18], FLEISCHMANN [14], GEOFFRION [15] stb.

Arra az esetre, amikor a képzeletbeli sorrendet nem változtatjuk, példa
Ls.wr.en és BELL [28] algoritmusa. Hogy az olvasó képet nyerjen a leszámlá­
lási algoritmusokról, ezt a módszert egyszerűsített, formában bemutatjuk.
A lineáris, 0 l tiszta diszkrét probléma mindig átírható a következő alakúvá:

"min J; ex
j=I J J

(20)
" 11J; a;p.:1 - I,' d;1xj ~ b;

J=I j=I
(i = 1, ... ,m)
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(21) x1 = 0 vagy 1 (j=l,2, ... ,n)

1n feltétel és n változó van, a szereplő mátrixok és vektorok a megfelelő mé­
retűek, továbbá

('i = 1, ... , m; j = l, ... , n)

Nem jelent rnegszoritást, ha feltesszük, hogy 11z aiJ és d1i együtthatók közül
legfeljebb az egyik nullától különböző. A O J komponensű n dimenziós vek­
torok képzeletbeli sorbaá.llítása (ebben a módszerben egyszer és mindenkorra)
úgy történik, hogy a változók értékeit egymás mellé írva n,:;,; így kapott számot
bináris (kettes számrendszerbeli) azámnn.k képzelve növekvő sorrendben írjuk
fel őket. Például n = 3 esetén:

OOO, 001, 010, nu: 11)(), l()], llO, J 11.

Definiáljuk továbbá egy tetszőleges n dimenziós (}~I komponensű x vektorhoz
az x*-ot úgy, hogy legyen

x* ~ X 

és az x után következők közü l x* az clsö ilyen. Legyen továbbá x* - az x*-ot
közvetlenül megeWző vektor. Példák n = 5 esetén

X = (0, Ü, 1, Ü, Ü)
x*- === (0, 0, 1, 1, 1) 
x* = (0, l, 0, 0, 0)

x = (0, l, l, 0, 0)
x* - === (0, l, 1, 1, 1.) 
x* === (1, 0, 0, 0, 0)

Az x* - definiálható az x*-tól függetlenül is:

x = (l, l, l, 0, 0)
x*- = (l, 1, l. l, l)

x*- > X 

és x*- az utolsó ilyen tulajdonságú az x után következők közül. A fonti utolsó
példában x* nem létezik

Könnyen belátható, hogy a leszámlúlúsban x-ről x*-ra ugorl1atunk (azaz
x és x* között nincs megengedett és az eddigi legjobbn:U jobb rnegoldás, ha a
következő feltételek valamelyike teljesül. (Jelölje az x-ig tnlált legjobb meg-
oldást ~):

a) ha CTX > CT;,
b) ha x megengedett megoldás, azaz k iolégíti a (20) foltótclokot,
e) ha bármely i-re kielégíti a,

n n
_I; a;ixr - 2,' d1h < b,

J=I ;=I

egyenlőtlenséget.
A módszer tehát abban áll, hogy a fonti sorrendben vizsgáljuk egymás után

az n dimenziós 0-1 komponensű vektoroka.t. Ha valamelyikre teljesül az
a), b) vagy éj feltétel, akkor az x* vektornál egyébként a következőnél foly-
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tatjuk ,L leszárnlá.lást. A változók jó rendezése lényeges! A módszer csekély
változtatással. abban a;;; esetben is használható, lm a célfüggvény tetszőleges
monoton ncmcsökkenó függvény, az egyenlőtlenségek baloldalán álló függvé­
nvek pedig két monoton nerncsökkenó függvény különbségeként állíthatók elő.

A korábban említett leszámlri.lási algoritmusok a most vázolt eljárástól nem­
csak abban különböznek. hogy a lcszá.m lálás sorrendje nem előre rögzített,
hanem még két további fontos jellemvonásuk van.

A foltételek egy jól megválasztott nemnegatív lineáris kombinációját vesz­
szű kés először ezen végezzük el az ellenőrzést. Ha ugyanis már ezt sem elégíti
ki eg_v n dimenziós vektor, akkor a teljes rendszert annál kevésbé. Az is nyil­
vánvalóvá válhat már ezen egyetlen feltételből, hogy bizonyos esetekben egyes
változókat 0, másokat I értékűnek kell választani. Az említett nemnegatív
szorzók rnogválasztása igen lényeges, az irodalom ban részletesen foglalkoznak
vele.

A másik jellemvonás 11z ún. tesztek a.lkalmazása. Tesztnek nevezünk egy
oivan kritériumot, amely segítségével könnyen eldönthető bizonyos feltételek
teljesülése esetén. hogy a vizsg:ilt megoldás nem elégítheti ki az összes feltételt
vagy nem lehet jobli, mint az addig tal{dt legjobb. Teszteket az eredeti felté­
tclok ro és az említett a foltétolekhől nemnegatív lineáris kombinációként
lmpott pótlólagos foltétclre is épithctünk.

:L..J. .1 l.orlátozás rs 8Zi;lnilaszlús mod.szere

A kOl'látoz{tS és sdttvúJasztás módszerét először LAND és Dom [26] alkai­
rrnlzt,l vngycs cgcSszértékű fcladutolo-a. Az utazó ügynök probléma mcgoldá­
séÍ,ra L1't"1·1,1~ és mások [80] alkalmazták n módszert. Azóta igen sokan külön­
bözö t;ípnsú elméleti és gyakorfati fcludatokra sikerrel dolgozták ki a módszer
variáusait, Ugy,Lnis :1,z ahJigondolatok cgy:ozcrűcn leírhatók, azonban haté­
kony ,dgol'itmuslwz csak ügy jutunk, hogy lm a szerepló kritériumokat a, fel­
adat természetének megfelelően vá.iasztjuk ki. A korlátozás és szétválasztás
módszerörtíl részletes ismertetést (;S bibliográfiát talál az olvasó l,AWLBR és
Woo u [29-j dolgoza.túban. A módszer lényegét egyszerűség kedvéért 0-1
tiszta cgészértékíí fcludatrt; a következőképpen lehet összefoglalni:

A megengedett megoldások ha.lmazű.t - például egyes változók 0, ill. 1
szinten való riigzítésével - több részhalmazra bontjuk. Minden halmazhoz
kiszámítjuk vu.iamilvcn a.lkalmas módon (minimalizálás esetén) a célfüggvény
egy jó alsó becslését. Kiválasztjuk azt a halmazt, ahol ez a becslés a legala­
csonyubb értéket adja ér, ott folyta.tjuk a felbontást. A felbontás után újra
alsó becslések következnek, majd ismét a minimális alsó becslésű halmaz meg­
keresése stb. A minimális alsó becslésnél mindig a még felbontatlan halma­
zokat vesszük csak figyelem be, hiszen a felbontott halmazoknak már a rész­
halmazait is vizsgáljuk. A módszer sikere azon múlik, hogyan választjuk meg
ft felbontási kritériumot, továbbá milyen módon határozzuk meg az egyes
halmazokba,n r~ célfüggvény alsó becslését. Ha például tLz alsó becslés nem jó,
éllőfordul, hog_v egy megoldáshalmazt csak azért bontunk _tovább, mert a
hozzátartozó célfüggvöny-érték alsó becslés rossz (túl alacsony) és nem azé:rt,
mert a halrrmzban levő megoldások némelyikéhez valóban alacsony célfügg­
vény-érték tartozik.

Illusztrat[v példaként tekintsük a következő egyszerú típusú. dc mégis fon­
tos feladatot:

G Szig-rnn 
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(22)

(23)

{24) · x1 = 0 vagy 1 (j = 1, 2, ... , n).

Tegyük fel, hogy a változók már úgy vannak rendezve, hogy

(25)

Könnyen belátható, hogy amennyiben véletlenül

(26)

valamilyen 1 < p ;:S;; n esetén, akkor az optimális megoldás

(27)

Ha azonban

:X'p+ l = • • · = X11 = 0·,

(28)
.,, p f-1
J,'a <b< J,' a

J=I J }=I J

valamilyen O :s;; p < n esetén, akkor előfordulhat, hogy a (27) egyenlőségek­
hen szereplő megoldás nem optimális, sőt nem is állítható úgy elő, hogy csupán
néhány O értékű· változó 1 lesz, hanem ettől teljesen különböző megoldást ka­
punk. Ebben a feladatban a korlátozás és szétválasztás módszerét póldáu I
úgy alkalmazhatjuk, hogy egy -- valamilyen kritérium szerint (pl. a (25) ron­
dezésnek megfelelő sorrendben az első rnóg nem rögzített változó) kiválasz­
tott változó értékét O, illetve 1 szinten rögzítjük. Ilyen módon két feladathoz
jutunk, amelyben csak n-1 változó szerepel. Az egyik megoldáshalmaz az
x1 = 0, másik az x1 = I változó értékrögzítésnek felel meg A többi változó
értéke mindkét halmazban tetszőleges. Az alsó korlát becslést pedig úgy kap­
juk, hogy az x1 = 0, ill. x1 = 1 értékadással előállított feladat folytonos vál­
tozatát oldjuk meg, azaz a

(29)

(j = 2, ... ,n),

illetve a

(29)

(j = 2, ... , n)
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feladatokat. Mivel az x1 = 0 vagy 1 helyett a gyengébb O ::;;: x1 ::;;: 1 feltételt
tekintettük, azaz bővebb tartományon optimalizálunk, a minimum kisebb
vagy egyenlő. mint a,:,: egészértékű minimum. Így tehát a (29) és (30) feladatok
megoldásával alsó korláthoz jutunk az x1 = 0, ill. x1 = 1 rögzítéssel nyert
részhalmazokra vonatkozóan. Az is látszik, hogy ez a becslés elég jó. Másrészt
a (29) és (30) feladatok megoldása igen egyszerű. Könnyen belátható, hogy

tekintettel a (25) rendezésre - a (29) feladat optimális megoldása:

x2 = ... = Xµ = l; 

ahol

1 . ( p )Xp+i = -- b - _:E a1 ;
aµ-H J=I

Hasonlóan kapjuk a (30) feladat megoldását:

x2 = ... = Xq = l;

Xp+2 = ... = X11 = 0,

:.Cq+I = ... = Xr, = 0,

ahol

q q+I
2,' aj< b < :E a1.

J=l J=I

A felbontást abban a csoportban folytatjuk, amelyben a célfüggvény-érték
becslése alacsonyabb, azaz az x1 = 0, ill. x1 = 1 csoportban aszerint, hogy a

p \-I

.S CJ;
}=2 J J

vugy a
q-1-1
;f; C X
j=I J J

mennyiség kisebb. 1£gyenlőség esetén közömbös, hogy melyik halmazt választ­
juk. A felbontást addig folytatjuk, míg valamelyik halmazban csak egyetlen
megengedett megoldás van és a hozzá tartozó célfüggvény-érték nem nagyobb,
mint a többi, még felbontatlan megoldáshalmazhoz tartozó alsó becslés. Ekkor
megkaptuk a feladat optimális megoldását.

A használt felbontás akkor jó, ha úgy bontja fel a megoldásokat, hogy az
alsó becslések nagyon különböznek egymástól, feltéve természetesen, hogy az
alsó becslésre jó módszerünk van és nem vagyunk nagyon távol a szóban forgó
részhalmazban elért valódi minimumtól. Különösen jó a felbontás, ha az ala­
csony alsó becslésű halmaz sokkal kevesebb megoldást tartalmaz. A módszer
alkalmazása során fontos olyan kritériumokat is találnunk, amivel felismerhet­
jük, hogy egy megoldáshalmaz elemei nem elégítik ki a feltételeket, így ezt
a részhalmazt a továbbiakban figyelmen kívül hagyhatjuk. (Itt a fenti fel­
adatnál bonyolultabbakra gondolunk.) A kritériumok és az alsó becslés mód­
szerének megválasztásán múlik a módszer sikeres alkalmazása.

5*
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3.5 Vegyes egészértélcíi problémák:

Az előző két szakasz módszereit csak tiszta egészértékű feladatokra fogal­
maztuk meg. Mivel a Gomory-módszer is és a 3.2 szakaszban leírt módszer is
alapjában folytonos módszerek, itt nem okozott nehézséget a vegyes feladatok
kezelése.

Mind a Ioszámlálási algoritmusok esetében, mind a korlátozás és szétválasz­
tás típusú módszereknél elvileg elképzelhető, hogy az cgészértékű változók
felmerülő értékeire - egyszerű behelyettesítés helyett - egy tiszta folytonos
feladatot oldunk meg. Ha, a folytonos változók szúrna nem nagy vagy a fel­
adat speciális szerkezete miatt a fellépő folytonos feladatok g,vm·san megold­
hatók, akkor ez járható út. jjjJlonko7,{j esetben azonhan valami fajta dekornpo­
zíoióra van szükségünk. BENDKRS [1/JJ dolgoz,.1tában leír eg_v ilyen módszert,
timely egy vegyes cgész1értékí.í feladat megoldását visszuvczcti egy tiszta egész­
értékű és egy tiszta, folytonos feladat mcgold,Í,sára. M.inthogy ebben egy konvex
poliéder összes csúcsainak clő:íllitása is szerepel, nagyobb feladatok esetén
ebben a formában nem mogvalóeítha.tó. Azonban a szurúí a módszer egy mó­
dosítását is megadja, mely elkerüli ezt :L nehézséget és egy véges sok lópósből
álló iteratív eljárást szolgáltat, melyben tisz t» egéRzértékű és ti87,ta folytonos
feladatok sorozatát kell megoldani. Bármely ti87,ta ogé;.:zérték (í feladat meg­
oldására alkalmas módszer használható.

3.G /(özdítfi '1ner;olclrísok

Bizonyos esetekben a Ioladn.t m1gy mérete vagy a rendelkezésre álló kcvós
idő miatt közelítő rnogoldásoka.t haszná.lunk. f~7, annyit jelent, hogy a végül
elfogadott megoldásról nem tudjuk biztosan, hogy op timá.lis, csak annyit,
hogy bizonyos értelemben jó megoldás. A legtöbb ilyen módszer egy speciális
feladatra készül, mint például BAUMOL é1:1 K1nm [G-I munkája. Van azonbun
olyan törekvés is, hogy legalább gyengébb vrigy erősebb értelem bon loki'L-
1 is opti mu mokhoz jussunk egy tetszőleges egész irték ű feladat esetén. J [yen
módszer található póldául RE1T1<:R és SmmMAN [3:l] elméleti igónyíi munk ájá­
ban. Lokálisan optimúlisnak nevezünk egy megoldást, ha környezetében nincs
nála jobb megoldás. A kürnyczct def'iníoiójától fi.igg6en kn.punk soka.t.mondó,
do nagyobb számítási igényú vagy gyengóbl> á.llitást tartn.lmazó, do gyorsablmn
számítható algorit.musokat.

(Beérkezett: 7969. ll 1. 10.)
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W. J. BAUMOL: Közgazdaságt,ui é8 rrperá­ 
cióanalízi8. Közgazdasági és Jogi Könyv­
kiadó, Dudapest, J. 9G8.

William J. Ba.umol professzor a Köz­
ga01:datlági és .l ogi Köny vkiadó gondozd­
sában kiacloLt könyve méltán mondható
nagysikor(írwk mind a közgazdaságtant
rncgLar111lni akad> oporé.ciókute.tdsi szak­
ernbnrok, 111i11d pedig azoknak a küz.gaz­
rlá,-;,.okrmk a körébr-n, akik viszonylag
k isobb nmLl:111,.tlilrni ídkészültséggcl álta­
láno« kúp1.é1:,L kívé.nnak kapni a,. operáció­
lrnLaLás tcrülotén. ,,A könyv tárgyEt a
közgazdaságtan olmélcLe, nem pedig az 
opcré.ciókuöutas" - írja a szerző clősva­
v,ilmn. A szerző _l,iinyvc,nok nógy részén
lrn1·1•Hzti.il r1•11rlszmho foglalva mu tatja be
,1,. olvasónak a li11gyoniányos mikroökonó­
rnia a.lapvot.ő fognl11lttii. f'l'ltiíd, iiAszofüggé­
soit. és átfogó is1n,·1·eL,•l,et nyújt a mute­
mat.ikai kfo.g,w.da,;ágLan Hok újabb torii­ 
lnLór6l abban a ,;z<'llc•mbnn, hogy a tr-ore­
Li k us por: toa, nlrnólol,i r•,;zközei nagy sng(t­
Hégnt 11yt'1j tlrutnttk 1.t küzga.zdasligLan prob­
lérnái Pl,•rnzúsélJf'n.

A Rzcrz6 könyv» clsfí részéb..n mintc•gy
száz oldalon át l'lrnni, dt1 u.lapvrtö maLe­
mu.t.ikai alupfogu.lmuka.t, opt.ima.l izé.lással 
kapcsolatos diff,.n·11uiálszá1uíLáRi és ha.tár­
elnrm,ósi i>HswJúggósoket tárgyal rendkívül
világos éH érthető előad ásmód bari. A ma­
tr-ma.t.ika: mórlszr-rok, eszközök 0lemzé­
sóL tárgyaló részok illus,.Lratív jollogííuk,
ugyanis a könnyr•bb érthutöség ked véél't a
szerző gyakorlati gazdasági interpretációk­
kal világítja mt1g a rnatRrnatikai összefüg­
géseket. Hasonló közgazdasági .interpretá­
cióban mutatja bo a különböző progi·amo­
zási eljánísokat, kezdw a lineáris progra­
mozási feladattól - vole szoros összofüg­
gésbe11 a duális feladat rnegoldása , a
nem lineáris programozási feladatokon
kerPszti.il az egész számú programozásig.

A könyv második, legtartalmasabb, l l
fejezetb61 álló része, mintegy :wo oldal
terjedelemben a mikroökonómiai olenw.és

beható és átfogó ismertetését nyújtja.
E16ször a kereslet elméletével ismertet
meg bennünket a szerzfí. Kritikusan elemzi
azokat a feltételezéseket, amelyeken a ke­
reslet; hasznossági elemzései, valamint az
ind ifferenoia görbék és felületek eg:,;isz­
tonuia vi,.;sgálatai alapulnak. A továbbiak­
ban a lrnmsleti függvények empirikus meg­
határozásának különböző lehetséges mód­
szornivd foglalkozik. E részben tárgyalja
a szerző a ,,termelés és költség" problémá­
kat, a lineáris programozást; és a termelés
elméletét, vizsgálja a vállalatot és annak
eéljltit az opt.itnális döntések meghatáro-
01:ása érrlokében. Elemzi a piaci verso11y­
foltótelok kiilönböz6 típusait, a tökéletes
vorsenyt61 a tis,,ta rnonop61 iumig, ewk
hatását az ára.kra és a tel'melésre, az álta­
lános egyensúly és pén,:elméluL, az általá­
nos ogym1Röly és a jóléti köt:gazdaságtan
prohlérnáit;, a jólétre vonatkozó megálla­
pítások kritériumait.

A második rész 11.tolsó fejezeteiben tár­
gyalja a s,,orző a jövedelemeloszlás elrné­
lcLót, az árdméletb61 és a jövedcleme1Josz­
lás <'lrnélotéb6I kinőtt t61rnelmélct;et mind
kínálati, mincl keresleti ol,folról vizsgálva,
vn.larnint a tőkoköltségvotés elkészítését,
amely az üzleLek és váHalatok buruhá01:ás­
dö11t~si eljárásaira vonatkozik.

A rnikroökonómiáról átfogó és a sz01·ző
kritikus elcnnésóben széles kör(í ismer:etE-'­
lwt nyújtó második rész tanulmányozása
után az olvasó megismerkedhet a .rnate­
rnati kai közgazdaságtan teri.ilotón elért
új eredményekkel, az input-output elem­
zéssel, a ,, tevékenység olem>.:éssel". Ez
utóbbi úgy fogható fel, mint a lineáris
programozási módszereknek az általános
egyensúlyi elméletre való alkalma,.ása.
Behatóan foglalkozik a továbbiakban
a Neumann-Morgenstern-féle kardinális
hasznossággal, amely eltér a neoklasszikus
közgazdászok által kidolgozott kardinális
és ordinális hasznosságtól és a sztochaszti­
kus folyaniatok vizsgálatánál nagy jelen_
t6ségP van.
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~zfbnunk1·a kiilri11i)sr•11 P rész k,~t, 11tolsr') 
L·jr-z,•te- nyi',jr (1j ismpr·,•t,•k,·t. A j.it ólct-l­
mélr-tot. tárgyaló f"c·juz,·L a zón1s-fr,s1.q~íí
kétszemélyes játékon túlmcnőr-n rü, id,·n
fogletlko·1.ik tL soksvc-uiúlycs, ii 1,·Lv" .. n"
s;ccmólycs játék elniél,·tóvel, r•1,,•11 nlmél,:L­
bon használatos d,·finki<'>kkal. fo_t.;almak­
kai. r\,: .. n" s1:t•n1ólyeR jtítókolrnak van a
l,·gs1.éJ,,s,·hbki\r·íí gu;1.dustí.gi al ku.l ruazú-ii ),,.
hct6séglik. (•(l1!ig n,1,01ihan a tiúr11,tn1 vonu.t­ 
kov.ó szu.kirodulom e'•,; az nmdrrníny,·k ,sok­
ka.l sxűkösr-bb.-k, m i n í, u zórns-iiss1P1;íí két­
szr-mélyos j,iL,~k t'Sl'LÓIJ,·n. Músik t'n·dt·kns
fujozl't a nióg t·l,•111i f,·jlt\dó;i s1:almsz1UJu,fl
lt-v(í diifl Lós<'l11161,•t, u.mrly nt-k 1:ólja '-' ;;z,·rz(,
def in iuiójiiba11 ,,a bizonyl.alans,ig kiirii l­
ményr-i küziil ti ,·,í.laszL/tsi e'•;; diintf,si pro!i­
lémák vizsgúlaLtt, nz olyu.n küriil111ény,•l«i,
,ilwl a haszofl s1.,í.111íLis,\l,oz sziiksögt·B
valószín(íségi érLt',J.:,d..;. 111'111 állnak l'<'ndi~l­ 
kPzÚsn•". A dii11t1;st•iflHJlr•L <;s u júLólrnln1<Í­
l,•t sok v9naLkoz,i,;l>ttn huson l íl.ururk ,·gy­
másho» . .lgy pl. a ját ól«•l111úl,•LIH'11 swrq,l{í
fogalmak és nHÍ< ls,,<j1•,·k n , lii11Lús<•l11Hílr•Llw,,
is 111vgjt•il'1nwk. Van av.on ha.n ,·gy ,Llapv<•Lfí
különbség ,i két. t•lmöl,·t p robléuuii kii,:i;LL.
Nvv,·zt·tt•s,·n az. hogy an,íg a j1í.Lúl«•l1nö­
l1•tl>en - l<·galá.bbis u zó1·<1s-ii;;sz,•gíí l«íL­
s·1.,•Jllé!y, s j,íték <·sl'tób,·11 - ,L ,n,ísik júLó­
kos ,·is1·lkt·<lús,· bizonyo:-; rnúl ék ig r:líí1·r·
nwgúllapíthat6, addig a dii11L1:,wlrnr•lt·LIH·11
a 1micsik játékos ,wrn is l'llr•uf"ól. ·1,:zt n. 1111i-
8odik j,itélcosL g_vukmn a L,·1·rnész<'i,1H·k
rwv,•zik ös a nwgldt'l{i rliinlósi prol,11:,11,í,-

kaL a .,Lc,i·rnés1.,•LL,·l s:r,<•rnlwni j:Uókoknak''
rnondják.

A s,,or-1.<Í klinyvö1]{'k ,, Loi só, nngycd ik
r(Í;;,:t\lwn a sdtrnológúp<drnt, 1w111 is,nl'r6k
sziirn,irn ny(,jt alapv"L6 jollcg(í isnwn,Lu­
l((•t az ,:loktro11 ik11s d igi Lfí,lis sz,imolr'>gó­
l'l'k rííl. I( idiinfríln ga1:dnsá.gi prohlórn,íkat;
rrnll;aL hn, n111dyPk 11H·golrl1isún.1, a sz{unoló­
göp ulrínyfo;r:11 alkalmazható. l•'t•l;;oroljü ,,
g,ípok r·nnrl(•lkezésr·<' ;í.Jló l,Íp11saiL, r1wgis­
·111urtnL 11él11í.ny liaszn,ílatos progn.u110·1,úsi
ny,·lvvt·I <JS vögid nagy vomdukban ,, s,,,i-
111ológóp r1,ííkiidós1ív1•I.

Ha,11,1ol11ak t•z a 111i11Lr:gy 71 ti oldulflvL
nagyt.1:r-j<·d,·lrníí ,níívt, szc',1,•;, kii,·(í is1111'r-l'L­
ar1yagoL ny(1jL a,. olvasó H:t.1Í.,n11-Í.,rn, 1.L kfr1.­ 
µ:,1.zdtLs,í.gLa11 c·l11Híl"L61wlc r\;; uz opt•r·,í.t,ió­
kfll.at,is11ak nagyon sok L1•1·(ilt-tér-fü. A,.
c•gy1·s ii,j,·1.,·Lt,k L,.1,111rl111.-:í,nyo1,,ís,í.lm.11 joli­
lmn 1:l11Hílyid11i ldv,í.116 nlv,:i.:;ólrn.L n.z w•.\'ag 
johi> 11H•görLósn ut'lj(thól 11 íi,_ji,,.,,t r·k ,·,,gé-n
frltX,nLl-1."Lt. fi,larlnLok nwgol,lüs,'1,1-a s1·1·­
kr,11Li. A fi,j, ..1,('i,r•k v,ígö". a Lú111(dw,, k,q>­
•·:~01,,, It'> l1·gf"ll11 L<Jsn.hl, szak im, lai, ,mk li·l­
sornltí.s1í,L wlja ü s1.,·r-dl.

l{111rr11ol kiinvvo 11n11,il is ink,í.i>I, li;1.s1.-
110:.; 111i11d az t,1°;11(-i(·Li kü-1,gn:t.d,l.~znk, 111i11d 
11 n1uL1:11MLik11.i n1r'>rls1.nn·kr·L r,•ll11Lrw.rní.l,1i
ldviín(, kii1.gazrl,is1.ok kiir:.ÍIH'n, rniv,·1 a
l..;i),.ga:t/lH~·Higi ól(•t, sz1lr1nof-i 1'11111,Lúsi L<·rii­ 
ldó11 11.1. op,·1-.'wi,\-lu1LaLMii 111<'lrlsz,..-,,k r,•1-
liwizn,\.l,\.s,ivnl s,.<'111hr•11 fol11H·r·iil{í, ,·gym
isiir-g,·Lfíl,h igi',nyc·k kinllgfL,;sr'·l>1'11 _j,,J;·,1-
1,,;kc11y s,·gít.;«ígr,L 11y(1jL.
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Programozási módszerek
a könnyűipar IV. ötéves tervének kidolgozásában

.·\ Könnyűipari J\llinisztérimn vezetői
az ul múl t évben határozatot hov.tak az
6gazaL ] V. ötóvcs tcrvénr-k programozási
:,z1írníLásokkal va.Ió megalapozásáról. A
feladat, rnegoldósával a J<.önw1i.íiJ)(tr-i Jz e r­ 
llll lTr Soi ln i Mz rtet bí1/,(;1lk llWg.

A gyakorlati munkálatokbau az ágazat
nagyszá1111·1 szakombor« V<'Sz réS1/,t. A közre­
iníí köd ők ogy 1·é:,w az I nt.ézr-L szakértŐL­
kó11L kövvnt.k-nül, músi k része - rninL a
vállidaLf'l'jlcsztóHi l'lgondolások kialakítói
- közvct.vo kapcsolódik a munkához. ]Í1It 
ut.óbb i szólos körű intornuició-rtramlríson
kcrosztü! valósul 1rn•g: a vri.l lalut.olc ne111-
c-suk koncopciöikat bocsút.jálc II rno.Inll
ösRzo,\,llíLóino.k rondclkezésérx-, lianorn a
mo.Inll spociáliR igény<'it k ic-légttö adut­
gy(íjtéssl'l is s<'gítik a pr·ogrnnio;1,óst.

,Jol,·ri cikk o munk ri.róí - n. sz,í.rnítások
céljáaó}, ttz ,Likal111a.;1,otL rnod,·11 főbb vo-
1111sairól, a kivitclczós tc·<:liriilrni-s1/.(TV('1/,di
olkópz,·léscir/íl ud rövid áLLnki11-
tést.,

A számít.ások célja

k szán1íL>ísok cólja n, kőn ny űipu.r TV.
i>Ltivm.; L,•rvór,• vonut.kov.ó ágn.zu,ti koncup­
.-ió-juvaslul.ok össwliango: L. több variáus­
ba.n tiirLónő kidolgozása, i I let.vo nwgala­
!)01/,áSa. Többek közi>Lt vizsgálni kíván­
j 11k a népgazdasági tr-rvozósbc-n folmcriil t
külünbfo,ó gaz,laságpoliLilmi változatok
könnyűipari kihal.ásu.it.. az ogycs népgaz­
dasági cólkiLíízósck kiinnyííiparra vonat­
kozó l'elaclaLlúnak nwgoldási h:hctősóg<'it,
a vállala,li olkópzclésck és a népgazdasági
eélok közöLt fellépő ,•ltóré,wk okait, vala­
mint azok m,·gszüHteLésének útjait és
módjait.

k é1n említett célnttk csak akkor tudunk
eleget tenni, ha az alkalmazott modellel
variációs- és érzékenységi vizsgálaLokat
folölelő szárnítássoro:.mtot végzünk. Ilyen

szárnítássorozaL elvégzését - konkrétab­
ban -

a l,önnyiíipari cikkek különböző
fogyaszLási színvonala,
a vállalaLi és a népgazdasági bern­
ház,isi források különbözősége,
az oxportot fokozó (a dev.izakiter­
rnelést nöwlő), ill. csökkentő kLil­
koroslrn, Id rn i pol i ti lm,
fl termelés és az értékesítés más-más
lohotségc·s szcrkPz,•.te,
a vállnlatok ÖS1/,tönzési mndszerének
külön biizfí al ternaLívái

rnolleLt tcrv(•zzi'dc

A motlell

J\líodcliLinlwL egy .iparáganként folépí­
LoLL rnorl,•llrnnclszor alkot;ja, amely toljcs­
köriíon áLfogja (reprnzentálja) a könnyű­
ipal'l,. A rnorlo!l tnhát nemcsak u rniniszté­
ri.11mi iparrn torjvd ki - mint az 19öG-70.
évi. népga1/,tlasági programozás rnodcJlje -,
J,unem mag,1,ban foglalja a t;anáosi és a
szüvf'tkc·wLi kö.nnvűipari. vállalatok körét
is. ( 11:zd,c·t néhán}' nagy, jollcrnzőnok te­
kintoLL v(dlalat, ill. S1/,övotkezet alapján
rp_prnzontáljt1k a számftásokba,n).

M.i.vnJ a 111odcll kompl x tervjavaslatok
(programok) kés1/,ítésóre szolgál, alkalmas
a1/. ,.igazat; torrnókei.nok értékesítését végző
ki.ilkercslrndelmi vállalatok (H ungarotex,
Tannirnpox, Lignimpex, K.onsurnex) te­
vókcnységónuk eJemzésérc is.

A könnyííipa,r túlságosan bonyolult,
sz,1rteágazó terület ahhoz, hogy egy ilyen
széh,s köríí - t;crrnelést, fej losztést, érté­
kesítést vizsgáió - programozást egyetlen
fuladatkén t, egyetlen modell segítségével
rnog lehessen elektronikus számítógépen
oldani.*

A megoldást ezért az iparági programo­
zási modellek - második menetben tör­
ténő - összekapci'iolásával kernssük. Ezen

~, A könnvűipari ip,nágak .,zúmn JO ós ip;1rÁ.gnn];;ént {dlago~an 40-50 tr·n111'1kkcl sr,árnolunk.
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a ponton is és a munka egy sor más mód­
szertani kérdésében is az 1966-70. évi*
és az 1971- 75. évi népgazdasági progra­
rnozásokban alkalmazot.t, ill. alkalmazásra
javasolt** módszerekre és megoldásokra
kívánunk támaszkodni.

A modell változói strukturális dön tési
változók és szabályozási változók. Az előb­
biek a régi, a rekonstruált és az új üzemek­
ben folyó termelés, valamint•~ külkerosko­
rlelem - az export és az import - vál­
tozói, míg a szabályozási változók a l'inan­
sz írozás és jövedelemelosztás főbb mozza­
natait jelen ít.ik meg a modellben.

A feltételek főbb típusai a követlwzók:
tennék- és a11yagmérl,!g<'k, munkaerő és
kapacitás korlátok, külkoroskr-dolrni piaci
korlátok, dcvivamérlr-gok, linansxlrozűsi
Ioruísonként. tagolt bcruháváai korlátok,
valamint a jővodelemclosv.tast szabélyozó
vállala.tfr-jlesztósi , részesedési és tartalék­
alap korlátok.

Cél fi.iggvényként a dovizaogyonlngck,
az iparági (ágazati) nyprpség rnax ima.li­
z,ilását. valamint a mu nk anrő, illot.vr; b,:­
ruházási ráfordítások minimalizálását ki­
fejező opt.irnurnkritér-iumok <'lőírását ter­
vezzük.

A munka időrendje és szervezete

Számítási eredményeinkut - mint om­
I ítl'ttük - a tárca JV. ötéves torvkoncep­
cióinuk mogalupozásdhoz kívánják fol­
használni. Ez az.t jolcnbi, hogy az nle«'S
számítás err-r l mónyc-it., az ún. ala.psvú.mf­
tásokét legkésőbb ennek az évnek az físzén,
a további szá1nítások orcdménye it podig
az év végón, ill. ön jövő év nlojón kol I a
minisztérium vezctóiriok n-ndt-lkr-zésoro bo­
csátanunk.

M.1111 kánk haté.ridői 111,•gszabják tL köz­
benső fázisok LitenrnzÓAÓt is. ,folonlr'g - a
modellvázlat kidolgozása és a vállalat.i
rulatgyííjtés'lnbonyolítása után - az adu-

tok ellenőrzése, feldolgozása és a modellek
számszerű összeállitása folyik.

'Terveink megvalósításához a vi-
szonylag rövid haté.ridök rniatt - foko­
zott or·ófoszítésekro van sz.ükség. Ilyen
körülmények között nagy jelentősége van
a munkában rósztvev6k harmonikus
együtt.műkörlésénck, az olvégzend{í f',.Jl­
adatok ésszerű megosz tásának. E szem­
pontokat a programozás i rányításárn ki­
alakított 11111nkaszorvo7.nLbon kívánjuk ér­
vényosítcn i.

k munka ir(myító.sü,t, az elvi és módszer­
tani kérdések tiszLázás;í.t ogy központi
m,mlmcsoport végzi. A munlmcsoporl.,
tagjui a Könnyííiptu·i Rzr·r·vozési· Tntézd,
munlrntársai, a Könnyííipt1ri Minisztérium
erTo u rrnrnkárn rlnlog/Ílt rn1111lrntárRa, vala­
min I; néhfü1y iparági és prngr'ltrnozási
szakértő. f,;z a munkac,soport tartja a
k11pcsolatot fl,z iparági szalrnsoportoklml,
a M.iniRz.tóri,,rn Tpal'lc•jk·Rztéi,i F6osztályá­
val, a programozríst paL,·oná"ló kiilR6 s,,.o,·­
voklrnl (a Klilk.c-rnslrnrlulrni Minisztérium­
mal, az Ol(IR7:-szal), valamint, az adaL­
foldolgozásL ,is a, gépi számftáRt végzi\
vá!lalatokku.l. -

A tol've,.6 föhu.tóságoklml (O,·szlÍgos
TMvhivaLal, Pón.z,iigyminiszLó1·i111n) (,R in­
l;Úzrnóny.,Jck,,I. (Mugynr Bnl'lrhli.zási lfank,
M,1gyit1· N<'rnznti Bank) a Könnyr'íipa,·i
Minisztúrium ill.otókc•i, löoszMlyµin k,,,.,,Hz.­
!;iil tf.1,l'tjuk tL kapcRolntot: szr•rv,,zz.iik ftZ
in forrnó.cióos<,r·ót.

MógiR, szükség vn,n an·a, l,ogy u,. <•lkö­
vr•i;kr,z() lión1.1pokbr1.11 kíi,órlotr-L l;ugyiink
sz,.í.míVtsa.ink ós l'náH HZ('l'Vfllrnól 1.olyc', ll,{)­
dollpzési számítások üssz,·v<'tósÓrc'. l•;gy
ilyc111 ösr;zoho,sonlíLás az. udaLok ós r-r·<•clrnö­
JJY<'k kiílcHÖlfÖfl csc•l'ójét or·r•d 111ó11y,,z.liotné

.és küz,'ll'bl> vilietrn• 11, kiiliiafólo sz,•t·vr,k­
rHil kidolgozott ilm;o11l6 cólokal, szol­
gúló ·· 111orloll1:k fö,Tns:íJis iíssznk1,1H·Holf\,.
i:;ál-io·,. iH.

l So j 1111 l ö n nlr e 

Matematikai-közgazdasági kollokvimn
( 1969. IX. 11-13.)

A Magyar Közgazdttsúgi Tár ·aság Mate­
matikai- Közgazdasági 8zakos1/.tálya. H,év-,
fölöpön :-i napos tudományos t~náesko,1ást
szervoz. A tanáeskozás témája a nnu é Eng Üz c 

r.lrtsáyi Io l y rtit 11nSl l o k 111,rt.emr1tikfli m o Ve ll e k 
r é v é n Itö r t é n l S t e r v e z é s e é s e l e m z é s e zt 

A Lanác:sko,;áson fdk(Íl'L előadók sok­
sz.orosított é8 d6zol;,.sr•n szétosztott; elíí-

• Lásd: A népg,1zdasági modell közgazdasági tart,drn,c (Népg.Lztla,ági progrnmozás l~M-70 .J, sz. tájékoztató),
i',JTA Szárnltástechnikai Közpo,ntja - OT. Tervgazdasági Tudorniinyus Onál16 Osztály, Hutln.pcst, Jn04. április.

"'* Lásd: Javaslat a 'lineáris programozás it.lkalmazására ,~ IV. ötóvcs terv ntcgalapozó szfunítúsaiban, OT. Köz­
gazdasági l'őosztáJy - T<'rvgazdasági Jnt(zct, Ruclapcst, J!lüfJ. március.



adásait vitatják meg. A tanácskozás napi­
rendje a következő:

Jz e p t t óó t Ms ü t ö r t ö k N 
Délutáni ülés: k m Üt e m Üt i l MÜi e l e m z é s i 

m o Vs z e re k é s 11nz úó g r t z Vr t s á y i m e e l u mt i z mu s t 
Elnök: Cságoly Ferenc.

l. Mcgyor: l~ndre: Vállalati énlr•keltség
és jövcdclemszabé.lyozés elemzése operá­
cióku tat.ási módszerekkel.

2. Sza.kolczu.i Oyörgy: Amk előrcbccs­
lóse és gazdasági ösxtönzók optimális ér­
t.ékénck mcghaté.rovésa gaz( laságmatema­
Likai modollr-kkol .

:J. Tardos M.árton: VóJlafaiok visr-lkedé­
sénuk elcmzés«; a vállale.tok és a központi
svorvok kupcsolatának modellje révén.

Jz e p t t .l / t p é n t e k N 
Délelőtti ülés: A g Üz V1u ná g i n ü v e k e Vé NNéi mo­ 

Ve ll e k f e t h ri sz n á l ás Ü Mt n é p g Zünz Vr r s á g i i e r­ 
u e z é s »e n n 

"l''.lnök: Ziormann Margit
l. Rimlor ,Judit: A gazdasági fejlődés

töb btényczős vi zsgálati:í,nak ala] iolvei.
2. Horváth .Iózsef': Hosszúté.vú egyen­

letos növr-korlés és optimális beruházási
hányad.

:i. Viri'.tg Jldikó: A folyamatos Lc-rvozés
probJórn, inak vizsgóJa,ta nővr-kr-dési mo-
Llollok sogítségövL:J. '

4-. Ulb richné Acs _Mu,gda: Muk roöko­
nó111iai Iolyumu.tok idósorvk-mzésénr-k fel­
haszniilúHu' a ltosszi'ILún', Lf'rvnnmlniban.

Dólut1'.ÍJ1i ülés: u rS h út 11y új Ü»» ]I n é p c 
g ntt z rl Mw i y i t e r u Mzé« • 111rn rl eI úe z i s é n él fe l h rt s z ­ 
n á l h Üu ! c n m t e m Ült i k Ü i m o r i s z Mrn 
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Elnök: Krekó Béla
l. Lipták Tamás: Nagy lináris rend­

szerek optimalizálása.
2. ifj. Krekó Béla: Közelítő eljárás lineá­

ris programozási feladatok megoldására.
:i. Stahl J"ános: Beruházási és egyéb

,,0-1" típusú változók kezelése lineáris
ren dszerek optimalizálásában.

4. Danes István: Az optimális folya­
ma.tok elrnélr-tének alkalmazási lehetősé­
geiről.

!í. Kondor György: Nern lineáris kap­
csolatok és célfüggvény melletti optima­
fo.álás és egyensúly.

Je e p i t tl ot s z o m »Üt N 
Déklőtti ülés: bö u »s z e lMt o n és g Üz VÜs á g m Üt­ 

t e m Üt i k Üni m o Ve ll e lM f el h Üs z n á l á s Üt n n é p ­ 
g u tz Vr ]oá g i t e r v e z é s »e n t 

Elnök: Augustinovics Már_ia
J. Újlaki Lászlóné: A hosszútávú ter­

vezés rnodellezésém•k néhány kén.lése.
2. BágC'r Gusztáv--Morva Tamás-

Rzabó László: Matnnatikai programozás a,
negyedi le qtéves terv elkészítésében.

:i. Simon György: Közép- és hosszú­
távú árkrvezés programozási módsznrek­
kC'l.

rlé.lutáni iilés: A h o nu t i m rr t e m Üt i lMÜi ck ü z ­ 
g o z rl r lo 1Í ]ü1é StNn t Ül á s h e l y z e t é n e k é s f Ml rr Vri t rNá ­ 
n ri k m e g v i tr 1 t ó s o t 

Elnüköl és vitaindító bovC'zetőt mond:
Bori Pétc-,·. A vita megalapozására, - in­
rorn1á<"iós anya.gként - rendelkezésre áll
Andorlm H.11dolf-Szab6 Lász.ló: Tájéko7,­
tató összefoglaló a h,1zai maternatikai­
kfü.gazdai;ág.i lrntatásokról e t tan11 lmú.­
nya.

A Bólyai János Matern.atikai Társulat tanfolya111a
A Bólyai ,)ónos l\[at.,rnaLilmi Társulat

l 9(i9 okLób('t'éVíl k(''l.( lö, 1/í(•n La11 folyamot;
indíL kél, félévi"('

Matematikai statisztika
címmel

k t m i f o l y nw 1 cé~j11: hogy a matematikai
statisztika mo, krn ,•lrnéleti megalapozá­
sának és számos t'ljabli gyakorlati felhasz­
n_áli;isának ismertetése révén a népgazdaság
kii.lönbözö teriilP.t,~in, az iparban, kp.roske­
rlelomben, mn6gazdaságban, valamint kü­
lönféle kutatóintézetekb<"n dolgozó mate-

rnaLilrnsok részére s1weializálódási lel1c­
t6ség,,t hi7.tosítson.

A szakosztály szívf'Sl'n lát matt'rnatik11 -
sokon kívül más alapké1ncttségí.í szak­
oiniJL~ndwt is (mérnökölrnt, orvosokat, kö>'.­
gazdászokat stb.), akik t11dás11kat o tárgy­
körlyn (~I akarják mélyíteni és kellő alap­
isnwretc>kkel t"(•nclelkeznek.

A tan folyam ,·és7.tvevői jegyze-Lcket is
vásárolhatnak, amelyek az előadások egy­
egy témakörét foglalják össze. A tanfolyam
elvégzés,-· után azok számára, akik erre
igényt tartanak, vizsgázási lehC't6ség,·t
biztosít,mk.

A tanfolvamon való részvétel az al­
gebra, analízis és valószín(íség;,zúmítás.
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alapvető fogalmainak és módszereinek
ismeretét igényli.

Kellő számú jelentkezés esetén 1969.
szeptember l-től előkészítő tanfolyamot
indítunk. Az előkészítés jellege konzultá­
ció; terveink szerint heti egy alkalommal,
m,; esti órákban fogjuk tartani.

Azok számára, a.kik ismereteiket fol
akarják Frissíteni ezeken a terülo tokon,
kőzőlj űk az alábbi könyvek círru-it.:

,Szele T.: Bevezetés az algebrábu,
Oelfand: Elöadások a lineáris alg.,brá­
ból,
(:rcboncsa-Novoszjnv: Matm11aLilrni
analtz.is [--[L,
Szász Pál: A diffcrencié.I és int,,grálszá­
mítás elemei T-11..,
Rényi A.: Valósvínűsőgszá.mltéa ( lD(i!,),
Prékopa A.: Valósv.ínűségulmólot..

.A. trm/olyarn ülőpo-,i(jri: hétfő és péntok
de. 8-.12 óráig.

A tcm/olymn helye: a Bólye.i .Jú.nos Mate­
matikai Társulat előadót.nrm«, 11p., V., l',,.o,­
badság tér 17. IL c. 20G.

Néi;zvételi rlij: félévenként 800- Ft.

'I'erruüika, A rnat.ornat.ikai statisztika alap­
jai, stati.sztikai adatok földolgozása.
StaLis,,tikai becslések elmélete.
Stat.iszt.ika.i próbák elmélete (nempara­
méteres próbák, illoszlrnclésvizsgálat).
Kor-rolűció- és rngresszi6analízis.
Szórásunul ízis.
Kovari~ui.ciaanalízis.
Sz,:kvnnoiális analízis.
Minősógol.l.onőr-,.ús Htati,;Y,Lilrni mód­
sznreL.
l)iint;é;:;fiiggv,Jnyuk ús döntési Iolyama­
tok,
f';zLoehasztilrns folyamatok statisztikai
problúrn,í,i (iilflsorok anul íziso).
MinLavéLol végL'>< solcasúgból.

A tu.nfo lyun unn.l ku.pcsolu.tban Ít'lvilá,­
gosító,st nyújt, a Tű.rsu lu.t. a :JJ 1-79:l te­
lofonsziirnon lióLl'é\n ú,; l'lÍ"luknn rlo. \J-14
óráig.

1-Jr,ly({,i
'L'úr81.1.Üt/
lcalnurzús»

Jiuio« ./lllrttem((tilc!ii
Mrücmntiia: A.llcal­
Sz11.lcosztlÍl!J Veze­

tósdye

A kiadásért Icleí az Akadérn in i Kiadó igazgatói,, M"űsz;lki szerkesz tő: Merkly Lasz.ló
A kézi.mt, a nyomdába érkezett: HlöO. V. 12. - l'élclcínys;c;'~t_Q~O - Terjedelem: ll.65 (A/5) iv
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