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GEORG WINTGEN

A kibernetikai rendszer fogalma és alkalmazasa
a kozgazdasagtanban

A kibernetikai rendszer fogalommeghatarozasinak vitdjaban f6 fogalom-
ként két kiilonbozd altalinos rendszer fogalom terjedt el. Az egyik, nevezziik
itt roviden rendszernek, a rendszert elemek strukturalt osszességének tekinti,
mig a mésik a rendszernek azt a képességét fejezi ki, hogy ingerekre reakcidk-
kal védlaszol. A rendszer ilyen médon torténd meghatirozisat, melyet Gre-
NIEWSKI [1] relativ izoldlt rendszernek nevez, mi O. LaNGE utdn [3] aktiv
elemnek nevezziik. A tovibbiakban mind a két fent emlitett fogalmat a rend-
szert és az aktiv elemet egzaktan definidljuk, majd felallitjuk a kibernetikai
rendszer egzakt definiciéjat, amelyben mind a két fogalom osszeolvad.

Kgzakt definicid alatt halmazelméleti definiciét értiink. A halmazelméleti
towll()m blessége egyiitt jar azzal, hogy bizonyos tulajdonsigokrol, melyeket
(-lkop/clunl L](lx()]' amikor rendszerrdl, illetve kibernetikai rendszerrdl beszé-
liink, le kell mondanunk. Megvan azonban az az elénye, hogy teljesen egyér-
telmi és biztos alapot ad a tudnmdnvnﬁ nyolvbcn kifogdstalan terminoldgia
felallitasara, valamint kiillonbozo kibernetikai rendszerekre vonatkozé t(,te—
lek matematikai levezetéséhez. Tovabbd megadunk néhiny dltalinositast és
specializdciot a rendszerrel és a kibernetikai rendszerrel kapesolatban, amelyek
a kozgazdasigi rendszerek analizise és konstrukei6ja szempontjabdl jelentGsek
lehetnek.

Végiil megvizsgilunk egy kibernetikai alapmodellt, egy egyszerii tarsadalmi
gazdasigi rendszerre, amelynek segitségével az osztonzés problémajat kisérel-
jilk megkozeliteni. A rendszerfogalmak bevezetéséhez egy iizem erdsen le-
egyszerfisitett modelljébdl indulunk ki. Az iizem egy ,,a” iranyitészervbdl és
egy ,,b” termelGrészleghdl all. Tekintsiink el minden sajatossagtél és akkor
marad a tény, hogy egy M = {a, b} két elemfi halmazzal van dolgunk, ahol
M a vizsgalt rendszer elemhalmaza. Rendszeriimknek az elemhalmazon kiviil
struktirdjo is van, amely abban 4ll, hogy az elemek egyméssal fizikailag
(anyagi vonatkozdisban) és informdcios syompontbol ossze vannak kapesolva.
A fizikai dsszekapesolds b-t6l a-ig és b-t6l b-ig tart. Termékekkel torténd ella-
tast jelent. Tekintsiink el az osszekapesoldsi viszonyok specidlis természetétsl
és akkor marad az, hogy ez tulajdonképpen egy R, relicié, amelyet M-bél
vett rendezett (‘lemparok halmazaként definidlhatunk: R, = {[b, a], [, b]f
(Az 2 elem akkor van y elemmel R, reliciéban, ha [z, y] € R [z, y] = [y, z]
ez az, ami a rendezett [z, y] padrt megkiilonbozteti az {z, y} halmaztol. ) Az in-
formécios kapesolatok egy mésodik reléciot R; = {[a, a], [a, b], [b, a]} alkot-
nak (lasd 1. dbra).

Rendszeriink  struktarija az S = [Ix,,, R;] rendezett pdr, ahol R, ¢s
R; az M folott definidlt reldciok, az egész rendszert pedig a X = [M , S

I Szigma
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rendezett parként definidljuk, amit rendezett hdrmasként

v irhatunk [M, R, I].
a INE:
/J Alt:llz’mnsan; definialjuk a kovetkezdket:
A o gl 2 »
R 1. definicic. Egy rendszer rendezett par [M, S], amely az M
: : lmlm zhél és az S = [R,, R,, . . .] sorozathol all, ahol R, M 16-
| [ I6tti relaciok. M-et a rendszer elemhalmazinal: S-et pedig a
| r reg 7 I W
¥ . rendszer strullirdjanak nevezziik. Hasznos lehet kétértdkia re-

laciok mellett tobbértékiicket is figyvelembe venni.
b Haromérték relicié pl. harom iizemrész kozotti reldcio,
amely azt fejezi ki, hogy az elsG részleg a harmadiknak sz616
kozléseit a misodikon keresztiil bonvolitja le.

l. dbra Az 1. definiciobdl kiindulva alapvetd rendszerelméleti fogal-

makat, oOsszefiiggdscket ds miveleteket  definidlhatunk, mint

pl homomorfia és izomorfia, l\'i'n'ny('zct, rendszerck coyesitése és kozos része,
Hh/l( ndszer, parciilis rendszer és aggregicio.

2. definicio. Legyen adva két rendszer [ M, S| és [ M, 8", ahol S = [R,, ...,
I{,,, [és 8" = [Ry, ..., R, B, ill. R ng, ill. n; értékii reliciok M, ill. M’ f6lott;
[M', S") homomorf az M, S]-sel, ha m —m', n; =n; (1 = 1,...,m) és ha
Iétezik M-nek olyan egyértelmii f leképzése M'-re, hogy az [a, .. . a,, | ¢ B

b6l kovetkezik, hogy [ f(a,), .. ., fla,)] € R;
(M, S") erdsen homomorf [ M, S]-sel, ha homomorf [ M, S]-sel és ezenkiviil

létezik miml(‘n i-re az M’ elemeinek n; rendezett csoportjihoz — mely esoport
[aj. ... al] € B — legalabb egy olyan n; rendezett csoport, amely [a,, . . .,

] € Il, és fe nnéll a; =@y . . L5, /(un)

(M, 8] szigoriian homomorf | ll. S | -sel, ha homomorf [ M, ST-sel és ha min-
den i-ve az [fla,), . ... flay)] € Ri-bOl az [a,, . .., a,) € R; kivetkezik.

[ M) S"] izomorf | M, S|-sel, ha létezik M-nek megfordithatd, egyértelmi
é¢s erdsen homomort leképzése M'-re.

Példal: .

. [{4, B, C}, {[4, Bl B, ('|' | ~ [, b}, {la, 0], [b, ], [b,b]}] homo-
morfizmus, mn(*l\(t az f(A) (B =f(C) =b le l\(‘p/vss(l Im/unl\ létre
nem erds, mivel a masodik n‘ml\/( rben levd |6, «] rendezett parnak nines meg-
felelGje az elsG rendszerben. Az ugyanczen leképzéssel elGallitott

[{4, B,C}, {[A4, B], [B,O1}] ~ [{a, b}, {[a, b], [b,b]}]

homomorfizmus erds ugyan, mivel az [, /)| parnak az [A, B| és a [b, b] par-
nak a [ B, par felel meg, de o [ B, B| pir nem szerepel az elsé rendszerben.
Csak ha bevesszitk az elsG rendszerbe az 6sszes [a, b és |0, b]-nek megteleld
parokat, lesz a homorfizmus szigord, igy tehdt az

[{4, B,C}. {[A. B], [4.C], [B, B, [B.Cl, [C. B, [(.C]}]
da by {la b [6,6)]

szicora homomorfizmaus.
A cesoportelmélettel ellentéthen két rendszer kolesonts homomorfidjabol
nem lehet azok izomorfidjira kovetkeztetni. Csalk az alibbi téel érviényes:
Ha [M', 8] homomort [ M, S]sel és [ M, S]homomorf [ M', 8 ]-sel, valamint
M és M’ vézes halmazok, akkor [M, S| és [ M’, 8] izomorf.
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Az izomorfia és homomorfia a valdsigos rendszerek és azok modelljei ko-
zotti kapesolatokat precizirozzik. Az izomorfia a modellezett rendszer hii
leképzését adja. A homomorfia pedig annak egvszeriisitett masat szolgaltatja.
Latjuk, hogy csak az erds és még inkabb a szigort homomorfia alkalmas a
modellezéshez, mert egy gvengén homomorf modellben lehetnek olyan ]"1])—
csolatok, amelyeknek az mv(l(tl rendszerben nines megfeleldjiik. Az erésen
homomorf modell kapesolatait mindig l\nnutat}mt]uk az eredetiben is, ezek
azonban nem dllnak fent valamennyi eredeti par kozott, amelyek a megfelels
képpéarhoz tartoznak. Ez csak a szigord homomorfianal all fenn.

A rendszer kornyezetének fogalmdt a halmazelméletben ismert komple-
menter halmaz fogalmara tdmaszkodva definidljuk. A halmazelmélet teljes-
halmaz [, fogalmahoz hasonléan bevezetjitk az wniverzilis rendszert [I,Q)],
ahol az univerzilis struktiva () = [Q, Q,, . . .] az I folotti valamennyi reldciot
magiba foglalja. Az univerzilis () htlll]\flll‘ it csak olyan bonyolultsigban té-
telezziik fel, hogy az a vizsgdlat <7(*n)p0ntjalm] érdekes v alamennyi reldciot
tartalmazza. Iy tehit az univerzdlis rendszer éppen gy, nem egyértelmfien
meghatdrozott fogalom, mint a te ljeshalmaz fogalma.

A lényeg esak az, hogy eléggé dtfogéan vilasszuk meg és hogy az a vizsgilat
folyamdn allandé mar ulJ()n.

ey rendszer kornyezetének definidlasiahoz sziikséglink van az M felett
definidlt n értéki R € M x M x M x ... relacionak az M halmaz N rész-
halmazira vonatkozd korlitozdisa R | N fogalmira. Kz alatt az B N Nx N x
XN X ..., kozos részt  értjik, ami N felett definialt relicié. Ennek meg-
felelGen irhatjuk S| N =[R, R,,...]| N =pg 8| N, By | N,...]. Ezen
m(*;:llla}ntas utan definialjuk:

3. definicio. Kgy [M,S] rendszer lLirnyezete az [, S] rendszer, ahol

MUM=I, MNM=068=0Q|M.

A halmazelmdélethez analég modon képezhetjitk rendszerek egyesitését és
kozos részét is. A nehézség abbdl adddik, hogy két rendszer egyesitéséndl fi-
gyelembe kell venni azokat a relacidkat, amelyck az elsd és a masodik rendszer
elemei kozott allnak fenn, de nem adddnak a rendszerek strukturaibol. Ha-
sonlo probléma [ép fel a kozos rész ké p/(ns(\ntl is. Kzeket a nehézségeket fel-
oldhatjuk, amennyiben a két mivelet definicidjandl az univerzalis @ strukti-
rat vesszitk alapul.

4. definicio. Két rendszer [ M, S,]és [M,, S,] egyesitését és kozos részét az

(M, 8,]U [M,,S,] =pg[M; UM, Q| M, UM,],
M, 85T M (M5, 851 = gy [My 10 B, QM 1Y M 5]

rendszerckkel definidljulk.

A grafelmélethez hasonldéan érvényes:

5. definicid. BEgy [ M, S] rendszer részre ndwmc alatt az [N, S | N] rendszert

értjitk, ahol N € M. Az [M,S] =[M,S,,S,, ...] rendszer parcidlis rend-
szere alatt az [.11, = M» Ry, Bg) s s ] Icnd.v‘vrt értjik, ahol § € R; € S,
(t =1,2,...). Az [M,S] =[M,8S,, S, ...] rendszer parcidlis részrendszere

alatt az [V, I{I =[Ny, B, 11 5 - . -] rendszert értjiik, ahol N € M és R; C
SNSH VG W= 1052, < 1),

A kozgazdasigtan szamdara fontos aggregicid pmblcmaj(mwk kezeléséhez
sziikséeiink van a rendszer felbontisanak fogalméara. Egy [M, S] rendszer

| *
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Sfelbontdsa alatt a rendszernek véges sok diszjunkt részhalmazbol 4ll6 rész-
rendszerek egyesitésébol torténd “elGallitasat értjitk, azaz

(M,8) =M, 81U ...U[M,8,],ahol8, =8|M; M; N M; =8,
(i, =1,2,..., 1 #4k). Egy rendszer minden egyes felbontasihoz tartozik

egy ageregacio.

({efmzmo Az (M, 8] =[M,,8,JU ... U [M,, S,] felbontashoz tartozo
a,r/,r]/e,r/au,o egy olyan | ll 3 b ] r(-ndszm. (Ull(:l_Vll(tk M’ elemhalmaza az Osszes
m; = [ M, S;] rendszerckbdl all és amelynek S’ struktirdja éppen annyi reld-
ci6t tartalmaz, mint az S, éspedig S minden relacidjidhoz egy megfeleld R'-t

- [my ey -] € R akkor ha létezik egv a; € M;; egy x, € M, . ..
agy hogy [, 2, ...] € R.

Egy rendszer minden aggregicidja erdsen homomorf az adott rendszerrel.
Egy [M,S] rendszer minden erésen homomorf leképzésének egy [ M7, 8]
rendszerre, megforditva megfelel az | M, S| egy aguregicidja és egy felbontdsa,
ahol a részhalmazok M; & M, az M elemeibdl dllnak, amelveket az W' ugyan-
azon elemére képeziink le.

[Bzzel a fogalom alkotdssal ugyan nem oldjuk meg a konkrét esetek kompli-
kalt aggregicids problémait, de mindenesetre hozzajarulunk e problémik
foralmi tisztazdasihoz, ami a gyakorlati aggregdcios kérdéseknél is hasznos
lehet.

Az 1. definicié szerinti rendszer fogalom fontos altalinositisa az asszociativ
rendszer, amelynél a reliciok nem az 31 elemhalmaz, hanem a P/ M halmagz,
valamennyi részhalmaza (616t vannak definidlva, ¢s az erdsen asszociativ
rendszer, ahol a reliciok a részrendszerck kizott dllnak fenn. 1 fogalmak segit-
séudvel tobbek kozott leirhatok az Osszrendszer hatisai a részrendszerckre,
ami szociologiai rendszerekben fontos lehet. Tovabba hasznos viltozo rend-
szereket is figyelembe venni, amelyckben az elemhalmaz és a struktira is az
idé fiigevényei. Bizonyos nehézséget jelentenek a konstans struktardval
valtozo elemhalmazzal biré rendszerck, mivel az 1. definicié szerint a struk-
tardt az elemhalmaz felett definidljuk. Kbben az esethen a struktarat az L,
iires helyekbdl allé halmaz felett definialjuk, amit az [ L-be torténd viltozo
leképzése segitségével elemekkel toltimk meg.

A rendszer fogalom ezen altalinositasaival kapesolatos részletek az [5]
munkdban talilhatok.

Tekintsiik vallalati modelliink 4 clemét reakeidoképes objektumnak. Kz in-
putként bizonyos nyersanyagokat lmp a rendszer kornyezetétal, és informaa-
cickat az a-tol. Atalakitja azokat ¢és vilaszként te rmékeket és informéaciokat
ad a kornyezetnek, illetve a-nak. Az imput itt egy id6tdl fiiges x(f) vektor és a
valasz egy id6t6l fiiggs y(1) vektor. Mas input figgvényhez dltaliban mas va-
laszfiigegvény tartozik. Az objektum viselkedése teljesen le van irva, ha minden
lehetséges input fiigevényre adva van a vilasza. lyen szemlélet mellett a b-t
aktiv elemként kezeljiik.

Altalinosan definidljuk a kivetkezdket:

definicié. Az aktiv elem egy rendezett hiarmas [K, A, F'], abhol K. ill. 4
fiigevényekbdl allé halmazok, (unel.\’(l\ egy rendezett Imlm:w.t T (az idépon-
tok halmaza) az X (bemeneti halmaz), illetve az V (I\'im(lnoti halmaz) halmazra
képeznek le. Az H halmazt bemenetnek nevezziik, elemei bemeneti fiiggvényck
vagy bemeneti jelek. Az A halmazt valasznak nevezziik. Elemei vilasz flige-
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vények, valasz jelek. /7 egy operdtor, amely a bemeneti és a valasz fiiggvények
kozotti kapesolatot teremti mc;,r F-t az aktiv elem viselkedésének nevezziik.
Ha F egyértelmii leképzése K-nek az A-ra, akkor az aktiv elemet determindlinak
nevczzuk, ha F egyértelmi leképzése E-nek az A 0Osszes részhalmazaibol
allo P(A) halmazra akkor az aktiv elemet nem-determindlinak nevezzik, ha ¥
egyértelmii leképzése E-nek, az A {6lotti valoszinliség eloszlasok halmazira
W(A), akkor az aktiv elemet sziochasztikusnak nevezziik.

Altalaban az X bemeneti halmaz elcm(-i x vektorok, x,, z,, . . . komponen-
sekkel. Ekkor legyen X = X; X X, X ... és ennek me;jfe]eloon E =E; X
b D N S R AR lmlm(uok mmdogukc az aktiv elem egy mpuljanalc

az X; he le(l/t pedig az #; lnput()I' bemeneti halmazinak nevezziik. Az 4 va-
laszt 1el|)0nt]u]\ az A, dallapotra és az A,, kibocsdtdsra, A = A, X A,.

Mindkét halmazt tovabb b(mtha,tjuk, vagyis, A '=A., % Ay X .o 68
A, = Ay X Agy X ... Az A, ill. A, az dllapot, ill. a kiboesdtds komponensei
és ha dltalaban a vdlaszt az A = A, X A, x ... formdban bontjuk fel, akkor
az A,-t az aktiv elem k-adik outputjinak nevezziik. Az E; imputok X; bemeneti
halmazdhoz hasonléan vizsgaljuk, az A4, outputok vélasz halmazit, tovabba
az Y. dllapot halmazt és az ¥ kibocesatas halmazt, valamint ezek komponenseit.

Az aktiv elem itt bevezetett fogalma még annyira dltaldnos, hogy viselke-
dése bizonyos koriilmények kozott paradox lehet. Egy determinélt aktiv elem

ralasz fliggvényének értcke egy bizonyos 1(1()[)()11111)(111 egyértelmiien meghata-
rozott a bemeneti fiiggvény teljes lefutdsa altal, vagyis adott esetben a be-
meneti fiiggvény olyan értékei dltal is, amelyeket csak ¢-nal késGbben adunk
meg. Felmeriil az az igény, hogy az aktiv elemek egy szlikebb osztalyat vizs-
galjuk, amelyek nem mutatnak ilyen paradox viselkedést. Ilyen osztalyt alkot-
nak a Greniewski dltal bevezetett prospektiv rendszerek, amelyeket mi pros-
pektiv aktiv elemeknek fogunk nevezni. (Az automatdk elméletében ebben az
osszefiiggéshen egyenesen retrospektiv operdtorokrdl beszélnek, lasd [4].)
Prospektiv aktiv elem esetén egy bemeneti fiiggvény képének értéke egyértel-
miien meghatirozott a bemeneti fiiggvény ¢ idGpontbeli és ¢ el6tti valamennyi
idSpontbeli értéke dltal. A bemeneti fiiggvény ¢ utdni idSpontokra vonatkoz6 .
értékei ninesenek befolydssal a kép 7 id6pontbeli értékére. A definiciét a kovet-
kezG médon nguhn.uh(ttjuk meg:

8. definicio. Az K, A, F'] aktiv elemet prospektivnek nevezziik akkor, ha
minden ¢ € T'-re és I barmely két elemére, x,(f) és a,(f) érvényes; hogyha
2,(r) =2,(r) minden v < #-re, akkor F(z,) (f) = F(z,) (f).

Kiilonosen jol kidolgozott példa prospektiv determinalt aktiv elemre a vé-
ges absztrakt automata. A bemeneti fiiggvények itt egy véges bemeneti dbe-
bsl X, vett sorozatok a,, x,, ... Az dllapot és kibocsétas fiiggvények szintén
véges abe-bol Z, Y szirmazo .sm'()/at()]\ Ha adva van egy ilyen automata kezdd-
dllapota z,, akkor a kibocsitds és az dllapot {utrgvcnvok rekurziv osszefiiggé-
sek segitségével adddnak:

Yo =9, 2), 241 = 2y, 7)), t=12...

ahol ¢ és h az automata kiboesdtds, illetve atmenet fiigevényei [4].

Az aktiv elemek hatist gyakorolnak egymdsra annyiban, hogy egy elem
output fiiggvényeit input fiiggvényként vissziik it mds elemekre. Ezt az elj-
rast nevezziik oOsszekapesoldsnak.

9. definicio. Az a aktiv elemet a b aktiv elemmel egyszertien sorbakapesolt-
nak nevezziik, ha az a egy y,({) outputjinak értéke megegyezik a b egy a,(f)
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inputjanak értékével. Ebben az esetben azt is mondjuk, hogy a és b az R(E', 1)
osszekapesolasi relacioban all egy mdssal A/, bsszekapesolds fennallhat egy
1(1«)1)011’01‘341 = t,, mindent {-re egy {, < ¢ < ¢, idGintervallumban vagy minden
€ T-re.Olyan osszekapesoldsokat is vizsgalhatunk, amelyekben  ketténél
ti) b elem szerepel. Ehhez ketténél tobb értéki relicidkra van sziikség., Az
osszekapesolasi relacid kovetkezd dltalinos fogalmit vezetjiik be.

10. definicio. Az osszekapesoldsi reldcic tobb aktiv elem kozotti reldcid, amely
az elemek bizonyos, az indexiik dltal adott inputjainak ¢s outputjainak az azo-
nossagat jelenti.

Ifrv pl. [a, b, c] e R(1',2,4) az a aktiv clem 1. outputjinak azonossigit
jelentl a b elem 2. és a ¢ elem 4. inputjival.

Mint az egyszerf snrlml“lp(-w)lzim:'tl itt is megkiilonboztetiink idépontra,
idGintervallumra vonatkozé és tarts dssze kapesolist.

Mindezek utan most mar modunkban van a kibernetikai rendszert igen dlta-
lanosan és egzaktan definialni:

L1. definicid. A Libernelikai rendszer cgy | M, S| rendszer, amelynek M elem-
halmaza aktiv elemekbdl dll, és amelynek S = [R,, I, . . .] struktardja az M
folotti osszekapesoldsi reliciok sorozata. Kgyetlen aktiv a elemet is kezelhe-
tiink kibernetikai rendszerként. Kzt a rendszert a kivetkezG formdban irjuk
fel: [{a}, 0]. Megforditva, bizonyos kibernetikai rendszercket is kezelhetiink
aktiv elemként, éspedig azokat a kibernetikai rendszereket, amelyekben van
legalibb egy szabad, azaz egy oOsszekapesolishan sem szerepl inputtal,
legalabb egy szabad (mlputt(tl rendelkezd aktiv elem. Kibhben az esethen a sza-
bad inputok oOsszessége a vizsgdlt kibernctikai rendszernek megfelels aktiv
elem bemenete, a szabad outputok dsszesséee pedig az elem vilasza. A létre-
jovo aktiv elem viselkedése azonban nem adodik cgyértelmiien és ellentmondis
mentesen, akiarmilyen aktiv elemek tetszileges Osszekapesoldsa esetén. A 11,
definicio az automatik elmélete séma fogalminak cgy dltalinositisa (ldsd
[4], 84. oldal). Ott egy séma korrekt szervezettségének fogalma van kifejtve.
Egy korrektiil szervezett séma egyiittes viselkedése egyvértelmiien dés cellent-
mondds mentesen adodik az egyes elemek viselkeddsébdl. Kzt a problémit az
altalanos kibernetikai rendszerek esetében mdég meg kell oldani.

A kozeazdasigtan kibernetikai rendszercinek elemzésckor célszerfien koz-
gazdasagi rendszerckbdl indulunk ki, amelyck az anyag tdarsadalmi mozgds-
formajinak alkoté részei. Kzeket a rendszereket tirsadalmi-gazdasigi rend-
szereknek nevezziik. Kzek tartalmilag a kivetkezd harom tulajdonsdgeal jel-
lemezhetdk:

A rendszer embercket foglal magiba, pontosabban a rendszernek leg-
alabb egy eleme ember vagy egy rendszer, amely kellG mélyséeii felbontds
esetén elemei kozott embert tartalmaz.

2. A rendszer | termel”, ez azt jelenti, hogy a kiornyezetnek legalibb egy
anyagi vagy informdcios termdéket szillit, amely egy mas rendszer igényének
l\u I(‘“‘ltl‘N( re szolgal.

3. A rendszer | fogyaszt”, ami azt jelenti, hogy sajit igényének kielégitésére
dtvesz mas rendszerbdl legaldbb egy anyagi vagy informdcios terméket.

Példaként tdarsadalmi-gazdasigi rendszerre felhozhatjuk a villalatot és
annak részrendszereit, le egészen az egyes munkdsig, mint termeldGig, illetve
folérendelt rendszereit fel egészen a népgazdasigig, tovabba kereskedelmi és
szallitasi villalatokat, bankokat és piacokat. A munkaerd GjraclGillitdasira
szolgdlé intézmdé nvol\v , mint pl. kérhizak, iskolik és az egyes hdztartisok
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is tdarsadalmi-gazdasigi rendszernek szdmitanak. Ezzel szemben nem térsa-
dalmi-gazdasagi rendszer egy gép vagy géprendszer vagy akdr egy egész auto-
matizalt tizem, ha nines legalabb egy ember felelGsként hozzirendelve. A tar-
sadalmi-gazdasagi rendszer fogalma rela’mv, a vizsgalattol fiige, hogy egy adott
objektum té‘rsa‘d:tlmi—gazdaségl rendszernek tekintendd-e vagy sem. A munkés
¢és a csaldd elsGsorban biolégiai rendszerek. Ezért beszélink mi a munkasrol
mint termeldrdl, ami alatt a munkds a munkahelyén, szerszamaival vagy gépé-
vel egyiitt értends. A csaldd akkor lesz tarsadalmi-gazdaségi rendszer, ha azt
mint hdztartdst t(\kmtjul\‘ azaz ha fogyaszt és Gjratermeli egyes tagjai munka-
erejét, vagy a jovo dolgozoit, gyerekeket nevel.

A térsadalmi- gazdasigi re ndszerre nmgddhato egy modell, amelyben a rend-
szer «lI(L})\(‘t() kibernetikai osszefiiggéseit és a kornyezethez valé viszonyat
irjuk le, erdsen leegyszertsitett formaban. Kzt a modellt a tdrsadalmi-q Jr,u.da«saﬂ
rendszer kibernetikai alapmodelljénel nevezzitk. Kz a Greniewski-féle |, Infor-
mativ-fizikai standardhdl6” [2] kibdvitése. Kz egy kibernetikai rendszer
(amelynek struktarajat az 1. dbran mutattuk be), ahol az irdanyitdészerv « infor-
maciokat I"L]) a kornyezettdl, illetve ad 4t annak, a kivitelezd szerv b pedig egy
inputtal és egy outputtal van a kornyezettel fizikailag oswekapcsolv&

A Greniewski-féle rendszert, amely épplgy lehet énvezérlésii gép, mint egy
Sl6 szervezet vagy tarsadalmi szervezet, kibdvitjiik oly médon, hogy figye-
lembe vessziik a tarsadalmi-gazdasigi rendszer elsd tulajd()nq(wwt a rendszer
embercket foglal magdba. Egy onvezérlési gép vezérls berendezésének bein-
ditisa kevésbé bonyolult feladat, mint egy embert helyes cselekvésre Gszto-
nozni. A vezérls berendezés — j6 konstrukeiét és az elére nem lathaté zavarok-
hol addodé hibdkat is feltételezve helyesen viszi véghez a konstruktér altal
tervezett funkeciokat. Az azonban, hogy egy ember helyesen ,.funkcional”-e
nemesak képesséoeitsl, hanem akaratatol is fiige. Kzért ra megfeleld osztonzé
intézkedésck segitségével hatast kell gyakorolni, hogy igy az embvrbol vagy
altalanosabban egy  tarsadalmi-g L/(Llsdgl rendszerhdl lwlvosen funkcionald
rendszert csindljunk. Ezeket az osszefiiggéseket elgszor Gerhardt elemezte
kibernetikailag ¢és haszndlta fel effektiv osztinzési rendszerek kidolgozasanal
[6]. Gerhardt szerint a tarsadalmi-gazdasdgi rendszerck vagy® azok bizonyos
részrendszerei  potencidlisan ultra- vagy multistabil rendszerek; azonban
csak Osztonzés kovetkeztében vilnak ténylegesen ultra- vagy multistabills.
Ha ezeket a gondolatokat lehetdleg egyszeri médon figyelembe akarjuk venni,
akkor az aktiv elemet két elemre kell bontani, ezek koziil az egyik - ezt ismét
a-val jeloljiik a vezérlési vagy irdnyitdsi funkeiokat gyakorolja, mig a ma-
sik, ¢, a motivicio funkeidjit veszi at. I(rv adodik a tars Lda.lt)mgnzduseigi rend-
szer kibernetikai alapmodellje, ezt a mdsodik dbrdn mutatjuk be, ahol @ az
irdnyitérendszer, b a kivitelezd szerv, e pedig a motivicids centrumot jelenti.
A b-t kivitelezG szervnek és nem termeld szervnek nevezziik, mivel b termdéke
informdcié is lehet. A motivdcids centrumra 6sztonzG hat, amely lehet fizikai
vagy informativ (anyagi vagy eszmei osztinzés). A tarsadalmi- (rwddsaﬂl rend-
szer hirom szervbél a, b és ¢ tevidik dssze, és S-sel jeloljiik. Az a, b és ¢ harom
kiilondllé blokkba tiérténd rajzolisa nem azt jelenti, hogy ezek a valdsiaghan
helyileg elkiiloniilnek. Igy pl. ¢ igen gyakran a-val, néha b-vel van egyesitve.
Itt arrdl van sz6, hogy S-ben a lmmm “fogalmilag kiilonbozé funkei6: motivé-
ci6, irdnyitas és kivitelezés jol felismerhetd legyen. Ahhoz, hogy az S rendszer
helyesen funkciondljon, sziikséges, hogy visszacsatolast létesitsiink az ered-
mény és a motivicids centrum kozott. Kz az mbs aktiv elemen keresztiil tor-
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ténik, amely nem az S rendszerhez, hanem annak kiornyezetéhez tartozik.
Ennck feladata a mérés, drtékelés és Osztonzés. S eredményét az mbs aktiv
clembe beadott eldirt értékkel torténG dsszehasonlitis alapjan megmérjiik
(értékeljiik), és dtvaltjuk valamilyen megfelelGtosztonzire, amely a legtigabb
értelemben kapesolatban van S jutalmazisiaval vagy megbiintetésével. Mivel
az S rendszer az [«, @] onosszekapesolas révén tapasztalatokat tarolhat, meg-
van az a képessége, hogy magatartasat idGvel gy alakitsa, hogy jutalmat
kapjon és a biintetést elkeriilje.

Jo6 eredményt csak kiillonbozd tényezok egyiittes hatisa révén érhetiink el.
Ezek koziil els6dlegesek az S rendszer tulajdonsiagai, éspedig az, hogy legyen
irdanyithato, (ez a legegyszer(ibb esct), esetleg tanuld vagy Gnszervezs. Tovabba
az eredményt helyesen és megfeleld pontossiggal kell mérniink, végiil pedig az
értékelésnek és Gsztonzésnek arra kell irdanyulnia, hogy az S rendszer képes-
ségeit optimélisan hasznilja ki a kivint eredmény elérése érdekében.

Az mbs aktiv elem maga is legyen tarsadalmi-gazdasagi rendszer, vagy tar-
tozzon egy ilven rendszerhez. Kzt a rendszert Sy-el jeloljitk. A kibernetikai
alapmodell kiilonbozG lehetséges szitudcickat olel fel. S, lehet S-nek foléren-
delt rendszer, azaz gyvakorolhatja az S folotti ivdnyitisi funkeidkat, azonban
S is lehet az irdnyité és S, az irdanyitott rendszer. KKbben az esetben példaul
azt mutatjuk be, hogy hogyan van az S irdnyité tevékenysége az alulrdl jovo
tudatos vagy nem tudatos kritikdnak alivetve. S és 8, lehetnek kooperiald
vagy konkurdlé rendszerck, S azonban minden esetben az S-t6l szdrmazé
osztonzoben, S, pedig S termelésében érdekelt.

Az S és 8, rendszereknek az alapmodellben leirt egyiittmiikodése legtobb
esethen hidnyossigot mutat, amely mindkét rendszerre karosan hat ki. Az
eredményeknek a motivdcios centrumhoz torténé visszacsatoldsa csak akkor
kiovetkezik be, amikor az eredmény méar rendelkezdsre dll. Az eredmény javi-
tasa és az ebbdl eredd jutalmazds az adott kériilmények kozott igen hosz-
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sz id6t vesz igénybe. Az ebbdl adddé tétlenség mindkét rendszer altal esok-
kenthetd. fgv pl. 8, kiértékelheti az a-bol kiindulé informativ outputot,
amelyben az S lend‘szer tervezett eredményét ismerteti. S; ehhez egy pot-
l6lagos aktiv elemet mbs’ hasznal fel, amelyen keresztiil informativ mabdon
Osztonzi S-et, dgvhogy az, {géret formajiban a tervezett eredménynek meg-
felels jutalmat kap. Mind az S-nek, mind az S,-nek elényos, ha elére latja
a masik rendszer magatartisat. K célbdl pl. S sajat tapasztalatai alapjan ké-
pezi magdnak az mbs aktiv elem egy bels6 elemét. A belsé modellen keresztiili
osztonzés gyorsabban hat, és hatékony marad, ha a vért jutalmazds nem marad
el. Az mbs belsé modelljét kiilonb6z6 modokon kozothetjiik is az S rendszerrel
(képzés, oktatds, utasitds, stb). S-nek azonkiviil érdekeltnek kell lennie abban,
hogy lehetSleg pontos ismeretekkel rendelkezzék a b kivitelez$ szerv atviteli
tulajdonsigaira vonatkozoan.[6] alatt joly('tt miivében Gerhardt felvizolta az
anyagi Osztinz6 rendszerck egy j alapelvét, amely ebben az sszefiiggésben
érdekes lehet. Befejezésiil ezzel az alapelvvel akar unk még roviden foglalkozni.

Feltessziik, hogy S, az S eredményét egy a mutatészammal eltohch, és
hogy az oszténzés a p(x) prémiummal torténik, amely altalaban @ monoton
novekvd fiiggvénye. A hagyomdanyos Osztonzési modszer szerint a p(x) fiigg-
vény mdég egy paramétertdl fiigg. egy norma szerinti vagy tervezett eredmény-
t6l a,, amelyet dltaldban az S kiozremiikodésével hatiroznak meg. Ilyen ko-
rillmények kizott S-nek nem érdeke, hogy magas -t ajanljon fel, mivel cz-
altal a tervtalteljesités nehezebhé vilik és a magas prémium elérésének kild-
tdsai esokkennek. Igy olyan tervjavaslat sziiletik, amelyik nem felel meg S
tényleges teljesitéképességének.

A Gerhardt-féle elv lényege, hogy az S, az S rendszernck tébb p(x) prémium-
fiigevény varidciot javasol, jelleggorbe-sereg formdjaban, amelyek koziil
kivalaszthatja a szaimdra legelénydsebbnek latszot. Ilyen gorbesereget abrazol
a 3. Abra. Melyik prémium varidnst fogja itt S vilasztani? Tegyiik fel, hogy S
a & eredmény elérésére szamithat. Ekkor azt a p (z) jelleggorbét fogja vélasz-

tani, amelyre p,(&) maximalis, vagyis ha pl. & a, és a kozott van, akkor a

po(x) jelleggorbét. A jelleggorbe kivilasztisa ¢ lt al S, is megtudja az S altal
o Pn (x)

Pa (x)
Py (x)

Py (%)
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vart eredményt. S szimdara tovibbra mar nem jelent el6nyt valdsigos telje-
sitGképességének leplezése, mivel a p,(x) utdani premizilds kisebb prémiumot
jelentene. A py(x) valasztdsa, ami pedig a teljesitGképesség tulértékelését je-
lentené, szintén veszteséggel jarna. I(rv tehat S érdekelve van abban, hogy
sajat teljesitdképességét pontosan becsiilje meg. A javasolt dsztonzési eljards
tehat tudomanyos mddszerck felhasznilisira 6sztonoz, az S irdnyitéd szervén
(a) keresztiil, hogy lehetGleg pontos ismereteket nyerjiink o magatartdsara
vonatkozéan. Az S-en beliili vita, a helyes premizildsi jellecgirbe kivélaszta-
sar6l megkoveteli ezenkiviil vald,mcnnyl tarsadalmi-gazdasigi részrendszer
érdekeltségét, hogy jo munkival és egyiittmiikoddssel elérjék a kitlizott célt.

( Beérkezett: 1969. 1. 10.)
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THE CYBERNETIC SYSTEM I'TS CONCEPT AND APPLICATION IN ECONOMIC
THEORY

The author attempts to build up an exact definition of the eybernetic system, to enable
the investigation of the most general characteristics of the socio-cconomic systems with
the aid of formal models.

In approaching the problem, the tools of the theory of sets are employed. The basic
concept is the | system” consisting of the set of clements and of the aggregate of certain
relations over them, the _structure” of the system.

Employing the concepts of homomorphism and isomorphism, it will be possible to
establish the relationship between the real systems and their formal models, and abstrac-
tion itsell will become interpretable. The environment concept serves to provide a basis
for the connection between the modelled system and the outside world. Definitions are
given for operations over systems such as union, intersectionand partition. All this facili-
tates the precise definition of the concept of aggregation, which is so highly important
in the case of socio-cconomic systems.

In the deseription of living and functioning systems, the concept of the |,active cle-
ment” plays a fundamental part. The cybernetic systems are built up of active elements.
The author distinguishes between the general concept of the eybernetic system on the
one hand and the concept of the socio-economic system on the other, defining the latter
as one of which [ man” constitutes an indispensable element.

Nince the socio-economic systems necessarily include human activities, great care
must be taken of the proper funetioning of the ,Jhuman elements” in such systems. As a
matter of fact, the functioning of the [human element” depends not only on what the
element is capable of but also on what it wants. It is this fact that lends great importance
to incentive in the socio-cconomic systems. In the concluding seetion of the article, the
author deals with the basie principles of a systein of matervial incentives worked out by
G, Gerhardt.
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SIMON ANDRAS

A nemzetkézi gazdasagi egyiittmikodés
optimalizilasanak problémai

A szocialista orsziagokban a gazdasigi fejlGdés Gn. intenziv szakaszaba

lépve —— amelyben a termelés novelése elsGsorban méar nem djabb erdforrasok
(f6leg munkaerd) termeléshe allitasaval torténik mind a kozgazdasigi el-

méletben, mind a gyakorlatban cgyre inkdbb elGtérbe keriilnek az eréforrdsok
leghatékonyabb felhasznildsdaval, a termelés optimélis allokacidjaval kapesola-
tos gazdasigi problémik.

Az ilyen gyakorlati problémak megolddsit vagyis optimalis termelési
szerkezet kialakitdsat szolgdlja egyrészt a gazdasigi dontéseknek egyre

inkabb optimumszimitisokkal valo megalapozisa, misrészt a gazdasdigi mecha-
nizmus tobb orszighan viéghemend reformja.

Mind a gyakorlathan megvaldsul optimumszamitasoknalk, mind a gyakor-
lati mechanizmusreformoknak dltaliban jellemzdGjiik, hogy a kiilkereskedelmi
lehetGséeeket adottsiagnak tekintik. Bar talilunk példiat egyes részteriileteken
a termelés nemzetkozi szint(i koordindldsara, és ezek az esetek nagy jelentdsé-
gliek az egyiittmiikiodés szempontjibol, de a népgazdasig egészéhez viszonyitva
cazdasigi hatdsuk még igen esekély. Megallapithatjuk azt is, hogy bar a szo-
cialista orszdgok egymis kizti kereskedelmének mechanizmusa az elmult 25
évben sok valtozdson ment at, ezeknek a gazdasigi kapesolatoknak a formai
altaldban kevésbé rugalmasak és lassabban viltoznak, mint az orszdigokon
beliili gazdasdgi kapesolatok formdi.

A nemzetkozi gazdasigi egyiittmiikodésben rejld elonyok kihasznalisanak
ez az elmaradisa a termelés néprazdasigi szint(i optimalizalisahoz képest tobb
okbdl fakad:

az egves orszigok szervezeti, jogi és gazdasagi elkiiloniiltsége (kiilonbozb
valutak, a gazdasigi szabdlyozok rendszerének kiilonhozdsége sth.) meg-
neheziti az informaciok dramlisat egvik orszighdl a masikba, a gazda-

sagi egységek a kiilonbozd orszagok vallalatai, valamint a vallalatok
és fogyasztok kozvetlen kapesolatinak kialakitdsit, a termékek és ¢

pénz orsziagok kozotti mozgdasat.

A nemzetkizi gazdasigi kapesolatokat szuverén dllamok létesitik, igy
egvik résztvevd sem kényszerithetd valamilyen hatékonysigi szempont-
bol kivanatos barmilyen termelésre vagy kereskedelemre vonatkozd
LkiviileGl jott” hatdrozat végrehajtisira.

A nemzetkozi gazdasigi egyiittm{ikiddés, mivel annak résztvevdi szuve-
rén dllamok, a hatékonysiagnak és az abbdl szirmazé elényok elosztasi-
nak olyan problémdit veti fel, melyek jelentdsége orszagon beliili vi-
szonylatban lényegesen kisebb: Az egyiittmiikodéshen résztvevs orszi-
gok mindegyike mds célokat kivet (masok a gazdasigpolitikai céljaik,
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fogyasztasi strukturdik sth.), ha valamilyen kozos optimumra toreksziink,
ezeket a kiillonboz6 célokat ossze kell hasonlitani. Kérdés, hogy milyen
elvek szerint és mddszerrel torténjen az Osszehasonlitds: mi legyen az a
kozos kritérium, amely szerint valamilyen specializaciét gazdasigosnak
tekinthetiink? Kapesolddik a kérdéshez az a probléma, hogy milyen
elvek szerint torténjen az egviittmiikodéshdl szarmazd elényok elosz-
tdsa és mi biztositja, hogyv egy adott elosztdsi rendszert a résztvevd or-
szigok mindegyike elfogadjon. Kz az elosztds milyen formaban valésuljon
meg — egyszeriien a kiilkereskedelmi arakon keresztiil vagy jovedelmek
Atutaldsa Gtjan, esetleg kamatok, jutalékok mint a kozos beruhdzasok
nyereségébdl valé részesedés forméjaban?

Cikkiink célja egyrészt az, hogy 2 orszdg 2 termékes modell svgitségCVLl
néhany felvetett kérdést pontosan mv(rf()g.le.L//()n néhany fogalmat tisztaz-
zZon, m(tsrcszt, hogy a kérdések egy részére bizonyos feltételek teljesiilése
esetén vilaszt «ld_]()]l.

A modell leirasa B

Tekintsiink két orszagot, 1. és 11 orszigot. Tételezziik fel, hogy mindkét orszag
két termdket, 1-t és 2-t termel. Mindkét orszignak harom-harom eréforras all
rendelkezésére a termeléshez: »], i, i, illetve rl”. ral, ril. 1. orszdgban 1 ter-
melését az (), @y, ay,) és 2 termelését az (a,, @,, a;,) vektorokkal jellemezhet-
jiik, 11. orszdghban 1 termelését a (b, by, by,) és 2 termelését a (by, bys b,,) vek-
torokkal jellemezhetjiik. Kz annyit jelent, hogy példaul egységnyi 1 elGallitdasa
az L. orszaghan a,; mennyviséget igényel az r, eréforrashol, @,,-et az r, erdforras-
hél, (1“—0t az 7, eriforrashol. A tub]u ve I\t(n' jelentése lmsonln

1 és 2 termelésének mennyiségét az 1. orszighan amit 2] és al-vel ]olol-
tiink és 1 és 2 termelését a I1. orszaghan (x)' és al') a rondtll\(m,sr, 4116 erd-
forrdsok korlitozzik: a felhasznilt erGforrdasok egvik orszdgban sem haladhat-
jak meg a rendelkezésre 4ll6 mennyiséget. A fenti kivetelményeket a kovet-
kezd egyenlGtlenségek fejezik ki:

a2l + apelt <rl byxi! -
Aoy + Gty < 14 by 21

; . oo A ! o ¢l
Ay y + Ggsy < 73 byty' + byy! <73

A termelés nem lehet negativ:

gl o0 w0, S0 2t 50

Azon (x}, 1) és (r{', a3l) vektorok halmazat, melyek kielégitik a fenti egyen-
I6tlenségeket, 1. és 2. dhrankon vonalazdssal ]c]()ltuk.

Abrazoljuk a két orszdg egyiittes termelési lehetGségeit a 3. dbran. Az absz-

cissza mentén dbrazoljuk a két orsziag dltal Osszesen termelhet§ 1 termdéket

(x} 4+ aj' = ;) az ordindta mentén az Osszes termelhetd 2 terméket (x) 4

Feltételezziik, hogy mindkét orszag sajat fogvasztdsinak maximumdra
torekszik az 1 és 2 termékbdl. Tételezziik fel, hogy ez a torekvés », és x, vala-
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1. dbra
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2. abra
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X
3. dbra

milyen ¢, és ¢, sulyokkal vett maximalizalasaban nwl\anul meg és ezek a su-

l\nl\ msz(wonl\( nt kiilonbozdek. 1. orszag tehat (1::, “+ ¢ ,.'. futr;_,vonv, I1. or-

szag clla, + ellw, fiiggvény maximumdra torekszik. Mivel a maxunaluala%

eredményét esak a stlyok ardnya befolydsolja, a fiiggvények helyett pxy + 23,

; o [ > 5
illetve way' + -t is irhatunk, ahol g = —1 és v = — . Nevezziik ezeket
& 0

fiigevényecket i'();g‘\':wyt'hi fiiggvénynek vagy célfiiggvénynek.

A célfiiggvényre és a termelési tec lmolntrmr.l tett feltevéseink lehetGvé teszik,
hogy a fogyasztis maximalizdlisa problémdinak megfogalmazisinal a tovab-
biakban a linedris programozis elmdletére tiam: wzkodjunk. A linedris progra-
mozas alapvets ismeretét feltételezziik.

Ha nincsen kiilkereskedelem, az 1., illetve I1. orszdg terme 1('nsi lehetGségel
halmazin az A, illetve a B pont koordinatdi mutatjik (], és l,“‘ illetve r]'(',
és adl) a termelés és egyben a fogyasztds maximumit a pa, 4 x,, illetve
vy a, célfiiggvény esetén. A és B pontot két linedris programozasi feladat
megoldasaként kaptuk, ahol pa, + a,, illetve va, 4 x, célfiiggvényeket maxi-
malizaltuk az 1. és 11, orsziagok termelési lehetdséeei halmazan. 1. orszag cél-
fiigevény-értéke ekkor y-nal, 11. orszigé pedig z-vel egyvenld.
és B pontok osszege a 3. dbrdin az AB pont. Mint latjuk, az AB pont a két
orszag egyiittes termelési lehetdségei halmazdinak belsé pontja tehat bar-
melyik termék dssztermelése novelhetd lenne anélkiil, hogy a masik termelését
esokkenteni kellene. Azokat a termelési programokat, melveknél egvik ter-
mék termelése sem novelhetd anélkiil, hogy a masikét csokkenteni kellene, a
tovabbiakban hatékony vagy efficiens programoknak nevezziik. Az efficiens
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programoknak megfelel pontok 3. dbrankon a halmaz hatarpontjai koziil
a vastagitott vonallal jeloltek.

Megéllapithatjuk, hogy ha mindkét orszig sajit célfiiggvényét maximali-
zalja, a két kiillonbozd célfiiggvénnyel végzett maximalizdlis eredményének
bsszegezése nem vezet hatékony programhoz as két orszig egyiittes termeldsi
lehetGségei halmazan.

Miel6tt taglalndnk a kiilkereskedelem hatdsat a két orszdg gazdasdgdra,
néhény széban kitériink arra, hogy alkalmazott feltételezéseink mennyire
sziikitik le azt a teriiletet, melyre vonatkozéan még jogosan vonhatunk le
altaldnos kovetkeztetéseket.

Feltételezésiink szerint a termelési tevékenységek fajlagosai fiiggetlenck a
termelés volumenétsl. Ebbdl kivetkezGen megillapitisaink csak olyan terii-
letre érvényesek, ahol a nagyobb termelési volumen nem eredményezi a faj-
lagos termelési koltségek csokkendsét. Ismeretes, hogy kiillonosen az olyan
kis orsziagok esetében, mint Magyarorszig, éppen azokban a termeldsi dgaza-
tokban van nagy jelentésége a nemzetkozi munkamegosztisnak, melyekben a
termelési volumen novekedése, a nagyobb gyartdsi széridk a fajlagos koltsé-
gek csokkenését eredményezik. Ebben az esethen az optimum megkozelité-
sére mas modszerekre van szitkség. Ha azonban feltételezziik, hogy az emlitett
dcazatokban mar valamilyen mds médszerrel eldontottitk, hogy melyik orszig
mire specializilodjék és az dgazatokban méar Iétrejott az iizemek optimdlis
nagysdga, akkor djra csak a modellimkbdl levonhatd elveket haszndalhatjuk
fel a termelési volumen meghatarozasdira és a jovedelmek elosztasdra.

Modelliink statikus olyan értelemben, hogy nem foglalkozik a kiilonbozé
idGszakok termelési és kereskedelmi struktiraja kozti osszefiiggésekkel. Kz
természetesen nem jelenti azt, hogy kovetkeztetéseink nem érvényesek, ha
idsbeli lefolydsaban kiillonbozé tevékenységek kozott kell donteni. Modelliink
alapjian példdul vilaszt tudunk adni arra is, hogy két orszig koziil melyikben
milyen fejlesztési elképzeléseket valdsitsunk meg. A modellben ugyanis, bir
explicite nem szerepel az idd, elvileg nines akaddlya, hogy két kiilonhozs
idGpontban rendelkezésre 4116, egyébként azonos terméket két kiilonbozd ter-
méknek tekintsiink és ezdltal idGbeli lefolydsaban kilonhozié egyébként azonos
tevékenységek kozott dontsiink.

Hasonléan, bar a szallitdsi koltségektdl eltekintiink a modellben, azok fi-
gyelembevétele csak a termékek és tevékenységek szamat novelné, kovetkez-
tetéseink lényegét nem érintend.

A kiilkereskedelembdl szarmazoé elényik

A tovabbiakban nézziitk meg, hogy az egyes orszigok fogyasztisinak milyen
novelését teszi lehetové a kiilkereskedelem.

Abrizoljuk a két orszig termelési lehetéséeeinek halmazdit egy koordindta-
rendszer 1., illetve 3. negyedében, a 4. dbra szerinti médon.

A 2. és 4. negyedben dbrizoljuk a kiilkereskedelemben elGforduld Gsszes
lehetséges termékesere-kombindciokat. Figyelembe véve, hogy az egyik orszig
sxportja mindig megegyezik a masik orsziag importjaval, kétféle irdnya lehet
a forgalom: _

a) 1. orszig x, terméket exportal o, termékért eserébe — ebben az eset-
ben a kiilkereskedelembe keril6 mennyiségeket a 2. negyed pontjaival dbrd-
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zoljuk: az abszcissza 1. orszdg exportjat (1I. orszag importjat), az ordindta
pedig L. orszag importjat (I1. orszag exportjit) jeloli.

b) L. orszag x, terméket exportdl a; termékért cserébe — ebben az esetben
a kiilkereskedelembe keriil6 mennyiségeket a 4. negyed pontjaival dbrazoljuk:
az ordindta 1. orszdg exportjat (I1. orszdag importjat), az abszcissza pedig
L. orszig importjat (I1. orszdg exportjat) jeloli.

A lehetséges termékesere-kombinacickat abrazolé pontokat a 4. dbra be-
vonalazott tartomdanyai adjik. A tartomdnyokat minden oldalrél a meg-
felelé terméket exportald orszag termelési lehetdségei hatarozzak meg.

Nézzitk meg egvelore, hogy a kiilonbozG termékesere-kombindcidok milyen
célfiiggvény-értéket biztositanak az egves orszdgok szaméra. A 4. negyvedben
abrazolt cserelehetdségekkel nem foglalkozunk. Késébb latni fogjuk ugyanis,
hogy ha I. orsziag x, terméket expor tal a, termékért cserébe, nem taldalunk
()l\an esetet, hogy mindkét orszdg nagvobh eélfiiggvény - értéket ér jen el, mint
a kiilkereskedelem nélkiili helyzethen ekkor tehdt az orszagok «LL()k]‘v a
termékekre specializalodnak, melvek termelésében komparativ hatranyuk van

Forditsuk ezért figvelmiinket a koordindta-rendszer 2. negvedében dbra-
zolhatd eserelehetGségekre. A termékeserckombindciokat dbrazold tartomany
pontjait rendezni fogjuk aszerint, hogy az egves pontoknak megfelel6 cserék
maximdlisan (tehat feltételezve, hogy a résztvevd orszdgok mindig optimalisan
dontenek) mekkora célfiiggvény-értéket biztositanak a résztvevd orszagok
szamara.

] %2

&, Y
4. dbra

2 Szigma
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A kiilonféle termék-kombinacicknak a kereskedelemben résztvevdk cél-
fliggvény-értéke szerinti rendezése az Gn. joléti kozgazdasigi irodalomban
eléggé gyakori akar egyes fogyasztok, akdr kereskedd orszagok a résztvevek.
Itt a szerkesztés technikdjinak kialakitasanal '\"IE\DE (3) mivében alkalma-
zott médszert kovettiik. A kiillonbség csupdan annyi, hogy MEADE nemlinedris
termelési halmazokat és célfiiggvényt feltételezett modelliink linedris feltevé-
seivel szemben. ;

ElGszor 1. orszig célfiiggvénye szerint rendezziik a tartomany pontjait. Ab-
razoljuk 5. abr: ml\(m I. orszag termelési lehetGségeit az AOB halmazzal. Ha-
tarozzuk meg, hogy melyek azok a pontok, melyeknek megfelels kiilkereske-
delem ugyanolyan ('élf[i;_r;_rv('\nv értéket tesz lehetGvé, mint a kiilkereskedelem
nélkiili helyzet. Az orszag fogvasztasi céljait kifejezd figgvény a px, + 2,
fiiggvény, ha nincs kiilkereskedelem, a € pontban éri el maximdlis értékét,
y,-t. L. orszig fogyasztasi struktardjit ekkor a € pont koordindtii mutatjik.
Toljuk el az AOB halmazt dészaknyugati i"'mylmn a ux, + x, =y, egyenes
mentén gy, hogy az AO és a BO szakasz parhuzamos maradjon a koordindta-
tengelye kkel, egészen addig, amig a € pont a €, pontha megy at. Kkkor a C,C
gzakasz bar nwlyll\ pontja mutatja a fogyasztis szerkezetét, az egyenls értéki
a € pontnak megfelels célfiiggvény-értékkel. A fogyasztis és a termelés kii-
lonbségét, a C,C szakasz pontjai és a € pont koordinidtdainak kiilonbségét, tehat
a kiilkereskedelmet az eltolassal szarmaztatott aj halmazok O pontjai mutatjik
(HO szakasz). Nemesak a fogyasztis viltoztatdsaval johetnek létre azonban
azonos vy, célfiiggvény-értéket biztosité kiilonbhozs  kiilkereskedelmi  esere-
kombindciok. Ha a fogyasztast G, mutatja (1. orszig esak a, terméket fogyaszt),

Ax;

5. abra
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az orszdg pedig a € pontnak megfeleld termeléshez képest tébb torméket és
kevesebh x, terméket dllit el§ és a termelds és fogyvasztas kiilonbsége ajre
kiilkereskedelembe keriil, i, célfiiggvényértékét biztosité tovabbi l\ulkcrcslxc-
delmi eserekombindcidkat k:l.pun]\.

Ha az AOB halmazt tovdbb eltolom a €, pont mentén az el6bbi médon, az
uj halmazok O pontjai mutatjik az ilven mddon kiilkereskedelembe keriild
termdékek mennyiségét. Ha példiul a fogvasztds € szerinti, a termelés a D
pontnak megfelels, a két pont koordindtdinak I\u]onl)so(re mely x, termék
esetében pozitiv, a, termék, esetében negativ — éppen a P pont koordinataival
egyvezik meg. Nevezziik azoknak a p(mtnlmu' Osszességét, melyeknek meg-
felels kiilkereskedelem y, célfiiggvény-értéket tesz lehetévé, b, girbének.

Az elébbi moédszernek megfelelGen a kiilkereskedelmi  eserekombindeiok
egész tartomanyat rendezni tm]juk aszerint, hogy az egyes k()mlmmcmk I.
orszagnak maximalisan mekkora cé fiigevény- _értéket biztositanak. 4. abran-
kon példaul a £, gorbéhez az y, fogvasztisi é bk, hy gorbéher az y, fo;:yzhsxh’lﬂi
érték tartozik.

Hasonldéan hatirozzuk meg 11, orszde £ corbéit is. 4. Abrankon a A' gorbéhez

fogyasztasi érték, 7* gorbéhez az y* fogvasztisi érték, a 77 gorbéhez a 11
orszag y* fogvasztisi értédke tartozik.

Huzzuk meg a P pontban a A gorbének egy érintGjét, majd a D pontban az
AOB halmaznak egy ezzel parhuzamos ¢rintdjét. A 4 gorbéket Ggy szdrmaz-
tattuk, hogy mindig van ilven parhuzamos érinto. Ismeretes a linedris ])l()(fl'l-
mozis clméletéhdl, hogy barme I\ efficiens pont elGallithato egy linedris progra
mozisi feladat npimmlb megoldisaként, ahol a célfiiggvény koefficiensei a
pont érinté egyenesének koefficienseivel egveznek meg. A h gorbe érintéi tehat
mindig megmutatjik, hogy ahhoz, hogy az érintési pont koordinatiinak meg-
felelt kiilkereskedelem [étrejojjon, az illetd orszig milyen célfiiggvény szerint
maximalizalja termelését.

Az 1. és 1. orsziag h gorbéi a 4. 4brdn a vastagon huzott vonal pontjaiban
érintik egyvmdst. Minden olvan ponthdl, mely a két orszig h gorbéjének nem
érintési pontja, az egvik orsziag o gorbéje mentén mindig olyan pontba jut-
hatunk, mely az cgvik orszig szimara ugyvanakkora célfiiggvény értéket, a
masik orszig szamara pedig nagyvobb célfiigevény értéket biztosit, mint az
eredeti pont. A /i gorbék érintési pontjaibol barmelyik irdnyba haladunk, az
eayik orszig esak gy tudja célfiigevény -értékét névelni, ha egyittal a mésik
orszigé esokken. Az olvan helyzetet, melyben egyik orszag sem tudja fogyasz-
tasdat Ggy novelni, hogy a mdsik orszdg 1'()g\"1\/t(x viltozatlan maradjon,
Pareto-optimélis helyzetnek nevezziik. Azokat az export-import termékkom-
bindciokat, melyek a Pareto-optimalis helyzetet jellemzik, Pareto-optimalis
kiilkereskedelemnek nevezziik. 4. idbrankontehat a vastagon hitzott vonal pont-
jainak koordindtdi Pareto-optimalis kiilkereskedelmi szerkezetet mutatnak.t

Ha a kiilkereskedelmet dbrdzolé pont a Pareto-optimdlis vonal alatt van,
az orszigok kereskedelmi forgalma tal alacsony, |.elégtelen’™ a forgalom
novelésével mindkét orszag novelhetné célfiiggvény értékét.

Ha a kiilkereskedelmet abrazolé pont a Pareto-optimdlis vonal felett van
az orszagok | tulzott mértékben” kereskednek mindkét orszag novelhetn
célfiigevénye értékét a forgalom csokkentésével.

" A Pareto-optimdlis  kiilkereskedelmi pontok halmaza nem mds, mint az ismert
Edgeworth-féle szevzédési gorbe [3.] Tsmerteti [1.] 385388, old.

DA
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Ha a kiilkereskedelmet dbrazolé pont a l’zm to-optimalis vonalon helyez-
kedik el, barmelyik orszdg csak a masik rovasara tudja célfiiggvény- értékét
novelni.

A kiilkereskedelembdl szarmazé elonyok elosziasanak hatasa
a nemzetkizi kereskedelem hatékonysagar:

Nézziitk meg a tovabbiakban, hogy kiilonféle feltevéscket vezetve be a nem-
zetkozi kereskedelem mechanizmusiara vonatkozéan, hogyan alakul az egves
orszagok részesedése a kiilkereskedelem elényeibdl és kiilonftéle kiilkereske-
delmi ardnyok milven drak és kereskedelmi  volumen  mellett  alakul-
nak ki.

Tekintsiik elGszor azt az esetet, amikor az egyes orszigok kiilkereskedelme
kozpontilag hozott dontéseken alapul: dllamkozi megdallapodiasok formajaban
termékenként rogzitik a cserére keriilG mennyiségeket nemesak az arban
eoveznek meg, hanem kotelezGen elGirjak az exportilandd és importilando
termdékek mennyiségdét is. Modelliinkhen a eserére keriil mennyiségeket 4. ab-
rankon a koordindta-rendszer 2. negyeddében levo pontok koordindtaival abra-
zolhatjuk. Ha feltételezziik, hogy a kiilkereskedelmi megallapodisban a kiil-
kereskedelmi mérleg egyvenlege O, akkor a pontok koordindtiinak (az export
és az import mennyiségének) ardnyai egyben a termékek drardanyait is mutat-
jak. Ha az egvenleg O-tol eltér, az export ¢s import mennyiségének ardnya nem
felel meg az drardanyoknak, mert az export (vagy import) egy része a kiviteli
(vagy behozatali) tobblet fedezésére szolgl.

A kiilkereskedelem mechanizmusira tett feltevéscink mellett a kiilkereske-
delmi alku eredmdénye barmelyik pontnak megfelels eserekombindceid lehet a

abra bevonalazott tartomanydn beliil. Hogy egy cserekombindcid koziil
melyik lesz az, amelyik egy megdllapodis eredményeként Iétrejon, arrol igen
keveset mondhatunk. A 7, és 4! gorbék kozotti tartomianyon (kétszeresen he-
vonalazva) kiviili pontoknak megfeleld forgalmat mint valdszinitlent, kizar-
hatjuk a lehetséges esetek koziil, ezek ugyanis egyik vagy mdsik orszig szi-
mara kisebb célfiiggvény értéket biztositanak, mint a kiilkereskedelem nélkiili
allapot. Valoszintitlen, hogy valamely orszig annyira ne lenne birtokdban a
termelési lehetGségeire és eéljaira vonatkozd informacioknak, hogy ilyen eset-
ben kiilkereskedelmet folytasson. A 7, és At gorbék kozotti tartomanyt tekintve
azonban valdszin(, hogy nem dllunk tavol az igazsiagtol, ha azt mondjuk, hogy
a gyakorlatban csak véletlenszertien valosulhat meg Pareto optimilis kiilke-
reskedelem. Az egyes orszdagok kiilkereskedelmi politikdjuk meghatdrozasakor
ugyanis sem a szitkséges széles kor( informaciok, sem pedig olyan modszerek
birtokiban nincsenck, melyekkel szimukra optimélis kiilkereskedelmi meg-
egyezésre juthatnanak.

Ha azonban mégis feltételezziik, hogy a partner orszigok valamiképpen min-
dig képesek arra, lmuv ne kossenek olv wn cgyezményeket, melyekben |, tilzott
mértékben” vagy .elégteleniil” kereskednek, a lehetséges kiilkereskedelmi
alkuknak még mindig széles skilija van, melyek abban kiilonboznek egymis-
tol, hogy az egyik orszdignak nagyobb, a masiknak kisebb célfiiggvény-értéket
biztositanak. Hogy végiil valamilyen egyezség 1étrejon, arra biztositék az,
hogy a kiilkereskedelem mm(lkbt fél szAmira ¢ 16ny6s. Arra vonatkozoan azon-
han, hogy melvik orsz’z mekkora elényoket harcol ki a megillapodiasban,

-
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legfeljebb annyit mondhatunk, hogy az a gazdasagi vagy politikai erdviszo-
nyoktol, vagy a kettétdl egyiittesen fiigg.

A nemzetkozi kereskedelem mechanizmusdnak el6bb vidzolt rendszeréhez
sokban hasonlit a szocialista orszagok jelenlegi gyakorlata, mely a kotelezs
kontingensek rendszerén keresztiil szabdlyozza a nemzetkozi kereskedelmet.

Ebben a rendszerben dltaliban az adott drakon az egyes orszdgoknak bizo-
nyos termékekhdl tobbet, mas termékekbdl kevesebbet lenne érdemes expor-
talni vagy importalni, mint a kiilkereskedelmi megéllapoddsokban rogzitett
alku eredménye. Az tgynevezett | kemény™ cikkekbdl az adott drakon dltald-
ban nagyobb, a , puha’ cikkekbdl kisebb az importkereslet, mint az export-
kindlat. A kiilkereskedelem szerkezete és volumene ilven esetben a |, kemény”
és ,,puba’ cikkek kereskedelmének bonyolult dsszekapesoldsa és egymdssal
szembedllitisa révén alakul ki.

Mit nevezhetiink ebben az esetben kélesonosen elényos kiilkereskedelemnek
és mit kolesonosen elényos draknak? Lathattuk, hogy igen széles skdldja van
az olyan kiilkereskedelmi megallapodasoknak, melvek mindkét orszdg szi-
mara eldnyosebbek, mintha nem kereskedtek volna. Kzek a lehetséges meg-
dllapodisok egyes termékekre vonatkozéan olyan drakat is t(ut‘llnnulmtndl
melyek mellett cgy adott orsziag nagvobh ]mud( Imet érne el, ha a tenuel\br)]
csbkkentené vagy megsziintetné exportjat vagy importjit. llyen értelemben
tehit egyves termékek arai lehetnek elénytelenek is egy orszdg szdmdra. Van-
nak példaul olyan kemény cikkek, melyeket ha nem a szocialista piacra, ha-
nem kapitalista orszigokba exportilnink, magasabb drat kapndnk érte. Ha
azonban meggondoljuk. hogy csak ezeknek a kemény cikkeknek az exportja-
val nyilik esetleg mod rd, hogy szamunkra elényos importhoz jussunk, vagy
puha cikkek exportjat biztositsuk, elveszti értelmét az adott cikk adott dron
vald exportjit elénytelennck nevezni.

Ebben a rendszerben az draknak annyiban van szerepiik, hogy az export
és az import osszértékét meghdtirozzak (értdken az drak és a volumen szorzat-
Osszegdt drtve) ds ezialtal a partnerorszdigok kozotti jovedelmet closszdk. Ko-
zombos, hogy ez az Osszérték az egyes termdkek kozitt hogyan oszlik meg.

A kiilkereskedelmi alku ere (Im(-n_\ ességét az egész kiilkereskedelmet cgyiit-
tesen tekintve tudjuk esak értékelni, a termékenkénti draknak ebben az érté-
kelésben tehat dnmagukban semmi szerepiik nines és ennek megfelelGen egy
termcék dra semmiféle informaciot nem is nyujt arra vonatkozodan, hogy az
illetd terméket érdemes-¢ exportdlni vagy importdlni ez utébbi kérdésre
csak a feljes killkereskedelmi forgalom ismeretében adhatd valasz.

Tételezziik fel a tovabbiakban a nemzetkozi kereskedelem egy olyan mecha-
nizmusit, amelyben a kiilkereskedelmi déntéseket mint a termelésre vonat-
kozo dintéscket is, termelGegvségek, villalatok hozzik. Dontéseik kritériuma
4 maximalis nyerescég.

Kérdds, hogy a villalatok nyereségmaximalizilisa eredményeként létre-
johet-¢ Pareto optimdlis kiilkereskedelem, illetve, hogy milyen kiilkereske-
delmi drak mellett vezet a villalatok nyereségmaximalizdlisa Pareto optimad-
lis kiilkereskedelemhez és ez a Pareto optimum melyik résztvevének milyen
célfiigovény -értéket biztosit.

Ahhoz, hogy a nyereségmaximalizilason alapulé mechanizmus bonyolult
folyamatit leegyszerisitve it tudjnk tekinteni, bizonyos pdrhuzamossigot
dllapitunk meg a linedris programozis és a decentralizalt, nyereséget maxima-
lizalo dontéseken alapulé mechanizmus kozott. Ennek felhasznaldsaval von-
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hatunk le ugyanis majd kovetkeztetéseket a linedris programozis mddszerének
segitségével a tényleges kiilkereskedelmi arakra és forgalomra vonatkozdlag.

Ismeretes, hogy minden linedris pm«rrmm)/;isi feladat egy primdl-dudl fel-
adatparbol all, ahol az egyik feladat célfiiggvény-értéket nm\nndh/dlo‘ a ma-
sik pedig koltségeket minimalizalé feladat. Mivel a nyereség maximalizdlisa
nem egvéb, mint a hozam és a koltségek kulonl)scg( nek Irl(b\lll’l:llll(lld%d mond-
hatjuk, hogy minden linedris programozasi feladat nyereséget maximalizdl egy
olyan drrendszerben, ahol a tevékenységek hozamét a u-lfugtrvenv koefficien-
sei, az erGforrdsok arat pedig a feladat dudlis megoldisa szolgaltatja.

Modellilnkben minden tevékenységet egy vektorral je llcmeztunk. Ennek
koefficiensei feltételezésiink szerint fiiggetlenek a termelés volumendétsl. Ha
példaul egy tevékenységet a vektorral j(!lGIiink akkor (4, + 1,)a, vagyis
(4, + 2,) volumeni termelés elGallithaté 4,a 4 Z,a formdban is — a termeld-
egységek nagysiginak tehdt nines szerepe a modellben, kézombis, hogy a
tevokony.smrek tobb kis egység tevékenységének sszegeként jonnek-e Iétre,
vagy egyetlen termelGegységiink van csak.

Ebbél kivetkezGen kizombos, hogy a termelési érték és a koltségek kiilonb-
ségének maximalizdlisat aggregdltan végezziik-e, vagy a gazdasigot felosztjuk
kisebb termelSegységekre, villalatokra. Ha a szamukra adott arrendszer meg-
egyezik a linedris programozisi feladat értékelés-rendszerével és a termelési
(l()]lt(‘h()l((‘t 6k hozzak sajit nyereségiiket maximalizilva, az igy létrejove tevé-
kenységi programok osszege megegyezik az aggregiltan végrehajtott nyereség-
maximalizilas eredményével

Modelliinkben tehat az elmondottak alapjin a mechanizmusra tett fel-
tevésiinkkel dsszhangban feltehetjiik, hogy mindkét orszig egy-egy linedris
programozisi feladatot old meg: adottak szamukra t(‘llll(](hl l('h(‘t()s(‘g(llx,
célfiiggvényiik és a nemzetkozi kereskedelem drai, valamint a kiilkereskedelmi
mérleg egvenlege. Kzek ismeretében hatirozzik meg a szimukra legnagyobhb
hozamot (célfiiggvény-értéket) biztositd termelést, valamint export-, illetve
importmennyiséget. Kz utébbiakat nevezziik exportkindlatnak, illetve import-
keresletnek. Nézziitk meg modelliink segitségével, hogy milyen nemzetkozi
arak mellett lesznek a két orszdag termelési lehetGségei maximdlisan kihasz-
nalva, mikor alakul ki Pareto optimdlis kiilkereskedelem.

Tételezziik fel, hogy a kiilkereskedelmi mérleg egyenlege 0. IKkkor 6. dbrin-
kon azok az export-import kombindciok, melyekben x, és @, ugvanazon «
aranyban cserélédik, ugyanazon ox, + x, =0 egyenesen helyezkednek el.
Ha mas kiilkereskedelmi araranyhoz tartozé export-import kombindciokat
akarunk dbrdzolni, a 0 ponton atmend mas sugarakat kapunk. Kgey adott sugir
pontjai kiillonboznek egymastol abban, hogy attdl fiiggden, hogy melyik 4 gir-
bén helyezkednek el, kiillonbozs célfiiggvény-értck tartozik hozzajuk. leg-
nagvobb célfilggvény-érték ahhoz a ponthoz tartozik, amely az egyvenesnek és
ralamely £ gorbének érintési pontja. A lehetséges 0 ponton atmend dregyene-
sek és 1. orszag A gorbeseregének osszes érintési pontjai adjik azokat az export-
import kombinaciokat, melyeket az kiilonbozo kiilkereskedelmi drakon ¢
kiilkereskedelmi szaldo mellett az adott célfiigevényt maximalizilva felkindl.
Nevezziik ezeket a pontokat, melyek I. orszag egyiittes keresleti és kindlati

* A linedris programozds és a decentralizalt gazdasdgi dontések kapesolatdarol bévebb
ismertetés talilhato a felhaszndlt irodalom [2] sz. 369 — 371, valamint 407 408 oldaldin,
vagy magyar nyelven az [1] sz. 595—596 oldaldn.
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Lorszag cseregorbeje | X2
Lorszag %
cseregorbeje ™ 5

6. dbra

gorbéjét alkotjik, I. orszig cseregorbéjének. Hasonléan meghatirozhatjuk
I1. orszag cseregorbéjét is. 6. abrankon vastagon huztuk a két orszig csere-
gorbéit.?

Ha az « paramdétert, vagyis a kiilkereskedelmi drakat u és v kozott véltoz-
tatjuk, eljutunk egy P ponthoz, ahol a két orszig cseregorbéje metszi egymést,
a két orszag kindlata és kereslete tehat megegyezik. Ha az o paramdéter a
[1; v] intervallumon kiviil esik, az egyik orszig kereslete-kindlata megfordul —
ami eddig exporttermék volt, az importtermék lesz és viszont. [gy mindkét
orszig ugyanazt a terméket kindlja fel exportra — a kereslet nem egyezhet
meg a kindlattal, a cseregorbék nem metszhetik egymast. Abrdnkon ez tgy
nyilvanul meg, hogy az egyik orszig cseregorbéje a koordindta-rendszer 4. ne-
gyedében folytatodik, mig a mdsik orszig kereslete-kindlata tovabbra is a
2. negvedben dbrizolhato.

Mivel a eseregirbék metszéspontjaban a két orsziag b gorbéje érinti egymast,
egyik orszag sem tudja célfiiggvény-értékét novelni anélkiil, hogy ezzel a ma-
sik orszig cdlfiiggvény-értéke ne csokkenne, Pareto optimumhoz jutottunk.

A létrejott  Pareto-optimdlis helyzetet a kovetkezdkkel jellemezhetjiik:
mindkét orszag termelése ugyanazon célfiiggvény maximalizalasa eredménye-
ként jott létre; a kiilkereskedelmi drardny megegyezik ennek a célfiiggvény-
nek koefficiens-ardanyaival.

% A cseregiorbe fogalma Marshalltdl szdrmazik, aki offer curve-nek vagy reciprocal
demand curve-nek nevezte. [4.]



112

A linedris programozds elméletének segitségével levont kivetkeztetést fel-
haszndlva a tényleges kiilkereskedelmi arakra vonatkozéan: decentralizalt
dontések eredményeképpen akkor johet létre Pareto-optimum, ha a nyere-
ségiiket maximalizalé vallalatok mindkét orszagban azonos drakkal talalkoz-
nak és ezek az drak megegyeznek a nemzetkozi kereskedelem draival.

Modelliink szerint egy adott kiilkereskedelmi egyenleghez tartozé csere-
gorbék egv pontban metszik egymist. A kiilkereskedelmi mechanizmusra tett
feltevéseink mellett tehdat csak egyetlen Pareto-optimalis  kiilkereskedelmi
termék-struktira valésulhat meg. A kiilkereskedelmi mérlegegvenleg eziltal
egyértelmiien meghativozza azt is, hogy a Iétrejott Parceto-optimumon beliil
melvik orszig mekkora célfiiggvény-értéket érhet el. Természetesen, ha a kiil-
kereskedelmi mérleg egyenlege nem 0, a kereslet-kinalat egyenstlya mas Pa-
reto-optimdlis pontban jon létre. Ebben az esetben a kiilkereskedelmi drardny
is mas lesz. lev barmelyik Parcto optimilis helyzet elGallithaté a kereslet-
kindlat egvensilydnak eredményeként. Attdl fiiggGen azonban, hogy egy orszig
nagvobb, vagy kisebb célfiiggvény-értéket ér el az adott helyzethen, a kiilkeres-
kedelmi mérleg egvenlege passzivabb vagy kevéshé aktiv, illetve aktivabb
vagy kevésbé passziv lesz.

A eseregorbék metszéspontjinak unicitasa modelliinkben o 6. dbra alapjan
nyilvanvald. Ha azonban modelliink egyszer(isit feltételezdseit (két orszig-
két termék, specidlis célfiiggvény sth.) feloldjuk, az unicitds mar kordntsem
nyilvianvald, sét bizonyos esetekben nem is all fenn. A problémival azonban
itt nem foglalkozunk, mert meghaladnd cikkunk kereteit.

Az eddiviekben belattuk, hogy a nemzetkozi kereskedelem viazolt mecha-
nizmusa mellett abban az esethen és esakis abban az esetben jon 1étre Pareto
optimum, ha egy adott dron a partner-orszigok kereslete-kindlata termdken-
ként megeovezik., Mi torténik akkor, ha a partner-orszigok kereslete nem
egvezik meg a kindlattal ?

itbben az esethen a tényleges kiilkereskedelem mindig a kisebb volumendi
kereskedelemben érdekelt félhez igazodik. Ha a kereslet meghaladja a kind-
latot, a forgalom a kindlat szintjén alakul ki, ha a kindlat nagyobb a kereslet-

nél, a kereslet hatarozza meg o forgalmat — feltételezéseink mellett ugyanis
a vallalatok szabadon donthetnek, hogy mit exportaljanak, vagy importiljo-
nak — igv egvik felet sem lehet kényszeriteni, hogy tobbet exportialjon, vagy

importaljon, mint amennyi szamiara elényos. Ha tehat az egyik orszag kisebh
forcalomban érdekelt, a masik orszig kénytelen kereskedelmében hozzd igazodni.

Ebben az esethen celGfordulhat, hogy bar a kereskedelem nem Pareto opti-
mdlis, az egyik orszag mégis nagyobb célfiiggvény-értéket ér el, mintha ugyan-
azon mérlegegvenlee mellett o kereslet-kindlat egvensalyban lenne. Ha pdl-
daul, mint 6. abrankon, a kiilkereskedelmi mérleg egyvenlege 0 és a kiilkereske-
delmi ar p (pontosan p-nél végtelen kicsivel nagyobb), akkor 1. orszig keres-
lete-kindlata a Q pont szerinti (pontosan Q-tol végteleniil kismértékhben tér el),
11. orszig kereslete-kindlata pedie ennél joval nagyobb (kiviil esik abriankon).
A kiiikereskedelem tehat a Q pontnak megflelelen alakul ki.

A Q pont II. orszagnak nagyobb, 1. orszignak kiscbb célfiiggvény-értéket
biztosit, mint a 0 mérlegegyenleg melletti Pareto optimdlis P pont. 11, orszig-
nak tehdt érdemes lehet olyan drban megegyezni, hogy a partner orszig keres-
lete-kindlata kisebb legven, mint sajat kereslete-kindlata, a kisebb kiilkereske-
delmi forgalombol szirmazo veszteséget ugyvanis kirpotolhatja, sot meghalad-
hatja a szimdara elényosebh drarinyokbdl szarmazd nyveresée. Altaliban el-
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mondhatd, hogy bizonyos drardny-intervallumon belil az drardnyeltoléddshdl
szarmazo nyu‘csog m(‘“h«lldd]d a forgalom ecsokkenésébdl szdrmazd veszteséget.
Ha azonban az araranyoknak a Pareto optlnml stél valé eltérése egy bizonyos
hatirt meghalad, a forgalom cs«)kl\enoso mdr olyan mértéki lesz, hogy mindkét
kereskedd fél rosszabbul jar a Pareto optmmll.s helyzethez ]\opest 6. abran-
kon, ha a [p; y] intervallumon beliil valtoztatjuk az drardnyokat, a két orszig
koziil valamelyik mindig nagyvobb célfiiggvény-értéket ér el, mint a Pareto
optimilis helyzetben. Ha azonban az drak ardnya az intervallumon kiviil esik,
mindkét orszdg célfiiggvény-értcke csokken a Pareto optimdlis helyzethez
k(p(st Hangsilvozzuk, hogy azok a pontok, amelyeknek megfeleld kiilkeres-
kedelmet nem a kereslet-kindlat egyensilya jellemez, bar egyik orszig sza-
mdra kedvezdbbek lehetnek, mint az ugyvanazon mérlegegyenleg melletti Pa-
reto optimdlis pont, mindig van végtelen sok olyan pont, mely mindkét orszag
szamara kedvezobb. @ ponthoz képest példdul @, pontban 1I. orszig ugyan-
akkora célfiiggvény-értéke mellett 1. orszdag nagyobb célfiiggvény értéket ér el,
vagy Q, pontban 1. orszig ugyanakkora célfiiggvény-értéke mellett 11. orszig
ér el nagvobb célfiiggvény -értéket. @, és Q, pontok kozott mindkdét orszig jobb
helyzetben van, mint a @ pontbhan.

Mindkét orszdg tehat nagyobb célfiiggvény-értéket érhetett volna el, ha
I1. orszag a P pontbeli helyzethez képest kedvezshb jovedelemelosztist nem a
szdmdra kedvezébh drardnyok biztositdsival ¢rte volna el, hanem ha olyan
arakban egyezik meg, amelyen a kereslet-kindlat egyensilyban van és a na-
gvobb célfiiggvény-értéket behozatali tobblettel biztositja.

Visszatériink kovetkeztetéseinket felhasznalva a kilesonosen elGnyos drak
¢s a szocialista orsziagok nemzetkozi kereskedelmi mechanizmusanak kér-
désére.

Az utobbi években a KGST szerepének novekedésével felmeriilt a szocialista
orszigok elszamoldsdiban alkalmazott arrendszer reformja. Cikkiinkben meg-
allapitottul, hogy ha a nemzetkozi kereskedelem a kozvetlen termcékeseréhez
hasonld kotelezo kontingensek rendszerén alapul, kozombos az egyes termékek
arardanya, hiszen az araknak ez esetben a jovedelem elosztdsan kiviil nines més
funkeciojuk.

Ha tehdt a nemzetkozi kereskedelem kivetkezetesen esak a kozponti szervek
megegyezésében rogzitettek gyvakorlati megvaldsitisa, mindegy, hogy az dra-
kat o vildgpiaci arak alapjan vagy valamilyen Un. sajat drbazis alapjin, vagy
esetleg teljesen onkényesen dllapitjak-e meg, hiszen barmilyen arban dlla-
podjanuk is meg, az draknak a termelésre és kereskedelemre semmi hefolydsuk
nines. A jovedelem elosztasit illetGen pedig attol fiiggden, hogy milyen lesz
a kereskedelmi forgalom szerkezete, még mindig végtelen sok lehetdsée van
arra, hogy egvik orsziyg szamara elényosebh vagy hatranyosabb megegyezésre
jussanak.

Ha viszont a kiilkereskedelmi forgalom szerkezete nem kozponti szervek
alkujinak eredménye (vagy nem csak ennck az eredménye), hanem decentrali-
zalt vallalati dontések fiiggvénye, akkor barmiféle arképzési elv alkalmazdsa
a nemzetkozi kereskedelemben a forgalom korlatozdisat, nem hatékony keres-
kedelmet eredményez. Barmilyen | drelv’” alapjan hatdrozzuk meg az drakat,
ha az drak nem biztositjak a véllalati dontések osszegzddése révén létrejott
kereslet-kindlat egvensilyat, a kereskedelem nem lesz hatékony.

( Beérkezett: 1969. 1. 12.)
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THE OPTIMIZATION PROBLEM OF INTERNATIONAL ECONOMIC
COOPERATION

The article seeks an answer to the question, what commodity pattern of foreign trade,
which distribution of the advantages deriving from trade, and what forms of international
trade relations are needed to enable the optimum utilization of the productive capacities
-of the countries participating in international trade.

On hand of a two-product and two-country model, it is shown that foreign-trade prices
will affect the efficiency of trade only in an economy based on decentralized decisions.
In that case, it is a condition of optimality that foreign-trade prices ensure the equilibrium
of demand and supply. This condition relating to prices will at the same time determine
the distribution of advantages deriving from international trade.

In the model it has been assumed that both countries strive for such a combination
of export and import commoditics with which the maximuam value of the objective fun-

ction can — with their given production capacities, foreign-trade prices and external
trade balances — be attained. The activities at the disposal of the countries as well as

the objective function are assumed to be linear. It is proven that Parcto optimum can be
achieved only with foreign-trade prices which ensure that both countries strive for the
same combination of commodities.

The connection between the primal and dual problem of lincar programming is used,
on the basis of our model, to draw inferences concerning the efficiency of the forms
of international trade relations and of the prices prevailing in foreign trade.

[MPOBJIEMbI OTTTHMHWU3ALIMW MEMIYHAPOIHOI'O 9KOHOMHUYECKOI'O
COTPY AHHUYECTBA

B crarne ABTOP  CTPEMHUTCS JIATH OTBCTHI HA BONPOCHI, KAKash CTPYKTYPA BHEHTHETOPIOBLIX
TOBAPOB, KAKOC pacnpeeJicHHC BHCHITHCTOPrOBLIX MPCHMYIICCTB H KAKHE 11)()[)1\11,[ MCYHApOI-
HBIX BHEUIHETOPI'OBLIX cBA3CH 'I‘pt‘(’)yl()'l'C)l JUISL TOrO, YTOOBI MOYKHO ObLIIO ONTHMAJILHO HCIT0JIb=
30BaTh MPOUBBOJICTBCHHLIC BO3MOYKHOCTL CTpPAH, NPHHHMAIONHX YUacTHC B ML")K,]lyllilp()JUl()ﬁ
BHCUIHCH TOProsJie.

Ha mojenu, C(),’l(.‘p}{(illllC“ OJIMH-JIBA  TPOJIYKTA H JABC CTPAHBI, aBTOP TPEJICTABIISICT, HTO
BHCHIHCTOPIOBLIC HCHBI OKA3LIBAIOT BJIMSIHHC Hd I)l])l!)Cl('l'lllllI()C'I'l» BHCHIHEEH TOProBJH TOJILKO
B X()li?ll“lC'l'BC, OCHOBBIBAKOMEMCS] Ha TIPHHSITHH ])ClllL‘”llﬁ B JICHCHTPAJIH3HPOBAHHOM TTOPSIJIKE.
A B Takom Ciiyyae yCJoBHEM ONTHMYMa SIBJISICTCS obecricuerue pPaABHOBCCHSL Clipoca M Hpeji-
JIOXKEHHST BHCIUIHCTOPIOBLIMH [ICHAMH. I1rUm TDC(H)HEHIHCM, HPEJIBABJISICMBIM 110 OTHOWICHHIO K
BHEUIHCTOPrOBBLIM [IEHAM, 3a0/AHO NPEAONPeAesieTCs: H pacipejacJicHHEe BHCHIHCTOPIOBLIX TTPEH=
MYyHeCTB. B moaenan npejarosaraeTes, 4ro obe CTpanpl NMpH JAHHLIX TIPOH3BOJICTBCHHLIX BO3-
MOYKHOCTSIX, BHCHIHCTOPIOBLIX HECHAX H CAJIL/O BHCUIHCTOPIOBOI'O OaJianca crpemsTest ycra-
HOBHTbL TAaKYI0 KOMOMHALHIO JKCnopTa u uMIopTa, rnpH 1\’()’]'])()“ OHH MOT'YT JIOCTHYL ~ MAKCH-
MaJILHOTO 3HAYEHHS 11CJIEBOI (l)y”l\'llllli. n])L‘}lll()JIZH'ilC‘I'C)[ TAKGKE JIMHCHHAS B3AUMO3ABHCHMOCTD



115

M€/l HMEIOUMMHCST B PACHOPSHIKEHHH CTPAH JeATENIbHOCTAMH H 1eseBoil GyHKuueii. Jokasni-
BAETCsi, YTO ONTHMYM B TOM CMbICJIE, Kak ero onpejemis [MapeTo, MOKeT MOJIyYHTbCS JIHIIb
IPH BHEIIHETOPrOBBLIX LEHAX, 00eCrneynBalomMx, 4To0bl 00€ CTpaHbl CTPEMHIIMCh K TOH >Ke
KOMOMHALMH TOBAPOB.

ABTOp HCIIOJIL3YET B3aUMOCBSI3b MEXJY NPHUMAJIbHOI M JlyanbHOH 3ajiaueii JIMHeiHoro npor-
pamMMHpOBaHHsl, 4TO Obl HA OCHOBAHHH MOJEJIH CJeJaTh COOTBETCTBYIOUIME BBIBOJBI OTHOCH-
TEJbHO 3P(HEKTHBHOCTH (OPM MEXIYHAPOJHBIX BHELIHETOPrOBLIX CBsI3eil M JCHCTBYIOIHX BO
BHEILHEH TOProBJie IEH.



Kovics Grhiza

A hozzarendelési probléma megoldasa
nem degeneralt linearis szallitasi feladatként

Az un. hozzarendelési probléma az operaciokutatis egyik klasszikus feladat-
tipusa. Megfogalmazasat tekintve linearis szallitasi fe ladat, ennck ellenére a
linedris programozis hagyvomanyos maodszereivel eddig L{htk(n latilag nem volt
kezelhetd. A legismertebb megolddsi algoritmusa a kiilon erre a célra kife jlesz-
tett an. magyar modszer, melyet H. Kunn javasolt 1955-ben | i]'«y, KGERVARY
JENO egyv matrix-kombinator ikai tételén alapul [1]. (Részletes leirasa [2]-ben)

Az aldbbiakban szintén eoy kombinatorikai tételt bizonyitunk be a matrixok
eoy osztilydara. Ennek ismerete lehetGvé teszi, hogy a hozzarendelési feladatot
olyan linedris szallitasi feladattal helyettesitsiik, amelynek mérete (és koltség-
matrixa) az eredetivel azonos, de ahol a hozzarendelési feladatra jellemzd tn.
degenerdcid elGfordulisa kizart. A transzformacid eldnye, hogy az (j modellen
a hozzarendelési feladat esetleges alternativ optimumainak megkeresése és az
drzékenységi vizsgdlatok is egyszeriibben, a szillitasi feladatoknal altaliban
alkalmazott médon vihetGk keresztiil,

1. ' osztalya matrixok

A matrixok alibb vizsgalt tulajdonsigainal a matrix elemei kozott elegendd
aszerint kiillonbséget tenni, hogy megjeloltel-e, vagy sem. A jelsletlen eleme-
ket iires mezok, a megjelolt elemeket ponttal ellitott mezdk (réviden pontok)
abrazoljak.

Utvonalnak neveziink egy cligazis nélkiili, dsszeliiegd tort vonalat, mely
szicortian valtakozo sorrendben  vizszintes ¢és fiiggdleges szakaszokbol All,
tovabba kezdd- és végpontja dés minden irdnyvialtozasa jelolt mezében van.
Utobbiak a kérddses atvonal estespontjai. Az dnmagdiba visszatérd ttvonalat
(ahol tehat a estesok ds a szakaszok sziama megegyegik), koratnak nevezziik.

Fiiggetlen rendszer a matrix pontjainak olyan részhalmaza, melynek egyik
cleme sines ugyanezen halmaz mds elemével egy sorban vagy oszlopban.

A N osztalyd matrixokat ezek utin gy definidljuk, mint amelyekben

a) az oszlopok szima eggyel tobh a sorok szimdnal;

h) minden sor két pontot tartalmaz;

¢) a pontok rendszerén korat nem rajzolhato.
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1.1 Rendezelt alakiw mdlrizok

Ha egy nx (n + 1) méretd matrix minden sordban ugy helyezkedik el két
pont, hogy egvik a bal felsd sarokbdl indulé f6atlén, mésik pedig attél jobbra
van tetszileges helyen, akkor a métrixot ,rendezett alaka-

e @ nak” mondjuk (1. abra). Be fogjuk bizonyitani, hogy ez
® ® a) mindig K osztdalyi .
® ® b) barmely oszlopdt elhagyva, a maradékrészben kivalaszt-
o ) haté — mégpedig egyértelmiien — egy n pontbol all figgetlen
ele cndszer.

A tételt teljes indukcidval igazoljuk. A 2. dbra szerinti
I. dbra rendezett alak trividlisan ot osztdlyu és eleget tesz tételiink b
dllitdsdnak. Tegyiik fel most, hogy van egy rendezett alaku,
nx (n -+ 1) méretli mitrix, melyre dllitdsaink igazak. Jeloljiik ezt
A, -el. Hlessziink eléje 0j oszlopot és 616 egy tjabb sort. Az | észak-
nyugati’” sarokban (az j sor és oszlop kozos meziGjében) helyez-
ziink el egy pontot, egy masikat pedig az 0] sor egy tetszd-
leges helyén, példaul a j oszlopban. Jeloljiik a bovitett mdat- 2. dbra
rixot A, -el (3. dbra).
A pontok fenti mdédon torténd elhelyezése mellett

J nyilvinvald, hogy ha A, korat mentes volt, akkor A, |
[ ® is kortatmentes, minden sordban két pont van és eggyel
5 tébb oszlopot tartalmaz, mint sorainak szima. Az Gj

Apyr = i An Z matrix tehdat szintén rendezett alaka és I osztalyu.

% Hagyjuk el A, -bdl az j, bal szélsé oszlopot. A ki-

2 indulé feltevés szerint A, -nek abban a részében, mely

3. dbra a 7 oszlopot nem tartalmazza, felveheté egy n pont-

hol allo fiiggetlen rendszer. IShhez az 0] sor j oszlo-

paban allé pontot hozzivéve, az A maraddkrészében egy n -+ 1 elemi
fiiggetlen rendszert kapunk.

Ha pedig A, -3l valamely mdsik oszlopot hagyunk el, akkor az A, mara-
dékrészében felvett n elemf(i fiigeetlen rendszerhez az | északnyugati’” sarok-
pontot hozzivéve ismét n - I elemii fiiggetlen rendszeriink van az A, |
maradékrészében.

Figyeljitk meg, hogy a fiiggetlen rendszer kivilasztdasa mindkét esetben egy-
értelmii volt. A, , tehiat A, minden tulajdonsigaval rendelkezik.

n+1

1.2 A H osztdalyi mdatricolk két tulajdonsdga

Koy n sort (illetve n + 1 oszlopot) tartalmazé & osztaly i matrix

«) birmely oszlopit elhagyva, a maradékrészben kivilaszthaté — mégpedig
egyértelmiien egy n ponthdl all6 fiiggetlen rendszer;

b) rendezett alakra hozhaté pusztin a sorok és oszlopok dtrendezésével.

Elegendd a méasodik allitast igazolni, mivel az elsGt rendezett alakd matri-
xokra mar bizonyitottuk és a kivilaszthaté fiiggetlen rendszer pontjainak
maximéalis szama a sor- és oszlopeserékre nézve invaridns.

A méasodik allitds igazolasdhoz elGszor azt kell beldtnunk, hogy a I osztalyt
matrixban mindig van olyan oszlop, melyben éppen egv pont van. Valahol
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uevanis minden tGtvonalnak meg kell szakadnia (ellenkezd esethen korutat
lehetne képezni, ami ellentétben dll a definicidval). De egy dtvonal esak olvan
pontrél nem folytathatd, mely oszlopaban egyediil all, mivel (a definicié sze-
rint) a sajat soraban minden pontnak van parja.

Legven most B, egv tetszileges I osztdly i matrix. Vilasszunk ki egy, sajat
oszlopaban egyediili pontot, helyezziik ennck sorat legfeliilre és oszlopit a bal
sz€1s6 helyre. lov a kérdéses pont az |, dszaknyugati’” sarokba keriil (4. abra).

Belathato, hogy a B, | részmdtrix, mely az eredeti
matrixbol az elsG sor és oszlop elhagydsiaval keletkezik, ./ .
szintén dU osztalya. Ha ugvanis az eredeti matrix ko- B
rat mentes, akkor nyilvin a része is az; minden sordban ™"
két pontnak kell lenni, mert sorai elGtt a B, oszlopdban
nincesen pont és végiil maga is egovel tobh oszloppal bir, i Sbre
mint sorainak sziama. Akkor pedig B, ,-ben is van olvan ’
pont, mely oszlopaban egvediil all és az eljirds megismételhets. fgy véges
szama lépéshen a teljes matrixot rendezett alakra hozhatjuk.

T Bn-1

2. Egy specialis szallitasi feladat

Tekintsiik az alabbi szallitasi feladatot:

n
‘)"r,/ ¥ gi= 1,2 oW rkd
=
nrl
> ry=n41; b= 1,2, oo 0
j=1
2 =0

n ntl

Y w1

2 2 Cixij—>min.

i=1j=1

Mint lathat6, az [r;] matrix formaban felivt megoldisrendszer n sorbol és
n 4 1 oszlopbdl dll, a viltozok osszege minden sorban n - [ és minden osz-
lopban n. A tovabbi vizsgilatokban felhasznalunk néhany ismert fogalmat,
ezek roviden a kovetkezdk.

A linedris szallitasi feladat feltételi egyenletrendszerének rangja eggyel ke-
vesebb a sorok és oszlopok szimdnak osszegénél. Tgy jelen esetben a rangszdim
n 4+ (n + 1) [ =2,

Bazismegoldasnak nevezziik ezutin azokat a megengedett megoldisokat,
melyekben a pozitiv értékii viltozok szama legfeljebb 2n. (Ismeretes, hogy az
optimdlis megolddst elegendd a bazismegoldisok kozott keresni.)

Azokat a bazismegolddsokat, melyekben a pozitiv értékit vialtozok szama
kisebb, mint 2n, degenerdltnak nevezziik. (A hozzarendelési feladatban a gya-
korlati nehézséget éppen az jelenti, hogy minden bazismegoldisa degene-
ralt.)
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A rovidség kedvéért | kotott helyeknek™ nevezziik az [;;] megoldds-métrix-
ban azokat és csak azokat a mezdket, ahol a megfelel§ valtozd értéke pozitiv.

Be lehet ndrimost bizonyilani, hogy a széban forgo szillitast feladat minden
bazismegolddsdnal mdtriza a kotolt helyel: elrendezddését tekintve N osz-
Laalyat.

@) A sorok és oszlopok szima eleve megfelel az 1. pontban adott definicié-
nak.

b) Mivel a métrix barmely mezdjében a viltozo értéke legfeljebb n (az osz-
loposszey) lehet, a sordsszeg pedig mindeniitt nagyobb: # + 1, ezért egy meg-
engedett megoldds minden sordban legalabh két kotott helynek kell szerepelnie.

Kbbal kbvetkezik viszont, hogy ha egy megengedett megoldasban van olyan
sor, ahol a kotott helyek szama ketténdél tobh, akkor — mivel » db sorunk van

az Osszes kotott helvek sziama nagyvobb 2n-nél. Az ilven megoldds tehat
nem bazismegoldds.

szerint minden bizismegoldds soronként pontosan két kotott helyet tar-
talmaz (igy oOsszesen 2n darabot).

¢) A kotott helyek rendszere korat mentes. Ha ugyvanis lenne olyan kort,
melynek minden csticspontja kotott helven van, akkor ennek segitségével a
pozitiv értékiel programozott helyek szama eggvel esckkenthetd lenne, holott
lattuk, hogy ezek sziama minden lehetséges megoldasban legaldbb 2n.

Loy o I osztily minden ismérvét kimeritettiitk. A bazismegolddsok imént
igazolt tulajdonsiga alapjin tehdt a targvalt szallitdsi feladat

degenericio mentes (mint a /) ponthol kovetkezik), ami garantilja, hogy
béarmely nem optimdlis megolddashol Ggy térhetiink a4t egy kivetkezd programra,
hogy a célfiiggvény értéke véges mértékben javul;

a megoldas mdatrixanak barmely oszlopat elhagyvva, a megmaradd n < n
négyzetes matrix kotott helyein felvehetd, mégpedig egyértelmiien egy maxi-
mdlis (n pontbdl all6) fiiggetlen rendszer.

A fiiggetlen pontok kijelolésével kapesolathan megjegyvezziik, hogy ez telje-
sen mechanikus, egyszerd mivelet. ElGszor az oszlopukban egyediil 4116 kitott
helyeket karikdzzuk be a sorukban levd masikat dthazva. Igy Gjabb olyan
pontokat kapunk, melyek oszlopukban vagy sorukban mdr egyediil dllanak.
Kzeket bekarikdzva a veliik egyvonalban 1éva dsszes tobbi pontot kihtzzuk és
ezt folytatva végiil csak a keresett pontok maradnak meg.

2|5 | 7 S
7 6 1] 7 7 @ |
4 gl 7 @J
sl7| 7 1
3 7 7 6) 7
g 2l 7 [2) 2
6666666
a) b)

H. dbra

Az elmondottak illusztralisaképpen az 5/a dbra n = 6 esetén mutat be egy
bizismegolddst; az 5/b dbran az a fiiggetlen rendszer lithatd, amit a harmadik
Oszlop elhagydsakor kapunk.
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3. A hozzarendelési probléma

A hozzarendelési probléma megfogalmazisa a kovetkezd:

n

v . . .
2 x;=1; =2y s
i=l

n

2/'3',-]-: 7 Y= 120 N
j=1

n n
% | Vo e -

2 2 ¢ -> min.

i=1 j=1

[smeretes, hogy a hozzirendelési feladat bazismegoldasaiban a valtozok
nulla vagy egységnyi értékiiek, az utébbiak [x;]-ben fiiggetlen rendszert al-
kotnak.

A 2. ponthan definidlt szallitdsi feladat eptimdlis megolddsaira most igazolni
fogjuk, hogy ha azokban barmelyik oszlopot elhagyjuk, akkor a maradékrész-
ben kijelolt fiiggetlen rendszer az illetd maradékrészben kit(izott hozzarende-
Iési feladat optimalis megoldasit jelenti.

A széban forgd szallitdsi feladat dudlisinak feltétel-rendszere — mint isme-
retes — :

melyet a dudlis viltozok optimdlis megolddshoz tartozé w}f és of értékei oly
modon elégitenck ki, hogy valahdnyszor af; 0, az u} + v} = ¢;; egyenlGség
all fenn. (vf-al a primdl feladat optimalis megolddsinak értékeit jeloltiik.)

A bizonyitds condolatmenete kedvédrt most alakitsuk at a koltségmatrixot
ugy, hogy az 0j koltségelem:

cij = ¢y — (uf + v}).
Ez a koltségmatrix az eredeti koltségmatrixszal optimalizalas szempontjabdl
egvenértéki, hiszen nem tettiink mdst, mint hogy minden sorabdl és oszlopd-
bél levontunk egy konstanst.

Az elmondottakbdl kovetkezik, hogy a redukalt koltségmdatrixban a kotott
helyek koltségelemei zérusok, az egyéb helyeké pedig nem negativok lesznek.
Mivel pedig a kotott helyeken biztosan ki tudunk jelolni maximdlis szdmu
fiiggetlen pontot, az ide irt egyesek optimdlis hozzdarendelési programot repre-
zentalnak.
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3.1 A hozzarendelési probléma megolddsa nem degenerdlt linedris szdllitdst fel-
adatként

A hozzarendelési feladat megoldasira az eddigiek alapjin kézenfekvden ki-
nilkozik az a lehetdség, hogy a koltségmatrixot kibdvitjiik egy aj, n -+ 7-edik
segédoszloppal, megoldjuk a 2. pont szallitdsi feladatat, majd a hozzairt osz-
lopot a segédviltozokkal egviitt ismét elhagyva megkeressiik a fiiggetlen pon-
tokat. Mivel azonban a segédoszlop koltségelemei tetszilegesek lehetnek, azo-
kat egy (példaul a ¢, , ) kivételével végtelennek vessziik. Ezéltal z, ., érté-
két is rogzitettiik (x, ., =n). lIgy a segédoszlop hozzdirdsa is feleslegessé
valik. :

Végezetiil tehat a

n
2 Tij=M; V=N /s,
i=1
n -
2,'1‘,'/.:(1,; == 0 T
Jj=1
.l,/-:;__"/);
n n
\! L G i T .
2 26— min
0=1j

degenerdciotol mentes szallitdsi feladatot oldjuk meg, ahol a; = 1; a, = a, —

oo =—a, —n -+ 1. Ennek minden optimilis megolddsahoz egy kozvetleniil
kijelolhet fiiggetlen rendszer tartozik, ezek a hozzarendelési feladat alternativ
optimumait szolgiltatjik. (Megjegvezziik, hogy a szallitdsi feladat kiillonbozd
megolddasaihoz nem sziikségképpen tartozik kiilonbozé fiiggetlen rendszer.)

vl

§|215|4|6] 7 42 43 4
2|7]7]2]7] 6 0 7
41714|2|4] 6 =8 7 G
2]712]|2|3] 6 u; ~1 4 1@
4l2l5]2]4] 6 Fas,,

2 &) |7
5858648 8 -1 )3

6. abra

Megemlitjiik végiil, hogy az el6z6 pontban szerepld koltségmétrix-redukeid,
mint konnyen igazolhat6, minimalizdlja az aj koltségelemek 6sszegét, mikoz-
ben legalabb 27— 1 koltségelem zérus lesz. Kz a tény némely alkalmazasban
hasznos lehet.

( Beérkezett: 1969.1.18.)
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THE SOLUTION OF THE ASSIGNMENT PROBLEM AS A NON-DEGENERATE
LINEAR TRANSPORT PROBLEM

The article deals with the classical assignment problem, the formulation of which as a
linear programming problem is the following:

n
] Xapp=1; 5=1132, n
i=1
%
) ;
\r[/-~l, b= 1,2, n
j=1
Xij - O
non
X1 N e i
2 X ejjagp — min.
i=1j=1

It is known that this linear model does not afford a possibility of the practical solution
of the problem, the difficulty being due to the fact that all its basic solutions are dege-

nerate.,
To overcome this difficulty, the author proposes a method which consists simply in

substituting for constraints (*) the following:

n
Nxy=mn; ] 1,2, S
=)
n
Say=a;; 0 Ly 2 n
j=1
where
a; = 1 and
@yi= .o 1. for g =2,8, ¢..m%.

The author proves that in this linear transport problem

«) none of the basic solutions is degenerate, a fact that ensures the passing from any
non-optimal solution to a subsequent program in a way that the objective function value
improves to a finite extent;

b) in matrix [@;; ] belonging to the basic solution,over the set of positive variables there
can always be determined one and only one maximal independent system (composed of

n points);
¢) the independent system belonging to the optimum solution constitutes also an

optimum solution for the original assignment problem.

PEIUEHHWE 3AJJAUM COOTBETCTBUSI KAK HEBBLIPOYJIEHHOM JIMHEMHON
3AJIAYUM TPAHCITOPTHUPOBAHMS

ABTOD CTAaTbH 3AHHUMACTCS KJIACCHUYCCKOI nPOOJCMOIT COOTBETCTBHISL, KOTOPasi MOXKET ObITh
CHOPMYITHPOBAHA KAK 3ajlaud JIMHCHHOIO HPOrPAMMHPOBAHUS CICAYIOUMM  00pasom:

n g
l .; X 1% 7 e
=)
*
( ) n
; xyj 5 i b2 S n
J=1
Tij 0
n n
" N e — min,
i=1j=1
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HsBecTHO, uTO 9Ta MOJICIIB JIMHCITHOTO NPOIPaMMEPOBAHHST HC NPEJOCTABISCT BOSMONKHOCTH
JUISI IPAKTHUCCKOTO PEUICHHsT 3a/1aui; TPYAHOCTL 3AKJIOYACTCSI B TOM, UTO BCE €€ OIOpHbIe
PEIIEHHST SIBJISIOTCST  BBIPOYK/ICHHBIMH.

JLtsi IPeojI0JIeH ST 3TOI TPYAHOCTH aBTOP MDEAIArACT METOMA, COCTOSIIIHIT MOMPOCTY B TOM
qTo yeuaoBist (*) 3aMCHSIOTCST CJICMY I0LIHMH:

n

Dy =mn; J=1,2, ) B
I=1

n

Dy = ag; b o=:1,.2, n,
j=1

rjpe

. o .
a;=n-4+1; 8 ==12 By e s

ABTOpP JIOKa3BLIBACT, UTO B 9710l JHHCIHOH 3ajaue TPaHCHOPTHPOBAHMS

a) HH 0JIHO H3 ONOPHLIX PCHICHHIT HE SIBJSICTCST BHIPOXICHHBIM. ITHM (PAKTOM 06eCTieunBaeTCst
YCJI0BHE, YT0 0T 100010 HCONTHMAJILHOI0 PEHICHHST MOMKHO NCPEHTH K CJICYIomeii nporpamaie
TaKk, uroObl BHAUCHHC LEACBOH QYHKIMI yAYUIIAIOCh B KOHCYHOMCPHOU CTCIICHH.

0) Ha MHO)KECTBE MOJIOXKHTCIBHBIX TCPECMCHHBIX MATPHUBL [X;;], OTHOCsIEHC K 0TOpHOMY
PCHICHII0, BCCIJIA MO)CHO BBISIBUTL OJIHY M TOJXLKO 0JHY MAKCHMAJIBLHYIO (COCTOSIIYIO M3 11
DJCMCHTORB) HC3ABHCHMYIO CHCTEMY.

B) Hesapnenmast cuerema, OTHOCSMIASICS K ONTHMAJILHONY PCIICHHIO, NPCACTABISICT COOOI
ONMMTUMAJILHOC PCIICHUE M JUIst NCPBOHAYANBLHOIT 3a1a4M COOTBETCTBHSI.

3*



GLATTFELDER PETER

Mit is mutat a inverzmatrix?

Kozismert, hogy a gazdasigi élet kidlonbozd teriiletein dolgozd szakemberek,
akik szamara az dgazati kapesolati mérleg o mindennapi munka segédeszko-
zévé valt, még ma is némi fenntartdssal kezelik a rendelkezésiikre allo képle-
teket, szamitdsokat, illetve tablikat. Véleményem szerint ez részben azzal ma-
gyvardazhato, hogy aszoban forgd eredményck kozgazdasigi értelmezése nem egy
helyen punt atlan, s6t egyenesen félreérthetd.

Ugv tiinik, hogy e problémék alapvetien az inverzmatrixszal kapesolatosak.
Néhany — helytdllo, bir a kérdést dsszetetten vizsgdlé — kivételtd] eltekintve
a szerzék az (E - A) -1 matrix »; elemét dgy definidljik, mint egységnyi
végsGfelhasznalisra keriild termék (netto output) kiboesdtasdhoz sziikséges
halmozoll (ki')y\'-'tl(-n plusz k(')y\'(-t('tt) raforditist az adott i, j relicioban. Ha
ez igy van, ugy jogos a kérdds, hogy vajon nem hibdzunk-¢ akkor, amikor a
kézvetett raforditdsok vizsgilatahoz szembedllitjuk a brutto output (Osszter-
melés) egvségdre vetitett kozvetlen és a nettd kiboesitas egvségére jutd hal-
mozott rdaforditasokat. A statisztika elmélete he ly teleniti ezt az Osszevetést
(hiszen kiilonbozdek a viszonyitasi alapok), mégis igen gyvakran megtettiik
andlkiil, hogyv az emlitett dimenziobeli eltéréssel szamoltunk volna.

Hogyan lehetne feloldani a kozvetlen ¢s a halmozott raforditisoknak ezt
az ellentmondisiat? Néhany szerzé mar felvetette, hogy valamiféle | kozos
alapra’ kellene hozni a kétféle egyiitthatot, hogy ilyv mddon kisziirhessiik a
halmozott raforditasokbdl azt a novekeddst, melyet a brutté és a nettd kibo-
csatas nagyvsacrendi eltérése okozott.

Megitélésem szerint nines szitkség semmiféle | nettositasra™, mivel az in-
verz-egyiitthatok — mint halmozott mutatok — ugyancsak a , brutté” output
egységére vonatkoznak. (Az idézdjelet a késObbi gondolatmenet igazolja.)
Ha ez igaz -~ marpedig hogy az, azt a kivetkezdkben bizonyitani is fogom |
Ggy ezaltal mar automatikusan megsziinik a kiillonbozs viszonyitdasi alapok
probléméja, s a halmozott és a kozvetlen raforditasok kozti eltérés kizardlag
a kozvetett raforditasokkal magyardzhato. (Szandékosan beszélek halmozott
és nem teljes raforditasokrol. Ndlunk e két kifejezést hossza ideig azonos érte-
lemben hasznaltik, n:xpjuinklmn azonban ,.teljes’ alatt inkdbb a népgazdasigi
szint raforditisokat (rtJuk

A megfeleld kiilfoldi és hazai szakirodalmat tanulmanyozva azt lathatjuk,
hogy az inverz-egyiitthatdk olyan értelmezése, miszerint azok egyvségnyi nettéd
output elGallitdsdhoz sziikséges halmozott riforditisok lennének, a kovetkezs
matematikai eredményekhez kapesolodik:

! Lasd pl. Balsay Eva: Népgazdasigi szint{i raforditdsok meghatdrozdsa. — Statisz-
tikai Szemle 1965/11.
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az un. ,,Neumann-sor’
— a brutté és a nettd output leontiefi Gsszefiiggése.
A Neumann-sor az R = (E — A) ~! matrixot irja fel egy olyan végtelen matrix-
polinom alakjiban, melyben az egyes tagok az A technoldgiai matrix fokoza-
tosan novekvG hatvanvai. Eszerint

(1) Bm AP = Bk A AT AR, AN

A fenti, matematikai szemponthdl kifogastalan osszefiiggésbdl még egyaltalan
nem deriil ki, hogy miként keriilt az inverzmatrix definicidjaba a netté output
mint vetitési alap. Kz utébbi kérdésre az

(2) x=(E—A) 1y

képlet adja meg a valaszt, mely szerint a Leontief-inverz és a netté output
(y) szorzataként mindig elGallithatd a brutté kibocesatas vektora (x). Az itt
leirt azonossigot, mely a nettd outputra vald vetitettségre utal, a tovabbiak-
ban Osszekapesoltuk a halmozodast | szuggerdld” Neumann-sor értelmezésével.
S éppen itt vélem felfedezni az ellentmonddst, ugyanis ez utébbi kizardlag az
A mitrix hatvanyaibol képzi az (E - A) ~'-et, mely A-rél koztudott, hogy
nem az y. hanem az x, a brutté termelés egvségére vonatkozik.? Az az igaz-
Sag és a tovibbiakban erre szeretndk ramutatni —, hogy kétféle ,,jelentése’”
van az inverz-cgyiitthatoknak, s mi ezt a kettét kissé osszekevertiik. Neveze-
tesen: ezek tekinthetSk egyséenyi brutlc termelés halmozott réforditdsainak
(1), illetve a kizeetlen rdforditdsok egyvségnyi nettéd outputra vetitett értékének
(2).3

Félredrtés ne essék: az szimomra is vilagos, hogy elvileg nincs semmi kii-
lonbség a kétféle kiboesitias eqysége kozott. (A gyakorlatban persze lehet, hi-
szen — sajnos — még nem minden esetben azonos |egvség’ a termeld fogyasz-
tasra és pl. az exportra atadott nyversanyag vagy félkésztermék.) Emiatt ezen
segysée elGallitasahoz cltekintve a rendszer belsd Osszefiiggéseitdl azo-
nos raforditas-igény tartozik. Csakhogy jogtalan ez az eltekintés, s igy én sem
az cllen protestalok, hogy ne kellene nagyobb termékraforditds egységnyi végso-
felhasznalasi Liboesdldsdhoz, mint a brutté output egységéhez (hiszen az elGbbi
egy meghatirozott termeld fogyasztissal parosul, s igy az abbdl valé igények
kielégitéséhez az utobbit terhels raforditasokat is meg kell | fizetni”). Arrél
van $z0, hogy a halmozdddis mint az input-output kozismert és mar tovérdl
hegyvére elmagvardzott kategoridja nem ide tartozik, nem a netté outputtal
kapesolatos. Azt sem szabad elfelejteni, hogy matematikai oldalrdl tekintve
az inverzegviitthatok kizardlag azért magyobbak az A megfeleld elemeinél,
mivel ugyanazt az isszraforditast kisebb outputra vonatkoztattuk. Ebbdl az
aspektushol tehdt nines itt semmiféle halmozdédas: csupdn az x helyett az y-ra
végeztiink egy linedris transzformdciot (ahol is y <7 x)1. lgy lehet azutin —

* Megjegyzendd, hogy egvimdssal belsd, termelési kapesolatban nem dllé szektorok ese-
téhen ez a kiilonbség nem jelent problémdt (hiszen ckkor azonos az dsszes és a végsifel-
hasznildsi kiboesdtas, az A pedig egy null-métrix), ellenkezd esetben viszont igen.
~ 3Bzt az oldalt — ehméletileg talin a legtisztdbban — Szabd Liszld fogta meg. (Az
inverzmatrix értelmezése Statisztikai Szemle 1963/4.)

! Mis ez a transzformdeio, mint ami az A képzésekor tortént: ott a T sakktdbla-mérleg
oszlopait rendre elosztottuk a hozzdjuk tartozé brutté termeléssel, mig itt az (E — A)~!
az y — (E—A) . x egvenletrendszer megoldasibél adodott.
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ismétlem: ebben a vonatkozdasban — az (E - A) —! elemeit kozvetlen raforditas-
ként értelmezni.

Kiilon kérdés — s az eddigicknek nem mond ellene - hogy a Neumann-sorral
val6 értelmezés lehetGvé teszi, hogy ugyanezeket az elemeket egyvségnyi Ossz-
termék (brutté output) falmozott riforditas-igényeként is interpretaljuk.’
Ebbdl pedig logikusan kivetkezik, hogy hatdrozott kozgazdasigi értelme van
a halmozott raforditdsi egyiitthaték ¢és a hozzajuk tartozé brutté termelés

P N
szorzatanak. (Képletszertien az R, = (E — A) ~!-X-nek, ahol X az x-bdl kép-
zett diagonalis matrix.) Valéban, igy hiszem, s ez nem fibdél vaskarika, még ha
ily médon ki is jutunk az x és az y korlitozta rendszerbdl. Ezek az abszolut
értéklt (tehat nem fajlagos!) halmozott raforditisok, pontosabban ezek és a
tényleges (halmozatlan) értékek kiillonbségei azt a kozvetett raforditds-tome-

get mutatjak, melyet a szoban forgd szektor a tobbitdl relaciénként vagy
Osszesen a sajat outputja érdekében, indirckte megkivint, illetve feltétele-

zett. A halmozott import-koefficiensek és a megfeleld brutté termelés szor-
zata példaul kimutatja azt a szektoronkénti importanyag-volument is, melyet e
szektor a tobbitsl kapott termdékekbe | agyvazva’, mar mint hazai eredet erG-
forrast fogyasztott el.

A magam részérdl a Neumann-sor ¢s a tobbszor idézett leontiefi Gsszefiiggds
kozgazdasagi-matematikai jelentGségdét éppen abban litom, hogy ramutatnak
az inverz-egyiitthatok fentieckben vizolt kettds természetére. Kbhal kifolydlag
szerintem helyesebb lenne a tovibbiakban az | coyséenyi végsifelhaszndlis
halmozott . .. raforditdsai” cimmel ellitott, illetve értelmezett szimitdsi ered-
ményeknél mindig egyséenyi lermelés halmozott . . . raforditdsai”-rol beszélni.

( Bedrkezetl : 1969. 1. 16.)

WHAT DOES THE INVERSE MATRIX ACTUALLY SHOW?

The article aims not so much at deseribing new scientific achicvements as rather at
clearing a theoretical misinterpretation assumed by the author to persist. [t deals,
indeed, with the interpretation of the traditional Leontief inverse which is defined in
practice as the matrix of total (dircct and indireet) inputs required to bring about one
unit of net output. This definition is challenged by the author who claims that his pro-
posed interpretation opens new possibilities for the further theoretical and practical de-
velopment of input-outfut analysis.

UTO JKE TIOKASBLIBAET 110 CYIIECTBY OBPATHAS MATPULIA?

[lesib JIAHHOI CTATHLH BAKJIOUACTCSI HE CTOJIL B HPEJACTABJICHHH HOBLIX HAYUHBIX PE3YJih-
TATOB, KAK B BLISICHCHHH — KAK OTO HPEJUIONATACT &BTOP — TCOPCTHUCCKOTO HEJIOPAZYMCHISI.
K OHKPETHO, PeUb HJCT 0 TPAKTOBIKC TPAHIHONHO0I 00parTnoii marpunnr JIconrhesa, KoTopyio
HA [IPAKTHKE TPHHSATO ONPEACISITE KK MATPHILY KYMYJIHPOBAHHLIX (HPSIMBIX TUHOX KOCBCHHDBIX)
3arpar, TPEOYIOUHXCS JUIST COBJIAHIS CJIHIILL (UHCTOI0 BLITYCIKO . ABTOP CHOPHT € 9THM OI1pe-
JLEJICHHEM, OTKPLIBAsSE HPEUIAIaeMoii HM TPAKTOBKOIT HOBLIC BOSMOYKHOCTH JUISE HPHHIAITHAIIL-
HOI'O M INPAKTHUCCKOI'O PASBHTHS AHAJNB0B GdTPATLI=BLITY CIO).

5 Nem tévedtek tehdat a kitlfoldi és hazai kutatok (W. Leontief, R. Stone, Brody A,
Kondor Gy., Simon Gy., Rdcz A. sth.), amikor definiciot adtalk, hanem inkdbh addsok
maradtak — megitélésem szerint — a Leontief-inverz két oldalinak észrevitelével, s igy
konnyen létrejohetett az a logiai zavar, mely megingatta jénéhdiny gyakorlati kozgaz-
diink inverzmatrixba vetctt hitét,



FOGALMAK ES MODSZEREK

Bop PETER

A Wolfe-féle Gn. dltalanositott linedris programozasroél

Ismeretes, hogy a linedris programozds (roviden: LP) az operdaciékutatas
egyik legelterjedtebb, a gyakorlatban legszélesebb korben alkalmazott mate-
matikai modszere. Jol kidolgozott algoritmusrendszere és ezek kiilonbozd
szamitogépi realizdcioi lehetévé teszik jelentds méreti LP feladatok megoldé-
sat is. A modellalkotok ezért rendszerint komoly erdfeszitéseket tesznek, hogy
sajat problémaikat — hacsak lehetséges — mint LP feladatot fogalmazzalk meg,
vagy legaldbbis ilyen természetl feladatok megoldasira vezessék vissza.

Kzek a torekvések teljesen érthetdk, de kétségteleniil magukban rejtik azt
a veszélyt, hogy a modellek latjak az igvekezet karat. Ti. olyan egyszeriisitd
feltevések keriilnek a modellekbe, amelvek azok valdésightségét erdsen két-
ségessé teszik s fgy vitathatékka valnak a modellekbdl levont kovetkezteté-
sk is.

Kétségtelen tény, hogy minden valdsdgos gazdasigi folyamat matematikai
modellezésénél bizonyos kompromisszumra van szitkség. A gyakorlat szem-
pontjabdl nyilvianvaléan esak olyan modelleknek van értelmiik, amelyek szdm-
szeriisithetdk, megoldhatdk és a megoldis a rendelkezésre 4116 szamoldberende-
zéseken gyakorlati szemponthdl hasznos idén beliil kiszamithato. Vagyis min-
den esethen ssze kell egveztetni a valdsighlség és a megoldhatosag kovetel-
maényeit.

Eppen ebbdl a sziikséges kompromisszumnak a szempontjabdl van nagy
jelentGsége a matematikai programozis olyan eredmdényeinek, amelyek lehe-
tové teszik a LP technikailag jol kezelhetd fegyverzetének a LP alapmodell-
jénél dltalanosabb problémdk megoldisara valé eredményes felhasznalisat.
llyen jellegli eredmény a Ph. Wolfe-tol szirmazo | altalinositott linedris prog-
ramozasi”’ (roviden: ALP) eljaras [2].

L

A LP alapfeladata in. kanonikus alakjiban megfogalmazva a kovetkezd:!
Meghatirozando az x5 x,;. . . @, nemnegativ viltozok olyan értékrendszere,
amely eleget tesz a
n
v . F—
(1) dax;=Dh
i=1

linedris egyenletrendszernek és amely mellett a

VA cikk olvas6itol feltételezziik a LP alapjainak az ismeretét. Az irodalomjegyzékben
felsorolunk néhdny magyar nyelvii tankonyvet, illetve tananyagot.
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n
=

linedris fiiggvény maximalis értékct vesz fel.

A feladatban szere plé a;;a,; .. .5 a,; b és e vektorok adott, valds szamokat
tartalmaznak: ezek a feladat numerikus paramdéterei.

A feladat megoldasa abban all, hogy mogk( ressiik a valtozdk bizonyos tulaj-
donsagokkal rendelkezd (ti. me,«_;(:n;:(.‘d(,tt és a megengedettség korlatain beliil
maximdlis célfiigevényértékii) értékeit és meghatarozzuk az ehhez tartozdé op-
timalis célfiiggvényértéket. Nyilvanvald, hogy mind az optimdlis program,
mind az ezzel elérhetd maximilis cdlfiiggvényérték a paraméterek fiiggvénye.
Azonban adott konkrét LLP feladatban a paramdéterek értékei rogzitettek.

Fenti LP feladat Wolfe-féle dltalanositdsiban megsziinik o paraméterek
szamszerfien rogzitett jellege. A paraméterek vagy egy résziik, valtozokka
lesz, amelyek vektoronként és egymastol fiiggetleniil szabadon viltozhatnak
bizonyos megadott korldtok l\u/,ntt.. Az ALP feladat megolddsa tehat nem

esak az LP-i értelemben vett valtozok optimédlis rendszerének meghatarozi-
siara irdnyul, hanem a megengedett lehetGségek keretei kozott kivalasztja o
maga szamdra a legkedvezébb paraméterdrtékeket is. A feladat szempontjahol
természetesen azok a paraméterértékek a legkedvezdbbek, amelyek mikozben
megengedettek a lehetd legnagyvobb célfiiggvényérték elérését teszik lehe-
tove.?

Az ALP feladat most mar precizebb megfogalmazdsindl elGszor abbdl in-
dulunk ki, hogy az alapul szolgdld LP feladat kapacitasvektora és célfiiggviény -
eoyiitthatoi rogzitettek.® Feltételezziik, hogy adott annyi nemiires, konvex
halmaz, ahany \<l|t()/l)]‘t van az LP feladatnak. Le gyenek ezek K;(i =1, 2, .. .,

, n) és fe l\ud]< nek egy olyan dimenzids térben, ahdny egyenlete van az LP
fe ¢Ld(lt feltételrendszerének v wWwyis e

K, R™ Vi-re.

Meghatarozanddk ezek utin az a5 x,; .. o2, nemnegativ valtozék és a
P,;P,;.... P, ismerctlen egyiitthatove ktorok agy, hogy ’

(2) (a) ’2,1 Px,=bh
(b) P,cK,  Vire

n
teljesiiljon és z — > ¢, maximalis legyen.
l
Vegyiik észre, Im(r\ ha minden K; halmaz egyetlen elembdl all esak (a;), az

ALP feladat I\(MUIH(‘“’(h LP fel: L(thm redukalodik.

* Parametrikus programozdsnak szoktdk nevezni az olyan jelleg(i szamitdsokat, ame-
lyekben az optimdlis program ds az optimdlis célfiigevénydérick vialtozdasait vizsgaljak
a paraméterek viltozdsinak a fiiggvényében. Célszeri a parametrikus programozdst az
ALP kérdésfeltevésétsl megkiilonboztetni. Kz utobbindl ismerctlen paraméterekkel vald
programozdsrdl van szo.

P Ezt a feltevést kés6bb feloldjuk.
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A tovabbiakban az egyszer(iség kedvéért feltételezziik, hogy az ALP fel-
adatban szerepld valamennyi halmaz olyan konvex poliéder, amely valamilyen
linedris egyenletrendszer nem negativ megolddsainak a halmazival jellemez-
hets. Kz annyit jelent, hogy minden K; halmazhoz tartozik egy F; feltétel-
rendszer
(3) F; = {y'| Dy’ = d!; y = 0}
és megadhaté az F; halmaz és a K; halmaz elemeinek egy kolesénosen egyér-
telmii egymdshoz rendelése. P; € K; akkor és csak akkor, ha

_?/{_
Y
|
Ym_
megoldisa a .
St . : g
Sydi=d,; y;, =0 (F==1,2, . s Wi 08;)
Jj=1

feltételrendszernek.

A tovabbiakban bemutatjuk, hogyan lehet az ALP feladat megolddsat I.P
feladatok megoldisinak a sorozatiara visszavezetni. Ebben a megolddssoro-
zathan felvaltva kell 3. tipust feltételekkel biré LP feladatokat és 2. alaku
LP feladatot megoldani. A konnyebb hivatkozas érdekében a 3. alaka feltétel-
rendszerrel rendelkezd LP feladatokat a tovabbiakban egyiitthatovektorokat
generdld programoknak, a 2. alaku feladatot alapfeladatnak fogjuk nevezni.

Feltevéseink szerint K; =~ ) minden i-re, ezért valamennyi generdl6 prog-
ramnak van megengedett megolddsa. Legyen y{ egy megengedett megolddsa
Finek (i =1,2,...,n) ¢ jeloljik ¢ megoldis elsG m komponensét P9-val.

i
Y
L
Pl=|
i
_Ym
A mondottak alapjin P az i-ik alapfeladatbeli tevékenységi valtozo meg-
engedett egyiitthatovektora. (Vegvitk dészre, hogy PYi =1,2, ..., n) mar
nem valtozokat tartalmaz.) .
Oldjuk meg ezek utdn a 2. alatti feladatot P¢ (i =1, 2, . ... n) egyiitthatok-
kal. Bz mar nem ALP, hanem LP feladat. Tételezziik fel, hogy ennek a fel-
adatnak ti.
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n
NY oA « -
> cjx;-> max !
=1
van optimdalis megoldisa.t
A 4. alatti feladat optimdlis megoldasat szolgdltatd bazist jeloljilk A pg,-val.
A bdzisvaltozok értéke az optimilis megolddsban: xgz0 = Aglb és a célfiiggviény
maximalis értéke:

> |
2y = ChoAgth

ahol e} a bazisviltozok célfiigevényegyiitthatdit tartalmazd vektor. A bazis
optimalitasa miatt:

cp— 2 = Cp — CHAZ P <0 (=12, s .:;m) .

Az alapfeladat igy nyert megoldisa feltétleniil megengedett. Ugyanis 4.-ben
megengedett cgviitthatovektorokkal dolgoztunk és ezek vilasztott értékei
mellett xgo kielégiti az alapfeladat feltételeit, tehat maga is megengedett.
Ugvanakkor xg, esak az egyiitthatok konkrétan vilasztott értékeit figyelembe-
véve optimalis. Elképzelhets az egyiitthatok mas megengedett rendszerében
enndél magasabb célfiicovényértékl program is.

Ennck a lehetGségnek a vizsgdlata érdekében azt kell elemezni, hogy Gjabh
egviitthatok generdlisa keesegtet-¢ ilyen lehetGségekkel. 16t haszndljuk  fel
azt a feltevést, hogy minden K; konvex halmaz. Ismeretes ugyanis, hogy egy
konvex halmaz tetszileges véges sok elemének a konvex linedris kombindcioi
is hozzatartoznak a halmazhoz. Ha tehat elemzésiinkbdl az deriil ki, hogy vala-
milyen a; tevékenyséonek egy a 4. alatti feladatban nem szereplé megengedett
egyiitthatévektora P} révén a célfiiggviny javithato, akkor ez azt jelenti,
hogyv az i-ik tevékenységet a PV és a P} valamilyen meghatirozott konvex
linedris kombinaciojaval kell miikodtetni.

Vizsgaljuk meg, hogy a j-ik generdld program segitségével nyerhetd egyiitt-
hatokkal lehetséges-c az alap-feladat optimdilis megoldasat javitani. Khhez
azt kell vizsgialni, hogy a
.,

‘:'1‘ Plx; + Pxj=b

{

(5) x > 0; x} == 0
n
Yoy - | a W
‘)1 cx; + ¢; )| — max!
t

LP feladat optimalis megoldasa jobb-e a 4. alatti feladatiéndl. Lathato, hogy
4. és 5. egvetlen valtozdban kiilonboznek esak. Az 5. feladat: kibGvitett alap-
feladat; azonos feltételrendszert és egeyel tobh valtozot tartalmaz, mint a 4.

Yz a feltételezds egyaltaldn nem magitol éetetGds. Konnyen el6fordulhat, hogy mig
2-nek van optimilis mevoldidsa, 4-nek nines megengedett megoldidsa sem. Fentiekre ezért

még visszatériink.
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alatti. Mivel 4. optimdlis bdzisdt ismerjiik — egyszertien eldonthets, hogy ]

bevondsa a bazisba hozhat-e javuldst 4. optimalis megoldasihoz képest. Ennek
érdekében csak a ¢, ., — z,., kiillonbség elGjelét kell meghatirozni. Ha

e e e = T
Cntr — g1 == € — Cp AR P; <0

akkor a 4. feladat optimalis megolddsa optimdlis az 5. feladatban is. Ahhoz,
~
hogv 5. optimalis megolddsa jobb lehessen, mint z,, az sziikséges, hogy

* 1
Cr= cB"’ABoP}' >0

=

legyen, vagyis
¢; > chARP;,

ciA gl azonban a P; vektor ismeretlen komponenseinek linedris kifejezése.
Ahhoz, hogy létezzék olyan tovdbbi megengedett egyiitthatévektor az x]

,

tevékenységhez, amely mellett 5. optimélis megoldasa jobb, mint 4.-é az
sziitkséges, hogy legven Kj-ben olyan P;, amelyre
* -1 L
chApP; <c;.

Vizsgiljuk tehat a efAgP; linedris fiiggvény minimumdt a j-ik generdld
program feltételrendszerén. Ez egy LP feladat. Ha

min (e ApiP;) ¢
P K,

akkor a j-ik generdld program nem képes javitasra alkalmas Gjabb egyiitthato
oszlopot generdlni. Legven ezzel szemben

min (¢K A P)) <¢; P,eK;
és alkossa P} a generdlé program optimdlis megoldasiat. Ekkor

¢;— AP} >0

lévén az

n

PO Ll
..\JPI‘II' ’%' PJCIJ —
i=1

= ~ 0 Fle
(5°) x= x; =20
1 4

n \
(;‘ cy ¢ a"—J —max!
1

feladat optimdlis megolddsa (degenericié mentes esetben) jobb lesz, mint a
4. feladaté.
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Legyen az 5" feladat optimalis megoldasat meghatarozé bézis Ag és a meg-
felel6 optimalis megoldas bazisvaltozoi:

Xp1 — Aéllb .

Ezek kozott a) biztosan szerepel; x; vagy szerepel, vagy az 5’ feladat megolddsa

sorén kikeriilt a bazisbdl. Ha ez tortént, akkor @; szerepét a} veszi at. Ha mind
a;, mind 2} szerepelnek a bdzisviltozok kozott, akkor — mivel ezek azonos
tevékenységre vonatkozé valtozok a tevékenység tényleges szintje x; 4 ]

lesz és ez a tevékenység az

7 1
T P?+— e Pl
ol . 1
x; + Z; x; +
atlagos egyiitthatovektorral kell hogy mukod)o
Fenti nl(‘”f()I]t()l(l%()k(lt természetesen minden j-re ki kell terjeszteni, hiszen
valamennyi generdlé program adhat tovdabbi javité hatdst paramdéter vekto-
rokat.
A 4. feladat megoldasa utan tehit » kozonséges LP feladatot kell megoldani.
Ezek

l)l‘yi di

G
Yo
ti=ckAz| ~ |- min!

Yn |
Jeloljitk 7 -vel azon indexek halmazdt, amelyekre
mint; << ¢;
és legyvenek a megfeleld optimalis megolddsok
P} i€,

ebben az esetben a kovetkezs kibGvitett alapfeladatot kapjuk:

n
PO Y P e
3P+ 3 Plal =b

] JeS
(5//) X”O. xl :77:0
n
Zc,x, + 2,(, @j| —~max!

(=1 J€
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Az 5" feladat ugyanannyi feltételt tartalmaz, mint 4., de lényegesen tobb val-
tozét. Nem nehéz azonban beldtni, hogy az 5" alatt felirt feladatban sok feles-
leges valtozd is szerepel és ezek elhagydsival a feladat mérete jelentc’iben esok-
kenthetd. Nem kell ugyanis tovabb .s7or0pc]’cetm azokat az eredeti a; ; ;. . .
valtozokat, amelyek az Ap, bézisra nézve nem bézisvaltozok. A s7amltas ké-
sGbbi lépéseinél mm(hg kihagyvhatdk a tovabbi szamitasokbdl azok a viltozdk,
amelyek az alapfeladat valamelyik megolddsa sordn nem szerepelnek a meg-
felel6 optimalis bazisban. Az eljardsnak ugyanis az a logikaja, hogv minden
ilyen fazis utan azt vizsgialja, hogy a még nem szerepelt pot]ola(ros raltozdk
segitségével érhetG-e el tovabbi javitas. E nnek soran egyetlen korabban méar
szerepelt és az optimdlis bazisba be nem keriilt valtozé sem johet vissza vala-
melvik késGbbi optimalis megoldasba.

Azt tapasztaljuk tehat, }ms_r az alapfeladat mdérete az induldskor (m xn)
¢s minden tovabbi fazisban l(-(ff( sljebb [mx (m + n)].

Mivel minden K, halmaz feltevéseink szerint konvex poliéder, minden egyes
generald program esak véges szamu kiilonbozd egyiitthatéoszlopot h<)711(1t
létre. Tgy az egész eljards véges sok lépés utan fe Itétleniil befejezidik

Minden LP feladatnil elvben fennall annak a lehetdsége, hogy a célfiiggvény
a megengedett megoldiasok halmazin nem korldatosnak bizonyul. Gyakorlati
jellegii feladatoknal ez a koriilmény arra utal, hogy a modell feldllitasinél nem
vettiink figvelembe létezd és aktivnak bizonyulé korlatokat. ALP feladat ese-
téhen a modell szerkeszts aligha tudja eleve attekinteni, hogy a megengedett
egyiitthatok kiilonbozd lehetséges kombindeidi milven irdnyban vihetik irred-
lisan félre a programot. Célszerl ezért az alapfeladatba eldre olyan korlatot
beépiteni, amely az alapfeladat megengedett megoldiasainak a halmazat eleve
korlatossd teszi barmilyen egyiitthaté kombnidcié is alakuljon ki. Ezt a
célt éri el pl. egy

2L M
i1
alaki korlat felvétele, ahol M célszerlien vilasztott elég nagy szam.

Kzzel az eljards véges voltat belathattuk. Roviden vissza kell azonban térni
arra a feltevésiinkre, hogy a 4. alatti alapfeladat optimélis megoldédsa 1étezik.
Iz eleve nem biztos, mert nem konny i altalanos esetben elérni, hogy a gene-
ral6 feladatok egymidstol figgetleniil taldlt megengedett megolddsai alapjan
osszehozott egyiitthatomédtrix oszlopvektoraibdl a kapacitasvektornak létez-
zék nem negativ elGallitasa. A megoldhatosag eldontése és az indulé alapfeladat
meghatirozasa ezértittis az LP kétfazisos eljardasihoz hasonlé megolddst kvetel.

A 2. feladatot elGszor mesterséges viltozokkal kiegészitve kell tekinteniink
és meg kell hataroznunk a mesterséges viltozok osszegének a minimumat. Kz
egy teljes ALP feladat. Ha ennck a feladatnak a megolddsa sordn az deriil ki,
hogy ez a minimum zérus, esak akkor dllithatjuk, hogy a feladatnak van meg-
engedett megoldasa. Ebben az esethen persze optimédlis megoldds is lesz, hiszen
a korlatossagrol mar elézetesen gondoskodtunk. Amennyiben azonban a mes-
terséges viltozok dsszegének a minimuma pozitivnak bizonyul, akkor a 2. fel-
adat inkonzisztens.

Ha viszont a konzisztencia fenndll, akkor a mesterséges valtozokat zérus
minimdalis 6sszegre redukalé program tartalmazza a 4. fdadat érdemleges meg-
oldasahoz szitkséges PU; PY; . .. P egyiitthatévektoroknak egy 0])&11 meg-
engedett rendszerét, amelyre ennek a feladatnak mar van optimalis megoldésa.
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Az ALP feladat bemutatdsiandl abbdl indultunk ki, hogy az alapfeladat
kapacitdsvektora és célfiiggvényegyiitthatoi adott értékek. Nem nehéz azon-
ban a feladatot olvan formdban megfogalmazni, hogy a kapacitisvektor is
egy adott konvex halmaz tetszéleges eleme legyen és hogy a célfiiggvényegyiitt-
hatok is valtozokként legyenek kezelhetdk.

Ennek érdekében a kiinduld 1. alatti LP feladatot atalakitjuk vele egyen-
értéki alakra a kivetkezé médon: keresend az a; x,; . . .; @,; ¥, nem nega-
tiv valtozok és az a, elGjelkotetlen viltozo olyan értékrendszere, amely eleget

tesz a

bl.rlil -0

n
. AP . —
ry+ ey =0
i1

egyenletrendszernck és amely mellett
p=

linedris fiiggvény maximalis értéket vesz fel.

Ebben az ekvivalens alakban az eredeti feladat kapacitasvektora az
valtozé egyiitthatovektoraként jelenik meg és a cdlfiiggvényegyiitthatok a
tevékenységek egyiitthatévektorainak komponenseivé vilnak. Ha tehdt azt
akarjuk elérni, hogy viltozokként kezelhessiik a kapacitisvektort és a cél-
fiigevényegyiitthatokat is: tekintjiik az alabbi ALP feladatot:

‘ 0

n+1
erl'n i _\/ Qi“‘t = 1
e 0

Q; €K, (=01, <o nn~1)
> () l=1,2,...,0n 4 1)

x, elGjelkotetlen

x, — max |

Az ALP feladat, mint lathattuk, az LP modell Iényeges dltalinositasat tar-
talmazza. Alkalmazdsi szemponthdl abban all a legnagyobb jelentdsége, hogy
lehetvé teszi bizonyos | kiilsG” hatdisoknak az egyiitthatokra valé olyan érvé-
A o. .

nyesitését, amely konzisztens az alapmodellel és ald van vetve az alapmodell
optimumkritériumdanak.



135

Nem nehéz észrevenni, hogy az ALP modell ebben az értelemben | két-
szintlien” miikodik. Az alapfeladatban tevékenységi vdltozdkat progr dm()/
a generald progr: amokban megengedett e(f\'uttlmtol\at allit el6. Ezen a szinten

veszi.az eljards figyvelembe az egy iitthatokra érvényesiils ..]\lllb() — ti. model-
len kiviilrdl eredd — hatdsokat. Az ALP modell igen szoros rokonsdaghan van

a Dantzig  Wolfe-féle un. dekompozicids CI_]dId.\bd]. Lényegét tekintve nem
mds, mint a dekompoziciés mddszer alapgondolatinak alkoté adaptilisa az
LP feladat altalinositdsara.

Az ALP modell esak formdlisan linedris, mert explicit médon tartalmazza
valtozok szorzatait is. Azonban csak bizonyos tipust valtozok szorzatai szere-

pelhetnek benne. Igy a modell legaldbbis a kidolgozottsigdnak jelenlegi
fokan nem képes olyan osszefiiggéseket figyelembe venni, amelyek kiilon-

hozG teviékenységek egyiitthatoi kozott allanak fenn;: és olyanokat sem, ame-
Ilyekben a tevékenység szinvonaldnak hatasa fejezddik ki az egyiittha-
toira.

Az ismeretlen egyiitthatokkal kapesolatban figyelembe vett Osszefiiggések
lehetsleg linedrisak kell hogy legyenek, vagy legs 4bb is linedris fiiggvények-
kel jol kozelithetSk. Igy a modell (r\akml(m alkalmazdsinak természetes
teriilete olyan alapjaban véve linedris termelési (és egyéb) rendszerek ol)tmm—
lizdldsa, amelyekndl a tevékenységek technolégiai egyiitthatdi, tevékenysé-
genként, kiilsé vezérlvaltozok (kontrolparaméterek) segitségével befolya-
solhatok és minden egyes tevékenységre kiilon-kiilon a megengedett techno-
l[6giai egy iitthatévektorok halmaza konvex.

Adott ALP megolddsa, mint littuk, LP feladatok sorozaténak megolddsit
teszi sziikségessé. A szamitdasi tobblet mértéke ALP feladat és vele azonos mé-
reti LP feladat kozott attdl fiigg, hogy hany generdlé programmal kell dol-
cozni, vagyis hiny egyiitthato oszlopy cktor tartalmaz nem rogzitett paramdte-
reket is. Ha a generdld programok szama alacsony - a megoldandd szamitds-
technikai tobbletfeladat nem jelentds és sem memoriatartalom, sem futisi
ids tekintetében nem okoz kiillonosebb gondot.

Jogeal felvethetd azonban a kérdés, hogy a gvakorlatban taldlhatunk-e
nlvwn problémdkat, amelyek ALP feladat im‘nmldb.ln megfogalmazva ilven
szamitastechnikailag viszonylag kényelmes tulajdonsigokkal rendelkeznek.
[lyen tipusi feladatok szép szammal vannak mind az operdciokutatds, mind
a matematikai kozgazdasdgtan teriiletén. Hadd hivatkozzunk itt esak egyetlen
modelltipusra, amely a népgazdasigi tervezés teriiletén széles korben alkal-
mazdasra keriil.

5z pedig az an. ,,Kantorovies tipust” optimalizaldas. A hazai szakirodalom-
ban Kantorovies professzor nevéhez {lizddik az olyan tipust linedris termelési
modellekkel valo optimalizdlds, amelyekben a cdl adott anyagi Osszetételi
véesa kiboesiatds volumenének a maximalizildsa. A gyakorl: ithan ezt az op-
timumelvet tgy szoktik alkalmazni, hogy nem a végsé kiboesdtas volumenét
magit, hanem egy elGirt végso kiboesdtasi minimum feletti tébbletnek adott
anyagi osszetétel szerint valé volumenmaximalizalisat tekintik optimalisnak.
Ilyen tipusi célfiiggvény keriilt alkalmazdsra (legalibbis més célfiiggvények-
kel egyiitt) az ex post drprogramozisban, az un. osszevont népgazdasagi prog-
ramozasban, a harmadik 6téves tervvel kapesolatos an. | kétszintdi programo-
zéshban™". Ilyen tipust modellel szanddkozik az O.T. Tavlati Tervezési FGosz-
tdlya és a Terveazdasigi Kutaté Intézet a cseh lengyel -~ magyar gazdasdgi
coviittmikoddés elemzését végrehajtani.
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A jelzett feladat tomoren igy fogalmazhaté meg:

Ar=D>b 4+ Ad
0; A0,

A—max!,

ahol b a minimdlis végso kiboesiatas vektora és a d vektor rogziti a tobblet-
kiboesatas eldirt anyagi Osszetételét.

Az ilyen tipust modellek eldnyosen szolgaljik az anyagi egvensily biztosi-
tasanak a kovetelményeit, de optimumkritériumuk igen merev. A d vektor
elemeinek rogzitése teljesen kiviilrdl torténik és az ebbdl szarmazé merevsé-
gen csak keveset csokkent az, ha kiillonbhozé egyméastol fiiggetleniil megdlla-
pitott, kiillonbozs gazdasigpolitikai koncepeidkat titkrozs d vektorral variin-
sokat hatarozunk meg. Kzek osszehasonlithatd elemzése meglehetdsen prob-
lematikus. A {6 hidnyossig azonban abban van, hogy a kiilinhozG tébblet-
kiboesatasi szerkezetek modellen kiviili megillapitisa nines kapesolatban az
alapfeladat adottsagaival.

Meg kell ugvanakkor jegyezni, hogy a , kivinatos tobbletkibocesdtdsi™ szer-
kezet problémija nemesak akkor meril fel, ha kifejezetten ennek a volumendét
akarjuk maximalizilni. Minden kombinalt népgazdasagi célfiiggvényndél fel-
meriil a kérdés: milyen legyen az osszetétele az optimalizilas révén realizil-
hato anyagi tartalékoknak. Kétségtelennek tiinik, hogy elénydsebb, gazdasiagi-
lag megalapozottabb, ha e kérdést nem helyezziik teljesen a modellen kiviilre;
hanem kiilsGdlegesen csak az érvényesitendd struktiarak bizonyos korlatait
rogzitjiik. 1 korlatok keretei kozott azonban a modell sajat optimumkrité-
riumdnak rendeljitk ali a vilasztdist. Ebben az esetben nem kell mdst tenni,
mint ALP feladatként fogalmazni meg modelliket. Termdészetesen esak
tobbletkiboesatisi szerkezet (esetleg szerkezetek) clemeit kezeljitk valtozok-
ként. Tgy — ha nem is érjiik el a probléma kozgazdasigi szemponthdl kifogis-
talan kezelését — jelentGset [épiink elére a modell komplexitdsinak a tekinteté-
ben.

( Beérkezett : 1969. 1. 10.)
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A diszkrét programozis méodszerei és alkalmazasa
gazdasagi problémak megoldasara

Gazdasagi problémak megoldasiban nagy szerepet jatszik a matematikai
programozas. Ennek feladata, hogy egy adott tobbviltozos fiiggvény mini-
mumat vagy maximumit és d]lIl(Lk helyét meghatirozza egy megadott tar-
tomanyon. H(L a maximalizaland¢ fiiggvény — az un. célfiiggvény — linearis,
tovabba a tar tomany linedris egyenlGtlenségek segitségével van megadva
(\ vy ilyen alakra hozhato), (kam linedaris programozisrdl beszéliimk. A lined-
ris programozis matematikai elméletét, valamint alkalmazisokat talalhat az
olvasd az .Ll ibbi konyvekben: PriEkora A. [36], HApLey [20], DANTZIG [13],
CHarNES ¢é8 Coorer [11]. Az emlitett mu\(l\lwn bdségesen vannak tovabbi
irodalmi utalisok. Gyakran a linearis kozelités pontossiga méar nem meg-
felels. Ha a célfiiggvény vagy a feltételek nem linedrisak, akkor nemlinedris
programozisrél beszdliink. Kxakt modszerek jelenleg tobbnyire csak arra az
esetre vannak, amikor a maximalizilandd célfiiggvény konkav, esetleg kvazi-
konkav (vagy a minimalizalandé fiigevény konvex, ill. kvazi-konvex) és a ha-
tarold feltételek is konvex tartomdnyt szolgdltatnak. Ha a feladat nem ilyen,
akkor az okozza a nehézséget, hogy sok lokdlis (helyi) maximum lehetséges,
amelyek nem globdlis maximumok. A nemlinedris programozas jo attekintése
néhany maodszer alapos t;'u-;_r‘vnlzis:iml megtaldlhatd Hapruy [21] konyvében,
amelyben dinamikus programozas is talilhaté. Itt a ,.dinamikus” l\ll(‘ ezes
nem feltétleniil ngvanazt jelenti, mint a ]\'(”)A”‘L/ddﬂ‘l"tdn]hlll Altaliban arra
utal, hogy tébb euyvszerre megteendd dontés l1(.l_vctt a dontések egymdsutan-
jara vezeti vissza a problémdat. Az djabb dontéseket a kordibbiak kovetkezté-
ben kialakult helyzethen optimdlisan teszi meg. Lényegében tehiat a dinamikus
progr amozis egy bonyolult pml)h mat egyszer(ibb feladatok sorozatira vezet
vissza. A dinamikus Programozais alapos matematikai targyalasa, valaming
nagyszami alkalmazis taldlhaté Brrooman[7], Beromax és Drevrus [8]
konyvében. Bevezetésként Nevnauser [34] miive ajinlhato.

Ha a matematikai programozisi feladatban valdszinfiségi valtozok is szere-
pelnek (igény, technikai koefficiensek, drak sth.) akkor s"/t()ch;wytikus progra-
mozasrol beszéliink. (Ldasd: Dantzic [13]. 25. fejezet, HapLey [21]. 5. fejezet,
Prizcora [37].)

Mind a linedris mind a nemlinedris feladatokban, ha kiilon nem kotjik ki,
dltaliban folytonos valtozékra gondolunk. Sok esetben azonban egyes valto-
z6k nem tekintheték folytonosnak. Példaul nagyértékii gépek esetén nem mind-
egy, hogy az eredményiil kapott 3,3 gépet 3 vagy 4-nek tekintjik. Kiilsnosen
kritikus a helyzet az Gn. beruhdzdsi pl'oblémaklmn ahol a valtozd értéke 1
vagy O aszerint, hogy egy beruhdzdst \f(‘(’l(,ll(ljtun]( e vagy sem.

Az elsé részben a diszkrét programozasi feladatok dltalanos alakjat, a ma-

4 Szigma
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sodikban néhdny gazdasdgi alkalmazdst targyalunk, mig a harmadik rész :
diszkrét programozisi mddszerek attekintését tartalmazza irodalmi utaldsok-

kal.

1) A diszkrét programozasi feladatok altalinos alakja

Diszkrét programozisrél beszélimk olyan matematikai programozasi fel-
adat esetén, amelyben néhiny vagy valamennyi valtozo csak véges vagy meg-
szamlalhatéan végtelen sok kiilonbozs értéket® vehet, mas szoval értelmezési
tartomanya nem folytonos.

Diszkrét programozis helyett hasznilatos még az egészértékii és az integer
programozasi elnevezés is.

A két utébbi elnevezés magdaba foglalja azt a megkotdst is, hogy a nem foly-
tonos valtozok csak egdsz értékeket vehetnek fel, azonban ez nem jelent meg-
szoritast. Ha ugvanis az a viltozd az

@y Wiy 4 s

véges vagy megszamlilhatéan sok (nem feltétleniil egész) értéket veheti fel,
akkor az
x =a,% + ax, + ...
2y By =1
x; =0 vagy 1
felirdashan mar csak egészértéki valtozok szerepelnek.

Tovabbiakban ezért a diszkrét valtozok csak egész értékeket vesznek fel.
Ha egy feladatban csak egészértékl viltozok szerepelnek, akkor ezt tiszia
egészértékiinek, egészértékii és folytonos viltozok fellépése esetén vegyes vagy
kevert egészértékl feladatnak nevezziik.

Tovabba egy tetszileges egészértékii feladatot is at lehet alakitani 0 1
egészértékiivé, ha valamennyi viltozé korlitos. Legyen példaul

=018, 5P

Természetesen addodik az

=Y+ Y+ .- -Yp
y =0vagy I (j=1,...0p)

elGallitas, ennél azonban sokkal jobb is van.
Hatdrozzuk meg a k szdmot gy, hogy s

k=% gy 2 P

Példaul tetszéleges egész vagy nemnegativ egész értékeket vehet fel.
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ekkor legyen
=21y 4 2k 2, 4 ... 2z, + @
ahol

xp=0vagy 1 (j=12,...k

E nnok az elGallitdsnak az a jo tulajdonsaga is megvan, hogy az x valtozd és az
(2, @y, . .., 2) vektor viltozé kozott egyv-egy értelmii megfeleltetés létesithets
és mindossze

[1;‘4 yz l

szamu valtozo sziikséges hozza.
A legeyakrabban elforduld tipus a linedris egészértéki feladat, mely a ko-
vcbkoznlmpp(m irhato fel.

min (¢,%; + ¢y + . .. +C2,)
gy By~ By = o o v By by
Ay @y + Aoy + - . - g2, = b,
'(’ml'rl‘f‘ oty + ... I Apnn = /}/71
t;=0,1,2,...,7; =18 ...,k
€ 0 Gl=k4+1,...,0)
ahol a;;, b, és ¢; adott tetszbleges valds szamok, az r;, £ szimok adott pozitiv

cgbszek. Ak — n esethen tiszta, 00 < &k <7 n esetén kevert egészértéki feladat-
rol beszéliink.

Ha a célfiigevényt maximalizilni kell, annak (- 7)-szeresét minimalizalhat-
juk A - egyenlGtlenségeket (—7)-gvel vald beszorzdssal > tipusuva tehetjiik,
mig az « ‘“‘V(‘lll()h(“"( ket 1(\llmnthatJul\ egy < ésegy > tlplml egyenlGtlenségre.

Ha egyes egészérték viltozokra nines explicit felsé korlét, de az egyenlét-
lenségek altal hatdrolt tartomany korlatos, akkor ebbdl célszertd megallapitani
a szoban forgd felss korlatot, ez megkonnyiti a megoldast.

Nem okoz nvh(‘/,.\wr(*t az a valtozo sem, amelyik negativ értékeket is felvehet,
de sokszor egyontet(iséy, illetve konnyebhb kezelhet6ség kedvéért ezeket fvl—
bonthatjuk pozitiv és negativ résziikre. Ha eredetileg x; elgjelkotetlen viltozd
volt, akkor

ba pedig
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akkor
x;= xf —
Il'j' == /), 1, &,
oy =0,1,2
Bevezetve az
@iy -5 Qyp bt () x,
A == . . - b= , c= ] X =
“7111 s g l)m \ Cpy ‘l.n

jeloléseket, az (1) feladat a kovetkezd egyszeri forméaban irhato fel:

(2) min e’x
Ax b
#y=0, L, ...r (j=1,2,...k)
;=0 (j=k+1,...,n),

ahol a felsé indexben szerepld T transzponaltat jelent. (Egy matrix transzpo-
naltjat féatlojara vald tiikrozéssel, azaz a sorok és oszlopok feleserélésével kap-
juk. Igy egy oszlopvektor transzpondltja sorvektor, a sorvektor transzpo-
naltja oszlopvektor. A toviabbiakban a vektorok altaliban oszlopvektort je-
lentenek, hacsak kiilon masképpen nem kotjiik ki.)

Hasonléan irhatd fel a megfeleld nemlinedris pmhlvnm

(3) min  g,(x)

gi(x) =0 (== T2, e g )
2;=0,1,....r; (g ="Ln im0}
-"j,_i() (9="k -1, . n);
ahol g,(x) (2 =0, 1, ..., m) tetszileges (egyértékii) figgvények. Mas kérdés

természetesen, hogy ilyen altalinossagban a feladat nem oldhaté meg, még
akkor sem, ha csak egészértéki viltozok szerepelnek és a feladat méretei tul
nagvok a teljes leszamlilisra. A késobbickben adunk a tiszta egészértéki
valtozatra a ¢;(x) I'ii;:gv('*nvckrc vonatkozd, nem tul erds feltételek mellett
algoritmust, mely elég nagyméretii feladatokra alkalmazhato.

\ égiil meg ke Al emliteni, h(wv az egészértékii valtozokra igen gyakran bizo-
nyos tipust logikai feltételek is fenndllnak. Kzek igen jol ‘beleilleszthetdk a
leszamlilasi tipusi és a korlitozis és szétvilasztison alapulé algoritmusokba,
sokszor még meg is gyorsitjak azt.

Ilyen feltétel példaul, hogy nem lehet harom egymds utan kovetkezs egész-
értéki valtozé zérustdl kiilonbozs, v vagy az egészértéki valtozok egy csoport-
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janak nem zérus értékébdl kiovetkezik, hogy masoknak zérus értéket kell fel-
venni. Az ilyen tipusu fetételek a Icgtobb ehctben mcgf()galma/hatok algebrai
alakban is, azonban rendszerint csak igen nagyszamu feltétellel, ami két hat-
rannyal is jar. Az egyik az, hogy a sok feltétel igen sok helyet foglal el (gépi
kapacitdsban), a mésik pedig, hogy a feltételek ellenérzése nagyon sokdig tart.
Mig, ha meg tudunk maradni a logikai kezelésmdd mellett, akkor ezt gy fog-
hatjuk fel, mintha a fenti nagyszamu feltételnek mindig csak egy kis részét
vizsgalnank, mert a tobbirdl egyszeriden ki tudjuk mutatni, hogy jelenleg nem
jelentenek korlatozast.

2) A diszkrét programozas néhany gazdasagi alkalmazasa

A jelen szakaszban a teljesség igénye nélkiil felsorolunk néhany alkalmazést.
A modelleket lehetsleg egyszerii formdaban targvaljuk a kénnyebb megértés
kedvéért, ez azonban nem jelenti azt, hogy komplex problémédk megolddsara
nem alkalmasak.

2.1 Hgy feltételes terhelési feladat

Az irodalomban ez ,,hitizsik probléma’™ néven ismeretes, mert az elsé meg-
foralmazasa egy gvalogtirazd hatizsikjinak optimdlis kitoltése volt egy meg-
adott valasztékbol. Kz azt jelenti, hogy egy adott sulykorlat alatti targykom-
bindciok kozil a maximdlis haszndlati értékit keressiik.!

[z a probléma nemesak egyszerfisége és onmagdban valé hasznalhatosiga
miatt érdekes, hanem azért is, mert a tobbfeltételes probléma megolddsiban
is jo segédeszkoz.

A kovetkezd jeloléseket hasznaljuk:

n  a tdrgyak szima (ha valamelyikbdl tobb van, azt tobbszorosen hasznal-

juk)
a; a j-edik tirgy sulya,
¢; a j-edik targy értéke (haszndlati érték),

K a megengedett maximalis terhelés,
I ha j-edik targvat valasztjuk,
g = » =2

/10 ha nem.

A feladat a kovetkezGképpen fogalmazhatd meg:
n

(max)z =2 ('jz'j

)'rz 2 < K
J
x; =0 vagy -1 (j=12,..:n).
1 Feltételezziik, hogy a haszndlati értékek osszeadddnak. Csak egyszer(iség kedvéért
vilasztottuk a feladatnak ezt a — gazdasigi szempontbol I\lf()trnst)llmtu — értelmezdését.,

Megfogalmazhattuk volna példdul vgy is, mint a 2.2 modellnek azt a specidlis esetét,
amikor csak egyetien feltétel van.
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Az altalanos alkalmazhatosig szempontjabol megvizsgiljuk az egytitthatok
kiillonbozG el6jelkombindciéit. Feltételezhetjiik, hogy ¢, > 0 és a; 0 (j=
=1, ..., n). Ugyanis, ha ¢; < 0 és a; < 0, akkor az xj=1 — x; valtoz6 be-
vezetésével az egyiitthatok pozitivvd vilnak. A ¢; > 0, a; << 0 esetén ;=1
és ¢; < 0, a; > 0 esetén pedig x; =0, ugyanis az elss esethen pozitiv értéket

kapunk djabb kapacitas felhaszndlisa nélkiil (s6t a; <7 0 esetén még noveljiik
is azt), a masodikban pedig bizonyos kapacitis felhasznalisaval biztosan nem
noveljitk az osszes értéket, sét esetleg esokkentjiik. Végiil a ¢; = a; =0 eset
teljesen érdektelen, mert az a; viltozé ekkor nem szerepel a feladatban.

A feladat optimalis célfiiggvény -értékére jo beeslést kaphatunk a kovetkezd
modon. Allitsuk a valtozokat olyan sorrendbe, hogy

1 — Co —_ Cp
By B T @
(Egyszerliség kedvéért feltételezziik, hogy eleve ilyen sorrendben indexeztiik

a valtozokat.)

Ekkor, ha

r pefed
Ny e gg e X
/t,,;l\ 2 a;,
=l =1
akkor
r ) C 1 A
\v - v e R r Al
2 <maxz< e+ K — Jla
j=1 j= @ j=1
Aziry =g ==k =, =1, x,,, =, =0 a feladat megengedett megoldiasa

és rendszerint elég jo célfiiggvény-éricket szolgialtat. Arra azonban semmi biz-
tositék nines, hogy ez optimdlis megoldis volna. Példaul a

("HL\') S 5".1 - 3."-_; f f)_l':l
2x, + 3z, + 10z, < 11
Xyy Ty, Ty = () ragy /

feladat mar rendezve van, mert

b3 2 9
Tl :
2 3 10
mégis az ¥, =, = I, xy =0 megoldas célfiiggvényértéke z — 8 mig az ay = I,

2y =y =10 esetén-z = 9.

Az emlitett feladatndl az Osszes megoldasok szama 2% = 8, {gy kinny(i vala-
mennyit ellendrizni. Nagyobb n esetén azonban ez nem lehetséges, mivel a 27
igen gyorsan novekszik n novelése esetén.
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2.2 Tobb-feltételes terhelési feladat

A nehézségek jol latszanak mar két feltétel esetén is, igy ezzel az esettel fog-
lalkozunk. Tegyiik fel, hogy egy hajot kell terhelniink értékes rakomdnnyal.
Az érték most lehet hasznalati érték (expedicid), valédi érték (mentési munké-
latok) vagy szallitdsi koltség (szdllitasi vallalat esetén). Az utébbi esethen a
szallitd az drukért kapott dijat akarja maximalizalni. A tobbi esetben a cél
nyilvanvald. Legyen tovibba a stlykorlatozas mellett egy térfogati korldtozas

Az el6zé feladat jelolésein kiviil még a kovetkezGket hasznaljuk:

L a térfogati korlat,
b, a j-edik targy térfogata,

Ekkor a feladat a kovetkezo:

n

(max) z = j_};,l' Ccj;

n
(5) 2ax < K
i

A feladat lényegesen nehezebh, mint az el6z6, hiszen még preferencidt sem
tudunk megadni, minthogy ez teljesen kiilonbozs lehet az elsd, illetve masodik
feltétel szerint. (Konny i, nagy térfogati, illetve nehéz, kis térfogati targyak.)

A tobb-feltételes terhelési probléma egyébként ¢ I linedris egészértéki
feladatra vezetett, s6t ha nem esak 1 -1 darab 4ll rendelkezésre beldliik és
azok egyforma értcékiick, akkor az dltalinos linedris tiszta egészértékii feladat-
hoz jutottunk. Ugyanez a rendszer tobb kiilonbozé gyakorlati problémat ir
le. A jelen fejezet célja azonban nem a matematikai hasonlésdg keresése, ha-
nem kiilonbozé alkalmazisok bemutatasa.

2.3 Fia-kiltséges problémdlk

A termelési koltség altaliban két {6 részbdl all: egy fix-koltségbdl és egy,
a termelt mennyiséggel novekvé viltozo koltségbdl. Most nem arrél a fix-kolt-
ségrdl van sz6, amelyet minden termeléstdl fiiggetleniil ki kell fizetni (allesz-
kozok utan fizetendd kamat, épiiletkarbantartas, allandé dolgozék alapbére
sth.), mert hiszen ezt mindenképpen ki kell fizetni és a célfiiggvényhez adott
konstans nem valtoztatja meg az optimum helyét. Minden egyes sorozatgydr-
tas beinditisakor felmeriil egy, a sorozatnagysagtol fiiggetlen koltség. (Specia-
lis szerszamok, betanuldssal kapesolatos koltségek sth.) Ez a koltség azonban
mar nem fiiggetlen a termeléstSl, mert egyvaltalin nem meriil fel, ha a meg-
felel6 terméket nem allitjuk eld.
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Nagy sorozatok gyartisa esetén a darabszamot folytonosnak tekinthetjiik.
"Az alabbi )el/ebokot hasznaljuk:

m  az erSforrasok szama,
n  a gyarthaté termékek szama,
a;; az i-edik erdéforrasbol a j-edik termék egységnyi mennyiségének els-

4
" 4llitdsahoz sziikséges mennyiség,
b; az i-edik erdforrasbdl re ndelkezésre 4116 mennyiség,
¢; aj-edik termék egységének elGallitisihoz sziikséges koltség (fix-koltség
nélkiil),
d; a j-edik termék termelésének beinditdsahoz sziikséges fix-koltség
(egy elére d; - 0),
x; a j-edik tcrm(\khol gyartandé me nnyiség,
0, értéke 1 vagy 0 (Ltt()l fiiggGen, hogy a j-edik termdéket gyartjuk, vagy
nem.

Koyszerlisée kedvéért feltételezziik, hogy a valtozo koltsée a termelt mennyi-
D o O o .
ségeel ardanyos. A kovetkezd feladathoz jutunk:

n n
] Vot ) )
min j21 ciw; + 2 0,d;

(6) )'fl,// b, (3=1,2..,1m)

0, ha &y =0

ha z; >0,

Az eréforrds korlitokon kiviil szerepelhetnek természetesen bizonyos ter-
mdékekre vagy azok kombinaciojara vonatkozo also korlatok. Kzek a feltételek
is dtalakithatok a fenti tipusivi. A ¢; jelenthet hasznot is, ekkor ¢, <= 0. A
dy =0 kikotést azért tettiik, mert az ellenkezd esethen lehet, hogy a feladatnak
nincs minimuma, csak infimuma és a gazdasigi értelmezés is problematikus.
A d; < 0 felfoghat6 ugyan agy, hogy (L} -edik termék gyartisihoz né ptr'ml.murl
crd(‘l\ fiz6dik, ezért “’V(llt(l\(l]\()l a gyar (<-I|nmmum(>t kap (minek osszegéhal
mar levontuk a gyartias be inditasihoz sziikséges koltséget). Ha azonban a ter-
mék gyartasa egyébként nem gazdasigos (a tébbickhez viszonyitva), akkor az
iizem minél kisebb mennyiséget kivan majd gydartani, ami nem is gazdasigos,
a célprémium is hidbavalé, tovibbd x; » 0 esetén a (‘('-H'l"lg;:\f(‘n_\-' allanddan
csokken, de x; = 0 esetén hirtelen megnd. Kzt kikiiszobolendd, a l\'('ivctluxz(i—
képpen Jdl hatunk el. Megtartjuk tovdbbra is a be inditashoz sziikséges ; - 0
koltséget és a p; <~ 0 prémiumot (a célfiiggvény koltséget minimalizaljuk, t(*h(it
a promlunmdk negativnak kell lennie) csak akkor ki apja meg az iizem, ha leg-
aldbb ¢, menn_vmegot gvart a szoban forgd termdkhbdl.
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Bevezetve az

vy , ha x; <y,
/ ] A
1A .1, i; gj
-1 egészértékl valtozokat (j =1,2,..., n) a célfiiggvény a kovetkezd-

képpen alakul:

n
min X' (c;x; +0,d; + ¢;p;),
j=1 '

a feltételek pedig valtozatlanok.

2.4 Beruhdzasi problémdal:

A beruhazisok u:w,(l‘mi«r()ss;igzirmk vizsgilatiaban fontos szerepet jatszik az
eudszérték programozis. Ha esak egyetlen beruhdzdsrél kellene donteni,
hogy végrehajtsuk-e vagy sem, akkor ]mnmu dolgunk volna, mert megolda-
nink a feladatot azon feltételezéssel, hogy végrehajtjuk és azzal is, hogy nem
hajtjuk végre. A probléma azonban dltaliban nem igy meriil fel, hanem tugy,
hogy egy tervet kell teljesiteni és ahhoz beruhdzdisok egész sorozatat kell végre-
hajtani.

Ezek koziil bizonyosak helyettesithetik egymist, masok kizarjak egymast
sth. Mindenképpen lehetetlen azonban az dsszes varidciot kiprébélni ezek nagy
szamara vald tekintettel (n lehetséges beruhizias esetén 21, kiilonosen azért,
mert minden egyes varidcié egy rendszerint elég bonyolult linedris vagy nem-
linedris feladat megoldisit kivinja, melynek iddigénye elég tekintélyes lehet.
Tekintsiik most a probléma egy egyszerii viltozatat, amelyben ninesenek foly-
tonos viltozok és a beruhizis egy jol meghatdrozott tevékenységet jelent adott
erGforris szitkséglettel és koltséggel. Tekintsiik példaul az alibbi egyszerti mo-
dellt.

Legyen

¢; a g-edik beruhazds koltsége,
@;; a j-edik beruhdzas sziikséglete az i-edik erdforrasbél,

by az i-edik erdforrashol rendelkezésre 41l mennyiség,

a j-edik beruhdzds segitségével, a k-adik termék szdmadara létrehozott
1j kapacitas,

Ry a k-adik termdékbdl szitkséges 1) kapacitds,

x; 1 vagy 0 aszerint, hogy a j-edik beruhdzist végrehajtjuk-e vagy sem,
m  az erdforrasok szama,

n  a beruhdzdsok szama,

ra gyvartandd termékek szama.

Minimalis osszkoltségli beruhdzds kombindcidit keressiik azok koziil, ame-
lvek egyiittesen nem lépik til a rendelkezésre dllé erdforrasok mennyiségét és
teljesitik az eldirt termelési feladatot:
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n
min 3 ¢;x;

j=t
n .
(7) 2 a;x; < b (@ =1, 25 a0 500)
=
n

kzvl’[/\‘jx/ 7 : /&/{ (k o lv 2v § 8 oy )‘)

x; =0 vagy 1.

A feltételek kozott szerepelhetnek a termdészeti adottsagok, a korzetenkénti
energiakorlatok, munkaerdkorlitozas sth. A koltségekndél figyelembe lehet
venni a beruhdzisi koltségen kiviil az alapanyagok tobh idGszakra vonatkozo
diszkontalt szallitdsi koltségeinek osszegét, ezzel is redlisabbd valik a modell
valtozatlan szerkezet mellett.

Ha azonban az egyes létrehozandd 4j iizemek kozott is jelentds mennyiségli
szallitasok torténnek, akkor ipartelepitési problémaval allunk szemben, me-
lyet a fenti modellel nem tudunk jol leirni. Erre a célra igen alkalmas az agy-
nevezett kvadratikus hozzirendelési feladat, mely szintén kizardlag 01
ecdszértékl valtozokat tartalmaz.

A feladat egy lehetséges megfogalmazisa a kivetkezs: Tegyiik fel egyszeri-
ség kedvéért, hogy n szama, kilonbozd tipusa gydrat akarunk megépiteni,
(

o

q(== n) helyen gy, hogy mindeniitt legfeljebh egyet épithetiink.,

¢ ajedik gydarnak a f-edik helyen valé megvaldsitdsi koltsége,
fip ag-edik és p-edik gyar kozotti szallitasi intenzitis,

¢is  a t-edik helyrdl az s-edik helyre valé egvségnyi mennyiség szallitasi
koltséee,

x;, 1 vagy 0, attdl fiiggGen hogy a j-edik gyvirat a t-edik helyen valdsitjuk-e

© meg vagy sem.

Ekkor a feladat a kovetkezd:

n o q n q
L3 U A\l A 1 " "
nin ..\-/ ..\4 (jl 1‘ .2/ ,://;[.’/lx"ps’ 'I/I
j=1t=1 p=1s=1
q
Al
,'_\/l/l i3 l (} 'l‘ '")
t=1
n
Vo <& :
‘._\d.l/-, <1 (=1 )
j=1

;=10 vagy L.



147

3. A diszkrét programozas megoldasi médszerei

(Attekintés)

Bar egy-egy specidlis szerkezetii feladat megolddsa néhany évvel korabban
is tortént, az elsé dltaldnos linedris diszkrét programozasi médszer GOMORY
amerikai matematikus nevéhez fliz6dik és koriilbeliil egy évtizede szilletett
meg.

3.1 A Gomory modszer

ElsG vialtozatit a szerzG 1958-ban publikdlta, majd a jelenlegi formajaban
1963-ban a [19] cikk gy(ijteménydében (269 302 old.). A médszer lényege az,
hogy elGszor megoldjuk a megfeleld folytonos feladatot a szimplex mddszer
seeitségdvel. Ha valamennyi viltozo, mely esak egész értéket vehet fel az ere-
deti feladatban a folytonos feladat optimdlis megolddsiban is egészértékdi,
akkor megoldottuk a feladatot. Ellenkezd esethen meghatarozunk egy olyan
egészértéki feltételt, amelyet az eredeti feladat valamennyi megengedett meg-
olddsa (azaz pl. tiszta feladat esetén a folytonos fe Jadat m(‘gvngodett tarto-
mdnydinak valamennyi raespontja) kieldégit, de a jelenlegi (nem egészértékii)
megoldias nem. Megoldjuk az Gjabb folytonos feladatot, amelyet Ggy kapunk,
hogy az eddigickhez hozzdvessziik a most meghatirozott aj feltételt. Azeljdrdst
addig folytatjuk, mig az egdszértékiinek deklardlt viltozok a legutolsé foly-
tonos feladat optimdlis megolddsdban valamennyien valéban egész értékeket
vesznek fel. 1z lesz az eredeti feladat optimalis megoldas:

A médszer részletes leirdsara itt nines lehetdség, de a Gomory-feltétel kép-
z6sét egy példan keresztiil szemléltetjitk. Tekintsiik az alabbi feladatot:

max 3z + ¥y
dr — 4y < —1
b 6y < 33
r =0, y =0
x, y egészek.
Beészitsiik ki egyenldségekké a fenti egvenlGtlenség fm'méj{tbam levd feltétele-
ket, ekkor az eredetivel ekvivalens feladathoz jutunk, és minthogy a szerepld

egyiitthatok és jobb oldalak egészek, az j bevezetett valtozdkrol is feltehetjiik,
hogy egészek.

max 3x + ¥
e — 4y +u = —1

8x + 6y + v =33

Y

x>0, w=0, w=0,"v

x, Yy, u, v egészek.
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Szimplex mddszer segitségével megoldva a folytonos valtozatot, az optimalis
megoldas

T, Y =——, % =9 ==0.

9 3 1
e | v
4 28 14
5 1 13
i = )-+ -u + v
2 1 14

Az w, v nembazis viltozok megfeleld valasztasaval minden megoldist megka-
punk.
Valagszuk most kiilon az a kifejezésé hen az egyiitthatok egészrészét és

tortrészét:

1 25 14
A2 u v - — - 2)— U - - : v
4 28 14

Mivel az o valtozénak egész értéket kell felvennie, toviabbd a 2w — v is
egész, az

1 25 13
k- W=
4 28 14

egész kell hogy legyen. Tovibba minthogy w 0, v - 0, a kifejezés értéke
nemnegativ egész. Minthogy azonban w > 0, v - 0 esetén ez a kifejezés nem
lehet 0, tehat értéke legalabh

1 25 1 3
- f b +—v =1,
4 28 14

BgyenlSséggé kiegészitve az s potvaltozonak és azt kifejezve:

3 25 13
§= — - u v.
4 28 14

Az eddigiekbdl kiovetkezik, hogy s > 0 ¢s egész értékeket vehet esak fel. Kz a
feltétel megfelel a kivdnalmaknak, mert a folytonos feladat optimalis meg-
olddsa (u = v =0) nem elégiti ki, tovabba a fenti fejtegetésbdl nyilvanve l,l()
hogy viszont az eredeti feladat minden (egészérték(i) megoldasa (a tartoméany
minden rdespontja) kieldgiti.

GoMORrY az emlitett (1()l(rn/,(Lt<d>(m bebizonyitotta, hogy amennyiben a
fenti modon az dltala megadott sorrendben képezziik eze ket a potlolagos felté-
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teleket, az algoritmus véges sok lépésben végetér és megadja a feladat egész-
értékl optimalis megolddsit, amennyiben létezik a feltételeket kielégits (te-
hat egészértékil) megoldis.®

Gomory ugyanebben a dolgozatiban kidolgozta a mdédszernek vegyes
cedszértéki feladatokra alkalmas maodositasat.

Megjegyvzendd, hogy nem kell minden egyes Gjabb feltétel hozzavételekor a
megfelels folytonos feladatot az elejétSl megoldani, mert az un. duél szimplex
maodszer lehetdveé teszi, hogy az algoritmust az el6z6 feladat optimdlis megold4-
sabdl kiindulva folytassuk.

A maodszer eredeti formajaban nem tal nagy méretii feladatok esetén (20 30
valtozo és ugyanennyi egyenlGtlenség alaku feltétel) is mar elég lassa. Sok kisér-
let tortént az algoritmus gyorsitasira, példdul jé eredményekrdl szamol be
Martin [33] dolgozatdaban.

Gomory-tipust modszer, ill. a szimitasi tapasztalatok talilhatok az aldbbi
dolgozatokban: DALTON és LLeweLLyN [12], GLOVER [16], WiLsoN [42].

3.2 Megolddis konvex programozissal

Bgyszerliség kedvédrt tekintsiik az (1) linedris kevert egészértéki feladatot
abban az esethen, amikor valamennyi szerepld egyiitthatd egész és v =1
(j =1,2,... k). Mint korabban littuk, az r 1 visszavezethetd erre az
esetre. A feladat tehdt roviden a kovetkezs foomaban foglalhaté ossze:

(8) min ¢’'x

(9) Ax b

(10) ;=0 vagy 1 (i=12,...,%)
(1) xz; =0 (f=r 1, .;m).

Tiizziik ki eldszor célul, hogy egy megengedett megolddst, azaz a (9) (11)
feltételeket kieldgitG x vektort keressiik. Ebbdl a eélbdl tekintsiik az alabbi
feladatot:

k
(12) min 3'x,(1 — ;)
j=1
(13) Ax b
(14) , 052,51 (1=1,2,....,k)
(15) x; >0 j=k+1,...,m).

4z mar egy folytonos feladat, azonban a célfiiggvény nem linedris, hanem kon-
kiv. (KElvégezve a beszorzisokat egy linedris kifejezés és egy negativ definit
kvadratikus alak osszegét kapjuk.)

# Gomory el6tt tobben kisérleteztek ilyen végdsokkal, azonban a megfelels algoritmu-
sok konvergenciéjat nem tudtdk igazolni, sét a legtobb esetben olyan példdkat is tudtalk
konstrudlni, amelyckre a médszer nem adta meg az optimdlis megoldast.
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Ha ezt a feladatot meg tudjuk oldani, akkor hiarom eset lehetséges.

@) Nincs megengedett megoldas. Ekkor az eredeti feladatnak sincs, hiszen
a (14) feltétel gyengébb, mint a (10), a masik ketts pedig azonos.

b) Az optimdlis megoldashoz tartozé célfiiggvény-érték pozitiv. A (9) —(11)
feltételeket kielégitG megoldas ekkor sem létezik, mert ha volna ilyen, az ki-
elégitené a (13) (15) feltételeket is és 0 cdlfiiggvény -értéket szolgiltatna.

¢) Az optimalis megoldishoz tartozd célfiiggvény-érték 0. Ekkor nyilvan-
raldan a (9) - (11) feltételeket kielégité megolddshoz jutunk, hiszen ekkor az
osszeadandok nemnegativitasabol kovetkezik, hogy

z(l —x;) =0 (1= Lis:.c506),
Az
x,=0 vagy 1.
Kovetkezo lépésként, ha a ¢) esethez jutottunk, az eddiginél jobb megenge-
dett megoldiasokat keresiink. Jeloljiik altaliban az r-edik lépéshen kapott meg-
engedett megolddst x"-rel. Ekkor a (12) -(15) feladathoz esatoljuk a

k 3
(16) ._\"('/..'l'}/42'(:/,;1'5')' 1
j=1 i=1
feltételt, ahol a jobb oldalon egy konstans all, minthogy xV-et mdar meghati-
roztuk.

Addig folytatjuk az eljirdst, mig az utolsé Iépéshen az a) vagy b) esetet
kapjuk, azaz az eredeti, (8) (11) feladatnak nines a legutoljara kapottndil
jobb megengedett megoldisa, ez tehat az optimalis megoldds.

Természetesen lehet nagyobb lépéskizzel is haladni, azaz a (16) egyenléGtlen-
ségben 1-nél tobbet levonni, ekkor azonban az a) vagy b) eset elérésekor az
addigi legjobb célfiiggviny-érték és a esokkentett érték kozotti részt is fel
kell kutatni (példaul a szokdsos intervallum felezdéssel).

Most térjiink vissza a (12) (15), ill. a (12)  (16) feladat megolddsira. Ha
egy konkdv fiiggvényt akarunk minimalizilni egy konvex polidder felett, akkor
lokilis, azaz helyi szélsGértékekhez is juthatunk. Amennyiben tehdat a mini-
mum , akkor elértitk a globalis minimumot, mert a (12) célfiiggvény ennél
kisebb értéket nem vehet fel. Ha az a ) eset fordul el6, akkor is minden rendben
van. Ha azonban o b) esethez jutunk, akkor lehetséges, hooy esak egy lokdlis
minimumot kaptunk és van ennél kisebb célfiiggviény-érték is. Kozelité maod-
szerhez juthatuni a Monte Carlo-mddszer alkalmazdsival, vagy gy hogy a
(13)  (16) poliéder tobb estesabdl kiindulva oldjuk meg a feladatot.

RurLepcr [40] dolgozatiban azonban masképp oldotta meg ezt a problé-
mat. Helyettesitsiik a (12) célfiiggvényt a kovetkezdvel:

(17) I
{ max 2, | .
A
A 0 minimum szerepét most a
K (]2 ke
(18) _5" ] ;
j=112 4
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maximum veszi at, egvébként minden véltozatlan. Sajnos ebben az esetben is
lokélis szélsGértékekkel taldlkozunk, mert most egy konvex fiiggvény maxi-
mumait keressiik egy konvex tartoméany felett. RuTLEDGE emlitett dolgozata-
ban azonban bebizonyitotta, hogy ha a

k 1)2
2,1 ; —2 + S
(19) S M =
Jjﬂl‘Q

fligevényt maximalizaljuk, megfelels S és () esetén a (19) figgvény (13) - (15)
tartomdnyon vett maximum helye a (8) —(11) feladat optim'(ilis'. megoldasat
szolgdltatja, azaz a lokdlis optlmum egyben globdlis is. Modszert is .ldntt 11\ en
() és S sziamok meghatirozasdara és a (19) ((']fuggveny maximalizdlasira a
(13)  (15) feltételek mellett.

3.3 Leszdamlalasi algoritmusok

A [25] jegyzethen kombinatorikus madszerek osszefoglald cim alatt az olvasé
részletesen kidolgozva megtaldl néhany leszamlaldasi maodszert, tovabba a ko-
vetkezd szakaszban targvalt korliatozas és szétvilasztas madszerét és a dina-
mikus programozis alkalmazasit diszkrét feladatok megoldédsdra.

Foglalkozzunk egyelére a 0 —1 tiszta diszkrét feladattal. A leszamlalisi
algoritmusok lényege, hogy valamilyen képzeletbeli sorrendbe allitja a szoba
jové racspontokat, azaz n valtozd esetén 2" vektort. Valamennyi vektor ki-
probalasa nem lehetséges, hiszen mar n = 30 esetén 2°¢ —=10°, ami mésod-
percenként 1000 hehelyettesitést véve néhdny sziz gépdérat jelent. Ehelyett
a leszamlalasi algoritmusok a fenti képzeletbeli sorban nagy ugrdsokkal ha-
ladnak el6re, valamilyen mdédon biztositva, hogy a kizben kihagyott valtozo
értckek vagy nem megengedett megoldasai a feladatnak, vagy az addig talalt
legjobb megolddasnidl nem szolgiltatnak jobbat.

A legtobb leszamlildsi (lj.u.mml lehetdsée van arra is, hogy a megoldas so-
ran nyert informicioknak megfelelGen csoportositsuk a még meg nem vizsgilt
vektorokat, és igy hamarabb |u.ss1mk megengedett nm(rn](lash(v ill. az eddigi
legjobbnal |(>l;l>lm/ Ez viszont ismét a hatralevs vvktnrlmlm vz egy részének
elhagyhatosigit jelenti. Az utébbi esoportba tartozik példaul Barvas [1] és
[2] dolgozata, valamint Grover [17] munkdja. Hasonld tipust médszerekkel,
illetve ezek értékelésével gépi felhaszndlis szempontjiabdl sokan foglalkoz-
tak, példaul GLOVER és Z1oNTs [18], FLEISCHMANN [14], GEOFFRION [15] sth.

Arra az esetre, amikor a képzeletbeli sorrendet nem véltoztatjuk, példa
LAWLER és Brrn [28] algoritmusa. Hogy az olvasé képet nyerjen a leszamlé-
lasi algoritmusokrdl, ezt a modszert egyszerfisitett formaban bemutatjuk.
A linedris, 0 I tiszta diszkrét probléma mindig dtirhaté a kovetkezd alakav

n
min D ¢;x;

=
7‘1 n A
(20) 2 ayx; — 3dyx 2 b (=10 F o)

J T e St e
I=



(21) x; =0 vagy 1 =1,2...,%)
m feltétel és n viltozé van, a szerepld matrixok és vektorok a megfeleld mé-
retiick, tovabba

(b= 1, oo, 9§ =Y, ai, %)

=20, a;=0, d;

Nem jelent megszoritast, ha feltessziik, hogy az a;; és d;; egyiitthatok koziil
legfeljebb az egyik nullatdl killonbozs. A 0 1 komponens( n dimenzids vek-
torok képzeletbeli sorbadllitisa (ebben a mddszerben egyszer és mindenkorra)
tey torténik, hogy a viltozok értékeit egymds mellé irva az igy kapott szimot
bindris (kettes szamrendszerbeli) szamnak képzelve novekvd sorrendben irjuk
fel Gket. Példaul n — 3 esetén:

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111.

Definidaljuk tovabbd egy tetszileges n dimenzids 00— 1 komponensii x vektorhoz
az x*-ot Ggy, hogy legyen

és az x utan kovetkezok koziil x* az elsG ilven. Legyen tovabbd x* -~ az x*-ot
kozvetleniill megel6zG vektor. Példiak n — 5 esetén

X = (0, 0, 1,0, 0) X (0, 1, 1,0, 0) X (1,1, 1,0, 0)
xX= =(0,0,1;1,.1) = :
x* =(0,1, 0,0, 0)

Az x*~ definidlhaté az x*-tol figgetleniil is:
XF= =%

és x*~ az utolso ilyen tulajdonsdgi az x utdan kovetkezsk koziil. A fenti utolso
példiaban x* nem létezik.

Konnyen belithato, hogy a leszimlilisban x-r6l x*-ra ugorhatunk (azaz
x és x* kozott nines megengedett és az eddigi legjobbnal jobb megoldas, ha a
kovetkezd feltételek valamelyike teljesiil. (Jelolje az x-ig talalt legjobb meg-

A

oldast x):

a) ha ¢Tx > ¢x,

h) ha x megengedett megoldds, azaz kielégiti a (20) feltételeket,

¢) ha barmely i-re kielégiti a

n n
" POt \ .
j_}, a et — j_},l dyje; < by

egyenlGtlenséget.

A modszer tehat abban 4ll, hogy a fenti sorrendben vizsgaljuk egymads utdn
az n dimenziés 0 -1 komponens(i vektorokat. Ha valamelyikre teljesiil az
a), b) vagy ¢) feltétel, akkor az x* vektorndl egyébként a kovetkezinél foly-
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tatjuk a leszamlalist. A vdltozdk jo rendezése lényeges! A médszer csekély
viltoztatdssal abban az esetben is haszndlhatd, ha a célfiiggvény tet .s7oletfes
monoton nemesikkend fiiggvény, az egyenlitlenségek baloldalan 4116 fug_,g\ é-
nyek pedig két monoton nemesiskkend fiigové ény kiilonbségeként dllithatok eld.

A kordabban emlitett leszdamlilisi algoritmusok a most vazolt eljarastél nem-
csak abban kiilonboznek. hogy a leszamlilds sorrendje nem elére rogzitett,
hanem még két tovabbi fontos jellemvondsuk van.

A feltételek egy jol megvilasztott nemnegativ linedris anlnna,(mjdt vesz-
szitk és elGszor ezen végezziik el az ellendrzést. Ha ugvanis mar ezt sem elégiti
ki egyv n dimenzids vektor, akkor a teljes rendszert anndl kevéshé. Az is nyil-

dAnvalova valhat méar ezen egvetlen feltételbdl, hogy bizonyos esetekben egves

valtozokat 0, masokat I értékiinek kell vdlasztani. Az emlitett nemnegativ
szorzok megvilasztasa izen lényeges, az irodalomban részletesen f()“‘l(L”{()/lLl]\
vele,

A mdsik jellemvonds az un. tesztek alkalmazdsa. Tesztnek neveziink egy
olyan kritériumot, amely segitségével kinnyen eldénthetd bizonyos feltételek
teljesiilsse esetén, hogy a vizsgilt megoldds nem elégitheti ki az osszes feltételt
vagy nem lehet jobb, mint az addig talalt legjobb. Teszteket az eredeti felté-
telekre és az emlitett a feltételekbdl nemnegativ linedris kombindcioként
kapott potldlagos feltételre is épithetiink.

3.4 A Lorliatouis és szétedlaszids mddszere

A korlitozds és szitvilasztis modszerdt elGszor Lanp és Doia [26] alkal-
mazta vegyes egészértékd feladatokra. Az utazd ligynok probléma megoldd-
sara Lirrne és masok [30] alkalmaztiak a mdédszert. Azéta igen sokan kulon-
bozG tipusi elméleti és gyakorlati feladatokra sikerrel dolgoztik ki a médszer
varidnsait. Ugvanis az alapgondolatok egyszeriien leirhatdk, azonban haté-
kony algoritmushoz csak gy jutunk, hogy ha a szerepl§ kritériumokat a fel-
adat természeténck megfelelGen vilasztjuk ki, A korlatozis és szétvalasztds
modszerérdl részletes ismertetést és bibliografiat talal az olvasdé LAWLER és

Woob [29] dolgozatiban. A mddszer [ényegét egyszerliség kedvéért 0 1
tiszta egészértéki feladatra a kovetkezdképpen lehet dsszefoglalni:

A megengedett megoldiasok halmazdt példaul egyes valtozok 0, ill. 1
szinten vald rogzitésével tobb részhalmazra lmnt;uk Minden halmazhoz

l\ls'x,umt]nl\ valamilyen alkalmas médon (minimalizalis esetén) a célfiiggvény
egy jo alséd heeslését. l\l\«ll(l\/tjlll\ azt a halmazt, ahol ez a beeslés a legala-
(wn\al)b értéket adja és ott folyvtatjuk a felbontdst. A felbontds utan djra
alsé beeslések kivetkeznek, majd ismét a minimilis alsé beeslésti halmaz meg-
keresése sth. A minimdlis alsé beeslésnél mindig a még felbontatlan halma-
zokat vessziik esak figyelembe, hiszen a felbontott h(le(u,okn(Lk mar a rész-
halmazait is vizsgiljuk. A médszer sikere azon mulik, hogyan vélasztjuk meg
a felbontdsi kritériumot, tovdbba milyen médon hatdrozzuk meg az egyes
halmazokban a célfiiggvény alsé beeslését. Ha példaul az alsé beeslés nem j6,
el6fordul, hogy egy megolddashalmazt csak azért bontunk tovdbb, mert a
hozzitartozo célfiiggvény-érték alsé becslés rossz (tal alacsony) és nem azért,
mert a halmazban levd megolddsok némelyikéhez valéban alacsony célfiigg-
vény-érték tartozik.

lllusztrativ példaként tekintsiik a kovetkezd egyszer( tipusi, de mégis fon-
tos feladatot:

2 Szigma
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(22) min ¢;%; + ¢y + ... -k 2,
(23) %+ Aty + ... + a2, > b
(24) x; =0 vagy 1 (=12, § b}

Tegyiik fel, hogy a valtozék mar gy vannak rendezve, hogy

c
1 ~ < L
(25) e A o S

a, [ an

Konnyen belathat6, hogy amennyiben véletleniil

(26) a+ay+ ... +a,=
valamilyen 7 << p << n esetén, akkor az optimdlis megoldds

(27) a.l LI xp == :I‘p FL = e s = ;17” = () ¥

Ha azonban

pt1
(28) 2, <b< 2, a;
j=1

valamilyen 0 << p < n esetén, akkor el6fordulhat, hogy a (27) egyenlGségek-
ben szereplé m(,goldab nem optimalis, sGt nem is allithato gy els, hogy esupan
néhany 0 értéki viltozo 1 lesz, hanem ettdl teljesen kiillonbozd megoldast ka-
punk Ebben a feladatban a korlitozas és szétvalasztis modszerét példaul
agy alkalmazhatjuk, hogy egy val.tmllvon kritérium szerint (pl. a (25) ren-
dezésnek megfeleld sorrendben az elsé még nem rogzitett valtozs) — kivalasz-
tott valtozo ertekot 0, illetve [ szinten rogzitjitk. Ilyen médon két feladathoz
jutunk, amelyben csak n 1 viltozé szerepel. Az egyik megoldishalmaz az
@, =0, masik az x, = [ valtozd értékrogzitésnek felel meg. A tobbi valtozo
értéke mindkét halmazban tetszéleges. Az als6 korldt becslést pedig tgy kap-
juk, hogy az x, =0, ill. x, = I értékadissal elGallitott feladat t()l‘vtonoq val-
tozatat oldjuk meg, azaz a

min ¢,oy + ... + %,
(29) : Aoy + ... +a,x, >0
0 =1 (9 ==t )
illetve a
min ¢;+ ¢y + ... + ¢, 2,
(29) Ao+ «.. +anx, >b—a

V<, <1 (j=2,...,m)



feladatokat. Mivel az a; =0 vagy I helyett a gyengébb 0 < x; < I feltételt
tekintettiik, azaz bdvebb tartomdnyon optimalizdlunk, a minimum kisebb
vagy egvenld. mint az egészérték i minimum. fgy tehat a (29) és (30) feladatok
megoldagaval alsé korlathoz jutunk az a, =0, ill. x; = I rogzitéssel nyert
részhalmazokra vonatkozéan. Az is latszik, hogy ez a becslés elég j6. Mdsrészt
a (29) és (30) feladatok megoldasa igen egyszerti. Konnyen beldthatd, hogy
tekintettel a (25) rendezésre a (29) feladat optimalis megoldésa:

1 P,
Xy= ... =2, =1; Tppg = - b— _2(1,' : Tptg= ... =2,=0,
Ap1 j=1
ahol
B p1
\ . g J
24 SU< ¥ w,.
j=2 Jj=2

Hasonléan kapjuk a (30) feladat megolddsat

1 L
Ty=...=x,=1; Lo = — |b— Day|; Lgg1= ... =2, =0,
‘Iq—%l J=1
ahol
q-+1
< 1Y
Gyb< Y a;
j i=t

A felbontast abban a csoportban folytatjuk, amelyben a célfiiggvény-érték
beeslése alacsonyabb, azaz az o, =0, ill. , = I csoporthan aszerint, hogv a
] 1 ) 1 g\

R 95
P cir;  vagy a 2 C;
J e Jj=1

mennyiség kisebb. Egyenldség esetén kozombis, hogy melyik halmazt vélaszt-
juk. A felbontdst addig folytatjuk, mig valamelyik halmazban csak egyetlen
megengedett megoldas van és a hn//(LtLrtom(elfuggwnv érték nem n(wvobb
mint a tébbi, még felbontatlan megoldishalmazhoz tartozd alsé beeslés. Tkkor
megkaptuk a feladat optimalis megoldasit
A hasznalt felbontas akkor jo, ha Ggy bontja fel a megolddsokat, hogy az
als6 becslések nagyon kiilonboznek egymdstol, feltéve természetesen, hogy az
alsé beeslésre jo mddszeriink van és nem vagyvunk nagyon tavol a széban for(r()
részhalmazban elért valédi minimumt6l. Kiilonssen j6 a felbontas, ha az ala-
csony alsé becslésii halmaz sokkal kevesebb megoldast tartalmaz. A mddszer
alkalmazdsa sordn fontos olyan kritériumokat is tz»lzilhunk, amivel felismerhet-
jiik, hogy egy megolddshalmaz elemei nem elégitik ki a feltételeket. igy ezt
a részhalmazt a tovdbbiakban figyelmen kiviil hagyhatjuk. (Itt a fenti fel-
adatndl bonyolultabbakra gondolunk.) A kritériumok és az alsé becslés méd-
szerének megvilasztisin mulik a mddszer sikeres alkalmazdsa.

H¥
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3.5 Vegyes eqlszérléldi problémdlk

Az el6z6 két szakasz modszereit csak tiszta egészértéki feladatokra fogal-
maztuk meg. Mivel a Gomory-mddszer is és a 3.2 szakaszban leirt modszer is
alapjaban folytonos madszerek. itt nem okozott nehézséget a vegyes feladatok
kezelése.

Mind a leszamlalisi algoritmusok esetében, mind a korlitozas és szétvalasz-
tas tipust modszercknél elvileg elképzelhets, hogy az egészértékii vialtozok
felmeriil értékeire — egyszeri behelyettesités helyett — egy tiszta folytonos
feladatot oldunk meg. Ha a folytonos valtozok szima nem nagy vagy a fel-
adat specidlis szerkezete miatt a fellépd folytonos feladatok gyorsan megold-
hatok, akkor ez jarhaté at. Ellenkezs esethen azonban valami fajta dekompo-
ziciora van sziikségiink. Benprrs [10] dolgozatiban leir egy ilyen maodszert,
amely egy vegyes egészértéki feladat megoldiasat visszavezeti egy tiszta egész-
értékii és egy tiszta folytonos feladat megoldasara. Minthogy ebben egy konvex
poliéder sszes csuesainak elGallitisa is szerepel, nagyvobb feladatok esetén
ebben a formdban nem megvaldsithatd. Azonban a szerzd a modszer egy mo-
dositasat is megadja, mely elkeriili ezt a nehézséget és egy véges sok 1épéshal
allo iterativ eljardst szolgdltat, melyben tiszta egészértéki és tiszta folytonos
feladatok sorozatat kell megoldani. Bdarmely tiszta egészértéki feladat meg-
oldasara alkalmas modszer hasznalhato. ;

3.6 Kozelits megolddisolk

Bizonyos esetekben a feladat nagy mérete vagy a rendelkezésre all kevés
idé miatt kozelitG megolddisokat haszndlunk. Kz annyit jelent, hogy a végiil
elfogadott megolddsrdl nem tudjuk biztosan, hogy optimalis, csak annyit,
hogy bizonyos értelemben j6 megoldis. A legtobh ilyen médszer egy specidlis
feladatra késziil, mint példiul Bavmor és Kunn [6] munkdja. Van azonban
olyan torekvés is, hogy legalibb — gyengébb vagy erdsebb értelemben — loka-
lis optimumokhoz jussunk egy tetszileges egészértéki feladat esetén. llyen
modszer talilhato példiul Rerrer és SHERMAN [39] elméleti igény i munkdja-
ban. Lokalisan optimdlisnak neveziink egy megolddist, ha kornyezetében nines
nala jobb megoldis. A kirnyezet definiciéjitol fiiggGen kapunk sokatmondo,
de nagyobb szamitasi igény (i vagy gvengébb dllitdst tartalmazo, de gyorsabban
szamithaté algoritmusokat.

( Beérkezett: 1969. I111. 10.)
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W. J. Bavmov: Kézgazdasdagtan és operd-
civanalizis. Kozgazdasigi és Jogi Konyv-
kiadd, Budapest, 1968.

William J. Baumol professzor a Koz-
gazdasdgi és Jogi Konyvkiadd gondozd-
saban kiadott konyve méltdn mondhaté
nagysiker(inek mind a  kozgazdasigtant
megtanulni akard operdciokutatisi szak-
emberek, mind pedig azoknak a kozgaz-
didszoknak a  korében, akik viszonylag
kisebb matematikai felkésziiltséggel dlta-
lanos képzést kivannak kapni az operdeio-
kutatds teriilletén. |, A konyv targya a
kozgazdasdigtan elmélete, nem pedig az
operdcidkutatds’ irja a szerzé elGsza-
vidban, A szerzd konyvének négy részén
keresztiil rendszerbe foglalva mutatja be
az olvasénak a hagyominyos mikroskond-
mia alapvetd fogalmait, feltart dsszeftiggé-
seit, és dtfogd ismercteket nydjt a mate-
matikai kozgazdasigtan sok jabb  terii-
letérél abban a szellemben, hogy a teore-
tikus pontos, ehmdéleti eszkozei nagy segit-
séget nynjthatnak a kizgazdasdgtan prob-
lémai elemzésében.

A szerz6 konyve elsé részében mintegy
szdz oldalon &t elemi, de alapvetd mate-
matikai alapfogalmakat, optimalizildssal
kapesolatos differencidlszamitdsi és hatdr-
elemzési Gsszefiiggéseket targyal rendkiviil
vildgos és értheto elbaddsmaodban. A ma-
tematikai  modszerek, eszkozok elemzé-
sét targyald részek illusztrativ jelleglick,
ugyanis a kénnyebb érthet6éség kedvéért a
szerz6 gyakorlati gazdasdgi interpretaciok-
kal vilagitja meg a matematikai Osszefiig-
géseket. Hasonld kozgazdasigi interpreta-
cidban mutatja be a kiillonboz6 programo-
zasi eljardsokat, kezdve a linedris progra-
mozasi feladattél — vele szoros Osszefiig-
gésben a dudlis feladat megolddsa —, a
nem linedris  programozdsi feladatokon
keresztiil az egész szdmi programozdsig.

A konyv masodik, legtartalmasabb, 11
fejezetb6l all6 része, mintegy 360 oldal
terjedelemben a mikrodkonémiai elemzés

behaté  és  datfogd ismertetését nyujtja.
El6észor a  kereslet elméletével ismertet

meg benniinket a szerz6. Kritikusan elemzi
azokat a feltételezéseket, amelyeken a ke-
reslet hasznossdgi elemzésel, valamint az
indifferencia  gorbék és felilletek egzisz-
tencia vizsgdlatai alapulnak. A tovdbbiak-
ban a keresleti fiiggvények empirikus meg-
hatdrozdsanak kiilonbozé lehetséges mod-
szereivel foglalkozik. 1 részben tdrgyalja
a szerzd a ,termelés és koltség™ problémé-
kat, a linedris programozist és a termelés
elméletét, vizsgdlja a villalatot és annak
céljait az optimdlis déntések meghatdro-
zdsa érdekében. Elemzi a piaci verseny-
feltételek kiilonboz6 tipusait, a tokéletes
versenytdl a  tiszta monopdliumig, ezek
hatdsdt az drakra és a termelésre, az dlta-
linos egyensuly és pénzelmélet, az dltald-
nos egyensily és a joléti kozgazdasdgtan
problémadit, a jolétre vonatkozd megdilla-
pitdasok kritériumait.

A misodik rész utolsd fejezeteiben tar-
gyalja a szerzé a j(")vm]vlr-mvloszlzis elmé-
letét, az drelmélethdél és a jovedelemelosz-
lis elméletébdl kindtt tékeelméletet mind
kindlati, mind keresleti oldalrél vizsgalva,
valamint a t6kekoltségvetds elkészitését,
amely az iizletek és viallalatok beruhdzds-
dontési eljdrdsaira vonatkozik.

A mikroskonémidrdl dtfogd és a szerzd
kritikus elemzésében széles kor(i ismerete-
ket nyujtéd masodik rész tanulmdnyozdsa
utdn az olvasdé megismerkedhet a mate-
matikai kozgazdasdgtan teriiletén elért
j eredményekkel, az input-output elem-
zéssel, a ,tevékenység elemzéssel”. Tz
ut6bbi tgy foghaté fel, mint a linedris
programozdsi modszereknek az dltaldnos
egyensulyl elméletre  vald  alkalmazdsa.
Behatoan foglalkozik a  tovdbbiakban
a Neumann—Morgenstern-féle kardindlis
hasznossdggal, amely eltér a neoklasszikus
kozgazdaszok dltal kidolgozott kardindlis
és ordindlis hasznossdgtol és a sztochaszti-
kus folyamatok vizsgdlatdandl nagy jelen_
thsége van.
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Szamunkra killondsen e rész két utolsd
fejezete nyujt 0 ismercteket. A jdtékel-
méletet targyald fejezet a zérus zegl
kétszemélyes jatékon talmenden roviden
foglalkozik a sokszemélyes, illetve ,.n”
szemdlyes jaték elméletével, ezen ehnélet-
ben hasznalatos definiciokkal, fogalmak-
kal. Az . ,n” személyes jatékoknak van a
legszélesebbkori gazdasagl alkalmazdsi le-
hetdséeiik, eddig azonban a tédmara vonat-
kozé szakirodalom és az eredmények sok-
kal sz(ikosebbek, mint a zérus-osszeg(i két-
személyes jiaték esetében. Masik érdekes
fejezet a még clemi fejlédési szakaszdiban
levs dontéselmdlet, amelynek célja a szerzo
definiciojiban  a  bizonytalansig  koriil-
ményei kozotti vilasztdasi és dontési prob-
l[émidk vizsgidlata, az olyan koriilhményekd,
ahol a haszon sziamitisthoz  szitkséges
valoszintiségi értékek nem dlinak rendel-
kezésre”. A dontéselmélet és a jatékelmé-
let sok vonatkozdsban hasonlitanak cgy-
mashoz. lgy pl. a jatékelmélethen szerepld
fogalmak ¢s modszerek a dontésehndéletben
is megjelennek. Van azonban egy alapveto
kiilonbség a két elmdélet problémii kozott.
Nevezetesen az, hogy amig a jatékelmé-
lethen legalabbis a zérus-Osszegt két-
szemdélyes jiaték escetében a musik jaté-
kos viselkedése bizonyos mdértékig elGre
megillapithato, addig a dontéschnélethen
a maisik jatékos nem is ellenfél. 19zt a mi-
sodilk  jatékost gyakran a  termdészetnek
nevezik és a megfeleld dontési probléma-

kat a természettel szembeni jitékoknak™
mondjik.

A szerzé konyvénck utolsd, negyedik
részében a szamoldgépeket nem  ismerdlk
szamara nytjt alapvetd jellegli ismerete-
ket az clektronikus digitdlis  szimoldgé-
pekral. Killonféle  gazdasagi problémdkat
mutat be, amelyek megoldasira a sziimolo-
gép elonyosen alkalmazhato, Felsorolja a
gépek rendelkezésre G116 tipusait, megis-
mertet, néhdany haszndlatos programozdsi
nyelvvel és végiil nagy vonalakban a szi-
moldogcép miikodésével,

Jaumolnak ez a mintegy 716 oldalnyi
nagyterjedelm( mitve széles korii ismeret-
anyagol nytjt az olvasd szumdra a kiz-
cazdasigtan clméletének és az operdeio-
kutatisnak nagyon sok terviiletérdl, Az
cpyes lejezetek  tanulmdnyozdsdban  joh-
ban clmélyiilni kivind olvasokat az anyag
jobbh megértése céljabol a fejezetek viégén
feltiintetett feladatok  megoldasara
kentio A fejezetek végén a témdahoz kap-
csolddd legfontosabl  szakirodalmalk  fel-
sorolisat adja a szerad.,

Baumol kinyve anndl is inkdbb hasz-
nos mind az chméleti kozgazdaszolk, mind
o matematikai modszercket  felhaszndlni
kiviind  kozgazdiszok  korshen, mivel a
kozgnzdasigi dlet szimos kutatdasi terii-
letén az operdcio-kutatasi modszerek fel-
haszndlisival  szemben  felmeriild,  covre
siirgetobhb igények  kielégitéséhen  jelen-
tékeny segitséget nyGjt.

ser-

Kovaes Tlona



HIRADO

Programozasi médszerek
a konnydipar 1V, 6téves tervének kidolgozasiaban

A Konnyipari Minisztérium  vezet6i
az elmalt évben hatdrozatot hoztak az
dgazat 1V, Otéves tervének programozdsi
szamitdasokkal valdé  megalapozisarol. A
feladat megoldasdaval a Ndnnylii pari Szer-
vezési Intézetet biztdk meg.

A gyakorlati munkalatokban az dgazat
nagyszamu szakembere vesz részt. A kozre-
mikodok egy része az Intézet szakértéi-
ként kozvetleniil, masik része mint a
villalatfejlesztési elgondoldsok  kialakitoi

kizvetve kapesolddik a munkdhoz. Az
utdbbi o széles kort informdaceid-dramliason
keresztiill valosul meg: a vallalatok nem-
esuk  koncepeidikat  boesdtjiak  a modell
osszedllitoinak  rendelkezésére, hanem  a
modell specidlis igényeit kielégitsé adat-
eylijtéssel is segitik a programozist.

Jelen cikk e munkdarol a szamitasok
céljarol, az alkalmazott modell f6bh vo-
nasairol, a kivitelezds technikai-szervezeti
rovid  dattekin-

clképzeléseirdl ad
tést.

A szamitasok célja

A szdmitdsok edlja a konnytipar TV,
otéves tervére vonatkozd dgazati koncep-
cio-javaslatok osszehangoit, tébh varidns-
ban torténé kidolgozisa, illetve megala-
pozisa. Tobbek yzott vizsgdlni  kivéan-
juk a népgazdasdgi tervezésben felmeriilt
kiilonbozé  gazdasdgpolitikai  viltozatok
konnytipari kihatdsait, az egyes népgaz-
dasagi célkit{izések konnyfiparra vonat-
kozd feladatainak megolddsi lehetdségeit,
a vallalati ellképzelések és a népgazdasigi
célok kozott fellépd eltérések okait, vala-
mint azok megsziintetésének atjait és
modjait.

Az emlitett célnak esak akkor tudunk
eleget tenni, ha az alkalmazott modellel
varideios- és  érzékenységi  vizsgdlatokat
felolely szdamitdssorozatot végzink. Ilyen

szamitassorozat elvégzését — konkrétab-
ban —
a  konnyfipari  cikkek
fogyasztiasi szinvonala,
a vallalati és a népgazdasdgi beru-
hdzisi forrdasok kiillonbozdsége,
az exportot fokozd (a devizakiter-
melést noveld), ill. esokkentd  kiil-
kereskedelmi politika,
a termelés és az értékesités mds-mds
lehetséges szerkezete,
a vallalatok Osztonzési rendszerének
kiilonboz6  alternativai
mellett tervezzik.

kiillonbozd

A modell

Modelliinket  egy  ipardganként felépi-
tett, modellrendszer alkotja, amely teljes-
kortien dtfogja (reprezentdlja) a konnyfi-
ipart. A modell tehdt nemesak a miniszté-
rivni iparra terjed ki — mint az 1966 —70.
évi népgazdasigi programozids modellje —
hanem magdban foglalja a tandcesi és a
szovetkezeti konnyipari villalatok korét
is. (Iizeket néhdany nagy, jellemzének te-
kintett villalat, ill. szovetkezet alapjin
reprezentaljule a szamitdsokban).

Mivel a modell komplex tervjavaslatok
(programok) készitésére szolgdl, alkalmas
az dgazat termékeinek értékesitését viégzd
kiilkereskedelmi  vdllalatok  (Hungarotex,
Tannimpex, Lignimpex, Konsumex) te-
viékenységének elemzésére is.

A konnytiipar tilsdgosan bonyolult,
szertedgazd teriilet-ahhoz, hogy egy ilyen
széles korli — termelést, fejlesztést, érté-
kesitést vizsgdlo — programozdst egyetlen
feladatként, egyetlen modell segitségével
meg lehessen  elektronikus  szamitégépen
oldani.*

A megolddst ezért az ipardgi programo-
zési modellek — médsodik menetben tor-
tén6 — oOsszekapesoldsdval keressiik. Kzen

* A konnviipari ipardgak szdma 10 és ipardganként dtlagosan 40—50 termckkel szimolunk.
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a ponton is és a munka egy sor mds mad-
szertani kérdésében is az 1966—70. évi*
és az 197175, évi népgazdasdgi progra-
mozasokban alkalmazott, ill. alkalmazdsra
javasolt** maodszerekre és megolddsokra
kivinunk tamaszkodni.

A modell véltoz6i strukturdlis dontési
viltozok és szabdlyozdsi valtozok. Az el6h-
biek a régi, a rekonstrudlt és az 4j iizemek-
ben folyé termelés, valamint a kiilkereske-
delem — az export és az import vil-
tozoi, mig a szabdlyozisi viltozok a finan-
szirozds és jovedelemelosztds f6bh mozza-
natait jelenitik meg a modellben.

A feltételek f6bb tipusai a kivetkezdk:
termék- és anyagmérlegek, munkaerd és
kapacitds korlatok, kiilkereskedelmi piaci
korldtok, devizamérlegek, finanszirozdsi
forrdsonként tagolt beruhdzdsi korldtok,
valamint a jovedelemelosztdst szabdlyozo
villalatfejlesztési, részesedési és tartalék-
alap korlitok.

Célfiiggvényként a devizacgyenlegek,
az ipardgi (dgazati) nyereség maximali-
zaldsat, valamint a munkaerd, illetve be-
ruhdzdsi raforditdsok minimalizdalasdt ki-
fejezé optimumkritériumok el6irdsdat ter-
vezziik.

A munka idérendje és szervezete

Nzamitdsi ercdményeinket mint em-
litettitk — a tdrca 1V. dtéves tervkoncep-
cidinak megalapozdsihoz  kivdnjik fel-
hasznilni. Ez azt jelenti, hogy az clsd
szdmitds eredményeit, az un. alapszdmi-
tasokét legkésdbb ennek az évnek az Gszén,
a tovibbi szamitisok eredményeit pedig
az 6év végén, ill. a jovs év elején kell a
minisztérium vezetSinek rendelkezésére bo-
esatanunk.

Munkdnk hatdarid6i megszabjik a koz-
bensd fiizisok iitemezdsét is. Jelenleg a
modellvizlat  kidolgozdsa és a  vallalati
adatgy(ijtés lebonyolitdsa utdn az ada-

tok ellenérzése, feldolgozisa dés a modellek
szamszer(i Osszedllitdsa folyik.

Terveink megvaldsitdsahoz — a  vi-
szonylag rovid hatdridék miatt — foko-
zott erdleszitésekre van  szitkség. Ilyen
koriilmények kozott nagy jelent6séoe van
a  munkdban  résztvevék  harmonikus
egylittmiikodésénck, az  elvégzends  fol-
adatok dsszeri megosztdsinak. B szem-
pontokat a programozds irdnyitdsdra li-
alakitott munkaszervezetben kivinjulk ér-
vényesiteni.

A munka irdanyitdsdt, az elvi és modszer-
tani  kérdések  tisztazdsit egy kézponti
munkacsoport  végzi. A munkacsoport,
tagjai a Konnyfiipari Szervezési Intézet
munkatdrsai, a Konnyfiipari Minisztérium
crre a munkdra delegdlt munkatdrsa, vala-
mint  néhdny ipardgi s programozdsi
szakérté. Iz a munkacsoport tartja a
kapesolatot az ipardgi szakesoportokkal,
a Minisztérium Iparfejlesztési Féosztdlyd-
val, a programozdst patrondlé kiilsé szor-
vekkel (a Kiilkereskedelmi Minisztérinm-
mal, az OKISZ-szal), valamint az adat-
feldolgozdst és a gépi szamitdst viégas
villlalatokkal.

A tervezé  [Bhatésdgokkal  (Orszggos
Tervhivatal, Pénziigyminisztérium) és in-
tézménycklel (Magyar Beruhdzdsi Bank,
Magyar Nemzeti Bank) a Konnyiipari
Minisztérium illetékes f6osztdalypin keresz-
tiil tartjuk a kapesolatot: szervezziik az
informdcideserdt,

Mdégis, szitkség van arra, hogy az ellki-
vetkezd  hénapokban  kisérletet  tegyiink
szimftdsaink és mds szervekndl folyd mo-
dellezési szdmitdsok  dsszevetdsére, Ky
ilyen dsszehasonlitds az adatok és eredmd-
nyek kolesonos esercéjét eredményezhetné
65 kozelebb vihetne a kiilonféle szepvelk-
nél  kidolgozott hasonld  célokat szol-
wild modellek formilis  Gsszekapesold-
sdhoz s,

Hajnal Endre

Matematikai-kizgazdasigi kollok viam

(1969. 1X. 11

A Magyar Kozgazdasigi Tdarsasdig Mate-
matikai- Kozgazdasdgi Szakosztdlya Rév-
fiilspon 3 napos tudomdnyos tandcskozast
szervez. A tandeskozds témdja a ,, Népgaz-

13.)
dasagi folyamatok  matematikai  modellek
révén Lorténd  tervezése és  elemzése’.

foelkért elbaddok sok-
szétosztott  els-

A tandeskozdason
szorositott és elGzetesen

* Lasd: A népgazdasagi modell kizgazdasagi tartalma (Népgazdasigi programozis 1966—70 4. sz, tdjékoztata),
MTA Szamitastechnikai Kozpontja — ()'1‘."1\-,rvg:lzdﬂs:igi Tudomdnyos Ondllo Osztaly, Budapest, 1064, dprilis.

** Lasd: Javaslat a linedris programoz
gazdasdgi Fgosztaly — Tervgazdasagi Inte

alkalmazdsira o IV. dtéves terv megalapozé szamitasaiban, OT. K6z -
zet, Budapest, 1969, marcius,



addsait vitatjik meg. A tandcskozds napi-
rendje a kovetkezs:

Szept. 11. esiitortok :

Délutani iilés: A matematikai  elemzési
modszerek és az uj gazdasdaqgi mechanizmus.

Elnok: (‘sdgoly Ferenc.

I. Megyeri IKndre: Viallalati érdekeltség
és jovedelemszabdlyozds elemzése operd-
cidkutatdsi modszerekkel,

2. Szakolezai Gyorgy: Arak elérebees-
lése és gazdasdgi Osztonzok optimdlis ér-
tékének meghatdrozdsa gazdasdgmatema-
tikai modellekikel.

3. Tardos Marton: Vallalatok viselkedé-
sének elemzése; a villalatok és a kozponti
szervek  kapesolatdanak  modellje  révén.

Szept. 12. péntek:

Délel6tti iilés: A gazdasagi novekedési mo-
dellek  felhaszndldasa a népgazdasdagi ter-
vezésben.

Elnsk: Ziermann Margit
L. Rimler Judit: A gazdasdgi fejlédés

tobbtényezds  vizsgilatdnak alapelvei.

2. Horvath Joézsef: Hosszitdvi egyen-
letes novekedds és optimdlis  beruhdzdsi
hényad.

3. Virdg Ildiké: A folyamatos tervezds
problémdinak vizsgdlata noévekedési mo-
dellek segitségével.

4. Ulbrichné Acs Magda: Makrooko-
ndémiai folyamatok idésorclemzésénelk fel-
haszndlisa a hosszatdva  tervmunkdban.

Délutani iilés: Néhdany ijabb a nép-
gazdasdyi tervezés modellezéséndl felhasz-
nalhatd matematikai modszer.
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Elnok: Kreké Béla

L. Liptdk Tamsgs: Nagy lindris rend-
szerek optimalizdldsa.

2. ifj. Kreko Béla: Kozelits eljards lined-
ris programozdsi feladatok megolddsdra.

3. Stahl Jdnos: Beruhdzdsi és egyéb
»0—17 tipusit véltozok kezelése linedris
rendszerek optimalizdldsdban.

4. Dancs Istvan: Az optimélis folya-
matok elméletének alkalmazdsi lehetdsé-
geirdl,

5. Kondor Gyorgy: Nem linedris kap-
csolatok és célfiiggvény melletti optima-
lizilds és egyensily.

Szept. 13. szombat :

Délelotti tlés: Téabbszektoros gazdasdgma-
tematikai modellek felhaszndaldsa a nép-
gazdasdyi tervezésben.,

Elnék: Augustinovies Mdria
1. Ujlaki Ldszléné: A hossziutdvi ter-

vezés  modellezésének  néhdny  kérdése.
2. Bdger  Gusztdv —Morva Tamds—

Szabd Liszlo: Matematikai programozds a
negyedik o6téves terv elkészitésében.

3. Simon  Gyorgy: Kozép- és hosszi-
tava drtervezdés programoziasi modszerck-
kel.

Délutani ilés: A hazai matematikai-kiz-
gazdasdagi kutatas helyzetének és feladatai-
nak megvitatdasa.

Elnokol  ¢és vitaindité  bevezetét. mond:

Bod Péter. A vita megalapozdsira in-

formdcios anyagként rendelkezésre dll

Andorka Rudolf-—Szabé Ldszl6: Téjékoz-

tatd  Osszefoglald a hazai matematikai-

kozgazdasigl  kutatdsokrél e, tanulmd-
nya.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat tanfolyama

A Bolyai Jénos Matematikai Tdrsulat
1969 oktéberdétdl kezdddéen tanfolyamot
indit két, félévre

Matematikai statisztika

cimmel

A tanfolyam célja: hogy a matematikai
statisztika modern clméleti megalapozd-
sdnak €s szdmos tjabb gyakorlati felhasz-
ndldsdnak ismertetése révén a népgazdasdg
kiillonboz6 teriiletein, az iparban, kereske-
delemben, mez6gazdasdgban, valamint kii-
I6nféle kutatéintézetekben dolgozé mate-

matikusok részére specializaloddsi  lehe-
tOséget biztositson.

A szakosztdly szivesen ldat matematiku-
sokon kiviil mds alapképzettségli szak-
embereket is (mérnokoket, orvosokat, koz-
gazddszokat sth.), akik tuddsukat e tdrgy-
korben el akarjak mélyiteni és kell alap-
ismeretekkel rendelkeznek.

A tanfolyam résztvevési jegyzeteket is
visdrolhatnak, amelyek az el6addsok egy-
egy témakorét foglaljak dssze. A tanfolyam
elvégzése utdn azok szdmdra, akik erre
igényt tartanak, vizsgdzdsi lehetdséget
biztositunk.

A tanfolyamon valé részvétel az al-
gebra, analizis és  valdszin(liségszamitas
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alapveté fogalmainak és  moddszereinek
ismeretét igényli.

Kell6 szamt  jelentkezés esetén 1969,
szeptember 1-t6l  eldkészit  tanfolyamot
inditunk. Az el6készités jellege konzultd-
¢io; terveink szerint heti egy alkalommal,
az esti 6rdkban fogjuk tartani.

Azok szdamdra, akik ismereteiket fel
akarjilk frissiteni ezeken a  teriileteken,
kozoljitk az alibbi kényvek cimeit:

Szele T.: Bevezetés az algebrdba,
Gelfand: Eldaddasok a linedris algebrd-
bol,
Grebenesa—Novoszjev:
analizis [—11.,

Szasz Pal: A differencidl és integralszda-
mitas elemei T—11.,

Rényi A.: Valdszintiségszamitds (1966),
Prékopa A.: Valésziniiségelmélet.

Matematikai

A tanfolyam idépontja: hétts és péntek
de. 8—12 o6raig.

A tanfolyam helye : a Bolyai Jénos Mate-

matikai Tarsulat eladoterme, Bp., V., Sza-
badsdg tér 17. IL. e. 205.

A kiaddsért felel az Akadémiai Kiadé i
A Kkézirat a nyomddba érkezett: 1969. V. 12,

69.67639. Akadémiai Nyomda, Budapest

Részvdteli dij: félévenként 800 — Tt

Tematikea. A matematikai statisztika alap-
jai, statisztikai adatolk feldolgozdsa.
Statisztikai beeslések elmélete.
Statisztikai probdak elmélete (nempara-
méteres  probik, illeszkedésvizsgiilat).
Korrelicio- és regressziGanalizis.,
Szorasanalizis.
Kovarianciaanalizis.
Szekvencidlis analizis.
MindGségellenGrzés  statisztikai
szerel,

Dontésfiiggvények és dontési folyama-
tok.

Nztochasztikus  folyamatok  statisztikai
problémii (iddGsorok analizise).
Mintavétel véees sokasigbal.

mad-

A tanfolyammal kapesolatban  felvilid-
gositdst nyajt a Tarsulat a 311793 te-
lefonszamon hétfon és pénteken de. 9 14
Graig.

Janos  Matematikai

Matematika Alkal-
Veze-

Bolyai

Tarsulat

kalmaziasi  Szakosztdly
Il'i.wf!//‘

gazgatdja Miszaki szerkesztd: Merkly Liszlo
- Példdnyszin

: 1000 — Terjedelem: 6,65 (A/5) iv

Felel6s vezetd: Berndt Gyorgy
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