Kovics Grhiza

A hozzarendelési probléma megoldasa
nem degeneralt linearis szallitasi feladatként

Az un. hozzarendelési probléma az operaciokutatis egyik klasszikus feladat-
tipusa. Megfogalmazasat tekintve linearis szallitasi fe ladat, ennck ellenére a
linedris programozis hagyvomanyos maodszereivel eddig L{htk(n latilag nem volt
kezelhetd. A legismertebb megolddsi algoritmusa a kiilon erre a célra kife jlesz-
tett an. magyar modszer, melyet H. Kunn javasolt 1955-ben | i]'«y, KGERVARY
JENO egyv matrix-kombinator ikai tételén alapul [1]. (Részletes leirasa [2]-ben)

Az aldbbiakban szintén eoy kombinatorikai tételt bizonyitunk be a matrixok
eoy osztilydara. Ennek ismerete lehetGvé teszi, hogy a hozzarendelési feladatot
olyan linedris szallitasi feladattal helyettesitsiik, amelynek mérete (és koltség-
matrixa) az eredetivel azonos, de ahol a hozzarendelési feladatra jellemzd tn.
degenerdcid elGfordulisa kizart. A transzformacid eldnye, hogy az (j modellen
a hozzarendelési feladat esetleges alternativ optimumainak megkeresése és az
drzékenységi vizsgdlatok is egyszeriibben, a szillitasi feladatoknal altaliban
alkalmazott médon vihetGk keresztiil,

1. ' osztalya matrixok

A matrixok alibb vizsgalt tulajdonsigainal a matrix elemei kozott elegendd
aszerint kiillonbséget tenni, hogy megjeloltel-e, vagy sem. A jelsletlen eleme-
ket iires mezok, a megjelolt elemeket ponttal ellitott mezdk (réviden pontok)
abrazoljak.

Utvonalnak neveziink egy cligazis nélkiili, dsszeliiegd tort vonalat, mely
szicortian valtakozo sorrendben  vizszintes ¢és fiiggdleges szakaszokbol All,
tovabba kezdd- és végpontja dés minden irdnyvialtozasa jelolt mezében van.
Utobbiak a kérddses atvonal estespontjai. Az dnmagdiba visszatérd ttvonalat
(ahol tehat a estesok ds a szakaszok sziama megegyegik), koratnak nevezziik.

Fiiggetlen rendszer a matrix pontjainak olyan részhalmaza, melynek egyik
cleme sines ugyanezen halmaz mds elemével egy sorban vagy oszlopban.

A N osztalyd matrixokat ezek utin gy definidljuk, mint amelyekben

a) az oszlopok szima eggyel tobh a sorok szimdnal;

h) minden sor két pontot tartalmaz;

¢) a pontok rendszerén korat nem rajzolhato.
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1.1 Rendezelt alakiw mdlrizok

Ha egy nx (n + 1) méretd matrix minden sordban ugy helyezkedik el két
pont, hogy egvik a bal felsd sarokbdl indulé f6atlén, mésik pedig attél jobbra
van tetszileges helyen, akkor a métrixot ,rendezett alaka-

e @ nak” mondjuk (1. abra). Be fogjuk bizonyitani, hogy ez
® ® a) mindig K osztdalyi .
® ® b) barmely oszlopdt elhagyva, a maradékrészben kivalaszt-
o ) haté — mégpedig egyértelmiien — egy n pontbol all figgetlen
ele cndszer.

A tételt teljes indukcidval igazoljuk. A 2. dbra szerinti
I. dbra rendezett alak trividlisan ot osztdlyu és eleget tesz tételiink b
dllitdsdnak. Tegyiik fel most, hogy van egy rendezett alaku,
nx (n -+ 1) méretli mitrix, melyre dllitdsaink igazak. Jeloljiik ezt
A, -el. Hlessziink eléje 0j oszlopot és 616 egy tjabb sort. Az | észak-
nyugati’” sarokban (az j sor és oszlop kozos meziGjében) helyez-
ziink el egy pontot, egy masikat pedig az 0] sor egy tetszd-
leges helyén, példaul a j oszlopban. Jeloljiik a bovitett mdat- 2. dbra
rixot A, -el (3. dbra).
A pontok fenti mdédon torténd elhelyezése mellett

J nyilvinvald, hogy ha A, korat mentes volt, akkor A, |
[ ® is kortatmentes, minden sordban két pont van és eggyel
5 tébb oszlopot tartalmaz, mint sorainak szima. Az Gj

Apyr = i An Z matrix tehdat szintén rendezett alaka és I osztalyu.

% Hagyjuk el A, -bdl az j, bal szélsé oszlopot. A ki-

2 indulé feltevés szerint A, -nek abban a részében, mely

3. dbra a 7 oszlopot nem tartalmazza, felveheté egy n pont-

hol allo fiiggetlen rendszer. IShhez az 0] sor j oszlo-

paban allé pontot hozzivéve, az A maraddkrészében egy n -+ 1 elemi
fiiggetlen rendszert kapunk.

Ha pedig A, -3l valamely mdsik oszlopot hagyunk el, akkor az A, mara-
dékrészében felvett n elemf(i fiigeetlen rendszerhez az | északnyugati’” sarok-
pontot hozzivéve ismét n - I elemii fiiggetlen rendszeriink van az A, |
maradékrészében.

Figyeljitk meg, hogy a fiiggetlen rendszer kivilasztdasa mindkét esetben egy-
értelmii volt. A, , tehiat A, minden tulajdonsigaval rendelkezik.

n+1

1.2 A H osztdalyi mdatricolk két tulajdonsdga

Koy n sort (illetve n + 1 oszlopot) tartalmazé & osztaly i matrix

«) birmely oszlopit elhagyva, a maradékrészben kivilaszthaté — mégpedig
egyértelmiien egy n ponthdl all6 fiiggetlen rendszer;

b) rendezett alakra hozhaté pusztin a sorok és oszlopok dtrendezésével.

Elegendd a méasodik allitast igazolni, mivel az elsGt rendezett alakd matri-
xokra mar bizonyitottuk és a kivilaszthaté fiiggetlen rendszer pontjainak
maximéalis szama a sor- és oszlopeserékre nézve invaridns.

A méasodik allitds igazolasdhoz elGszor azt kell beldtnunk, hogy a I osztalyt
matrixban mindig van olyan oszlop, melyben éppen egv pont van. Valahol
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uevanis minden tGtvonalnak meg kell szakadnia (ellenkezd esethen korutat
lehetne képezni, ami ellentétben dll a definicidval). De egy dtvonal esak olvan
pontrél nem folytathatd, mely oszlopaban egyediil all, mivel (a definicié sze-
rint) a sajat soraban minden pontnak van parja.

Legven most B, egv tetszileges I osztdly i matrix. Vilasszunk ki egy, sajat
oszlopaban egyediili pontot, helyezziik ennck sorat legfeliilre és oszlopit a bal
sz€1s6 helyre. lov a kérdéses pont az |, dszaknyugati’” sarokba keriil (4. abra).

Belathato, hogy a B, | részmdtrix, mely az eredeti
matrixbol az elsG sor és oszlop elhagydsiaval keletkezik, ./ .
szintén dU osztalya. Ha ugvanis az eredeti matrix ko- B
rat mentes, akkor nyilvin a része is az; minden sordban ™"
két pontnak kell lenni, mert sorai elGtt a B, oszlopdban
nincesen pont és végiil maga is egovel tobh oszloppal bir, i Sbre
mint sorainak sziama. Akkor pedig B, ,-ben is van olvan ’
pont, mely oszlopaban egvediil all és az eljirds megismételhets. fgy véges
szama lépéshen a teljes matrixot rendezett alakra hozhatjuk.

T Bn-1

2. Egy specialis szallitasi feladat

Tekintsiik az alabbi szallitasi feladatot:

n
‘)"r,/ ¥ gi= 1,2 oW rkd
=
nrl
> ry=n41; b= 1,2, oo 0
j=1
2 =0

n ntl

Y w1

2 2 Cixij—>min.

i=1j=1

Mint lathat6, az [r;] matrix formaban felivt megoldisrendszer n sorbol és
n 4 1 oszlopbdl dll, a viltozok osszege minden sorban n - [ és minden osz-
lopban n. A tovabbi vizsgilatokban felhasznalunk néhany ismert fogalmat,
ezek roviden a kovetkezdk.

A linedris szallitasi feladat feltételi egyenletrendszerének rangja eggyel ke-
vesebb a sorok és oszlopok szimdnak osszegénél. Tgy jelen esetben a rangszdim
n 4+ (n + 1) [ =2,

Bazismegoldasnak nevezziik ezutin azokat a megengedett megoldisokat,
melyekben a pozitiv értékii viltozok szama legfeljebb 2n. (Ismeretes, hogy az
optimdlis megolddst elegendd a bazismegoldisok kozott keresni.)

Azokat a bazismegolddsokat, melyekben a pozitiv értékit vialtozok szama
kisebb, mint 2n, degenerdltnak nevezziik. (A hozzarendelési feladatban a gya-
korlati nehézséget éppen az jelenti, hogy minden bazismegoldisa degene-
ralt.)
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A rovidség kedvéért | kotott helyeknek™ nevezziik az [;;] megoldds-métrix-
ban azokat és csak azokat a mezdket, ahol a megfelel§ valtozd értéke pozitiv.

Be lehet ndrimost bizonyilani, hogy a széban forgo szillitast feladat minden
bazismegolddsdnal mdtriza a kotolt helyel: elrendezddését tekintve N osz-
Laalyat.

@) A sorok és oszlopok szima eleve megfelel az 1. pontban adott definicié-
nak.

b) Mivel a métrix barmely mezdjében a viltozo értéke legfeljebb n (az osz-
loposszey) lehet, a sordsszeg pedig mindeniitt nagyobb: # + 1, ezért egy meg-
engedett megoldds minden sordban legalabh két kotott helynek kell szerepelnie.

Kbbal kbvetkezik viszont, hogy ha egy megengedett megoldasban van olyan
sor, ahol a kotott helyek szama ketténdél tobh, akkor — mivel » db sorunk van

az Osszes kotott helvek sziama nagyvobb 2n-nél. Az ilven megoldds tehat
nem bazismegoldds.

szerint minden bizismegoldds soronként pontosan két kotott helyet tar-
talmaz (igy oOsszesen 2n darabot).

¢) A kotott helyek rendszere korat mentes. Ha ugyvanis lenne olyan kort,
melynek minden csticspontja kotott helven van, akkor ennek segitségével a
pozitiv értékiel programozott helyek szama eggvel esckkenthetd lenne, holott
lattuk, hogy ezek sziama minden lehetséges megoldasban legaldbb 2n.

Loy o I osztily minden ismérvét kimeritettiitk. A bazismegolddsok imént
igazolt tulajdonsiga alapjin tehdt a targvalt szallitdsi feladat

degenericio mentes (mint a /) ponthol kovetkezik), ami garantilja, hogy
béarmely nem optimdlis megolddashol Ggy térhetiink a4t egy kivetkezd programra,
hogy a célfiiggvény értéke véges mértékben javul;

a megoldas mdatrixanak barmely oszlopat elhagyvva, a megmaradd n < n
négyzetes matrix kotott helyein felvehetd, mégpedig egyértelmiien egy maxi-
mdlis (n pontbdl all6) fiiggetlen rendszer.

A fiiggetlen pontok kijelolésével kapesolathan megjegyvezziik, hogy ez telje-
sen mechanikus, egyszerd mivelet. ElGszor az oszlopukban egyediil 4116 kitott
helyeket karikdzzuk be a sorukban levd masikat dthazva. Igy Gjabb olyan
pontokat kapunk, melyek oszlopukban vagy sorukban mdr egyediil dllanak.
Kzeket bekarikdzva a veliik egyvonalban 1éva dsszes tobbi pontot kihtzzuk és
ezt folytatva végiil csak a keresett pontok maradnak meg.

2|5 | 7 S
7 6 1] 7 7 @ |
4 gl 7 @J
sl7| 7 1
3 7 7 6) 7
g 2l 7 [2) 2
6666666
a) b)

H. dbra

Az elmondottak illusztralisaképpen az 5/a dbra n = 6 esetén mutat be egy
bizismegolddst; az 5/b dbran az a fiiggetlen rendszer lithatd, amit a harmadik
Oszlop elhagydsakor kapunk.
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3. A hozzarendelési probléma

A hozzarendelési probléma megfogalmazisa a kovetkezd:

n

v . . .
2 x;=1; =2y s
i=l

n

2/'3',-]-: 7 Y= 120 N
j=1

n n
% | Vo e -

2 2 ¢ -> min.

i=1 j=1

[smeretes, hogy a hozzirendelési feladat bazismegoldasaiban a valtozok
nulla vagy egységnyi értékiiek, az utébbiak [x;]-ben fiiggetlen rendszert al-
kotnak.

A 2. ponthan definidlt szallitdsi feladat eptimdlis megolddsaira most igazolni
fogjuk, hogy ha azokban barmelyik oszlopot elhagyjuk, akkor a maradékrész-
ben kijelolt fiiggetlen rendszer az illetd maradékrészben kit(izott hozzarende-
Iési feladat optimalis megoldasit jelenti.

A széban forgd szallitdsi feladat dudlisinak feltétel-rendszere — mint isme-
retes — :

melyet a dudlis viltozok optimdlis megolddshoz tartozé w}f és of értékei oly
modon elégitenck ki, hogy valahdnyszor af; 0, az u} + v} = ¢;; egyenlGség
all fenn. (vf-al a primdl feladat optimalis megolddsinak értékeit jeloltiik.)

A bizonyitds condolatmenete kedvédrt most alakitsuk at a koltségmatrixot
ugy, hogy az 0j koltségelem:

cij = ¢y — (uf + v}).
Ez a koltségmatrix az eredeti koltségmatrixszal optimalizalas szempontjabdl
egvenértéki, hiszen nem tettiink mdst, mint hogy minden sorabdl és oszlopd-
bél levontunk egy konstanst.

Az elmondottakbdl kovetkezik, hogy a redukalt koltségmdatrixban a kotott
helyek koltségelemei zérusok, az egyéb helyeké pedig nem negativok lesznek.
Mivel pedig a kotott helyeken biztosan ki tudunk jelolni maximdlis szdmu
fiiggetlen pontot, az ide irt egyesek optimdlis hozzdarendelési programot repre-
zentalnak.
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3.1 A hozzarendelési probléma megolddsa nem degenerdlt linedris szdllitdst fel-
adatként

A hozzarendelési feladat megoldasira az eddigiek alapjin kézenfekvden ki-
nilkozik az a lehetdség, hogy a koltségmatrixot kibdvitjiik egy aj, n -+ 7-edik
segédoszloppal, megoldjuk a 2. pont szallitdsi feladatat, majd a hozzairt osz-
lopot a segédviltozokkal egviitt ismét elhagyva megkeressiik a fiiggetlen pon-
tokat. Mivel azonban a segédoszlop koltségelemei tetszilegesek lehetnek, azo-
kat egy (példaul a ¢, , ) kivételével végtelennek vessziik. Ezéltal z, ., érté-
két is rogzitettiik (x, ., =n). lIgy a segédoszlop hozzdirdsa is feleslegessé
valik. :

Végezetiil tehat a

n
2 Tij=M; V=N /s,
i=1
n -
2,'1‘,'/.:(1,; == 0 T
Jj=1
.l,/-:;__"/);
n n
\! L G i T .
2 26— min
0=1j

degenerdciotol mentes szallitdsi feladatot oldjuk meg, ahol a; = 1; a, = a, —

oo =—a, —n -+ 1. Ennek minden optimilis megolddsahoz egy kozvetleniil
kijelolhet fiiggetlen rendszer tartozik, ezek a hozzarendelési feladat alternativ
optimumait szolgiltatjik. (Megjegvezziik, hogy a szallitdsi feladat kiillonbozd
megolddasaihoz nem sziikségképpen tartozik kiilonbozé fiiggetlen rendszer.)

vl

§|215|4|6] 7 42 43 4
2|7]7]2]7] 6 0 7
41714|2|4] 6 =8 7 G
2]712]|2|3] 6 u; ~1 4 1@
4l2l5]2]4] 6 Fas,,

2 &) |7
5858648 8 -1 )3

6. abra

Megemlitjiik végiil, hogy az el6z6 pontban szerepld koltségmétrix-redukeid,
mint konnyen igazolhat6, minimalizdlja az aj koltségelemek 6sszegét, mikoz-
ben legalabb 27— 1 koltségelem zérus lesz. Kz a tény némely alkalmazasban
hasznos lehet.

( Beérkezett: 1969.1.18.)
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THE SOLUTION OF THE ASSIGNMENT PROBLEM AS A NON-DEGENERATE
LINEAR TRANSPORT PROBLEM

The article deals with the classical assignment problem, the formulation of which as a
linear programming problem is the following:

n
] Xapp=1; 5=1132, n
i=1
%
) ;
\r[/-~l, b= 1,2, n
j=1
Xij - O
non
X1 N e i
2 X ejjagp — min.
i=1j=1

It is known that this linear model does not afford a possibility of the practical solution
of the problem, the difficulty being due to the fact that all its basic solutions are dege-

nerate.,
To overcome this difficulty, the author proposes a method which consists simply in

substituting for constraints (*) the following:

n
Nxy=mn; ] 1,2, S
=)
n
Say=a;; 0 Ly 2 n
j=1
where
a; = 1 and
@yi= .o 1. for g =2,8, ¢..m%.

The author proves that in this linear transport problem

«) none of the basic solutions is degenerate, a fact that ensures the passing from any
non-optimal solution to a subsequent program in a way that the objective function value
improves to a finite extent;

b) in matrix [@;; ] belonging to the basic solution,over the set of positive variables there
can always be determined one and only one maximal independent system (composed of

n points);
¢) the independent system belonging to the optimum solution constitutes also an

optimum solution for the original assignment problem.

PEIUEHHWE 3AJJAUM COOTBETCTBUSI KAK HEBBLIPOYJIEHHOM JIMHEMHON
3AJIAYUM TPAHCITOPTHUPOBAHMS

ABTOD CTAaTbH 3AHHUMACTCS KJIACCHUYCCKOI nPOOJCMOIT COOTBETCTBHISL, KOTOPasi MOXKET ObITh
CHOPMYITHPOBAHA KAK 3ajlaud JIMHCHHOIO HPOrPAMMHPOBAHUS CICAYIOUMM  00pasom:

n g
l .; X 1% 7 e
=)
*
( ) n
; xyj 5 i b2 S n
J=1
Tij 0
n n
" N e — min,
i=1j=1
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HsBecTHO, uTO 9Ta MOJICIIB JIMHCITHOTO NPOIPaMMEPOBAHHST HC NPEJOCTABISCT BOSMONKHOCTH
JUISI IPAKTHUCCKOTO PEUICHHsT 3a/1aui; TPYAHOCTL 3AKJIOYACTCSI B TOM, UTO BCE €€ OIOpHbIe
PEIIEHHST SIBJISIOTCST  BBIPOYK/ICHHBIMH.

JLtsi IPeojI0JIeH ST 3TOI TPYAHOCTH aBTOP MDEAIArACT METOMA, COCTOSIIIHIT MOMPOCTY B TOM
qTo yeuaoBist (*) 3aMCHSIOTCST CJICMY I0LIHMH:

n

Dy =mn; J=1,2, ) B
I=1

n

Dy = ag; b o=:1,.2, n,
j=1

rjpe

. o .
a;=n-4+1; 8 ==12 By e s

ABTOpP JIOKa3BLIBACT, UTO B 9710l JHHCIHOH 3ajaue TPaHCHOPTHPOBAHMS

a) HH 0JIHO H3 ONOPHLIX PCHICHHIT HE SIBJSICTCST BHIPOXICHHBIM. ITHM (PAKTOM 06eCTieunBaeTCst
YCJI0BHE, YT0 0T 100010 HCONTHMAJILHOI0 PEHICHHST MOMKHO NCPEHTH K CJICYIomeii nporpamaie
TaKk, uroObl BHAUCHHC LEACBOH QYHKIMI yAYUIIAIOCh B KOHCYHOMCPHOU CTCIICHH.

0) Ha MHO)KECTBE MOJIOXKHTCIBHBIX TCPECMCHHBIX MATPHUBL [X;;], OTHOCsIEHC K 0TOpHOMY
PCHICHII0, BCCIJIA MO)CHO BBISIBUTL OJIHY M TOJXLKO 0JHY MAKCHMAJIBLHYIO (COCTOSIIYIO M3 11
DJCMCHTORB) HC3ABHCHMYIO CHCTEMY.

B) Hesapnenmast cuerema, OTHOCSMIASICS K ONTHMAJILHONY PCIICHHIO, NPCACTABISICT COOOI
ONMMTUMAJILHOC PCIICHUE M JUIst NCPBOHAYANBLHOIT 3a1a4M COOTBETCTBHSI.
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