
KOVÁCS ŰÉZA

A hozzárendelési probléma megoldása 
nem degenerált lineáris szállítási feladatként 

J z ún. hozzárendelési probléma ,L7, opcrációkutatés egyik klasszikus íoludat
t.ípusa. lVlcgfogalrna,zását tekintve Jin.cftri8 szá!lítáRi feladat, ennek ellenőre tL
lineáris programozás hagyorniinyo8 módszoro] vol odd ig gyakorla,tiJag nem volt 
kezelhető. A legismertebb rnegold(tsi algoritmusa rL külön oi-ro ,L célra k ifojlcsz
tett yttt R rn,tgy,Lr módszer, melyet H. KuHN javnsolt 1055-ben I :1]; oz l~GRJ-tVARY
Je:NŐ e g y mút.ri x-kornbinutorika.i tctclón ulapnl [I J (Rószlctcs lcírúsn [2]-bon)

Az alábbiakban szintén egy kombina.torikn.i tételt l.izonyítunk be a mátrixok
egy osztó.lyá.r«, l~nnek ismerete ichctó vó teszi, hogy a hozzárcnrlclósi Iolada.tot
olyan lincáris szá.llltási folndatta! hclyet.tcsitsük, a.mclynok mérete (és költség
mátrixa) az eredetivel azonos, dc ahol a IH)z7,n,1·c11delési fcladu.tru jellemző ún.
clegcnoráci.ó clfíforclulúsa kizn,rt. A tmrrnzfonnácirí o16nye, hogy az i'1j modellen
a hozzárendelési feladat esetleges n.ltcrnn.tlv opí.imu ma.inuk mcgkcrcsóso és tLZ
érzékenységi vizsgalatok is ogy,c;zerííhlxm, a sz{Ll!ít,i,si f'cl,uhtoknál {dtn,l1íb,w
alkalmazott módon vihetők kcrcszt.ü].

l. ii/[ osztályúmátrixok 

A mátrixok 1dúhh vi7,flgált tu ln.jdons.igu.iná.l a mútaix elemei között clcgcru lö
nszerint k ülönbségct tenni, lwgy megjelöltek-e, v «g y sem. A jelöletlen eleme
ket üres mezők, ,t rnogjclült elemeket ponttal ell{ttnLt mezők (röviden pontok)
ábr_ázolj(tk.

Utvonalnak nevezünk e g y elágazú,c; nélk üli, iis,c;zef'üggi'í tört vonalat, mely
szigorúan v{Llt,tlwzö sorrendben v ízsz in tcs ó,c; f"iigg(ílegcs S?:alrn,Hzok hói ái I,
tovább(. kezcW- <:fl végpontj;t Öfl minden ir{tnyv,i,ltoz{t,'l,t jelölt muz{í!H•11 v,t,i.
Utól>hirLk ,t kérdéses (1tvona! csúcspontjai. Az ön mag(th,L v is8zatérő (1tvo11alat
(ahol tehát ct csC,rnok és a, flznlrnszuk sz,Í-mn megegyeiik), köri',tn:~k nevezziik.

Fiiggetlen rnnrlszer a rnátl'iX pontj:ti,rnk olyan l'észludmrLz,t, mcilynck egyik
eleme sincs ugyanezen h:,Lirnaz más clomövcl e g y sorhn,n v,.tgy oszlnpbn,11.

A [I[ osztáJyt'1 rnútrixolmt ezek után ú g y cldini{djuk, mint ,m1dyekbcn
«v nz oszlopok szúrna eggyel tiihh a sornk ,c;z{urnínál;
űv minden sor két pontot tarta,J nmz;
e v a pontok rnndszerén körCrt nem rajzol ható.
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1.1 q e n d e z e tt «l «k ú m á t r i x o k 

H:c1 egy n X (n 1) méretű mátrix minden sorában úgy helyezkedik el két
pont, hogy egyik a bal felső sarokból induló föátlón, másik pedig attól jobbra

van tetszőleges helyen, akkor a mátrixot ,,rendezett alakú
nak" mondjuk (1. ábra). [ e f o g j u k űi zo n y í t «n i ) h o g y e z 

a) rn i n d i g gó 3 o s z t á l y ú B g 
b) űá r m e l y o s z l o p á t e l h «g y v «) « m «r «d é k r é e z űe n · k i v á l «s z t  

h «t ó b m é g p e d i g e g y é r t e l rn íí e n b e g y n p o n t űó l á ll ó f ü g g e tl e n 
r e n d s z e r R 

A tételt teljes indukcióval igazoljuk. A 2. ábra szerinti
rendezett alak triviálisan Ad3 osztályú és eleget tesz tételünk ű 
állításának. Tegyük fel most, hogy van egy rendezett alakú,

n X (n + 1) méretű mátrix, melyre állításaink igazak. Jelöljük ezt
A11-eL lllesszünk eléje új oszlopot és fölé egy újabb sort. Az ,,észak- r-;T-7 
nyugati" sarokban (az új sor és oszlop közös mezőjében) helyez- ~
zünk el egy pontot, egy másikat pedig az új sor egy tetsző
leges helyén, például aj oszlopban. Jelöljük a bővített mát
rixot A11+1-el (:3. ábra).

A pontok fenti módon történő elhelyezése mellett
nyilvánvaló, hogy lm A11 körút mentes volt, akkor A11+1 
is körút.mentes, minden sorában két pont van és eggyel
több oszlopot tartalmaz, mint sorainak szárna. Az új
mátrix tehát szintén rendezett alakú 'és ;;J[ osztályú.

Hagyjuk el An+t-ből az új, bal szélső oszlopot. A ki
induló feltevés szerint A,,-nek abban éL részében, moly
a 8j oszlopot nem tartalmazza, felvehető egy n pont
ból álló független rendszer. Ehhez az új sor j oszlo

pában álló pontot hozzávéve, az A11+1 maradékrészében egy n + t elemű
függetJcm rendszert kapunk.

H,1 pedig A,,➔ 1-hől valamely másik oszlopot hagyunk el, akkor az A11 mara
dékrészóbcn felvett n elemű független rendszerhez az ,,északnyugati" sarok
pontot hozzávéve ismét n + t elemű független rendszerünk van az A11+1 
marndókrészőbon.

I?ig_yeljük meg, hogy a független rendszer kiválasztása mindkét esetben egy
értelmű volt. A11 1 1 tehát A11 minden tulajdonságával rendelkezik.

• •• •• •• ••• ••
lR ábra

2. ábra

An+1 

J 

~ 

~ 
'.3. ábrn

1. 2 J &{ o s z t á l y úR m á i r i x o l c k é t t u l «j d o n s á g « 

Egy n sort (illetve n + t oszlopot) tartalmazó ~{ osztályú mátrix
« v bármely oszlopát elhagyva, a maradékrészben kiválasztható - mégpedig

egyértelműen -- egy n pontból álló független rendszer;
űv rendezett p,lakra hozható pusztán a sorok és oszlopok átrendezésével.
Elegendő a második állítást igazolni, mivel az elsőt rendezett alakú mátri

xokra már bizonyítottuk és a kiválasztható független rendszer pontjainak
maximális száma a sor- és oszlopcserékre nézve invariáns.

A második állítás igazolásához először azt kell belátnunk, hogy a ;;J{ osztályú
mátrixban mindig van olyan oszlop, melyben _éppen eg_v pont van. Valahol



ugnmis minden útvonalnak rneg kell szakadnia (ellcnkczó esetben körutat
lehetne képezni, n.mi ellentétben áll n, dcfinicióvul). Dc egy útvonal csak olyan
pontról nem folytatható, mely oszlopában egyedül áll, mivel (a definíció sze
rint) a saját sorában minden pontnak van párju..

Legyen most B11 egy tetszőleges gó 3 oszt.ály ú mátrix. Válasszunk ki egy, saját
oszlopában eg,v_edüli pontot, helyezzük ennek sorát Jegfeli.iJrc és oszlopát a bal
szélső helyre. Igya kérdéses pont az ,,északnyugati" sarokba kerül (4. ábra).

Belátható, hogy n B11_L részmátrix, mely az eredeti
mátrixból az első sor és oszlop elhctgyásáv,d keletkezik,
szintén gó 3 osztá.lyú. Ha. ugyanis az eredeti rruitrix kö-
rút mentes, akkor nyilván a része is az; minden sorában 8

n 
két pontnak kell lenni, mert sorai elíítt a B11 m;zlopáhan
nincsen pont é8 végül rrrnga is cg,~yel töhh oszloppa,I bír,
mint sora inak száma. Akkor peflig B"_1-ben is vu.n olyan
pont, mely oszlopában c~,ved U I {,I I és az cljárús megismételhető. Így véges
szám ú lépésben a teljes má.trixot rendezett alakra hozhat] uk.

4. ábra

2. Egy speciális szállítási feladat 

Tekintsük az alább: szállít,ísi íoludutot.:

11

l,' :r1J--= n; j = 7, l ) RRR n + 7
i=I

n + I
.J.,' :r1J = n + 1; i = I, 2, ... n 

]=1 

n n 1- I
l' 2,' c1JxiJ ->- min.
i-1 }=I

Mint látható, ;,1,z [:riJJ mátrix formában felírt megokb'isrondRzor n sorból Ó8
n + t oszlopból áll, ri, változók összege minden sothan n + t 6s minden osz
lopban n R A további vizsgálatokban folhusznúlunk nóluiny ismert fogalmat,
ezek röviden a kövotkczók.

A lineáris szállítási feladat feltételi ogyonlotrenclszorének rangja, eggyel ke
vesebb a sorok é~ oszlopok számának összegénél. Így jelen esetben a rangszám
n + (n + 1) - t = 2n. 

13ázisrnogoldásnak nevezzük ezutri.n azokut :1 mcgongcdctt megoldásoku.t,
melyekben a pozitív értékű változók száma, lcgfcljelil: 2n. ( Ismeretes, hogy az
optimális megoldást elegendő a bázisrnegnlclások között kcrcsni.)

Azokat a bázismegoldásokat, melyekben a pozitív értékű változók száma
kisebb, mint 2n, dcgeneráltnuk nevezzük. (A hozzárendelési feladatban a gya
korlati nehézséget éppen az jelenti, hogy minden bázismegoldása degene
rált.)
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A rövidség kedvéért ,,kötött heJ_veknek" nevezzük az [x0J megoldás-rnátrix-.
ban azokat és csak azokat a mezőket, a.hol a megfelelő változó értéke pozitív.

Be lehet mármost bizonyítani, hogy· a szóban forgó szállítási feladat minden.
báeiemeqoidásának mátrixa - a kötött helyek elrendeződését tekintve - a[ osz
tályú.

a) A sorok és oszlopok száma. eleve megfelel az 1. pontban adott definíció
nak.

b) ,\1 ivel a, mátrix bármclv mezőjében a, változó értéke legfeljebb n (az osz
lopöss;,,eg) lehet, a sorösszeg pedig mindenütt nagyobb: n + 1, ezért egy meg
engedott megoldás minden s01·1Íbr1n Iegalább két kötött helynek kell szerepelnie.

l~bhi'il következik viszont, hogv ki cgv megengedett megoldásban van olyan
sor, ahol 11 kötött helvck száma kettőnél több, akkor mivel n db sorunk van

~•"' összc« kötött holvek szá.mu 1mg_voblJ 2n-nél. Az ilyen megoldás tehát
nem b:izismegoldáR.

l~szei-int minden bázisrncgoldús soronként pontosan két kötött helyet tar
talmaz (így összesen 2n darabot).

e) A kötött hclvek rendszere körút mentes. Ha ugyunis Jenne olyan körút,
melynok minden caúcspon tju kötött helyen v1111, akkor ennek segítségével a
pozitív értékkel progrnmozott helyek száma eggyel csökkenthető Jenne, holott
láttuk. hog_\· ezek .száma 111 inden lehetséges megoldásban legalább 2n. 

Így a g/[ osztály minden ismérvét kimerítettük A bázismegoldások imént
igazolt t.ulajdonság«. a.Lq>já,, tehát r1 tárgya!t szállítási feladat

- degcncrúció mentes (mint ah) pontból következik), ami garantálja, hogy
h{u-rnely nem opt.imá.lis megoldásból úgy térhetünk át egy következő programra,
hogy a célfüggvény értéke véges mértékben javul;

a megoldás mátr-ixánu.k bármely oszlopát elhagyvu, a megmaradó n x n
négvzctos mátrix köt/itt helyein felvehető, mégpedig egyértelműen egy maxi
mális (n pontból úlló) f"iiggctlen rendszer.

A független pontok kijelölésével kaposolatban megjegyezzük, hog_v ez telje
sen. mcohn.nik us, eg_vs;,,erű m űvolet. Rkíször az oszlopu kban cg,yedi.il álló kötött
helyeket karikázzuk lie a scu-uk ban levő másikat ri.thúzva. Igy újabb olyan
pontokat kapunk, melyek oszlopukban vagy sorukban már egyedül állanak.
Rzeket bekarikázva a velük egy vonalban lévő összes többi pontot kihúzzuk és
ezt foly ta.tvr, végül csak a keresett pontok maradnak meg.

2 5
! 6

4 J 
6 '6 '5 2

7

7
7
7
7
7

6666666 

a) bJ 

n. áhrTt,

Az elmondottak iilusztrálé.saképpcn az 5/n. ábra. n = 6 esetén mutat be egy
bázismegoldást; az 5/b ábrán az £1 független rendszer látható, amit a harmadik
oszlop elhagyásakor kapunk.
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3. A hozzárendelési probléma 

A hozzárendelési probléma megfogalmazása a következő:

n
J) Xij =]; 
i=l

11 

J; x,1 = 1;
}=I 

j=l,2, ... n; 

'Í = 1, 2, ... n; 

n n
J; J; c11x11 -->- min.

t=l j=I 

Ismeretes, hogy a hozzárendelési feladat bázisrucgoldásaiban a változók
nulla vagy egységnyi értékűek, az utóbbiak [xuJ-ben független rendszert al
kotnak.
A 2. pontban definiált szállítási feladat optimális megoldásaira most igazolni

fogjuk. hogy ha azokban bármelyik oszlopot elhagyjuk, akkor a maradőkrész
ben kijelölt független rendszer a'z illető maradékrószbcn kitűzött hozzárende
lési feladat optimális megoldását jelenti.

A szóban forgó szállítási feladat duálisának Ieltétol-rendszere - mint isme
retes - :

'Í = l, 2, ... n és

j=l,2, ... n-!-1,

melyet a duál is változók optimális megoldáshoz tartozó iii és vJ' értékei. oly
módon elégítenek ki, hogy valahányszor x11 > 0, az 11i + vj = cu egyenlőség
áll fenn. (x0-al a primal föladat optimális megoldásának értékeit jelöltük.)
A bizonyítás gondolatmenete kedvéért most alakítauk át a költségrnátrixot

úgy, hogy az új költségelem:

c;1 = c11 - (iii+ vj).

Ez a költségmátrix az eredeti költségmátrixszal optimalizálás szempontjából
egyenértékű, hiszen nem tettünk mást, mint hogy minden sorából és oszlopá
ból levontunk egy konstanst.

Az el mondottakból következik, hogy a redukált költségmátrixban a kötött
helyek költségelemei zérusok, az egyéb hclyeké pedig nem negatívok lesznek.
Mivel pedig a kötött helyeken biztosan ki tudunk jelölni maximális számú
független pontot, az ide írt egyesek optimális hozzárendelési programot repre
zentálnak.
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3 .1 A hozzárendelési probléma megoldása nem degenerált lineáris szállítási fel
adatként

A hozzárendelési feladat megoldására az eddigiek alapján kézenfekvően kí
nálkozik az a lehetőség, hogy a költségmátrixot kibővítjük egy új, n + J-edik
segédoszloppal, megoldjuk a 2. pont szállítási feladatát, majd a hozzáírt osz
lopot a segédváltozókkaJ együtt ismét elhagyva megkeressük a független pon
tokat. Mivel azonban a segédoszlop költségelemei tetszőlegesek lehetnek, azo
kat egy (például a c1, 11+ 1) kivételével végtelennek vesszük. Ezáltal x1, n+l érté
két is rögzítettük (x1, 11+1 = n). Igy a segédoszlop hozzáírása is feleslegessé
válik.

Végezetül tehát a
n
J;x1j=n;

i=l

n
_J;x1i = a;; 

J=l

) == 1, 2, ... n; 

i = '1, 2, ... n; 

n 11

;:_; J; C;jx,j->- min
O=I J=I 

dcgcnorációtól mentes s;;;ál!ítási feladatot oldjuk meg, ahol a1 = I; a2 = a3= ... = r1,11 = n + 1. Ennek minden optimális megoldásához egy közvetlenül
kijelölhető független rendszer tartozik, ezek a hozzúrendelési feladat alternatív
optirnumait szolgúltatj:'Llc (Megjegyez;;;ük, hogy a szállítási feladat különböző
mogoldása.ihoz nem súikségképpen tartozik különböző független rendszer.)

5 2 5 4 6
2 1 1 2 1
4 1 4 2 4 
2 1 2 2 J
4 2 S 2 I;

55555

1 
6 
6
6
6

0 
-J 

Uf -1 
-2 
-1 

G. ábra,

vj

4 2 Íf J 4
1

1 5 
4 2 

5 1 
J J 

Megemlítjük végül, hogy az előző pontban szereplő költségmátrix-redukció,
mint könnyen igazolható, minimalizálja az új költségelemek összegét, miköz
ben legalább 2n - I költségelem zérus lesz. E;;,; a tény némely alkalmazásban
hasznos lehet.

(Beérkezett: 1969.1.18.)
lRODALOM
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[2-J TütEKÓ, B.: Lineáris programozás. Budapest, 19GG. Közgazdasági és Jogi Könyvkiadó.
[:J J KUIIN, H. W.: The Hungarian Method for the Assigmnent Problem. Naval Research

Logistics Quarterly 1955. 2, 83-98 p.
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THE SOLUTION OF THE ASSIGNMENT PROBLEM AS A NON-DEGENERATE
LINEAR TRANSPORT PRO.BLEM

The article deals with tho classical assignment problem, tho formulation of which as ,L
linear programming problem rs tho following:

('')

II 

:::_· x;; = J;
i=l . 

/l

'-'x .. = l ·
.- I} ' J-I 

.i = J, 2, ... n

·i = l, 2, ... n

=o ;;,; 0;
II II

_:::.,
1

.:::./ cuxiJ ->- m in , 
,-11~1

Jt is known that this linear moclol docs not afford a possibiliLy of Lho practical solution
of Lho problem, the dilTioulLy being duo Lo the fact that all its baaic solubiona are dege
nerate.

To overcome this clifficulty, tbc author proposes a method which consists simply in
subst.itut.ing for conatruin ts (*) the following:

II
-~1:rij = n,; 
!=l F 

n
~·xi, =ai; 
j=l ,

.J = J, 2, ... ,n

,,, = I, 2, ... , ri 

a1 = I und

a, = n I· l for 'i = 2, :s, ... , n.

The author proves that i n this I incur t.ransport prob lorn
n) nono of tho basic solutions is degencrat1•, fL fru,t that onsu rca tho pnRsing Irom any

non-optimal solution to a subsequent prograrn in a way that í.ho objcot.ivo Iunct.ion vu luo
improves to a finite extent;

b) in matrix [:ru] belonging to tho basic solution, over tho sot of posit.ivo variables t.horr
can always be dr-tor-minod one and only ono maximal indoponrlont system (composed of
npoints);

e) tho independunt system belonging Lo U10 optimum solut.ion const.itutcs also an
optimum solution for tho original ussignnwnL problem.

PELUEHv!E 3A~A4vl COOTGETCTBvl.>-1 !{Al{ HEBb!PO)l{~EI IHOvl nvlHEv!HOvl
3A~A4vl TPAHCnOPTViPOBAH Vi.>-1 

Asrop CTaTbM '.1élHHMilCTC51 l(J1acc11•1CCl(Oi-i npo6;1CMOi-i COOTllCTCTJ.lH)I, icoropan MO)l(CT ŐblTb.
C(ÍJOPMYJHl[)OBaHil ica« 3él/\<l'lél JIMHCÍÍHOl'O 11po1·p,IMMl1J)OB,\IIHH CJIC/IYIOU(MM oöpaao«:

I
II 

'' xu = I
(*) l=l

II 

:::_·xi)= I;
j=l

.f = I, 2, ... , n

'I 1,,2, ... , ')'t 

•
fl ll 

. '' _:::_· r·ux,j-,. rnin.
1=1 /-1
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l/fasec-n-!O, '!TO 3T3 MO!l,Cm, JIJ1Heii1-10ro npo,-paMM11!)0B3Hl15l HC npe).\OCT3BJl5]eT B03MO)KHOCTl1
!.Urn npa!ZTWICCl(Ol'O pCU!CHM5l 33).\él'ni; TPYAHOCTb 3al(Jll0'-13CTC51 B TOM, '-!TO nee ee orroptu.re
pcureuns 5JBJl)llOTC5l Bbipü)l([.\Cl·IJ-lblMH.

)lJl5l npCO).\OJICHH5l 3TOií TPYAHOCTH aBTOp npenriaraer MeTo,o:, COCT05ll.QHÜ nonpncrv ,B TOM
l!TO ycrrouun (*) :1a 11e1-1rnoTC5l CJICJ.\Y 10ll111Ml·I:

11

:~-· Xfj = n; 
l=l 

II

-~.'xi)= rt;; 
1~1 

l'AC

o,- = n+ 1; 

./ =: 1, 2, ... '16 

'l = 1, 2, ... n,

-i = 2, 3, ... , n.

ABTOp /lOI(J3blBaCT, 'ITO ll 3TOii JIHIICÍÍHOH 33).\a·,,e Tpa1-1cnopTHPOB3Hl15l
a) I-IH rJ/.\HO 1-13 orropuux pc111c1-11-1r1 !-IC 5JBJl51CTC_51 llbljJO)!(!.\CH!-lb!M. 3THM 1jia1<TOM oőecneunnaercn

yc.nouuc, 'iTO OT rnoöorn I-ICOllTHM3Jlbl-f0!'0 peUJClll-151 MO)l(HO ncpeüru K CJIC).\y1ou1e11 nporpanae
ra«, LIT06bl 3fül'ICHIIC uenenoii (jJyHl(I_\J-IH YJJY'ILUilJlOCb B «oneunonepnoű CTCJlCHH.

6) Ha MH0)1(CCT13C llOJIO)l(J-ITCJlbl·ll,IX ncpcweuuux M3TjJHl_\bl [xu], OTHOC5lll_\CHC51 K OllOJ)HOMY
peu1c111110, BCCl)\3 MO)Kl-10 Bb15ll3Hlb 0/.\HY H TOJlLIZO 0/.\HY MaJ(CHM3JlbHYIO (COCT051ll.\YIO 113 It
3JICMCHTOB) I-IC3éiBHCI-IMYIO CHCTCMy.

B) HC3aBIICHMa5l CHCTCA'il, OTHOC51U(J51C51 I{ OllTHMaJihHOA;y peurcnmo, lljJC).\CTaBJ15]eT coöoü
OIITHA<aJll,HOC J)CU.ICHHC H ))J151 ncpeouavam.noü :JJ,ll,;J'JH COO'llJCTCTBH51.
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