Kovics LAszrnd Bfvna

A diszkrét programozis méodszerei és alkalmazasa
gazdasagi problémak megoldasara

Gazdasagi problémak megoldasiban nagy szerepet jatszik a matematikai
programozas. Ennek feladata, hogy egy adott tobbviltozos fiiggvény mini-
mumat vagy maximumit és d]lIl(Lk helyét meghatirozza egy megadott tar-
tomanyon. H(L a maximalizaland¢ fiiggvény — az un. célfiiggvény — linearis,
tovabba a tar tomany linedris egyenlGtlenségek segitségével van megadva
(\ vy ilyen alakra hozhato), (kam linedaris programozisrdl beszéliimk. A lined-
ris programozis matematikai elméletét, valamint alkalmazisokat talalhat az
olvasd az .Ll ibbi konyvekben: PriEkora A. [36], HApLey [20], DANTZIG [13],
CHarNES ¢é8 Coorer [11]. Az emlitett mu\(l\lwn bdségesen vannak tovabbi
irodalmi utalisok. Gyakran a linearis kozelités pontossiga méar nem meg-
felels. Ha a célfiiggvény vagy a feltételek nem linedrisak, akkor nemlinedris
programozisrél beszdliink. Kxakt modszerek jelenleg tobbnyire csak arra az
esetre vannak, amikor a maximalizilandd célfiiggvény konkav, esetleg kvazi-
konkav (vagy a minimalizalandé fiigevény konvex, ill. kvazi-konvex) és a ha-
tarold feltételek is konvex tartomdnyt szolgdltatnak. Ha a feladat nem ilyen,
akkor az okozza a nehézséget, hogy sok lokdlis (helyi) maximum lehetséges,
amelyek nem globdlis maximumok. A nemlinedris programozas jo attekintése
néhany maodszer alapos t;'u-;_r‘vnlzis:iml megtaldlhatd Hapruy [21] konyvében,
amelyben dinamikus programozas is talilhaté. Itt a ,.dinamikus” l\ll(‘ ezes
nem feltétleniil ngvanazt jelenti, mint a ]\'(”)A”‘L/ddﬂ‘l"tdn]hlll Altaliban arra
utal, hogy tébb euyvszerre megteendd dontés l1(.l_vctt a dontések egymdsutan-
jara vezeti vissza a problémdat. Az djabb dontéseket a kordibbiak kovetkezté-
ben kialakult helyzethen optimdlisan teszi meg. Lényegében tehiat a dinamikus
progr amozis egy bonyolult pml)h mat egyszer(ibb feladatok sorozatira vezet
vissza. A dinamikus Programozais alapos matematikai targyalasa, valaming
nagyszami alkalmazis taldlhaté Brrooman[7], Beromax és Drevrus [8]
konyvében. Bevezetésként Nevnauser [34] miive ajinlhato.

Ha a matematikai programozisi feladatban valdszinfiségi valtozok is szere-
pelnek (igény, technikai koefficiensek, drak sth.) akkor s"/t()ch;wytikus progra-
mozasrol beszéliink. (Ldasd: Dantzic [13]. 25. fejezet, HapLey [21]. 5. fejezet,
Prizcora [37].)

Mind a linedris mind a nemlinedris feladatokban, ha kiilon nem kotjik ki,
dltaliban folytonos valtozékra gondolunk. Sok esetben azonban egyes valto-
z6k nem tekintheték folytonosnak. Példaul nagyértékii gépek esetén nem mind-
egy, hogy az eredményiil kapott 3,3 gépet 3 vagy 4-nek tekintjik. Kiilsnosen
kritikus a helyzet az Gn. beruhdzdsi pl'oblémaklmn ahol a valtozd értéke 1
vagy O aszerint, hogy egy beruhdzdst \f(‘(’l(,ll(ljtun]( e vagy sem.

Az elsé részben a diszkrét programozasi feladatok dltalanos alakjat, a ma-

4 Szigma



138

¢

sodikban néhdny gazdasdgi alkalmazdst targyalunk, mig a harmadik rész :
diszkrét programozisi mddszerek attekintését tartalmazza irodalmi utaldsok-

kal.

1) A diszkrét programozasi feladatok altalinos alakja

Diszkrét programozisrél beszélimk olyan matematikai programozasi fel-
adat esetén, amelyben néhiny vagy valamennyi valtozo csak véges vagy meg-
szamlalhatéan végtelen sok kiilonbozs értéket® vehet, mas szoval értelmezési
tartomanya nem folytonos.

Diszkrét programozis helyett hasznilatos még az egészértékii és az integer
programozasi elnevezés is.

A két utébbi elnevezés magdaba foglalja azt a megkotdst is, hogy a nem foly-
tonos valtozok csak egdsz értékeket vehetnek fel, azonban ez nem jelent meg-
szoritast. Ha ugvanis az a viltozd az

@y Wiy 4 s

véges vagy megszamlilhatéan sok (nem feltétleniil egész) értéket veheti fel,
akkor az
x =a,% + ax, + ...
2y By =1
x; =0 vagy 1
felirdashan mar csak egészértéki valtozok szerepelnek.

Tovabbiakban ezért a diszkrét valtozok csak egész értékeket vesznek fel.
Ha egy feladatban csak egészértékl viltozok szerepelnek, akkor ezt tiszia
egészértékiinek, egészértékii és folytonos viltozok fellépése esetén vegyes vagy
kevert egészértékl feladatnak nevezziik.

Tovabba egy tetszileges egészértékii feladatot is at lehet alakitani 0 1
egészértékiivé, ha valamennyi viltozé korlitos. Legyen példaul

=018, 5P

Természetesen addodik az

=Y+ Y+ .- -Yp
y =0vagy I (j=1,...0p)

elGallitas, ennél azonban sokkal jobb is van.
Hatdrozzuk meg a k szdmot gy, hogy s

k=% gy 2 P

Példaul tetszéleges egész vagy nemnegativ egész értékeket vehet fel.
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ekkor legyen
=21y 4 2k 2, 4 ... 2z, + @
ahol

xp=0vagy 1 (j=12,...k

E nnok az elGallitdsnak az a jo tulajdonsaga is megvan, hogy az x valtozd és az
(2, @y, . .., 2) vektor viltozé kozott egyv-egy értelmii megfeleltetés létesithets
és mindossze

[1;‘4 yz l

szamu valtozo sziikséges hozza.
A legeyakrabban elforduld tipus a linedris egészértéki feladat, mely a ko-
vcbkoznlmpp(m irhato fel.

min (¢,%; + ¢y + . .. +C2,)
gy By~ By = o o v By by
Ay @y + Aoy + - . - g2, = b,
'(’ml'rl‘f‘ oty + ... I Apnn = /}/71
t;=0,1,2,...,7; =18 ...,k
€ 0 Gl=k4+1,...,0)
ahol a;;, b, és ¢; adott tetszbleges valds szamok, az r;, £ szimok adott pozitiv

cgbszek. Ak — n esethen tiszta, 00 < &k <7 n esetén kevert egészértéki feladat-
rol beszéliink.

Ha a célfiigevényt maximalizilni kell, annak (- 7)-szeresét minimalizalhat-
juk A - egyenlGtlenségeket (—7)-gvel vald beszorzdssal > tipusuva tehetjiik,
mig az « ‘“‘V(‘lll()h(“"( ket 1(\llmnthatJul\ egy < ésegy > tlplml egyenlGtlenségre.

Ha egyes egészérték viltozokra nines explicit felsé korlét, de az egyenlét-
lenségek altal hatdrolt tartomany korlatos, akkor ebbdl célszertd megallapitani
a szoban forgd felss korlatot, ez megkonnyiti a megoldast.

Nem okoz nvh(‘/,.\wr(*t az a valtozo sem, amelyik negativ értékeket is felvehet,
de sokszor egyontet(iséy, illetve konnyebhb kezelhet6ség kedvéért ezeket fvl—
bonthatjuk pozitiv és negativ résziikre. Ha eredetileg x; elgjelkotetlen viltozd
volt, akkor

ba pedig
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akkor
x;= xf —
Il'j' == /), 1, &,
oy =0,1,2
Bevezetve az
@iy -5 Qyp bt () x,
A == . . - b= , c= ] X =
“7111 s g l)m \ Cpy ‘l.n

jeloléseket, az (1) feladat a kovetkezd egyszeri forméaban irhato fel:

(2) min e’x
Ax b
#y=0, L, ...r (j=1,2,...k)
;=0 (j=k+1,...,n),

ahol a felsé indexben szerepld T transzponaltat jelent. (Egy matrix transzpo-
naltjat féatlojara vald tiikrozéssel, azaz a sorok és oszlopok feleserélésével kap-
juk. Igy egy oszlopvektor transzpondltja sorvektor, a sorvektor transzpo-
naltja oszlopvektor. A toviabbiakban a vektorok altaliban oszlopvektort je-
lentenek, hacsak kiilon masképpen nem kotjiik ki.)

Hasonléan irhatd fel a megfeleld nemlinedris pmhlvnm

(3) min  g,(x)

gi(x) =0 (== T2, e g )
2;=0,1,....r; (g ="Ln im0}
-"j,_i() (9="k -1, . n);
ahol g,(x) (2 =0, 1, ..., m) tetszileges (egyértékii) figgvények. Mas kérdés

természetesen, hogy ilyen altalinossagban a feladat nem oldhaté meg, még
akkor sem, ha csak egészértéki viltozok szerepelnek és a feladat méretei tul
nagvok a teljes leszamlilisra. A késobbickben adunk a tiszta egészértéki
valtozatra a ¢;(x) I'ii;:gv('*nvckrc vonatkozd, nem tul erds feltételek mellett
algoritmust, mely elég nagyméretii feladatokra alkalmazhato.

\ égiil meg ke Al emliteni, h(wv az egészértékii valtozokra igen gyakran bizo-
nyos tipust logikai feltételek is fenndllnak. Kzek igen jol ‘beleilleszthetdk a
leszamlilasi tipusi és a korlitozis és szétvilasztison alapulé algoritmusokba,
sokszor még meg is gyorsitjak azt.

Ilyen feltétel példaul, hogy nem lehet harom egymds utan kovetkezs egész-
értéki valtozé zérustdl kiilonbozs, v vagy az egészértéki valtozok egy csoport-
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janak nem zérus értékébdl kiovetkezik, hogy masoknak zérus értéket kell fel-
venni. Az ilyen tipusu fetételek a Icgtobb ehctben mcgf()galma/hatok algebrai
alakban is, azonban rendszerint csak igen nagyszamu feltétellel, ami két hat-
rannyal is jar. Az egyik az, hogy a sok feltétel igen sok helyet foglal el (gépi
kapacitdsban), a mésik pedig, hogy a feltételek ellenérzése nagyon sokdig tart.
Mig, ha meg tudunk maradni a logikai kezelésmdd mellett, akkor ezt gy fog-
hatjuk fel, mintha a fenti nagyszamu feltételnek mindig csak egy kis részét
vizsgalnank, mert a tobbirdl egyszeriden ki tudjuk mutatni, hogy jelenleg nem
jelentenek korlatozast.

2) A diszkrét programozas néhany gazdasagi alkalmazasa

A jelen szakaszban a teljesség igénye nélkiil felsorolunk néhany alkalmazést.
A modelleket lehetsleg egyszerii formdaban targvaljuk a kénnyebb megértés
kedvéért, ez azonban nem jelenti azt, hogy komplex problémédk megolddsara
nem alkalmasak.

2.1 Hgy feltételes terhelési feladat

Az irodalomban ez ,,hitizsik probléma’™ néven ismeretes, mert az elsé meg-
foralmazasa egy gvalogtirazd hatizsikjinak optimdlis kitoltése volt egy meg-
adott valasztékbol. Kz azt jelenti, hogy egy adott sulykorlat alatti targykom-
bindciok kozil a maximdlis haszndlati értékit keressiik.!

[z a probléma nemesak egyszerfisége és onmagdban valé hasznalhatosiga
miatt érdekes, hanem azért is, mert a tobbfeltételes probléma megolddsiban
is jo segédeszkoz.

A kovetkezd jeloléseket hasznaljuk:

n  a tdrgyak szima (ha valamelyikbdl tobb van, azt tobbszorosen hasznal-

juk)
a; a j-edik tirgy sulya,
¢; a j-edik targy értéke (haszndlati érték),

K a megengedett maximalis terhelés,
I ha j-edik targvat valasztjuk,
g = » =2

/10 ha nem.

A feladat a kovetkezGképpen fogalmazhatd meg:
n

(max)z =2 ('jz'j

)'rz 2 < K
J
x; =0 vagy -1 (j=12,..:n).
1 Feltételezziik, hogy a haszndlati értékek osszeadddnak. Csak egyszer(iség kedvéért
vilasztottuk a feladatnak ezt a — gazdasigi szempontbol I\lf()trnst)llmtu — értelmezdését.,

Megfogalmazhattuk volna példdul vgy is, mint a 2.2 modellnek azt a specidlis esetét,
amikor csak egyetien feltétel van.
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Az altalanos alkalmazhatosig szempontjabol megvizsgiljuk az egytitthatok
kiillonbozG el6jelkombindciéit. Feltételezhetjiik, hogy ¢, > 0 és a; 0 (j=
=1, ..., n). Ugyanis, ha ¢; < 0 és a; < 0, akkor az xj=1 — x; valtoz6 be-
vezetésével az egyiitthatok pozitivvd vilnak. A ¢; > 0, a; << 0 esetén ;=1
és ¢; < 0, a; > 0 esetén pedig x; =0, ugyanis az elss esethen pozitiv értéket

kapunk djabb kapacitas felhaszndlisa nélkiil (s6t a; <7 0 esetén még noveljiik
is azt), a masodikban pedig bizonyos kapacitis felhasznalisaval biztosan nem
noveljitk az osszes értéket, sét esetleg esokkentjiik. Végiil a ¢; = a; =0 eset
teljesen érdektelen, mert az a; viltozé ekkor nem szerepel a feladatban.

A feladat optimalis célfiiggvény -értékére jo beeslést kaphatunk a kovetkezd
modon. Allitsuk a valtozokat olyan sorrendbe, hogy

1 — Co —_ Cp
By B T @
(Egyszerliség kedvéért feltételezziik, hogy eleve ilyen sorrendben indexeztiik

a valtozokat.)

Ekkor, ha

r pefed
Ny e gg e X
/t,,;l\ 2 a;,
=l =1
akkor
r ) C 1 A
\v - v e R r Al
2 <maxz< e+ K — Jla
j=1 j= @ j=1
Aziry =g ==k =, =1, x,,, =, =0 a feladat megengedett megoldiasa

és rendszerint elég jo célfiiggvény-éricket szolgialtat. Arra azonban semmi biz-
tositék nines, hogy ez optimdlis megoldis volna. Példaul a

("HL\') S 5".1 - 3."-_; f f)_l':l
2x, + 3z, + 10z, < 11
Xyy Ty, Ty = () ragy /

feladat mar rendezve van, mert

b3 2 9
Tl :
2 3 10
mégis az ¥, =, = I, xy =0 megoldas célfiiggvényértéke z — 8 mig az ay = I,

2y =y =10 esetén-z = 9.

Az emlitett feladatndl az Osszes megoldasok szama 2% = 8, {gy kinny(i vala-
mennyit ellendrizni. Nagyobb n esetén azonban ez nem lehetséges, mivel a 27
igen gyorsan novekszik n novelése esetén.
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2.2 Tobb-feltételes terhelési feladat

A nehézségek jol latszanak mar két feltétel esetén is, igy ezzel az esettel fog-
lalkozunk. Tegyiik fel, hogy egy hajot kell terhelniink értékes rakomdnnyal.
Az érték most lehet hasznalati érték (expedicid), valédi érték (mentési munké-
latok) vagy szallitdsi koltség (szdllitasi vallalat esetén). Az utébbi esethen a
szallitd az drukért kapott dijat akarja maximalizalni. A tobbi esetben a cél
nyilvanvald. Legyen tovibba a stlykorlatozas mellett egy térfogati korldtozas

Az el6zé feladat jelolésein kiviil még a kovetkezGket hasznaljuk:

L a térfogati korlat,
b, a j-edik targy térfogata,

Ekkor a feladat a kovetkezo:

n

(max) z = j_};,l' Ccj;

n
(5) 2ax < K
i

A feladat lényegesen nehezebh, mint az el6z6, hiszen még preferencidt sem
tudunk megadni, minthogy ez teljesen kiilonbozs lehet az elsd, illetve masodik
feltétel szerint. (Konny i, nagy térfogati, illetve nehéz, kis térfogati targyak.)

A tobb-feltételes terhelési probléma egyébként ¢ I linedris egészértéki
feladatra vezetett, s6t ha nem esak 1 -1 darab 4ll rendelkezésre beldliik és
azok egyforma értcékiick, akkor az dltalinos linedris tiszta egészértékii feladat-
hoz jutottunk. Ugyanez a rendszer tobb kiilonbozé gyakorlati problémat ir
le. A jelen fejezet célja azonban nem a matematikai hasonlésdg keresése, ha-
nem kiilonbozé alkalmazisok bemutatasa.

2.3 Fia-kiltséges problémdlk

A termelési koltség altaliban két {6 részbdl all: egy fix-koltségbdl és egy,
a termelt mennyiséggel novekvé viltozo koltségbdl. Most nem arrél a fix-kolt-
ségrdl van sz6, amelyet minden termeléstdl fiiggetleniil ki kell fizetni (allesz-
kozok utan fizetendd kamat, épiiletkarbantartas, allandé dolgozék alapbére
sth.), mert hiszen ezt mindenképpen ki kell fizetni és a célfiiggvényhez adott
konstans nem valtoztatja meg az optimum helyét. Minden egyes sorozatgydr-
tas beinditisakor felmeriil egy, a sorozatnagysagtol fiiggetlen koltség. (Specia-
lis szerszamok, betanuldssal kapesolatos koltségek sth.) Ez a koltség azonban
mar nem fiiggetlen a termeléstSl, mert egyvaltalin nem meriil fel, ha a meg-
felel6 terméket nem allitjuk eld.



144 '

Nagy sorozatok gyartisa esetén a darabszamot folytonosnak tekinthetjiik.
"Az alabbi )el/ebokot hasznaljuk:

m  az erSforrasok szama,
n  a gyarthaté termékek szama,
a;; az i-edik erdéforrasbol a j-edik termék egységnyi mennyiségének els-

4
" 4llitdsahoz sziikséges mennyiség,
b; az i-edik erdforrasbdl re ndelkezésre 4116 mennyiség,
¢; aj-edik termék egységének elGallitisihoz sziikséges koltség (fix-koltség
nélkiil),
d; a j-edik termék termelésének beinditdsahoz sziikséges fix-koltség
(egy elére d; - 0),
x; a j-edik tcrm(\khol gyartandé me nnyiség,
0, értéke 1 vagy 0 (Ltt()l fiiggGen, hogy a j-edik termdéket gyartjuk, vagy
nem.

Koyszerlisée kedvéért feltételezziik, hogy a valtozo koltsée a termelt mennyi-
D o O o .
ségeel ardanyos. A kovetkezd feladathoz jutunk:

n n
] Vot ) )
min j21 ciw; + 2 0,d;

(6) )'fl,// b, (3=1,2..,1m)

0, ha &y =0

ha z; >0,

Az eréforrds korlitokon kiviil szerepelhetnek természetesen bizonyos ter-
mdékekre vagy azok kombinaciojara vonatkozo also korlatok. Kzek a feltételek
is dtalakithatok a fenti tipusivi. A ¢; jelenthet hasznot is, ekkor ¢, <= 0. A
dy =0 kikotést azért tettiik, mert az ellenkezd esethen lehet, hogy a feladatnak
nincs minimuma, csak infimuma és a gazdasigi értelmezés is problematikus.
A d; < 0 felfoghat6 ugyan agy, hogy (L} -edik termék gyartisihoz né ptr'ml.murl
crd(‘l\ fiz6dik, ezért “’V(llt(l\(l]\()l a gyar (<-I|nmmum(>t kap (minek osszegéhal
mar levontuk a gyartias be inditasihoz sziikséges koltséget). Ha azonban a ter-
mék gyartasa egyébként nem gazdasigos (a tébbickhez viszonyitva), akkor az
iizem minél kisebb mennyiséget kivan majd gydartani, ami nem is gazdasigos,
a célprémium is hidbavalé, tovibbd x; » 0 esetén a (‘('-H'l"lg;:\f(‘n_\-' allanddan
csokken, de x; = 0 esetén hirtelen megnd. Kzt kikiiszobolendd, a l\'('ivctluxz(i—
képpen Jdl hatunk el. Megtartjuk tovdbbra is a be inditashoz sziikséges ; - 0
koltséget és a p; <~ 0 prémiumot (a célfiiggvény koltséget minimalizaljuk, t(*h(it
a promlunmdk negativnak kell lennie) csak akkor ki apja meg az iizem, ha leg-
aldbb ¢, menn_vmegot gvart a szoban forgd termdkhbdl.
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Bevezetve az

vy , ha x; <y,
/ ] A
1A .1, i; gj
-1 egészértékl valtozokat (j =1,2,..., n) a célfiiggvény a kovetkezd-

képpen alakul:

n
min X' (c;x; +0,d; + ¢;p;),
j=1 '

a feltételek pedig valtozatlanok.

2.4 Beruhdzasi problémdal:

A beruhazisok u:w,(l‘mi«r()ss;igzirmk vizsgilatiaban fontos szerepet jatszik az
eudszérték programozis. Ha esak egyetlen beruhdzdsrél kellene donteni,
hogy végrehajtsuk-e vagy sem, akkor ]mnmu dolgunk volna, mert megolda-
nink a feladatot azon feltételezéssel, hogy végrehajtjuk és azzal is, hogy nem
hajtjuk végre. A probléma azonban dltaliban nem igy meriil fel, hanem tugy,
hogy egy tervet kell teljesiteni és ahhoz beruhdzdisok egész sorozatat kell végre-
hajtani.

Ezek koziil bizonyosak helyettesithetik egymist, masok kizarjak egymast
sth. Mindenképpen lehetetlen azonban az dsszes varidciot kiprébélni ezek nagy
szamara vald tekintettel (n lehetséges beruhizias esetén 21, kiilonosen azért,
mert minden egyes varidcié egy rendszerint elég bonyolult linedris vagy nem-
linedris feladat megoldisit kivinja, melynek iddigénye elég tekintélyes lehet.
Tekintsiik most a probléma egy egyszerii viltozatat, amelyben ninesenek foly-
tonos viltozok és a beruhizis egy jol meghatdrozott tevékenységet jelent adott
erGforris szitkséglettel és koltséggel. Tekintsiik példaul az alibbi egyszerti mo-
dellt.

Legyen

¢; a g-edik beruhazds koltsége,
@;; a j-edik beruhdzas sziikséglete az i-edik erdforrasbél,

by az i-edik erdforrashol rendelkezésre 41l mennyiség,

a j-edik beruhdzds segitségével, a k-adik termék szdmadara létrehozott
1j kapacitas,

Ry a k-adik termdékbdl szitkséges 1) kapacitds,

x; 1 vagy 0 aszerint, hogy a j-edik beruhdzist végrehajtjuk-e vagy sem,
m  az erdforrasok szama,

n  a beruhdzdsok szama,

ra gyvartandd termékek szama.

Minimalis osszkoltségli beruhdzds kombindcidit keressiik azok koziil, ame-
lvek egyiittesen nem lépik til a rendelkezésre dllé erdforrasok mennyiségét és
teljesitik az eldirt termelési feladatot:
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n
min 3 ¢;x;

j=t
n .
(7) 2 a;x; < b (@ =1, 25 a0 500)
=
n

kzvl’[/\‘jx/ 7 : /&/{ (k o lv 2v § 8 oy )‘)

x; =0 vagy 1.

A feltételek kozott szerepelhetnek a termdészeti adottsagok, a korzetenkénti
energiakorlatok, munkaerdkorlitozas sth. A koltségekndél figyelembe lehet
venni a beruhdzisi koltségen kiviil az alapanyagok tobh idGszakra vonatkozo
diszkontalt szallitdsi koltségeinek osszegét, ezzel is redlisabbd valik a modell
valtozatlan szerkezet mellett.

Ha azonban az egyes létrehozandd 4j iizemek kozott is jelentds mennyiségli
szallitasok torténnek, akkor ipartelepitési problémaval allunk szemben, me-
lyet a fenti modellel nem tudunk jol leirni. Erre a célra igen alkalmas az agy-
nevezett kvadratikus hozzirendelési feladat, mely szintén kizardlag 01
ecdszértékl valtozokat tartalmaz.

A feladat egy lehetséges megfogalmazisa a kivetkezs: Tegyiik fel egyszeri-
ség kedvéért, hogy n szama, kilonbozd tipusa gydrat akarunk megépiteni,
(

o

q(== n) helyen gy, hogy mindeniitt legfeljebh egyet épithetiink.,

¢ ajedik gydarnak a f-edik helyen valé megvaldsitdsi koltsége,
fip ag-edik és p-edik gyar kozotti szallitasi intenzitis,

¢is  a t-edik helyrdl az s-edik helyre valé egvségnyi mennyiség szallitasi
koltséee,

x;, 1 vagy 0, attdl fiiggGen hogy a j-edik gyvirat a t-edik helyen valdsitjuk-e

© meg vagy sem.

Ekkor a feladat a kovetkezd:

n o q n q
L3 U A\l A 1 " "
nin ..\-/ ..\4 (jl 1‘ .2/ ,://;[.’/lx"ps’ 'I/I
j=1t=1 p=1s=1
q
Al
,'_\/l/l i3 l (} 'l‘ '")
t=1
n
Vo <& :
‘._\d.l/-, <1 (=1 )
j=1

;=10 vagy L.
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3. A diszkrét programozas megoldasi médszerei

(Attekintés)

Bar egy-egy specidlis szerkezetii feladat megolddsa néhany évvel korabban
is tortént, az elsé dltaldnos linedris diszkrét programozasi médszer GOMORY
amerikai matematikus nevéhez fliz6dik és koriilbeliil egy évtizede szilletett
meg.

3.1 A Gomory modszer

ElsG vialtozatit a szerzG 1958-ban publikdlta, majd a jelenlegi formajaban
1963-ban a [19] cikk gy(ijteménydében (269 302 old.). A médszer lényege az,
hogy elGszor megoldjuk a megfeleld folytonos feladatot a szimplex mddszer
seeitségdvel. Ha valamennyi viltozo, mely esak egész értéket vehet fel az ere-
deti feladatban a folytonos feladat optimdlis megolddsiban is egészértékdi,
akkor megoldottuk a feladatot. Ellenkezd esethen meghatarozunk egy olyan
egészértéki feltételt, amelyet az eredeti feladat valamennyi megengedett meg-
olddsa (azaz pl. tiszta feladat esetén a folytonos fe Jadat m(‘gvngodett tarto-
mdnydinak valamennyi raespontja) kieldégit, de a jelenlegi (nem egészértékii)
megoldias nem. Megoldjuk az Gjabb folytonos feladatot, amelyet Ggy kapunk,
hogy az eddigickhez hozzdvessziik a most meghatirozott aj feltételt. Azeljdrdst
addig folytatjuk, mig az egdszértékiinek deklardlt viltozok a legutolsé foly-
tonos feladat optimdlis megolddsdban valamennyien valéban egész értékeket
vesznek fel. 1z lesz az eredeti feladat optimalis megoldas:

A médszer részletes leirdsara itt nines lehetdség, de a Gomory-feltétel kép-
z6sét egy példan keresztiil szemléltetjitk. Tekintsiik az alabbi feladatot:

max 3z + ¥y
dr — 4y < —1
b 6y < 33
r =0, y =0
x, y egészek.
Beészitsiik ki egyenldségekké a fenti egvenlGtlenség fm'méj{tbam levd feltétele-
ket, ekkor az eredetivel ekvivalens feladathoz jutunk, és minthogy a szerepld

egyiitthatok és jobb oldalak egészek, az j bevezetett valtozdkrol is feltehetjiik,
hogy egészek.

max 3x + ¥
e — 4y +u = —1

8x + 6y + v =33

Y

x>0, w=0, w=0,"v

x, Yy, u, v egészek.



148

Szimplex mddszer segitségével megoldva a folytonos valtozatot, az optimalis
megoldas

T, Y =——, % =9 ==0.

9 3 1
e | v
4 28 14
5 1 13
i = )-+ -u + v
2 1 14

Az w, v nembazis viltozok megfeleld valasztasaval minden megoldist megka-
punk.
Valagszuk most kiilon az a kifejezésé hen az egyiitthatok egészrészét és

tortrészét:

1 25 14
A2 u v - — - 2)— U - - : v
4 28 14

Mivel az o valtozénak egész értéket kell felvennie, toviabbd a 2w — v is
egész, az

1 25 13
k- W=
4 28 14

egész kell hogy legyen. Tovibba minthogy w 0, v - 0, a kifejezés értéke
nemnegativ egész. Minthogy azonban w > 0, v - 0 esetén ez a kifejezés nem
lehet 0, tehat értéke legalabh

1 25 1 3
- f b +—v =1,
4 28 14

BgyenlSséggé kiegészitve az s potvaltozonak és azt kifejezve:

3 25 13
§= — - u v.
4 28 14

Az eddigiekbdl kiovetkezik, hogy s > 0 ¢s egész értékeket vehet esak fel. Kz a
feltétel megfelel a kivdnalmaknak, mert a folytonos feladat optimalis meg-
olddsa (u = v =0) nem elégiti ki, tovabba a fenti fejtegetésbdl nyilvanve l,l()
hogy viszont az eredeti feladat minden (egészérték(i) megoldasa (a tartoméany
minden rdespontja) kieldgiti.

GoMORrY az emlitett (1()l(rn/,(Lt<d>(m bebizonyitotta, hogy amennyiben a
fenti modon az dltala megadott sorrendben képezziik eze ket a potlolagos felté-
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teleket, az algoritmus véges sok lépésben végetér és megadja a feladat egész-
értékl optimalis megolddsit, amennyiben létezik a feltételeket kielégits (te-
hat egészértékil) megoldis.®

Gomory ugyanebben a dolgozatiban kidolgozta a mdédszernek vegyes
cedszértéki feladatokra alkalmas maodositasat.

Megjegyvzendd, hogy nem kell minden egyes Gjabb feltétel hozzavételekor a
megfelels folytonos feladatot az elejétSl megoldani, mert az un. duél szimplex
maodszer lehetdveé teszi, hogy az algoritmust az el6z6 feladat optimdlis megold4-
sabdl kiindulva folytassuk.

A maodszer eredeti formajaban nem tal nagy méretii feladatok esetén (20 30
valtozo és ugyanennyi egyenlGtlenség alaku feltétel) is mar elég lassa. Sok kisér-
let tortént az algoritmus gyorsitasira, példdul jé eredményekrdl szamol be
Martin [33] dolgozatdaban.

Gomory-tipust modszer, ill. a szimitasi tapasztalatok talilhatok az aldbbi
dolgozatokban: DALTON és LLeweLLyN [12], GLOVER [16], WiLsoN [42].

3.2 Megolddis konvex programozissal

Bgyszerliség kedvédrt tekintsiik az (1) linedris kevert egészértéki feladatot
abban az esethen, amikor valamennyi szerepld egyiitthatd egész és v =1
(j =1,2,... k). Mint korabban littuk, az r 1 visszavezethetd erre az
esetre. A feladat tehdt roviden a kovetkezs foomaban foglalhaté ossze:

(8) min ¢’'x

(9) Ax b

(10) ;=0 vagy 1 (i=12,...,%)
(1) xz; =0 (f=r 1, .;m).

Tiizziik ki eldszor célul, hogy egy megengedett megolddst, azaz a (9) (11)
feltételeket kieldgitG x vektort keressiik. Ebbdl a eélbdl tekintsiik az alabbi
feladatot:

k
(12) min 3'x,(1 — ;)
j=1
(13) Ax b
(14) , 052,51 (1=1,2,....,k)
(15) x; >0 j=k+1,...,m).

4z mar egy folytonos feladat, azonban a célfiiggvény nem linedris, hanem kon-
kiv. (KElvégezve a beszorzisokat egy linedris kifejezés és egy negativ definit
kvadratikus alak osszegét kapjuk.)

# Gomory el6tt tobben kisérleteztek ilyen végdsokkal, azonban a megfelels algoritmu-
sok konvergenciéjat nem tudtdk igazolni, sét a legtobb esetben olyan példdkat is tudtalk
konstrudlni, amelyckre a médszer nem adta meg az optimdlis megoldast.
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Ha ezt a feladatot meg tudjuk oldani, akkor hiarom eset lehetséges.

@) Nincs megengedett megoldas. Ekkor az eredeti feladatnak sincs, hiszen
a (14) feltétel gyengébb, mint a (10), a masik ketts pedig azonos.

b) Az optimdlis megoldashoz tartozé célfiiggvény-érték pozitiv. A (9) —(11)
feltételeket kielégitG megoldas ekkor sem létezik, mert ha volna ilyen, az ki-
elégitené a (13) (15) feltételeket is és 0 cdlfiiggvény -értéket szolgiltatna.

¢) Az optimalis megoldishoz tartozd célfiiggvény-érték 0. Ekkor nyilvan-
raldan a (9) - (11) feltételeket kielégité megolddshoz jutunk, hiszen ekkor az
osszeadandok nemnegativitasabol kovetkezik, hogy

z(l —x;) =0 (1= Lis:.c506),
Az
x,=0 vagy 1.
Kovetkezo lépésként, ha a ¢) esethez jutottunk, az eddiginél jobb megenge-
dett megoldiasokat keresiink. Jeloljiik altaliban az r-edik lépéshen kapott meg-
engedett megolddst x"-rel. Ekkor a (12) -(15) feladathoz esatoljuk a

k 3
(16) ._\"('/..'l'}/42'(:/,;1'5')' 1
j=1 i=1
feltételt, ahol a jobb oldalon egy konstans all, minthogy xV-et mdar meghati-
roztuk.

Addig folytatjuk az eljirdst, mig az utolsé Iépéshen az a) vagy b) esetet
kapjuk, azaz az eredeti, (8) (11) feladatnak nines a legutoljara kapottndil
jobb megengedett megoldisa, ez tehat az optimalis megoldds.

Természetesen lehet nagyobb lépéskizzel is haladni, azaz a (16) egyenléGtlen-
ségben 1-nél tobbet levonni, ekkor azonban az a) vagy b) eset elérésekor az
addigi legjobb célfiiggviny-érték és a esokkentett érték kozotti részt is fel
kell kutatni (példaul a szokdsos intervallum felezdéssel).

Most térjiink vissza a (12) (15), ill. a (12)  (16) feladat megolddsira. Ha
egy konkdv fiiggvényt akarunk minimalizilni egy konvex polidder felett, akkor
lokilis, azaz helyi szélsGértékekhez is juthatunk. Amennyiben tehdat a mini-
mum , akkor elértitk a globalis minimumot, mert a (12) célfiiggvény ennél
kisebb értéket nem vehet fel. Ha az a ) eset fordul el6, akkor is minden rendben
van. Ha azonban o b) esethez jutunk, akkor lehetséges, hooy esak egy lokdlis
minimumot kaptunk és van ennél kisebb célfiiggviény-érték is. Kozelité maod-
szerhez juthatuni a Monte Carlo-mddszer alkalmazdsival, vagy gy hogy a
(13)  (16) poliéder tobb estesabdl kiindulva oldjuk meg a feladatot.

RurLepcr [40] dolgozatiban azonban masképp oldotta meg ezt a problé-
mat. Helyettesitsiik a (12) célfiiggvényt a kovetkezdvel:

(17) I
{ max 2, | .
A
A 0 minimum szerepét most a
K (]2 ke
(18) _5" ] ;
j=112 4
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maximum veszi at, egvébként minden véltozatlan. Sajnos ebben az esetben is
lokélis szélsGértékekkel taldlkozunk, mert most egy konvex fiiggvény maxi-
mumait keressiik egy konvex tartoméany felett. RuTLEDGE emlitett dolgozata-
ban azonban bebizonyitotta, hogy ha a

k 1)2
2,1 ; —2 + S
(19) S M =
Jjﬂl‘Q

fligevényt maximalizaljuk, megfelels S és () esetén a (19) figgvény (13) - (15)
tartomdnyon vett maximum helye a (8) —(11) feladat optim'(ilis'. megoldasat
szolgdltatja, azaz a lokdlis optlmum egyben globdlis is. Modszert is .ldntt 11\ en
() és S sziamok meghatirozasdara és a (19) ((']fuggveny maximalizdlasira a
(13)  (15) feltételek mellett.

3.3 Leszdamlalasi algoritmusok

A [25] jegyzethen kombinatorikus madszerek osszefoglald cim alatt az olvasé
részletesen kidolgozva megtaldl néhany leszamlaldasi maodszert, tovabba a ko-
vetkezd szakaszban targvalt korliatozas és szétvilasztas madszerét és a dina-
mikus programozis alkalmazasit diszkrét feladatok megoldédsdra.

Foglalkozzunk egyelére a 0 —1 tiszta diszkrét feladattal. A leszamlalisi
algoritmusok lényege, hogy valamilyen képzeletbeli sorrendbe allitja a szoba
jové racspontokat, azaz n valtozd esetén 2" vektort. Valamennyi vektor ki-
probalasa nem lehetséges, hiszen mar n = 30 esetén 2°¢ —=10°, ami mésod-
percenként 1000 hehelyettesitést véve néhdny sziz gépdérat jelent. Ehelyett
a leszamlalasi algoritmusok a fenti képzeletbeli sorban nagy ugrdsokkal ha-
ladnak el6re, valamilyen mdédon biztositva, hogy a kizben kihagyott valtozo
értckek vagy nem megengedett megoldasai a feladatnak, vagy az addig talalt
legjobb megolddasnidl nem szolgiltatnak jobbat.

A legtobb leszamlildsi (lj.u.mml lehetdsée van arra is, hogy a megoldas so-
ran nyert informicioknak megfelelGen csoportositsuk a még meg nem vizsgilt
vektorokat, és igy hamarabb |u.ss1mk megengedett nm(rn](lash(v ill. az eddigi
legjobbnal |(>l;l>lm/ Ez viszont ismét a hatralevs vvktnrlmlm vz egy részének
elhagyhatosigit jelenti. Az utébbi esoportba tartozik példaul Barvas [1] és
[2] dolgozata, valamint Grover [17] munkdja. Hasonld tipust médszerekkel,
illetve ezek értékelésével gépi felhaszndlis szempontjiabdl sokan foglalkoz-
tak, példaul GLOVER és Z1oNTs [18], FLEISCHMANN [14], GEOFFRION [15] sth.

Arra az esetre, amikor a képzeletbeli sorrendet nem véltoztatjuk, példa
LAWLER és Brrn [28] algoritmusa. Hogy az olvasé képet nyerjen a leszamlé-
lasi algoritmusokrdl, ezt a modszert egyszerfisitett formaban bemutatjuk.
A linedris, 0 I tiszta diszkrét probléma mindig dtirhaté a kovetkezd alakav

n
min D ¢;x;

=
7‘1 n A
(20) 2 ayx; — 3dyx 2 b (=10 F o)

J T e St e
I=



(21) x; =0 vagy 1 =1,2...,%)
m feltétel és n viltozé van, a szerepld matrixok és vektorok a megfeleld mé-
retiick, tovabba

(b= 1, oo, 9§ =Y, ai, %)

=20, a;=0, d;

Nem jelent megszoritast, ha feltessziik, hogy az a;; és d;; egyiitthatok koziil
legfeljebb az egyik nullatdl killonbozs. A 0 1 komponens( n dimenzids vek-
torok képzeletbeli sorbadllitisa (ebben a mddszerben egyszer és mindenkorra)
tey torténik, hogy a viltozok értékeit egymds mellé irva az igy kapott szimot
bindris (kettes szamrendszerbeli) szamnak képzelve novekvd sorrendben irjuk
fel Gket. Példaul n — 3 esetén:

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111.

Definidaljuk tovabbd egy tetszileges n dimenzids 00— 1 komponensii x vektorhoz
az x*-ot Ggy, hogy legyen

és az x utan kovetkezok koziil x* az elsG ilven. Legyen tovabbd x* -~ az x*-ot
kozvetleniill megel6zG vektor. Példiak n — 5 esetén

X = (0, 0, 1,0, 0) X (0, 1, 1,0, 0) X (1,1, 1,0, 0)
xX= =(0,0,1;1,.1) = :
x* =(0,1, 0,0, 0)

Az x*~ definidlhaté az x*-tol figgetleniil is:
XF= =%

és x*~ az utolso ilyen tulajdonsdgi az x utdan kovetkezsk koziil. A fenti utolso
példiaban x* nem létezik.

Konnyen belithato, hogy a leszimlilisban x-r6l x*-ra ugorhatunk (azaz
x és x* kozott nines megengedett és az eddigi legjobbnal jobb megoldas, ha a
kovetkezd feltételek valamelyike teljesiil. (Jelolje az x-ig talalt legjobb meg-

A

oldast x):

a) ha ¢Tx > ¢x,

h) ha x megengedett megoldds, azaz kielégiti a (20) feltételeket,

¢) ha barmely i-re kielégiti a

n n
" POt \ .
j_}, a et — j_},l dyje; < by

egyenlGtlenséget.

A modszer tehat abban 4ll, hogy a fenti sorrendben vizsgaljuk egymads utdn
az n dimenziés 0 -1 komponens(i vektorokat. Ha valamelyikre teljesiil az
a), b) vagy ¢) feltétel, akkor az x* vektorndl egyébként a kovetkezinél foly-
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tatjuk a leszamlalist. A vdltozdk jo rendezése lényeges! A médszer csekély
viltoztatdssal abban az esetben is haszndlhatd, ha a célfiiggvény tet .s7oletfes
monoton nemesikkend fiiggvény, az egyenlitlenségek baloldalan 4116 fug_,g\ é-
nyek pedig két monoton nemesiskkend fiigové ény kiilonbségeként dllithatok eld.

A kordabban emlitett leszdamlilisi algoritmusok a most vazolt eljarastél nem-
csak abban kiilonboznek. hogy a leszamlilds sorrendje nem elére rogzitett,
hanem még két tovabbi fontos jellemvondsuk van.

A feltételek egy jol megvilasztott nemnegativ linedris anlnna,(mjdt vesz-
szitk és elGszor ezen végezziik el az ellendrzést. Ha ugvanis mar ezt sem elégiti
ki egyv n dimenzids vektor, akkor a teljes rendszert anndl kevéshé. Az is nyil-

dAnvalova valhat méar ezen egvetlen feltételbdl, hogy bizonyos esetekben egves

valtozokat 0, masokat I értékiinek kell vdlasztani. Az emlitett nemnegativ
szorzok megvilasztasa izen lényeges, az irodalomban részletesen f()“‘l(L”{()/lLl]\
vele,

A mdsik jellemvonds az un. tesztek alkalmazdsa. Tesztnek neveziink egy
olyan kritériumot, amely segitségével kinnyen eldénthetd bizonyos feltételek
teljesiilsse esetén, hogy a vizsgilt megoldds nem elégitheti ki az osszes feltételt
vagy nem lehet jobb, mint az addig talalt legjobb. Teszteket az eredeti felté-
telekre és az emlitett a feltételekbdl nemnegativ linedris kombindcioként
kapott potldlagos feltételre is épithetiink.

3.4 A Lorliatouis és szétedlaszids mddszere

A korlitozds és szitvilasztis modszerdt elGszor Lanp és Doia [26] alkal-
mazta vegyes egészértékd feladatokra. Az utazd ligynok probléma megoldd-
sara Lirrne és masok [30] alkalmaztiak a mdédszert. Azéta igen sokan kulon-
bozG tipusi elméleti és gyakorlati feladatokra sikerrel dolgoztik ki a médszer
varidnsait. Ugvanis az alapgondolatok egyszeriien leirhatdk, azonban haté-
kony algoritmushoz csak gy jutunk, hogy ha a szerepl§ kritériumokat a fel-
adat természeténck megfelelGen vilasztjuk ki, A korlatozis és szétvalasztds
modszerérdl részletes ismertetést és bibliografiat talal az olvasdé LAWLER és

Woob [29] dolgozatiban. A mddszer [ényegét egyszerliség kedvéért 0 1
tiszta egészértéki feladatra a kovetkezdképpen lehet dsszefoglalni:

A megengedett megoldiasok halmazdt példaul egyes valtozok 0, ill. 1
szinten vald rogzitésével tobb részhalmazra lmnt;uk Minden halmazhoz

l\ls'x,umt]nl\ valamilyen alkalmas médon (minimalizalis esetén) a célfiiggvény
egy jo alséd heeslését. l\l\«ll(l\/tjlll\ azt a halmazt, ahol ez a beeslés a legala-
(wn\al)b értéket adja és ott folyvtatjuk a felbontdst. A felbontds utan djra
alsé beeslések kivetkeznek, majd ismét a minimilis alsé beeslésti halmaz meg-
keresése sth. A minimdlis alsé beeslésnél mindig a még felbontatlan halma-
zokat vessziik esak figyelembe, hiszen a felbontott h(le(u,okn(Lk mar a rész-
halmazait is vizsgiljuk. A médszer sikere azon mulik, hogyan vélasztjuk meg
a felbontdsi kritériumot, tovdbba milyen médon hatdrozzuk meg az egyes
halmazokban a célfiiggvény alsé beeslését. Ha példaul az alsé beeslés nem j6,
el6fordul, hogy egy megolddashalmazt csak azért bontunk tovdbb, mert a
hozzitartozo célfiiggvény-érték alsé becslés rossz (tal alacsony) és nem azért,
mert a halmazban levd megolddsok némelyikéhez valéban alacsony célfiigg-
vény-érték tartozik.

lllusztrativ példaként tekintsiik a kovetkezd egyszer( tipusi, de mégis fon-
tos feladatot:

2 Szigma
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(22) min ¢;%; + ¢y + ... -k 2,
(23) %+ Aty + ... + a2, > b
(24) x; =0 vagy 1 (=12, § b}

Tegyiik fel, hogy a valtozék mar gy vannak rendezve, hogy

c
1 ~ < L
(25) e A o S

a, [ an

Konnyen belathat6, hogy amennyiben véletleniil

(26) a+ay+ ... +a,=
valamilyen 7 << p << n esetén, akkor az optimdlis megoldds

(27) a.l LI xp == :I‘p FL = e s = ;17” = () ¥

Ha azonban

pt1
(28) 2, <b< 2, a;
j=1

valamilyen 0 << p < n esetén, akkor el6fordulhat, hogy a (27) egyenlGségek-
ben szereplé m(,goldab nem optimalis, sGt nem is allithato gy els, hogy esupan
néhany 0 értéki viltozo 1 lesz, hanem ettdl teljesen kiillonbozd megoldast ka-
punk Ebben a feladatban a korlitozas és szétvalasztis modszerét példaul
agy alkalmazhatjuk, hogy egy val.tmllvon kritérium szerint (pl. a (25) ren-
dezésnek megfeleld sorrendben az elsé még nem rogzitett valtozs) — kivalasz-
tott valtozo ertekot 0, illetve [ szinten rogzitjitk. Ilyen médon két feladathoz
jutunk, amelyben csak n 1 viltozé szerepel. Az egyik megoldishalmaz az
@, =0, masik az x, = [ valtozd értékrogzitésnek felel meg. A tobbi valtozo
értéke mindkét halmazban tetszéleges. Az als6 korldt becslést pedig tgy kap-
juk, hogy az x, =0, ill. x, = I értékadissal elGallitott feladat t()l‘vtonoq val-
tozatat oldjuk meg, azaz a

min ¢,oy + ... + %,
(29) : Aoy + ... +a,x, >0
0 =1 (9 ==t )
illetve a
min ¢;+ ¢y + ... + ¢, 2,
(29) Ao+ «.. +anx, >b—a

V<, <1 (j=2,...,m)



feladatokat. Mivel az a; =0 vagy I helyett a gyengébb 0 < x; < I feltételt
tekintettiik, azaz bdvebb tartomdnyon optimalizdlunk, a minimum kisebb
vagy egvenld. mint az egészérték i minimum. fgy tehat a (29) és (30) feladatok
megoldagaval alsé korlathoz jutunk az a, =0, ill. x; = I rogzitéssel nyert
részhalmazokra vonatkozéan. Az is latszik, hogy ez a becslés elég j6. Mdsrészt
a (29) és (30) feladatok megoldasa igen egyszerti. Konnyen beldthatd, hogy
tekintettel a (25) rendezésre a (29) feladat optimalis megoldésa:

1 P,
Xy= ... =2, =1; Tppg = - b— _2(1,' : Tptg= ... =2,=0,
Ap1 j=1
ahol
B p1
\ . g J
24 SU< ¥ w,.
j=2 Jj=2

Hasonléan kapjuk a (30) feladat megolddsat

1 L
Ty=...=x,=1; Lo = — |b— Day|; Lgg1= ... =2, =0,
‘Iq—%l J=1
ahol
q-+1
< 1Y
Gyb< Y a;
j i=t

A felbontast abban a csoportban folytatjuk, amelyben a célfiiggvény-érték
beeslése alacsonyabb, azaz az o, =0, ill. , = I csoporthan aszerint, hogv a
] 1 ) 1 g\

R 95
P cir;  vagy a 2 C;
J e Jj=1

mennyiség kisebb. Egyenldség esetén kozombis, hogy melyik halmazt vélaszt-
juk. A felbontdst addig folytatjuk, mig valamelyik halmazban csak egyetlen
megengedett megoldas van és a hn//(LtLrtom(elfuggwnv érték nem n(wvobb
mint a tébbi, még felbontatlan megoldishalmazhoz tartozd alsé beeslés. Tkkor
megkaptuk a feladat optimalis megoldasit
A hasznalt felbontas akkor jo, ha Ggy bontja fel a megolddsokat, hogy az
als6 becslések nagyon kiilonboznek egymdstol, feltéve természetesen, hogy az
alsé beeslésre jo mddszeriink van és nem vagyvunk nagyon tavol a széban for(r()
részhalmazban elért valédi minimumt6l. Kiilonssen j6 a felbontas, ha az ala-
csony alsé becslésii halmaz sokkal kevesebb megoldast tartalmaz. A mddszer
alkalmazdsa sordn fontos olyan kritériumokat is tz»lzilhunk, amivel felismerhet-
jiik, hogy egy megolddshalmaz elemei nem elégitik ki a feltételeket. igy ezt
a részhalmazt a tovdbbiakban figyelmen kiviil hagyhatjuk. (Itt a fenti fel-
adatndl bonyolultabbakra gondolunk.) A kritériumok és az alsé becslés méd-
szerének megvilasztisin mulik a mddszer sikeres alkalmazdsa.

H¥
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3.5 Vegyes eqlszérléldi problémdlk

Az el6z6 két szakasz modszereit csak tiszta egészértéki feladatokra fogal-
maztuk meg. Mivel a Gomory-mddszer is és a 3.2 szakaszban leirt modszer is
alapjaban folytonos madszerek. itt nem okozott nehézséget a vegyes feladatok
kezelése.

Mind a leszamlalisi algoritmusok esetében, mind a korlitozas és szétvalasz-
tas tipust modszercknél elvileg elképzelhets, hogy az egészértékii vialtozok
felmeriil értékeire — egyszeri behelyettesités helyett — egy tiszta folytonos
feladatot oldunk meg. Ha a folytonos valtozok szima nem nagy vagy a fel-
adat specidlis szerkezete miatt a fellépd folytonos feladatok gyorsan megold-
hatok, akkor ez jarhaté at. Ellenkezs esethen azonban valami fajta dekompo-
ziciora van sziikségiink. Benprrs [10] dolgozatiban leir egy ilyen maodszert,
amely egy vegyes egészértéki feladat megoldiasat visszavezeti egy tiszta egész-
értékii és egy tiszta folytonos feladat megoldasara. Minthogy ebben egy konvex
poliéder sszes csuesainak elGallitisa is szerepel, nagyvobb feladatok esetén
ebben a formdban nem megvaldsithatd. Azonban a szerzd a modszer egy mo-
dositasat is megadja, mely elkeriili ezt a nehézséget és egy véges sok 1épéshal
allo iterativ eljardst szolgdltat, melyben tiszta egészértéki és tiszta folytonos
feladatok sorozatat kell megoldani. Bdarmely tiszta egészértéki feladat meg-
oldasara alkalmas modszer hasznalhato. ;

3.6 Kozelits megolddisolk

Bizonyos esetekben a feladat nagy mérete vagy a rendelkezésre all kevés
idé miatt kozelitG megolddisokat haszndlunk. Kz annyit jelent, hogy a végiil
elfogadott megolddsrdl nem tudjuk biztosan, hogy optimalis, csak annyit,
hogy bizonyos értelemben j6 megoldis. A legtobh ilyen médszer egy specidlis
feladatra késziil, mint példiul Bavmor és Kunn [6] munkdja. Van azonban
olyan torekvés is, hogy legalibb — gyengébb vagy erdsebb értelemben — loka-
lis optimumokhoz jussunk egy tetszileges egészértéki feladat esetén. llyen
modszer talilhato példiul Rerrer és SHERMAN [39] elméleti igény i munkdja-
ban. Lokalisan optimdlisnak neveziink egy megolddist, ha kornyezetében nines
nala jobb megoldis. A kirnyezet definiciéjitol fiiggGen kapunk sokatmondo,
de nagyobb szamitasi igény (i vagy gvengébb dllitdst tartalmazo, de gyorsabban
szamithaté algoritmusokat.

( Beérkezett: 1969. I111. 10.)
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