FOGALMAK ES MODSZEREK

Konbpor GyOray
Leképezés fix pontjanak és a gazdasag egyensulyi
helyzetének numerikus approximaciéja Scarf
modszereivel
(Elsé rész)*

E dolgozat célja felhivni a figyelmet Scary két nevezetes [18], [19] dolgo-
zatira, amelyek a versenyzdi egyensilyi helyzetek megkozelitését targyaljak.

Versenyz8i egyensulyi modellekkel szimos dolgozat foglalkozik, a legjelen-
tosebb miiveket megemlitem az irodalomjegyzékben. I8 dolgozat I1. és 111
fejezetében feltételezem az egyensilyelmélet legfontosabb fogalmainak isme-
retét.

Az egyensuly létezésének kimutatasihoz altaliban, de nem mindig, a fix
pont tételeket hasznaltak fel. A fix pont tételektél tobbnyire kozvetleniil
juthatunk el az egyenstlyi drak és helyzetek (egyensilyi ter melési és fogyasz-
tasi strukturak) létezéséhez; ezeknek a bizonyitiasoknak azonban az a {6 hit-
ranyuk, hogy nem konstruktivak, vagyis, hogy nem adnak moédszert ilyen
helyzetek kiszamitdsihoz illetve megkozelitéséhez.

Scart 1967-ben megjelent [18 ] nmnk(l,]a, konstruktiv bizonyitist ad. Kléggdé
kiilonos, annak ellenére, hogy az utolsd két évtizedben a matematikai koz-
gazdasdgtan oly sokat fejlédott, az egyensilyi helyzet kiszimitdsira Scarf
szoban forgo dolgozatiig nem valt mas maodszer ismertté. Kz részben annak
tudhatd be, hogy tobbnyire a gazdasig termelési oldalat érinté modelekkel
foglalkoztak és figyelmen kiviil hagytik az eltérd hasznossdgliiggvényekkel
rendelkezi fogyasztok szerepét.

Az ismertetésre keriild dolgozatok matematikai Iényege két tétel. Az elsé
a bp(*mcr lemméaval rokon, és ahhoz hasonléan hasznalhaté fel folytonos lekép-
z¢s fix pontja létezésének kimutatésihoz. A tétel l)ll(mwtd\.lh()/ Scarf megad
egy algoritmust, amelyrdl kimutatja, hogy véges ¢ hogy segitséuével meg-
lehetésen hamar juthatunk el egy kozelitG fix ponthoz. Errdl a kérdésrdl a
tovabbiakban részletesen lesz sz6. A misodik tétel szintén felhasznalhaté a
Brouwer tétel bizonyitisihoz, amikor egy szimplextdl kiilonhozd korlitos
poliédrikus konvex halmazt képeziink le sajit magaba. I tétel segitségével
elégséges feltételeket kaphatunk arra ig, hogy egy n-személyes j«Li(‘l( magja
ne legyen iires [20]. Végiil eredményesen alkalmazhaté a késGbb bemutatiasra
keriils kozgazdasigi probléma megoldasa is. Bar a targyalisbol nem tiinik ki
kozvetleniil, Scarf algoritmusai kozvetlen kapesolatban allnak a Lewke
Howsown [13] és Leuke [14] dolgozataban publikilt eredményekkel.

Az ismertetendd dolgozatok kozgazdasigi lényege az, hogy numerikus
modszert kapunk két, eltérd tulajdonsagokkal rendelkezd (absztrakt) gazda-

sag egyensilyi helyzeteinek megkozelitésére.

A cikk befejezé mdsodik részét kivetkez6 szamunkban kbzoljiik.
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MielStt ratérnék Scarf dolgozatainak ismertetésére, hangsulyozni szeret-
ném, hogy Scarf eredményei minden bizonnyal egyéb teriileteken is alkal-
mazhaték.

KEl6szor a matematikai tdrgyalasra keriil sor. Ezt koveti a matematikai
eredmények kozgazdasdgi alkalmazdsa és a numerikus példak bemutatdisa.

E dolgozat els6 és masodik fejezete tulnyomoérészt Scarf [18] munkdjan
alapszik. Az elsd fejezetben olyan folytonos leképzést vizsgdlunk, amely egy
szimplexet sajatmagaba képez le. Scarf széban forgé dolgozatianak utolso,
hetedik fejezetét nem ismertetem teljes egészében. Bar [18] hetedik fejezeté-
nek 2. tételét e dolgozat elsé fejezetének végén részletesen targyalom, a 3.

tételt — amelyik zart korlatos polidder sajatmagdba val6 folytonos leképe-
zésével foglalkozik — elhagyom, mert egyrészt e dolgozat f6cimében jelzett

problémét nem érinti,' masrészt e dolgozat lehetséges terjedelme is erre kény-
szerit. A 2. tétel bizonyitdsanak alapjat és a harmadik fejezet lényegét Scarf
[19] dolgozata adja.

I. Folytonos leképezés fix pontjanak megkozelitése

Legyen az S szimplex S : {w |27, m; = 1; @; > 0}, thoI 0 b AR 5
A szimplex 6nmagiba valé folyton().s leképzését az ) = (&

/(7)) f()lyton()s vcktor vektor fiiggvény adja, amelyre tchat 20 fiw) =1 6s
fi() >0, ¢ =1, ..., n. Brouwer tétele azt allitja, hogy létezik olvan
n, ® €8 vektor, amelyre f (7t) = 7.

A tétel a Sperner lemma néven ismeretes kombinatorikai eredmény segit-
ségével bizonyithaté be([10], [21]). Scarf kifejtésének megértéséhez hasznos
ezt attekinteniink.

Legyen =, ..., w* onkényesen kivilasztott, cgvma%tol eltéré pontok soro-
rata az S Hmmpl(‘\en Osszekotve wl-et Sn szdmi cstesa mmdogwkvvc
S-nek n szdmi alszimplexbe valé felbontdsihoz jutunk (lisd az 1. dbrat).
Kkkor (isszek(.itjiik n>-t azon alszimplex n darab estesdval, znnelyhoz tartozik

,\/

és folytatjuk ezt a szukeessziv finomitdst a ww®, ... «k pontok mindegyikével.
Eredményiil S-nek egy specifikus felbontdsdt kapjuk, amelyben a =, ..., =«

sorozat megfelel§ kivilasztasaival az alszimplexek maximalis .Ltmom]et onké-
nyesen kicsivé tehetjiik.

Mind(*gvik 1t cstcsnak megfeleltetiink egy olyan indexet, amelyre z; 0
¢s fi(m) << ;. Vilagos, hogy mindig t @ldlhat() legaldbh egy ilyen index. A perner
lemma, azt alht]a hntr\ a felbontésnak leg: libb egy alszimplexében az Osszes
esties kiilonféleképpen van indexelve. Mas szav: wkkal, a leképzéshez taldlhato
olyan alszimplex, amelyben az n csics mindegyikénél egy egymdastol kiilon
hozG koordinata nem novekszik.

Ujabb estcsok hozzdaddsdval a felosztds finomithaté ugy, hogy a felosz-
tasban szerepl alszimplexek maximdlis &tmérdje zérohoz tartson. Mindegyik
felosztas tartalmaz olyan alszimplexet, amelynek osszes csicsa kiilonfélekép-
pen van indexelve. Ebbdl mar kovetkezik, hogy talilhaté az alszimplexeknek
olyan sorozata, amelyek csucsai egy 7t ponthoz konvergdlnak. Mivel a leké-

! Zart korldtos halmaz (nem feltétleniil poliéder) sajatmagiba valo folytonos leképe-
zésével — az erre vonatkoz6 Brouwer tétellel magyar nyelven Szgp JuENG [21] kényve
foglalkozik. Lésd: Id. mii 472—477.
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pezés folytonos f(m) < ; &; minden i-re, amibél tekintettel arra, hogy
27 fi(w) =1 — kovetkezik, hogy fi(n) = =, ¢ = 1, ..., n, vagyis hogy 7

a leképezés fix pontja.

Scarf a r fix pont numerikus approximdcidjaként egy olvan w vektort
fogad el, amelynek képe kevesebb, mint egy adott y > 0 tévolsigra van
sajatmagatol. Valasszuk az || x| norméat max {| x|, ..., |2, |}-nek, és két
vektor tavolsidga mértékéiil vegyiik a két vektor kiilonbségének e normdjat,

ﬂ'5

1. dbra.

vagyis a kiilonbségvektor legnagyobb abszolit értékii komponensének abszo-
lat értékét. Belathaté, hogy a Sperner lemma felhasznalhaté f () fix pont-
janak ilyen értelmi megkozelitésére.

Ehhez mindenekelGtt vegyiik tekintetbe azt, hogy az f () fiiggvény folyto-
nos egy korlitos és zart halmazon. Ezért adott & > 0 szimhoz talalhato o-
lyan & = d(¢), hogy [[f(n’) — f(n")|| < e, ha || n' — n"| <. Lemma. Ha
a felosztasban szerepls alszimplexel maximdlis dlmérdje kisebb vagy egyenls
mint 8, akkor barmely w pont eqy olyan alszimpleaxben, amelynek csiicsar kiilon-
hizbképpen vannak indexelve, ki fogja elégitent az

|
[ f(m) — = || < (n — 1) (¢ 4 9) (L.1)
equenlitlenségel és ezirt a fix pont ilyen értelmii approximdcidjaként szolgdal’
Jeloljitk ugyanis w'-kel 7 =1, ..., n annak az alszimplexnek csiesait’
amelvre
filn) <af i=1,...,n (1.2)

Legven m tetsziGleges pontja a széban forgd alszimplexnek, tovabbd legyen
a 1’ vektor 7 o sugara kornyezetében. Ekkor

|70 — =" || <o és igy || f(m) — f(w') || < e (I.3)

Ebbdl w' = wi-re:

fi(m) < fixwt) 4 ¢ =l W ) (1.4)
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és igy (L.2) és (1.3) alapjan

fim)<aite<m+d+e t=1,...,n
masképpen
filw) —m;, <d+e 1=1,...,n (1.5)
Vegyiik most figyelembe, hogy
i1 film) = Y17 (= 1) (I.6)
és ezért
S (fdm) — m) =0 (L.7)

Tekintsiik a bal oldal valamelyik ¢ = io tagjét. Nyilvanvaléan
fl'o(n) i = — zl?él (/( ni) . (18)

\ ms«ra]]ul\ meg, hogy (1.8) bal oldala abszolut értékének mi a maximalis értéke.
Ha f, (7 2 0, akkor (I.5)-bél a maximadlis érték 6 + e. Ha azonban
fi(m®) — J't,-“ { , a jobb oldali sz7umma pozitiv értéki és (1.5) alapjan az nem
lehet nagyobb, mint (n — 1) (0 + &).

Kz azt jelenti, hogy
i/,-(.(ﬂ) —m, | < (v —1) (0 + &) (L.9)

Tekintettel arra, hogy az i, index megvalasztasa tetszdleges volt, ezzel a
lemma allitasahoz ]11t()tt11111(.

A levezetéshdl kitiinik, hogy az f(m) és a 7w vektorok tavolsagara jobb becs-
lés nem adhatd, de egyben az is latszik, hogy ilyen eltérés csak rendkiviil
specidlis esethen fordulhat els. Erre mutatnak a késGbbi sz ampéldak is.
A y kell§ pontossigot biztosité felosztiashoz tigy juthatunk el, hogy »n konkrét
értékének figyelembevételével e és ezzel cgyutt 0 = d(e) értékét elég kicsire
vilasztjuk (0 nem lehet kisebb, mint a maximdlis dtmérdji alszimplex).

A Sperner lemma nem ad étletet ahhoz, hogy hogyan lehetne a fix pontot
masként megkozeliteni, mint addig vizsg’mlni az alszimplexeket, amig egy
olyat taldlunk, amelyben az Osszes estes kiilonbozSképpen van indexelve.
I8 kizelitésnek azonban komoly gyakorlati akadalya van. Még n szerény értékei
esetén is azoknak a esticesoknak a szdma, amelyeket egy elég kis dtmé-
rGjti felosztasban kell meghatarozni, rendkiviil nagy. Ha a cstcsoknak a

(kD ..., &,/D) "'L(:Hpont()knt vélasztjuk, ahol a k; nem neg: wiv egész szamok
kielégitik a D7 |k, = D oOsszefiiggést, akkor n = D =200 esetén koriil-

beliil 800 millidrd csdces fiigev cnvcrtckenck klsz(umtasam volna sziikség, és
a felosztasban szerepld (Llsmmple,\ck szdma ennél még nagyobb.

Scarfnak a tovabbiakban bemutatdsra keriil6 kombinatérikai tételét
Brouwer fix pont tétele bizonyitdsahoz is felhasznilhatjuk. Ez a tétel a
Sperner lemmahoz hasonléan az S szimplexen levs finom felosztasa ponthal-
maz létezésébdl indul ki. A Sperner lemmatél abban a hatésos algoritmusban
tér el, amely a megvizsgdlandé pontok sorozatinak meghatérozisira hasznal-
haté fel. Miel6tt azonban ennek targyaldsaba lxcydenenk mégegyszer érdemes
kitérni arra, hogy l‘IllIVbH értelemben is kozeliti meg Scarf a fix pontot. A sz6-
han forgd approximacié olyan 7t pontot illetve pontokat eredményez, amelyre
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az | f(m) — 7 || egy eldre adott kis pozitiv szamot nem halad meg. A gyakorlat
szempontjabdl egy ilyen tulajdonsdgi m pont bizonyara sok esetben betolt-
heti a fix pont szerepét. Nincsen azonban arra biztositék, hogy a fenti w
pont valamilyen kis kérnyezetében taldlhaté legyen valddi fix pont is, vagyis
amelyre f(m) = 7.

Az az y = [(z) folytonos fiiggvény, amely a [0,1] intervallumot sajitmagaba
képezi le, mindenképpen rendelkezik fix ponttal (dbrdankon =t'). Az f(x) fiigg-

YA

72

Y S

2. abra.

vény a* pontbeli értéke azonban megkozelitheti a #”* értéket a p hibahatdiron
beliil, anélkiil, hogy a fiiggvény az y =z egyenest n* kis kornyezetében
metszené:

Ilyen esethen — a targyalt approximdcié értelmében — z? is betoltbeti egy
kozelitd fix pont szerepét. Természetesen azonban, hogy ha az eldirt p elég
kiesi, az approximacié csak a z' értékhez tarthat.

1. A primitiv halmaz fogalma és eqy kombinatérikai tétel

Tekintsiik £%-ben a =, ..., ", ..., ®wl vektorokhdl all6 véges P, halmazt.
\ S s ’ ’ (1 I
A wktl, . wk vektorok az S : {w| 3 #w; = 1; m; >0} szimplexbdl vannak

onkényesen vilasztva. Az elsd n vektorrdl feltessziik, hogy az aldbbi alaki:
Tt = (B M )
nd == (M, 0, .0, M;) (1.10)

et (Mo M D)

ahol az M, ... M, szimok egymastol kiillonboznek ¢és nagyobbak 1-nél.
Ezek a vektorok tehat wincsenek az S szimplexen.

Definicié. Az n elembdl all6 wh, ..., qn vektorhalmazt P,-ban primitiv
halmaznak nevezzik, ha nincsen olyan m/ vektor P,-ban, amelyre
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7 > min [z, ..., al

: (1.11)
mh, >min [z, ..., 7]

A primitiv halmaz geometriailag kénnyen interpretalhaté. Legyen wwi, . .., 7t/
egy n elembdl 4ll6 halmaz P,-ban és tekintsiikk S-nek azt az alszimplexét,
amely a kovetkezSképpen van definidlva:

7t; > min [7, ..., 7win] te=1,...%
és
n
2 mi=1;m2>0. (I.12)
=1

Abban az esetben, ha az alszimplex élén elhelyezked§ /i vektorok primitiv
halmazt alkotnak, vagyis, ha a széban forgé alszimplex P, egyetlen vektorat

3. dbra

sem tartalmazza belsejében, az alszimplexet primitiv alszimpleanek nevezziik.

A széban forgé alszimplexek eltérnek azoktél, amelyekrdl a Sperner lemma
kapesan volt sz6. Az (1.12) altal definidlt alszimplexeket — fiiggetleniil attdl,
hogy azok primitivek-e vagy sem — az S szimplexben fekvd, a koordinita-
tengelyekre merdleges (a koordindta hipersikokkal pdarhuzamos) és a wi vek-
torokat metszG egyenesek hatdroljak.

A 3. 4brdn a mi, w® és m® vektorok egy primitiv halmazt alkotnak, mivel
nines olyan /. € P, vektor, amely a 74, ° és m® dltal meghatdrozott alszimplex
belsejében fekiidne. Amint lathatd, a m°, n® és w!! szintén primitiv halmazt
alkot, mivel P,-ban nincs olyan vektor, amely a =% =n'! és S azon éle altal

* ScARF [20]-ban az ,,ordindlis bizis” terminolégidt hasznélta, hogy ielhivija a figyel-
met a primitiv halmaznak vagy mdsképpen primitiv alszimplexnek a linedris programo-
zasban szerepld ,,bdzis”-sal valé kapcesolatéra.
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meghatdrozott alszimplex belsejében fekiidne, amelyen a mdasodik koordi-
nata zéré.

Azt hiszem, elégséges az el6z6 abrara hivatkozni, mert ennek alapjin is
vilagosan lathato, hogy az alszimplexet generdld wii vektorok nem fekiidhetnel:
az alszimplexek csiicsain kivid. Ha példaul az el6zG dbran a = vektor a rajta
keresztiilmend egyenesen az alszimplex bal estiesdtél balra fekiidne, akkor
masodik koordinataja kisebb volna, mint ©* mésodik koordinitdja és fgy m
nem generdalhatna az alszimplex egyik oldalélét adé — a médsodik koordinata-
tengelyre meréleges —korlatozé egyenesét. Kkkor !, 7w és =8 kziil m® hatdrozna
meg az alszimplexnek a masodik és harmadik k()(n(lm(Lt‘Lth(rclylc mig m° azel-
s0 koordxnataten(rclyr(‘ merolcges élét. Kz esetben m® az alszimplex cgylk csu-
csdt alkotnd és mwt a wo és w® dltal meghatarozott alszimplex belsejében volna.

Ekkor tehat wtt, 7t° és 8 mar nem adhatna primitiv halmazt. Hoawiic =1, ..., n
vektorok primitiv halmazt képeznek, tgy, hogy a wi, ..., wir vektorok

koziil az egyik — mondjuk a 7/t — az altaluk murhuté,ro/ott alsnmplcxnck
egy cstcsaban van, akkor kell lenni kozottik leg: ébb egy olyan masik /i
1, # 1 vektornak is, amelyikkel a o/ vektor Ll]ll«Lk vwlamclylk koordinata-
jaban megegyezik. Ilyenkor fordulhat elé az az eset, hogy a mhii =1, ..., n
vektorhalmaz ugyanazt a primitiv alszimplexszet determindlnd, mint ug,y(mw,
a halmaz w/enélkiil. Ebbél kivvetkezik, hogy ha kizdrjuk azt, hogy P, barmely
két elemének lehessen azonos i-edik 7 = 1, , n koordindtaja, akkor kizér-
tuk azt az esetet is, hogy egy primitiv d,l'i/lmpl(“\('t generald prlmltlv halmaz

valamelyik eleme a primitiv alszimplex csiucsaban legyen és gy a primitiv
halmaz eléallitasahoz mindig P, n elemére van szitkséy.

A degenerdciémentesséy feltétele: Nincs két olyan vektor P,-ban, amelyeknek
valamely ¢ = 1, ..., n koordindtajuk azonos volna. Hzzel a feltétellel biztosit-
Juk azt, hogy a korlitozé felilletek mindegyike a primitiv halmaznak pontosan
egy vektordt tartalmazza. Nevezetesen azt a vektort, amelyben a megfelelG
koordinata a legkisebb. Ha a primitiv halmaz ¢ << n-re tartalmazza wi-t,
akkor a primitiv alszimplex egyik korlitozé feliiletét S megfelels hatarfeliilete
adja és e feliileten az i-edik koordinata zéré. (Tobbek kozott a degenerdcid-
mentesség biztositasihoz kellett feltenniink, hogy P, elsé n vektordnak nem-
z6r6 koordinatai nagyobbak legyenek az egységnél. Ha az M, értékek (‘gvnél
kisebbek is lehetnénck, akkor el6fordulhatna példaul az, h()gy ﬂ[z == n, volna
és ez ellentmondana a degenericiémentesség feltételének. Ha M, <=z} lehetne,
akkor m? m® és m" mar nem alkotnak primitiv halmazt, mivel eredetileg e
primitiv halmazban 7w elsé koordinataja volt a legkisebb elsé koordindta,
mint ahogyan ez a 3. abran is lathatdé. Mivel tovibba az olyan primitiv alszimp-
lexeket, amclyel\nek egyik oldalat S egyik korlatozé hipersikja determindlja

— ilyen tobbek kozott a w? m't és az S széban forgd éle dltal meghatirozott
alszimplex — nem volna célszerd a primitiv halmazok sorabdl kizdarni, ezért
Py els6 n vektorit — és igy a m® vektort is — Scarf tgy definidlta, hogy annak
szerepeltetése valamely » elemii halmazban kizarélag csak az S szimplex élét

reprezentalja. Az M; értékeknek (1.10)-nél jelzett megvalasztisa — M, > 1,
1 =1...,n — eleget tesz ennek a célnak.)

A P, vektorhalmaz elemei mindegyikének feleltessiitk meg az 1,2, ..., n
egészszamokbdl kivilasztott egy-egy indexet. A megfeleltetés — a vektor-
lista els6 n tagjat kivéve — onkényes. Meglkiveteljik, hogy mw'-nek az 1, w*nek
a 2, ..., w'nek az n index feleljen meg. Ezekutdin kimondhaté az aldbbi

kombinatérikai tétel:
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1. Tétel. Létezik olyan primitiv halmaz, amelynek mindegyik vektora kilonbizi-
képpen van indexelve

E tételt — belataba utan — alkalmazhatjuk a Brouwer tétel bizonyitdsara.
Ekkora "+, . .., a* vektorok mmdegylkenek olyan i indexet feleltetiink mcg
amelyikre fy(n)) >al, j=n+1,...,k j > n-re, minthogy i, f(m) =
= 3 o (=.1); nylh anval6, hogy van ilyen ¢ index.

Egy olyan primitiv halmaz, amelynek m/i vektorai mind kiilonbozéképpen
vannak indexelve, tartalmazhat néhany vektort az elsd n-bdl is. Legyen 1
ezen vektorok indexeinek a halmaza. A primitiv halmaznak megfeleld al%/nnp-
lexet @ € I-re a ; = 0 élek korlatozzak. Ebbdl kovetkezik marmost, hogy egy
olyan als7implexben, amelyre mint primitiv halm(um a fenti tétel 4all, mind-
mrylk i-hez talalhat6 olyan m vektor, amelyre f,(m) > n,.

4. dbra.

Kivalaszthaté a =w!, ..., wh vektorok olyan sorozata, hogy k-— oo esetén
a primitiv alszimplexek maximdlis d4tmérSje nulldhoz tartson. Ezért taldl-
hat6é a tételben leirt tulajdonsdgt primitiv alszimplexeknek olyan sorozata,
amely ('(rvctlon 7t vektorhoz tart. Kihasznalva () folytonossdagat, lathatjuk,
hogy fi(®) > @, minden i-re, ugyhogy 7-nek a leképzés fix pontjinak kell
lennie.

Segédtétel Legyen wh, . .., min egy primitiv halmaz és legyen i ezekbol a vek-
lumkb(ﬁl az eqyik. Iyﬁﬂor eltelintve egy kivéleles esetldl, egyetlen olyan € Py;
w4 qix vektor létezik, amelyikre wh, ..., ;e qui, qian, .. qin pmmzlu

halmazt ad. A kivételes eset alkkor dll clo, (Linzkor az n — 1 afamb i b £ o
veltort P, elsé n veltora kizil vdlaszljuk. Kz esetben helyellesités nem lehetséges.

A segédtétel azt dllitja, hogy eltekintve a kivételes esettdl, ha egy tetszileges
vektort kivessziink egy primitiv halmazbdél,csak egyetlen ()lydn hLlthtLSltLbc
lehetséges, amellyel a vektorhalmaz ismét primitiv halmazt ad. Ekkor a

s

¢ Szigma
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m/x-t helyettesité m/-t egyszerli geometriai szerkesztéssel kaphatjuk meg.
Ahhoz, hogy xlluwtraljuk ezt a szerkesztést, tegyiik fel, hogy

= min[mh, ..., 7] i=1,...,n (I.13)

ragyis, hogy 7/i a primitiv alszimplexnek azon a felilletén van, amelyen az
1- edlk koordindta konstans. Tegyiik fel tovabb4, hogy m/i-et vessziik ki a hal-
mazb6l. (Ezekkel a feltevésekkel az dltalanossdg megszoritdsa nélkiil élhe-
tiink.) 7 *-gal jeloljiilk a primitiv halmaznak azt a vektorit, amelynek
az elsé koordmatlmJ.L a masodik legkisebb érték{i. Ahhoz, hogy olyan vektort
talaljunk, amelyik m/i-et hcl_yettemtl, a /ot tartalmazd felilletet magdval
parhuzamosan elmozgatjuk, esokkentve az i*-odik koordinatat, egészen addig,
amig az el6szor metsz At egy P,-ban levd w/ vektort Ggy, hogy

i > ali minden i1,9% -raés af > e

vagy wmu/ az S szimplex azon felilletével fog egybeesni, amelyre mp — 0.

Az ) primitiv halmaz fenti elGallitdsat matematikailag a kovctkuoképpcn
fogalmazzuk meg: Ha a primitiv halmazbdl wi-et zirjuk ki (amelynek az elsd
koordinitdja a legkisebb a wii i = 1, ..., n vektorok elsé koordinatai kozott)
és ha mi az a vektor, amelynek elsd koordinataja a mdsodik legkisebb, akkor
n/t vektor helyett a primitiv halmazba az a = € P, vektor lép be, amelyre

max wh, = nl, (I.14)
1<j<k
wthe < it (L.15)
] > nlt (1.16)
) >nk minden @ 551, 8% (L.17)

Mint az el6zé dbran lathato, az ott felrajzolt megoldds az (1.14—17) reldcidk-
nak eleget tesz., A segédtétel pontos kimutat: is&hoz azonban egyrészt azt kell
bebll,(mylt(ml, hogy az ([.14 -17) reliciokkal leirt feladat a kivételes esettdl
eltekintve tetszGleges elhelyezkedésii és méretii vektorok esetén egyértelmiien
megoldhat6, mdsrészt azt, hogy a 7= (= mh) vektor helyettesitésére mds
lehetGség nincs.

Vegyiik mindenekelGtt figyelembe, hogy a m/i® vektor j. indexe nagyobb
n- m‘l mert ha nem, akkor a kivételes esettel allunk szemben. Ha ugyanis

* P, elsG n eleme kiziil volna az egyik, akkor — mivel feltételezésiink szerint
n"' elsd koordinatija a méasodik legkisebb és fgy az nem lehet zéré — sziik-
(wrl\(,ppvn nagyobb volna az (ur).swrn(l Ekkor azonban — S/mtvn a Titvek-
tor elsé knm(lnmtajan kirott feltevés alapjin — minden egyes i @ = 2, ..., n
vektor elGs koordindtdija is egynél nagyobb volna. Kz vagy éppen azt
jelentené, hogy a segédtételben emlitett kivételes esettel van dolgunk, vagy
azt, hogy a wii =1, ..., n vektorhalmazt P, elsd n vektora adja. Utébbi
esetben azonban ez a halmaz csak akkor lehetne primitiv, ha P, csupian a
széban forgé n vektor halmaza volna (k = n), mivel ezek (I.13)-ban éppen
az S szimplexet generaljak. Kttdl az c%tt()l nyilvin eltekinthetiink.

Az elmondottakbol kivetkezik, hogy a kivételes esettél eltekintve a 7/
vektor j. indexe nagyobb n-nél, igy mindegyik koordinatajara: 0 << #j* < 13
==l S e klhawnaltuk a degenerdcié-mentességre  tett klk()test)

)
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Ebbél azonnal kovetkezik, hogy a kivéleles eseltdl eltekintve az (1.15—17)
eqyenlitlenségrendszernek mindig van megolddsa, példaul

i*
TC" = (11'[[., » 8 ¥ A[it’ (\)l, ﬂ[,‘o, P ,ﬂli.)

vektor. A degenerdcio-mentesség kikotésébdl folyik az is, hogy az (1.14—17)
feladatnal egy és csak egy megolddsa van. Konnyen lathatd, hogy igy primitiv
halmazhoz jutunk.

A kivételes esethen — konny(i belatni — helyettesités nem lehelséges. A fentiek-
ben hasznalt, az dltalanossigot meg nem szorité jelolések mellett ekkor a i
¢t = 2, ...,n vektorhalmaz azonos a w' i = 2, ..., » vektorhalmazzal, mig
i o~ wl'. (Ha kb > n, akkor 7/ — w' esetén m' i = 1, ..., » nem szolgéltatna
primitiv halmazt.) Ekkor wh kirekesztésével azért nem kaphatnink ismét
primitiv halmazt, mivel az ajabb =!, =* ..., ®" halmaz wni-et belsejében
tartalmazna.

A segédtétel pontos kimutatdsiahoz még be kell bizonyitanunk, hogy nem
taldlhats az (1. 14) -ben szerepld w-161 kilonbizd olyan velor, amelyel  th herc
irva szinlén primiltv halmazhoz julndank.

A bizonyitast két lépésben végezziik cl. Elszor is meg: tll'L])ltJuk hogy:
1. Ha w!, wh, ... ®in eqy primitiv halmaz, akkor minden i; @ += 1, i¥-ra a i
veklor az ij ulszzm plexnek azon a korldtozd felitletén lesz, amelyil i-edik koordi-
ndlaja konstans. Ha e primitiv alszimplexnek azon a korlidtozdé feliiletén,
amelyen az i; @ »¢ 1, ¢* koordindta konstans nem a /i vektor fekiidne, :kaor
(I.13)-ra tekintettel ezen szitkségképpen =l volna rajta. Mivel ekkor azon a
korlatozo feliileten, amelyen az elsé koordinata konstans csak w/i* felkiid-
hetne, azt a korlatozo felilletet, amelyen az i*-odik koordindta konstans csak
egy w1 £ 1, i¥ ve ktor hatdrozhatnd meg. Kz azonban Iehetetlen, mert (11.12)
2 = i*-ra is \'()]hlt]\()/.ll\

4 megfioyelés folyomanyaként lathatd, hogy az Gj primitiv halmazra:
(- i = o o O

ah = min [af, #l2, .. 7l] minden i1, i%-ra

Kz a reldci6 egyben azt is igazolja, hogy a primitiv halmaz 4j elemének ki kell
elégitenie az (1.17) egyenlGtlenséget.

A maradé két koordindtira két alternativa dllhat fenn. Vagy n! van a kons-
tans elsG koordinataja és mwii* a konstans ¢*-odik koordindtdja feliileten, vagy
forditva.

A kovetkez6 2. 1épésben azt bizonyitjuk be, hogy ha a w!, wh, ..., 7w pri-
mitiv halmazban =n! o= wh, akkor w'-nek lkell lemu az uj primitiv alszimplex
konstans v* koordindldji felulclr'n és I van azon « [elileten, amelyen az elsé
koordindta  dllando.

Ha ez nem volna iga/ akkor az el6zGek alapjin barmelyik i — 2, ..., n-re
a 7t/ vektor volna az Gj alszimplexnek azon a feliiletén, dmdvlkon az 1-edik
koordindta konstans. Ekkor azonban zlt < 7l esetén a régi als'ﬂmp](‘\ tar-
talmazna l)('l%]eb(,n ntl-t és igy az nem lett volna punutlv vagy @l < aft
esetén az Gj alszimplex tartalmaznd belsejében mi-et és ezért ez nem Volna
primitiv. Ellentmonddshoz jutottunk, tehdt indirekt feltevésiink hibds. Kz
azt jelenti, hogy w'-nek kell azon a feliileten lennie, amelyiken az i* koordi-
ndta konstans. fgy nyilvdnvalé az is, hogy a mivt vekfor (amelynek elsé
koordindtdja a mdsodik legkisebb volt az eredeti primitiv halmazban) lehet

6*
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csak azon a feliileten, amelyben az els§ koordindta konstans. Ez azonban azt
jelenti, hogy = eleget tesz az (I.15—17) reldcidknak j = I-re és nyilvanvald,
hogy (I.14)-nek is fenn kell 4llnia ahhoz, hogy primitiv halmazt kapjunk.
Ezzel a segédtétel bizonyitdsat befejeztiik.

Most térjiink rd az 1. tétel bizonyitdsira. MindenekelStt emlékeztetiink
arra, hogy a P, halmaz mindegyik vektoranak megfeleltetiink egy, az 1, ..., n
szamok koziil vdlasztott indexet. A tételben nincs sz6 arrdl, hogy ezt a meg-
feleltetést hogyan végezziik, ez onkényes, eltekintve attél, hogy j=1, ..., n-re
m-nek a j indexet feleltetjiik meg. (A tételnek & Brouwer tétel bizonyité-

sahoz valo felhaszndldsandl — mint ahogyan arrél a tétel kimonddsdndl méar
sz6 volt — az indexek kivilasztdsa fiige a leképzéstdl, azokat nem vdlaszt-

hatjuk meg tetszés szerint.)

Az a célunk, hogy egy olyan primitiv halmazt hatdrozzunk meg, amelynek
elemei kiilonbozoképpen vannak indexelve. Erre egy véges algoribtmust muta-
tunk be az aldbbiakban. Az algoritmus egy olyan primitiv halmazzal kezdddik,
amelynek mindegyik tagja eltéréen van indexelve azzal a lehetséges kivétellel,
hogy egyetlen vektorpar rendelkezhet azonos indexeléssel.

Tekintsiilk a 72 ..., 7!, @* vektorhalmazt, ahol m* az els§ n vektor
utan kovetkezSkb6l van kivalasztva gy, hogy maximilja az elsé koordiné-
tat. Vilagos, hogy

min [#}',n}, ..., "} (1.18)

i = l-re aj*-gal egyenld és zérd i > 1-re. Kz a vektorhalmaz (az (1.11) defi-
nicié alapjin) primitiv, mivel nines olyan vektor P,-ban, amelynek osszes
koordinatai nagyobbak lennének, mint a (z{*, 0, ..., 0) vektor koordindtdi.

Ha a /¥ vektort az 1-es indexnek feleltettiik volna meg, akkor a probléma
mar meg volna oldva, mivel ez esetben a primitiv halmaz sszes eleme kiilon-
biz6 indexszel rendelkezne. Altaliban nem ez a helyzet, és ilyen esetben w/*-nak
ugyanaz az indexe, mint a 7 ..., ©" vektorok valamelyikének. Az algorit-
mus mindegyik lépésében (kivéve a végillapotot) olyan primitiv halmazunk
lesz, amelynek indexei a kivetkezd tulajdonsiggal rendelkeznek.

(i) Az 1 index egyik vektornak sem fog megfelelni.
(it) A primitiv halmaz mindegyik vektora kiilonbozden lesz indexelve, kivéve
egy vektorpart, amelyek azonosan.

Az algoritmus a két azonos indexszel rendelkezé vektor egyikét hagyja ki
a primitiv halmazbol. Ezaltal vagy kap egy ugyanilyen tulajdonsigt aj pri-
mitiv halmazt, vagy befejezidik az algoritmus azzal, hogy a primitiv halmaz
mindegyik vektora kiilonbozSképpen lesz indexclve. Ez esetben megkaptuk
a kividnt megolddst. Eltekintve a kiinduld és a végsd helyzettsl, az algoritmus
mindegyik 1épésnél tehdt a kozos indexi két vektor egyike keriilt éppen
bevezetésre, hogy a konkrét helyzetbe jussunk. Az algoritmus azzal megy
tovdbb, hogy kirekeszti a par mdsik tagjat.

Ami a kezdeti primitiv halmazt illeti, abbdl esak egy olyan 7/ (j = 2, ..., n)
vektor hagyhaté ki, amelynek ugyanaz az indexe, mint s/*-nak. A mésodik
lehetGség, vagyis m/* kizdrdsa annak a kivételes esetnek felel meg, amelyrdl
a segédtételben volt sz6.

Vildgosan kell 1atni, hogy az algoritmus sohasem térhet vissza egy el6z6 pri-
mitiv halmazhoz. Ellenkez§ esetben ugyanis, ha az elsé visszatérés a kezdeli
primitiv halmaztdl eltéréhoz vezetne, akkor ettSl az ,,el6z6” primitiv hal-
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mazt6l az algoritmus folytatasidnak harom (és nem két) médja volna. Ha az
els@ visszatérés a kezdeti primitiv halmazhoz vezetne, akkor ebbdl a halmaz-
bol az algoritmus folytatdsara két méd allna rendelkezésre és nem egy

Az algoritmus csak akkor 4ll le, ha egy olyan primitiv halmazhoz jutott,
amelynek osszes vektora kiilonbozGképpen van indexelve. Ha ilyen tulajdon-
sdgh primitiv halmaz nem létezne, az algoritmus végtelenné vélna, mikézben
mindegyik lépésben mas-més primitiv halmazt allitana el6. Mivel azonban a
kiilonbozd primitiv halmazok szama wvéges, ez nem fordulhat el6. Ez a tény,
amikor bizonyitja a kivant tulajdonsagta primitiv halmaz etr?iszten(‘iéjé,t arra
is rdvildgit, hogy ilyen primitiv halmazhoz az algoritmus véges szamu lépéshen
jut el. Ezzel tételiink bizonyitasat befejeztiik.

A 1I. fejezet elején volt arrdl szé, hogy a Sperner lemme garantéilja olyan
alszimplex létezését, amelynek minden csicsa kiilonboz8képpen van indexelve.
A Sperner lemma azonban nem ad més otletet ahhoz, hogy hogyan taldljunk
egy ilyen tulajdonsigu alszimplexet, minthogy sorra vizsgéljuk az alszimplexe-
ket, amig egy kivint tulajdonsdgiat nem taldlunk. Scarf eljardsa ennél tobbek
kozott azzal nyjt tobbet, hogy ndla elégséges olyan alszimplexet sorra venni,
amelyben csupin két csties indexe lehet azonos, és igy a sziikséges szamitdsok
mennyiségét igen nagy mértékben csokkenti.

A szamitast technikdrol

Az algoritmus programozisakor mindenekelGtt azzal a feladattal talalko-
zunk, hogy hogyan vélasszunk ki egy megfelels P, vektorhalmazt. Az algorit-
mus mindegyik lépésében ezekbdl a vektorokbdl kivalasztott » taghdl 4llé
primitiv halmazzal van dolgunk. Ezekbdl az egyiket kihagyjuk a primitiv
halmazbdl és helyére egy misik vektort helyettesitiink, azdltal, hogy meg-
hatirozunk egy a v ektort és egy ¥ koordindtat, majd m(‘ﬁvwwél]uk P, azon
osszes vektordt, amelyre 7} > a; i+~ ©* és azt a vektort vélasztjuk ki, amely-
nek i*-odik @ie koordindtdja a ](‘«rmwv()bl) de kisebb, mint 7l . Az a vektor
elsé kom(lnmta‘] L a 3. abr ‘wal luL[)(‘S()l(Lt()‘a Jclulc.seh esetén (lasd az (1.13)
¢s az (1.15—17) relacidkat) — zfi*, az i-edik (i = i*) 7i, mig az i*-odik koor-
dindtdja érdektelen.

A P, halmazt hasznos Ggy megkonstrualni, hogy a primitiv halmazba belépé
uj vektorokat P, osszes vektoranak megvizsgdldsa nélkiil tudjuk kivélasztani.
Példdul, ha P, vektorait (eltekintve az elsd n- t(’il) a(k,/D, ..., k,/D)szdm n-esek
osszes lehetséges kombindcidi adjak (ahol k; > 0; k, —|~ + k, = D), to-
vabbd, ahol a k; és a D szimok egészek), (ka()r az el¢ l)b unlltett vektor kom-
ponensei egy egészszamnak ¢és D-nek hanyadosai lesznek. Az 1j belépd w/
vektor komponenseit ekkor vagy

|

S'!‘,’- = @; - ]/]) (l. :]E L*) y 57{:« =] — 2’[;&,‘# (“i —+ I/D) (119)

adja, vagy ha nem, akkor P, elsé eclemének egyike.?

" Tegyiik fel, hogy a folytonossig definicidjaban szerepl6 o = 0(¢) fliggvény ¢ > 0-hez

és t-tszélvqu TIT .\ lu/ ~olyan maximalis & kornyezetet rendel, amelyre || f(w’) —

”) |<ehal|n 7" || < 0. Tegyiik fel tovdbbd, hogy 1(‘t071k a d = d(g) fugg-

vé ny inverze is. anl vkkm 6 vilaszthat6 az S felosztdsaban szereplS alszimplexek

maximdlis dtmérGjének, ez a fenti felosztdsban 1/D-vel egyenld. A 6 = d(¢) fliggvény

inverzéb6l meghatdrozhaté a 6° = l/l) értékhez tartoz6é minimidlis €. Az approximdcid
hibdjat S fenti felosztdsa esetén (1. 1) alapjdn y = (n — 1) (1/D -~ %) adja meg.
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Ha tehat P,-nak megvan ez a specialis syerkemte, akkor igen egyszer(i sza-
mitassal l«.clphat]uk meg a mindenkor belépG 0j vektorokat. Megjegyzendd
azonban, hogy a P, halmaz fenti megvalasztisa nem elégiti ki az el6z6 pont-
ban, a de(rener1010multcs‘~;eure tett feltevést (mlwelmt P-ban nincs olyan
két vektor, amelyeknek V(Llamcly i-re koordindtajuk azonos lenne). Ez pedig
egy olyan kikités, amely elengedhetetlen a segédtételben leirt szabély alkal-
mazasahoz. A célbdl, hogy Scarf elkeriilje a degenericié okozta nehézséget,
az algoritmus mindegyik lépésnél megkonstrual egy

D M e e s B

M,

. . (1.20)
M, 0 ani 8

matrixot, amely tartalmazza P, elsé n elemét és még azokat, amelyek el6zdleg
keriiltek bevezetésre a primitiv halmazba. A sorrend a bevezetés sorrendje.
Ekkor, ha a matrix valamely két oszlopanak komponensei egy @ sorban meg-
egyeznek, akkor az elGzét tekintjiik nagyobbnak. Hasonléan, ha a métrix
valamely vektora és egy matrixon kiviili vektor valamely eleme azonos, akkor
is az el6bbit tekintjiik nagyobbnak. Belathatd, hogy ez az eljaris véges algo-
ritmust eredményez.

A belépé =/ vektor meghatarozasa céljabdl esak azokat a vektorokat kell
megvizsgalni, amelyeket valamely el6z6 1épésben mar felhasznaltunk; ezen-
kiviil csupdn egyetlen szdmitds gziikséges. B szerint azoknak a vektoroknak
a szama, (llIlC]}CkLt kifejezetten meg kell vizsgdlni, nem lehet nagyobb, mint
az iteraciok szama plusz n. Ha az itericiok szama viszonylag kicsi, ez a vizs-
calat konnyen elvégezhetS. (Az ilyen nehézségek feloldasara mas médszerek
is lehetségesek. Kzek kozott valdsziniileg olyanok is talalhatok, amelyek még
kevesebb szamitast igényelnek.)

Az algoritmus egy olyan primitiv halmazzal fejezédik be, amelynek vektorai
mind kiilonbozdképpen vannak indexelve. A primitiv alszimplexnek barmely
pontja a fixpont approximiciéjaként szolgal.t

A célbdl, hogy e kivant tulajdonsagi o alszimplex pontjai koziil egyetlen
pontot valasszunk ki, célszerii ezt gy tenni, hogy ezzel minimalizdljuk az

f(m) — = (1.21)

normat vagy a kozelség valamely mdas mértékét — a 7w € o® pontokr:
A szamitas megkonnyitése érdekében de a kivant pontossigot meg-

kovetelve — altalaban megengedhetd és célszerii csupan az f,(w) fiiggvények

linedris kozelitését — Taylor soruknak elsé két tagjat — figyelembe venni.

Ha a ¢° alszimplex cstesait a ww/ i — 1, ..., % vektorok adjdk, akkor ((l

szeri a sorbafejtést az 1/n X7, it vektor korill elvégezni. Jeloljitk az f,(m

i —= 1, ..., n fiiggvény linearis kozelitését ¢ (w) -vel, “ekkor a fel Ldatunkat

az alabbiak szerint fogalmazhatjuk meg:

! Lasd az (L.1) egyenl6tlenséget, vagy a 3. labjegyzetet.
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Keresend6 az a y, érték, melyre
min y = y, (I.22)
alavetve a kovetkezd feltételeknek:
—y < @i(w) —a; < y Pl 1 L om0 (193)

és m €0°% vagyis (1.12) alapjan:

7; > min [7h, ..., 7] 1=1,...,n (L24)
valamint
2iam=1;m2>0; y >0 (1.25)

(1.22—25) egy linearis programozasi feladatot ad. E feladat mindig meg-
oldhaté és nagyban fokozza az (I.1) relicioval jelzett értelm approximacid
pontossagat.

1.3. Egy érdekes tétel

Az el6zG fejezetben ismertetett algoritmus alapgondolatat nemcsak az
el6z6kben megkivant tulajdonsigt primitiv halmaz megkeresésére haszndl-
hatjuk fel, hanem egy altalinosabb probléma megoldaséara is. Aho;,yan az el6z6
iejc',etl)cn, legyen a !, .. ., w¥ vektorhalmaz az S szimplexen, ésa w!, ..., o<
vektorok legyenek szintén az elézikkel azonosak.

Tekintsiitk a

Bz — w (1.26)

egyenletrendszert, ahol B egy n > b mdtrix

[—] 5s M) /),,,,x,"'bl’l( »

(RS /)“,” 1 bn‘h |

s w egy szigortan p()zitiv vektor. A (1L.1) egyenletrendszer megengedhetd

bazisinak — a linedris programozisban haszndlatos értelemben — az n
szama j,, ..., j, oszlophdl 4ll6 vektorrendszert nevezziik, ha azok linedrisan

fiigeetlenk és ha a

"m ~
.:)’ 1 l)l'/l‘ ~Jv 0]

ie=01,s b (127)

!

egyenletrendszer megolddasa nemnegativ.
2. Tétel. Ha az (1.26) rendszer nemnegativ megolddasainak halmaza korldtos,

alkkor létezik olyan wh, ... i primitiv halmaz, hogy a B mdtriz j,, ..., Jn
oszlopai megengedhel bdzist alkotnak.
Bizonyitas. Tekintsiik a w®, ..., w", w* vektorhalmazt, ahol a 7/* vektor P,

elsé n vektora utdn k()vetkcynklml Ggy van kivilasztva, hogy ezek kozott nf*
elsé koordindtdja a legnagyobb. Kz a halmaz primitiv mint ahogyan azt az
(I. 18) relaciéval k:ch%()LLtbun mar megallapitottuk.

Az 1, ..., n oszlopok a B matrixnak megengedhetd bézisat (leOtJdk Hajt-
sunk végrc cgv elemi bazistr tmyim'nmcmt (xzaltal hogy a j*-nak megfelelé
oszlopot vezetjiik be. Nincs tovabbi probléma, ha ezzel az 1-es oszlop marad
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ki a bazisbol, mivel 2, ..., n, 5% primitiv halmaz és a Bz = w rendszernek is
egy megengedhets bizisa. Altaliban nem ez lesz a helyzet és valamely més,
nem az elsé sozlop marad ki a bazisbdl. Az algoritmus kovetkezs 1épése abbdl
all, hogy a primitiv halmazbdl eltavolitjuk azt a vektort, amelyik annak az
oszlopnek felel meg, amelyet éppen kivettiink a Bz = w egyenletrendszer
megengedhetd bazisabol.

Az algoritmus alternal a B mdatrixra vonatkozd linedris transzformacié és
& pumltlv halmazon végzends analdg operacié kozott. B megengedhetd bdzi-
séba belevessziik annak a e vektornak megfelels oszlopot, amdvlkct éppen
belevettiink a primitiv halmazba; ezt kivetGen kivessziik a primitiv halmazbél
azt a 7le vektort, amelyik annak az oszlopnek felel meg, amelyiket éppen
elhagytunk B megengedheté bazisabol. =

A szamitas barmelyik kozbiilsé lépésében B megengedhets bazisa az 1-es

()szl()[)ot és m — 1 mdsikat, mondjuk a j,, ..., 7, 03/,1()[)()1“),1: tartalmazza,
amig a primitiv halmaz a wh, @iz, ..., «wi vektorokbdl 4ll, ahol j, - 1. AA

algoritmusra végig érvényes az az Osszefiiggds, hogy a primitiv halmaz vek-
torainak ¢és a bazisban szereplé oszlopoknak indexei kozott n — 1 azonos.
Bz azért van igy, mert mindig két lehelsiéges operdcio egyikél hajljuk végre.
Ha a B mitrix bizisin hajtunk végre elemi transzforméciot, akkor az e bekez-
désbeli jelolések szerint a j, oszlopot kell bevezetniink a bézisba, mig ha a
primitiv halmaz egy elemét helyettesitjiik, akkor ww/i-et kell kizarni. l1 Itekintve
attol a kezdeti hcly/,ettol, amikor a primitiv halmazt =% ..., =k 7/* adja
és a megengedhetd bizis az elsé n oszlopbdl 4ll, mindkét operdciéd alkalmaz-
haté. Kezdeti helyzetben csak egy operdcié hajthaté végre, mivel ww/* kizdrds:
azt a kivételes helyzetet teremti meg, amirdl az el6zé fejezet segédtételéhen
volt sz6.

Az algoritmus mindegyik kozbiilsé Iépésében két folytatas lehetséges. Vissza-
tériink az el6z6 Allapotba —— amit nyilvin kizirunk — vagy az el6z8 bekez-
désben targyaltak alapjin a masik lehetséges opericiot hajtjuk végre. Kbbé]
kovctkemk hogy az algoritmus nem lehet ciklikus. Ellenkezd esetben ugyanis,
ha az elsd dll:bp()t amelyre az algoritmus visszatér., nem a kezdeti helyzet,
akkor ebbdl a helyzethdl harom és nem két folytatisnak kellene lennie. Ha
az elsé olyan allapot, amelyikhez az algoritmus visszatér, a kezdeti helyzet,
akkor ebbdl két és nem egyetlen {i)lytnt{wi lehetGségiink volna.

Mivel az algoritmus nem ciklikus és a lehetséges h(‘ly/ctvk szima véges, az
algomtmubnnk be kell fejezGdnie, ami esak akkor torténhet meg, ha a konkrét
woi, ..., ®/ halmaz primitiv halmazt alkot és ugyanakkor a tételben meg-
adott mddon felel meg a Bz — w megengedhets bizisdnak. Kzzel a 2. tétel
bizonyitasat befejeztiik.
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