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Kvadratikus programozas kvazikonvex célfiiggvénnyel

Gazdasagi optimdldsi problémak gyakran nem modellezhetSk valésdghtien
linedris programozasi feladatként, de megfogalmazhaték oly madon, hogy a
korlitozo feltételek linedrisak legyvenck, mig a célfiiggvény nem linedris. Ennek
egvik legegyszer(ibb esete az, amikor a cdlfiiggvény kvadratikus, vagy
legaldbbis olyan tipusa fiiggvény, amely I\\(ulmtll\usml jol kozelithetd. Ig
érthets, hogy a kvadratikus programozds irdnti (l(lol\l()dos viszonylag régi
keletii és a témanak kiterjedt irodalma van. [2], [4] I, [117, [12] Ezek a
vizsgilatok, amelyek szimos hatékony algoritmust m(.‘(lm(..nyezt(,l\, megegyez-
telk abban, hogy feltételezték a minimdlandd célfiiggvény konvexitasit. K cikk-
bhen megmutatjuk, hogy a kordabban kidolgozott mddszerek egyike, dspedig
I'rank és WoLre [6] mddszere, alkalmazhaté abban az esetben is, ha a cél-
fiiggvény nem konvex, de a viltozok nem-negativ értékére kviazikonvex.

Megjegyzends azonban, hogy ez esetben az eljirds altaliban nem vdéges,
mig a konvex kvadratikus programozisi modszerek legtobbje véges szamu
lépéshen eljut az optim('llis megoldashoz. Viszont egy példin meg fogjuk
mutatni, hogy a véges algor itmusok kiziil az egyik legismertebb, Worre [12]
madszere, az dltalunk vizsgilt esetben mar esGdot mond. K cikk 1. fejezetében
a nem-negativ ortdnsban kvizikonvex fiigevények néhiny fontos tulajdonsa-
cgaval foglalkozunk. A 2. fejezetben le n]ul\ FrANK és WoLFE algoritmusit,
ahogyan az erre a fiiggvénytipusra alkalmazhato, és }n/(mvlt]uk az eljaras
konvergencidjit. A 3. fejezet egy példat tartalmaz és az imént emlitett ellen-

példat.

1. A nem-negativ ortansban kvazikonvex kvadratikus fiiggvények

Tekintsiik a

l n n n
sas P & P P e i Y, Y A " | \ Py
(1) p(x) »—»2‘1 Cr 4 p'e = 9‘:2( xx; + P
a j=] j=1 =1l
kvadratikus fiiggvényt, ahol x = |2, ..., és
55 1 u

P |/;,, L3 .,p,,] n (*lemu w,]\tmok éC = [c /](-tw valos szimmetrikus n - n-es
mitrix. B% = {x€ E"|x >0} az n dimenziés euklideszi tér nem- negativ
ortinsiat _](,,I()h.

Ismeretes, hogy egy differencialhato y(x) fiiggvény az X < E" konvex hal-
mazon akkor és csak akkor konvexr, ha minden x', 2*> € X-re

(2) plat) — p(a®) < (@' —2%) py(et)
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op(x op(x op(x
ahol Fw(xt) = [-I-(~) ey sl —L)—] !
ox, oz, 0%y s
a p(x) figgvény 2! pontbeli gradiense.
Hasonloképpen y(x) akkor és esak akkor Evdzikonver a X halmazon, [1] ha
L, x2e X I
pat) = (e |
(2) és (3)-bol kozvetleniil lathato, hogy ha p(x) konvex, akkor egyben kvazi-
konvex is X-en.
Ha (2)-t, ill. (3)-at az (1) alatti kvadratikus fiiggvényre alkalmazzuk, némi
szamolassal a kovetkezd kritériumokat kapjuk:
A ¢(x) kvadratikus fiiggvény akkor és csak akkor konvexr a konvex X < K"
halmazon, ha minden «!', 2? € X-re

(4) (2" — a?) "C(x* — 2?) > 0;

= (¢! — 2?)py(al) = 0

(3)

valamint akkor és csak akkor Lvdzikonvex, ha

al, x?c X . ~
1= (at —a?) (Ox! +-p) = 0.
P(2') = p(a®)

Mir itt lithatd, hogy amig a kvadratikus fiiggvény konvexitasa csak a ¢
matrixtél fiige, addig kvizikonvexitisa a linedris rész p koefficiensvektord-
tol is.

Annak megmutatisira, hogy létezik olyan kvadratikus fiiggvény, amely
egy konvex halmazon kvizikonvex, de nem konvex, tekintsiik a kétviltozds

(5)

p(x,y) = — zy
tiggvényt K% -on. Itt
( -1
c=| "
1 0

e = 0510 ]
és nyilvan [z!, '] = [0, 0]; [22%, %] =[1, 1]-ra
2T TN i R S, N
Y
MU <N 1 o fioit

ellentétben (4)-gyel, tehit @(x, y) nem konvex F£%-on. Viszont ha ', 22 y',
Y2 > 0¢és

-zt yt = - y?
azZaz x® gyt ok gt
akkor

o S, I TR o
[xt—2a?, yl—y ][ 0 l] [‘l = zly® + 2%yl — 2 alyl >

—1 0] [yt
> 2 Valatylyt — 2yt = 2 |2y (Ja%? — [alyl) > 0,
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tehat (5) all, p(z, y) kvazikonvex £?%-on.

A kovetkezd két allitds viszonylag konnyen belathato:

a) Ha @(z) konvex E%-ban, akkor konvex A"-ben is

b) Ha g(x) kvazikonvex A"-ben, akkor konvex is £"-ben

E tételeket nem hasznéaljuk fel, ezért itt nem is bizonyitjuk, viszont moti-
valjak azt, hogy a kovetkezSkben olyan kvadratikus fiiggvényekkel foglal-
kozzunk, amelyek B -ban kvazikonvexek, de nem konvexek. Kzt késziti el
a kovetkezd tétel:

1. TETEL A ¢(x) =—a'Cx -+ p'x fiiggvény akkor és csak akkor kvizi-
P :
konvex A" -on, ha minden v € E"-re all:

(6) v’Ov/\n—_»[CU] =0
po|

/

(ahol Z azt jelenti, hogy vagy > vagy =, tehat az (n + 1) elemi [ 'v]
pv

vektornak nincs két ellentétes elGjelit komponense).

Bizonyitds: Legyen ', a* € B és q(x') > @(2?), azaz

7) @~y | 0w a0 +p |20

¢(x) pontosan akkor kvazikonvex K" -on, ha
(8) (a1 — 22 (Cat +p) 2 0.

Elégségesséy Azt bizonyitjuk, hogy ha (6) all, akkor (7) = (8). Elgszor tegyiik
fel, hogy «!, 2 > 0

a) Ha %(xl— a?)’ C(x'—a?) > 0, akkor ezt (7)-hez adva (8)-at kapjuk.

b) Ha -; (x'—2a?)" C (x'—a®) < 0, akkor (6) alkalmazisaval:

Tl o2
(9) ¢ie “]zn,
p(at — 2% |
tgy hogy C(ax!'—a?) 4 0. Tovabba (7) némi atalakitasdval
1 1 [ C' (2t — 22)
[—(fv‘ sl lJ =0.
2 1 p'(xt— a2?)

Itt az elsd tényezd egy pozitiv vektor, a masodiknak pedig van legalabb egy
0-t6] kiilonbozG komponense és nines két kiilonboz6 elGjelti komponense. De
0-t61 kiilonbozé komponensei nem lehetnek negativak, mert akkor a szorzat is

negativ lenne. Tehdt (9) esak abban a viltozatban allhat, hogy |
pl(-"" — x2) — WV
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Kzt balrél az [2V, 1] nem-negativ vektorral szorozva (8)-at kapjuk. lgv
e i = & : A > ¢ i) 24

p(x) kvazikonvex K7 belsejében, tehdt a folytonossig miatt kvazikonvex

£ -on.

Szitkségesség Azt bizonyitjuk, hogy ha van olyan v — 9°, amelyre (6) nem 4ll,

: Iy1u)! 2) 0Ly JLe D) .
akkor van olyan ', 22 € K%, amelyre (7) all, de (8) nem. Tegyiik fel tehat,
k ) i 2 gy
ogy

(10) WO < 0,

C° : PRRE SNt

de -nak van két ellenkezs elGjelti komponense.
P

Ekkor azonban van olyan (n 4 1) elemfi pozitiv

'.1/"] 14
n 1"

(]?,0'
07 f—
[1/ ’ 77] [ 7),170 I =0.

vektor hogy

5 W e be M y° & 5 5 o
Itt n > 0-val az els6 tényez6t osztva és 20 — il -t téve, valamint a tényezdk
] 7 .

sorrendjét feleserélve azt kapjuk, hogy

(11) W (Cx® 4 p)=0.
240
Emlékezve arra, hogy a — Y > 0, van egy olyan kicsiny « > 0 szdm, hogy
Ui
1
l=a% 4+ —a2? >0
2
3 ; |
és ?2=a— —a0>0.
2
f;:y oY = gt — 2
1
20 = = (@ & a?
5 )
és (10)-bal, ill. (11)-bsl
(12) a2 O = (2} — 220 (a* — 2*):< 0
1 : ;
(13) o (020 + p) = (2! — 22) —2— C(x! 4 x?) + pJ =0.

(13) szerint (7) all, de (12) l—szercsét (13)-hoz adva azt kapjuk, hog
2 »

(2t — 2?) (Cz* 4+ p) < 0,

azaz (8) nem all. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
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Megjegyzés: A tétel alapjan, p = 0-t téve, konnyen belathatd, hogy ha ¢(x) =

— ; o’ Cx -+ p’x kvazikonvex K"-on, akkor a @Q(z) :é «'Cx kvadratikus
forma is az. Tovabbd azt is tudjuk, hogy ha ¢(x) nem konvex, akkor @Q(x) sem
az. Kz a megjegyzés lehetGvé teszi, hogy a tovabbi tételek bizonyitasaban
felhasznaljuk a szubdefinit matrixoknak [9]-ben részletesebben kifejtett és
bizonyitott tulajdonsigait.
. TETEL. Ha a ¢(x) = ]) x'Cx + p'x fuggvény kvazikonvex £ -on, de nem
¢
konvex, akkor a C egyiitthatéomatrixrél és a p vektorrdl a kovetkezSket
mondhatjuk:
a) 0< 0, C=£0,
h) C-nek pontosan egy (egyszeres) negativ sajatértéke van, ez a sajat-
érték domindns,
¢) a domindns sajatértékhez tartozd sajatvektornak nincsenek kiilonbozd
elGjelti komponensei,
d) p < (l
e) O¢; =0 = p, = 0. (¢; = az i-ik egységvektor)
Diz rml/zl((.s A tétel (1) b) és ¢) alatti dllitdsainak bizonyitasat [9] Theorem 1-
ben talalhatjuk.
d) Az a) allitas és (6) kovetkeztében
Wl a
B0 i = o< 0

<0, Cv==0

Mivel ez minden ¢ > O-ra all, kovetkezik p - 0.

e) Legyen e =[1,1,...,1] és v = e + fe;, B = 0. Ekkor
v'Co eCe < () [ ) , : B
(e () == > p'v = ple+ pp, < 0

v Ce <0, 20

minden 8 # O-ra. Tehat p, = 0.

A 2. Tétel e) dllitasat a kovetkezdképpen is megfogalmazhatjuk: Ha valame
Ivik x; valtozo a ¢(x) fiiggvény kvadratikus részében nem 1ép fel, akkor a fligg-
\r'(~11_\'ht n egviltalin nem Iép fel (azaz minden koefficiense 0). Az ilyen v altoz6-
kat irrelevans viltozoknak nevezziik, a tobbit relevansnak. Most mar bizo-
nvitani tudjuk o kovetkezd tételt:

5 1 % .
3. TETEL. Ha ¢(x) (e + p'x kviazikonvex K" -on, de nem konvex
D} 2

és o minden komponense relevans, akkor
zl, x* 0, 21 £ 0 " ,
(14) e , > @t) = g
(2t — 22 (Cat 4+ 9) < 0
Bizonyitas: Masutt ([9], Theorem 2) mar bizonyitottam, hogy ha g(x) eleget
tesz ¢ tétel feltételeinek, akkor minden » € K-re
(15) 0y <0 =0Cv=0

(ahol = azt jelenti, hogy > vagy <).
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1
w) Ha— (x1—2?)" C (a'—2a?) > 0, akkor ennek (—1)-szeresét az
2

(2t —a®) (Cat + p) << 0 egyenl6tlenséghez hozzdadva dtrendezés utan
p(z!) < @(2?)-t kapjuk. Tehat (14) all.
b) Ha 1/2 (x*—2a?)'C (2t — 2?) < 0, akkor (15) szerint

(16) Clal—x?) = 0
Ha most C(xz'—2?) > 0, akkor ' > 0, a! >« 0-ra tekintettel
(2t —22)'C 21 > 0.
Mésrészt (6) szerint
(@ a2 p = 0.

E kett6bol (x!—a?) (Cat + p) > 0, feltevésiinkkel ellentéthen.
Ha pedig

(17) Clx'—22) < 0
akkor (6) miatt
(18) p'(xt—a?) < 0.

(l7)—ct~;— (x! + a?)-vel megszorozva ¢s (18)-hoz adva, megfelels atrendezés
utan @(x!) << p(a®)-hez jutunk, azaz (14) ez esetben is dall. Kzzel a tételt bebi-
zonyitottuk.
Megjegyzés: A (14) implikacio, mint (2) és (3) alapjin konnyen lathatd, az
x elGjelének minden megkotése nélkiil 4ll, ha gp(z) konvex [K"-en. A tétel
valojaban azt fejezi ki, hogy az adott feltételek mellett ¢(x) pszeudokonvex
[8] az £7 — {0} halmazon (a szemipozitiv ortinsban).

A gradiens modszerek alkalmazisa szempontjabdol alapvets a 3. Tételbdl
levonhaté alabbi korollarium:
4. korollarium : Legyen X < K" konvex, g(x) elégitse ki a 3. Tétel feltételeit
Ha ¥ € X, 2% 4 0 minden « € X-re kielégiti az
(19) (™ ) (Ca* 4 p) < 0
egyenlStlenséget, akkor x* optimalis megolddsa a min {p(x) |« € X} prog
ramozasi feladatnak.

Mivel (19) azt fejezi ki, hogy ¢(x) fiiggvénynek minden, az x* ponthol
kiindulé megengedett irdny menti deriviltja ¢ pontban nem negativ, valé
jaban optimalitasi kritériumhoz jutottunk a 3. Tételben koriilirt fiiggvényekre.

2. A Frank-Wolfe-algoritmus

Tekintsiik a kovetkezd kvadratikus programozisi feladatot (QP): Keressiik a

p(z) = —i 2’ Cx + p'x

&

kvadratikus fiiggvény minimumit az
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Az + By = b
#2092 0

linearis korlatozé feltételek mellett. Itt a a célfiiggvény szempontjibil relevins,
y az irrelevins valtozok = ill. £ elemi vektora, 4 egy m - n, B egy m - k
méretli matrix, b egy m elemfi vektor. A

ai

L ={z|[4 Blz=1b, 220}
jelolés bevezetésével a feladat
QP min {¢(x) |z € L}

alakban is irbatd. (L-et megengedett halmaznak nevezziik)

(Tovébbiakban az azonos jelzéssel vagy fels§ indexszel ellitott z, ». y
vektorok osszetartoznak, pl. z9 »° a 20 részvektorai.)

Mint mar emlitettiik, szdmos mddszer, éspedig az aldbbindl hatékonyabh
médszerek is rendelkezésre dllnak a QP feladat megoldédsara, ha ¢(x) konvex.
Ezért o tovabbiakban a nem konvex esetre szoritkozhatunk. A kovetkezd
feltevésekkel éliink:

A.  g(x) kvazikonvex K, -on, de nem konvex.

B. L korlatos.!

A FranNk —Worre-algoritmus lényegében abbdl all, hogy kiindulva cgy
megengedett béazismegoldasbél, olyanbdl, amelynek « részvektora nem 0,
felvaltva egy linedris programozisi feladatot és egy egyvaltozds kvadratikus
szélsGértékfeladatot oldunk meg. Az LP feladat célfiiggvény koefficienseit
mindig ¢(x)-nek az el6zd kvadratikus feladatot megoldé pontban vett gradiense
B/()l(fﬁl.ltu.t]d, azaz a p(x) célfiigevényt e pontban vett linedris kzelitésével
helyettesitjiik. Az egyvialtozés kvadratikus feladat megoldasakor a ¢(x) cél-
fliggvényt minimdljuk egy egyenes szakasz mentén, (uncly az el6z6 LP feladat
megoldasdnak megfelel csticspontot és az el6zd kvadratikus feladatot meg-
oldé pontot koti ossze.

Az algoritmus részleles letrdsa
L. fazis. Kvindulo megoldds keresése
Oldjuk meg a kovetkezG linedris programozisi feladatot
LP(0): min {— ¢’z |z € L}. (A [ A el i

a) Ha min (—e'x) = 0, 4llj ! Minden megengedett megoldas optimalis, ¢(x) =
= 0 célfiiggvény-értékkel.

b) Ha min (—e'z) < 0, legyen egy optimalis bazis-megoldds 2 — [2", ¢
Tegyiik 2! = 20 és térjiink 4t a 2. fazisra.

7]

2. fazis. r-ik iterdcio

1. lépés: Legyen r = 1 és oldjuk meg a kovetkez§ linedris programozisi
feladatot

' Ez a feltétel regularizalassal [5] mindig teljesithetd.
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LP{r) s min {&'(Ca’ + p) |z €L}

Egyv optimalis bazismegoldast jeloljon
2 = &, §"]
@) Ha
of = (2" — &")(Cx" + p) = 0
allj I 2" optimdlis megoldis.

b) Ha o« > 0, attériink a 2. lépdsre

lépeés :
) Ha
BT = (& — a)(C + p) < 0
legyen
~r 41 or
h) Ha p" > 0, legyen
gl iy - (" 2" 4 B 2")
+ pr

Tegviik » helyébe r 4 1-et és térjiink vissza az 1. 1épésre.

Az algoritmus konvergencidjdanal: bizonyildsa

A bizonyitis tobb lépéshol all. Bebizonyitjuk, hogy az algoritmusban
szerepls LP (r) feladatoknak van optimdlis megolddsa (1°) és hogy az adott
megallasi szabialyok helyesek (2°, 5%). Megmutatjuk tovibbd, hogy a 2" sorozat
megengedett pontokbdl all (3°), dey hogy @ -« 0 (4°) és ¢(a) szigorian mono-
ton esokken (6°). Végiil bebizonyitjuk, hogy 2" minimumhely [27, 2" ]-en (79)
és hogy az eljaras konvergens (89).

10 A QP feladattal kapesolatban tett B) feltevés miatt az LP(r),
r=0,1, 2, ... feladatoknak van optimilis bazismegolddsa.

2% Ha min (- ¢'x) — 0, akkor minden megengedett z-nek az x részvektora 0.
Tehat ¢(x) = 0 minden megengedett ponthan. Kzzel igazoltuk az 1. fhzis
@) esetének megillisi szabdlyit. Ellenkezs esetben (b) eset) olyan z' — 20
kiindulé megoldashoz jutottunk, amelyben a! — &0 .~ 0.

3% Konnyen belathatjuk, hogy a z', 2%, ... sorozat megengedett pontokhal
all. Abbol ugyanis, hogy " optimilis megolddsa LP(r)-nek, kovetkezik, hogy
%" - 0, minden r-re. z! 20 €L és 2 2 00 2T is megengedettek. Tegyiik
fel, hogy 2" € L, ekkor z't! is az, mert ha a 2. fizis 2. I¢ ‘pés ) esete szerint
k('\p("/tiik akkor Z'H — 2 € L, ha pedig a b) eset szerint képeztiik, akkor

> 0, 7 > 0, tehat a1 €[, 2] © L. Igy teljes indukeiéval beldttuk, hogy
az .Ll(rnntmus egy megen w(\d(-tt p()ntsmn/atnt generil.

19 Bebizony ltJllI\ tovftl)lm, hogy #" 52 0, r = 1, 2, ... Léttuk, hogy x! 5« 0.
'l'ogyiik fel, hogy 25 -4 0. Ekkor 25 - U bol k(ivotk(-',n('l\' of = ¥ (0 2° 4 p) >
> 0. De mivel C <20 és p <0 ( ‘étel), of < 0, tehdt of = 0. Ekkor z5t!

képzésére az 1. lépés a) szabilya sxumt nem keriil sor. Tehdt ha 2*+l-et
egyaltalin képezziik, akkor & -~ 0, és mivel z5+1 € [25, 28], tehdt a5+! = (.

Vi

lgv teljes indukciéval belittuk, hogy " = 0, r 1. 28
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5% Tegyiik most fel, hogy
o' = (o — @D)(C 2F +p) =0
Mivel 2" optimdlis megoldasa LP(r)-nek

(@ —2)(Ca" +p) <0 minden z € L-re.
kettd osszegébdl. :

(ar — 2)(C 2" 4+ p) < 0 minden 2z € L-re.

libbol — tekintve, hogy @ minden komponense relevans és hogy a'5= 0,
— a 4. korollirium alkalmazisival adddik, hogy 2" optimalis megolddsa () P-
nek. Bzzel igazoltuk a 2. fizis 1. 1épés @) megallasi szabélyit.

Eddigi megallapitas: unk w osszefoglalva: az algoritmus vagy véges szdmi
lépéshen eljut az optimdlis l]l(’tf()l(ld,\h()/ vagy egy végtelen metrcngcdctt pont-
sorozatot allit eld, amelynek mmden 2 tagjira d;ll. a:’ £ 0, és a" > 0.

69 Most bebizonyitjuk, hogy e pontsorozaton haladva a célfiiggvény értéke
szigortian monoton csokken. Ugyanis, ha 2" -et a 2. 1épés a) szabalya szerint
képeztiik, akkor (némi szamoldssal)

glan) — (et = gla) — (@) =; (@ — ) >0
mivel a" > 0, 7 << 0. Ha pedig b) smbz’tlyt alkalmaztuk, akkor
v, G
@(x") — (') = p(x') — @ — >
p(a’) — @(x™) = g(a') - @ 2 4 )

mivel o > 0, p" = 0. Tehat mindkét esetben

(20) p(a) > plar+)
azaz a 2 sorozaton g(x') szigortian monoton csokken.

7% Tovabba bebizonyitjuk, hogy z'*1 minimumhelye a ¢(z) fiiggvénynek,
v |27, 2" szakaszon, Tekintsiik ugyanis az egyviltozos

p(2) = @[22" + (1 — 2) 27] 1
fiigevényt. Ekkor, némi sziamoldassal:
W g
d2
(l 1/) r r
= + .
i
! - dy . 1 ,
Mivel o > 0, ha g <2 0, akkor —- < 0 a [0, 1] szakaszon. Tehat minimumat

v

a =1, z=2 = 2't1 helyen veszi fel. (2. 16pés a) eset.) Ha viszont f" >

d*y dy
akkor *‘g' = 0, igy p(4) a minimumdt ott veszi fel, ahol —- 3 P eltiinik, azaz a
g .
A= —, z = 2't! helyen. Mindkét esetben

o |- ﬂrv
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(21) p (") < p(x), ha z €[2", 27]

80 Kovetkezik annak bizonyitdsa,> hogy az algoritmus el8allit egy, az opti-
mélis megolddshoz konvergilé pontsorozatot. Tekintve, hogy L korlatos,
p(x) alulrdl korldtos L-en, tehit a monoton esokkend g(x") sorozatnak van véges
hatarértéke. Legyen

o= lim ¢(z’) .

r—>ow

Ekkor azonban a {2} sorozatnak van konvergens részsorozata (ennek index-

halmazat jelolje R), Ggy, hogy

Z—ZClL, ha r €R, r— oo
s p(Z) = o

~

3ebizonyitjuk, hogy w a célfiiggvény minimuma és Z egy optimdlis meg-
oldds. E célbdl valasszunk ki R-b6l egy olyan R részhalmazt, hogy

#,—7Z, ha r € R és 2" =2 minden r € R-re.
llyen R részhalmaz létezik, mivel L cstcspontjainak sziama véges, tehat
legalabb egyikiik a 27 sorozatban végtelen sokszor ismétlédik. Egy ilyet jelol-
tiink z-vel. y
Kovetkezésképp = optimdlis megoldisa minden LP(r)-nek, ha r € R, azaz

(x—2z)(Cx" + p) > 0, minden r € R, z € L-re,

és ha - %:

(22) (x—2z)'(CZ + p) = 0, minden z € L-re.
Legyen most s, 1 € R és s > r. Ekkor (20) miatt

(23) pla®) < plartt) < g(a)

és (21) miatt

(24) pett) <elAz + (1 — 2], ha 0AL L

(23) és (24)-bol:

P[AF + (1-2) 2] = p(a*), ha 0 A<,

¢s gy
@Az 4 (1 — A '] — @(x") _ p@°) — p() fs 48 7 et
3 = : ] > AU

Ha most r és s tart a 4 oco-hez, akkor a” és x° tart ¥-hez, tehat

p[2% 4 (1 —HT] — ¢(F) >0, ha 0<A<1.
? , <

2Vi. [3)
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A — 0 hataratmenettel
(25) @ —®)'pg(@) = @ — ) (CF + p) = 0
(22) és (25)-bdl
(x —Z)(CZ +p) =0 minden z € L-re.

Tehat a 4. korollirium értelmében ¥ optimalis megolddsa @P-nek, hacsak
¥ -« 0. Bz a feltétel azonban fennill, hiszen

(@) < p(z') < 0.

3. Két példa
Példa Frank és WOLFE mdodszerére
Miniméaljuk a
Py, Ty, X5) = — é[(xl)2 + 4, 2y + 142, 2] — 502,
fiiggvényt a kovetkezd feltételek mellett
2z) + x5 + 23 < 16
Ty + 25 < 12
Xpy Loy 0= 0

A célfiiggvény nyilvan nem konvex, de az 1. tételt alkalmazva beldthato,
hogy z,, €,, @3 > 0-ra kvazikonvex. Irrelevéns valtozot nem tartalmaz. A meg-
engedett halmaz korlitos és igy a FRANK —WoLFE algoritmus alkalmazhato.
Az eljaras egyes lépéseiben kapott megoldasokat az alabbi tablazat tartalmazza.:

r Ty z, Ty \ % l Zy 8, ‘ o B ' @(z)
|
M R s ‘ A2
0 ol £511 [N T 19 0 Gl ) i
1 2 | 12 o | 8 0 0 | 408 —156 150
2 8 0 0 5 0 6 162 81 432
3 6 0 4 s | o 0 0 o 486
| | |

Kz esethen tehdt az eljards véges szamu lépéshben eljutott az optimalis [6, 0, 4]
megoldéashoz.
EBllenpélda WOLFE mddszeréhez

Wouwre [12] véges algoritmust adott a konvex kvadratikus programozisi
feladat megoldaséra. Ez azon alapszik, hogy az

Az = b

Cx+ Au+p >0
x>0, u elGjelben nem korlatozott
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feltételekkel meghatdrozott poliédrikus halmaz olyan csespontjai, amelyek
kielégitik az
2Coe+ px -+ bu=20

komplementaritasi feltételt, egvben megoldisai a
min lp(x) = —a'Ca + p'x | Ax = b, x > 0! programozisi feladatnak is. Kzért
. , =

mesterséges viltozok bevezetésével és a bazisba vald belépds szabalyainak
olyan korlitozasiaval, amely a komplementaritisi feltétel allandé kielégitését
biztositja, szimplex maodszerrel megolja a feladatot. Ugyanezek o Kunn
Tuerur-feltételek szitkségesek és elégségesek az £"-on kvazikonvex kvadrati-
kus fiiggvény minimildasara is (lasd [1] 1. tétel), ha az @ — 0 pontot kizdrjuk.
Ennek ellenére Wolfe madszere a kvazikonvex esethen nem biztositja e feladat
megoldasat. A tovabbiakban a madszert ismertnek tételezziik fel, az eredeti
publikaciobol vessziik a jelolésmodot és a jrovid format” alkalmazzuk.? Az
ellenpélda az elébbi példatol csak abban kiilonbozik, hogy a célfiiggvény
linearis tagjat elhagyjuk ¢és a korlitozo feltételekben egyenldséeet irunk eld.
Az igy keletkezd

8

. 1 . .
min { — — [(2,)2+ 42,0, + 142,25 ] | 20,425+ 234 16; 254225 = 12;2,2,,05 = (ll
2
feladat optimalis megoldasa [5, 0, 6] és a célfiiggvény minimuma (—222,5).
Az induld tablazat:

‘ |
i | DY, l
bizis brtéke | Xy X, Xg Vi Yi's W Zy %y Ty ‘ u o u, Wy W,
I | [
W 16 2 1 1
Wi 12 O Ty %2 1
\ ‘ . ‘
NG
zp |0 | =l =2 =7 | ==l I 2 0
%5 ‘ 0| —2 0 0 -1 1 Ie, )
zg | ] -7 0 0 -1 1 1 2
|
| | {
|
- bv. | |
bazis I értéke | X, X Xy vy v Vs | % % 7 | u
| | | |
| | |
% 2 B ok a=yaed !
X 12 NG RN AR 1
\ |
Zy 26 0 0 —172 | —1 L 2 0
z, | 4 0 Ot i 1 1 11
2, 14 0 0 —172 | I L4 18
|

4 Bzt lehet6vé teszi, hogy példinkban p = 0.
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Itt u, és u, elGjelben nem korlatozott Lagrange-szorzok, w, és w, pedig mester-
séges valtozok. Ezeket o, és x, vi altozokkal feleserélve a ]\()VCt]\LA() megenge-
dett tablat kapjuk:
A két utolsé oszlopot, mint feleslegest elhagytuk és igy fogunk tenni a tovabbi-
akban az u,, u, c]o]elb(,n nem korlitozott (l)a/ls) valtozoknak megfeleld sorok-
kal és oszlopokkal is. Most ugyanis (2, + 2z, + z,)-at minimaljuk és e célbél z,
ill. z, helyett u, és u, lesznek a bazisvaltozok. fgv a kivetkezs téblazathoz
jutunk:

bézis k‘:l!l)gl.((‘ ' X5l X X5 Vi Va ¥ { 7 z 2y
f
X 2 | 1 1] 1/2 |
X, 12 U] 1 2 | ) O
13 1 1
( ) i} 9 = —
Zs 19 SR L 5 2 I B 2 1
‘ 13 1 1
o | il ol
19 i 0o 0 1 } 3 2 1 9 3 0
|

Itt v, a WoLrge-algoritmus szabdlya szerint nem vonhaté be a bazisba, mivel
o bazisvaltozo, a tobln villtozé bevondsa pedig vagy a >'z; célfiiggvény nove-
kedéséhez vagy meg nem engedett megoldishoz vezetne. Az algoritmus tehdt
megdll, miel6tt »'z; = 0-t, ‘illetdleg az optimdlis megoldist elértiik volna.
Az utolsé tablazatban szerepld [2, 12, 0] megoldashoz tartozé fiiggvény-
érték: (—50).

( Beérkezett: 1969. auguszius 5.)
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QUADRATIC PROGRAMMING WITH QUASICONVEX OBJECTIVE FUNCTION

The linearly constrained quadratic programming problem can be solved by the method
of Fraxk and WoLFE not only if the objective function is convex but also if it is only
(quasiconvex in the nonnegative orthant.

In the proof of the convergence of the algorithm (Chap. 2) some properties of the mentio-
ned class of functions ‘ind application, these properties are also discussed here at first
(Chap. 1). An example illustrates the application of the method and an other shows that
Worre’s quadratic simplex method is inappropriate for this kind of problems. (Chap. 3.)

KBAJIPATUUHOE [TPOI'PAMMMPOBAHUE [TPKM TIOMOIM KBA3UBbBIITYKJION
LEJIEBON ®YHKIIMH

3ajava KBaApaTHUHOTO NPrpamMMHPOBAHNS € JMHEHHBIMH YCIIOBHAMH KAaK OrpAHHYCHHSIMH
MoyKeT Opllb penieHa merogom Mpabka n Bosb(e HE TOJLKO B CJydae BbHIYKJIOH LeeBoii
PYHKIHH, HO H CCJIH 1eJeBast (PYHICUHS sIBJISICTCH KBA3UBBITYKJIOH B HEOTPHIATEIILHOM OPTC.

YroObl JI0KA3aTh KOHBEPIEHIHIO asiropuTma (ri1asa 2), aprop HCIOJIL3YET HEKOTOPBIC CHICIH-
(PHUECKHE YEPTBl PACCMATPHBAEMOrO KJAcCa (PYHIIHI, H3JIAIAEMBIC TAIOKE BICPBbIC B JAHHOH
crarpe (rnasa 1). [pumeHenue MeToja npejicTaBisieTcsr Ha NPUMEPE, Ha JPYTOM HKE NpuMepe
NOKAZBIBACTCST, UTO METOJ| KB[PATHIHOI0 CHMILICKCHOTO NPOrpaMmupoBanust BoJbje Hernpuro-
JeH JUIst PEILCHHS TAaKoro poja rnpoduiem (riasa 3).



