
MARTOS BÉLA

K. vadratikus programozás kvázikonvex célfüggvénnyel 

Gazdasági optimálási problémák gyakran nem modellezhetők valósághűen
lineáris programozási feladatként, dc megfogalmazhatók oly módon, hogy a
korlátozó feltételek lineárisak lcuyenek, míg a célfüggvény nem lineáris. Ennek
egyik Jcgegyszerübb esete az, amikor a célfüggvény kvadratikus, vagy
leg::.Llábbis olyan típusú függvény, amely kvadra.tikussal jól közelíthető. Így
érthető, hogy a kvadratikus programozás iránti érdeklődés viszonylag régi
keletű és Et témának kiterjedt irodalma, van. [2], [4], [7], [11], [12] Ezek a
vizsgá.latok, amelyek számos hatékony algoritmust eredményeztek, megegyez­
tek abban, hogy feltételezték a minimála.ndó célfüggvény konvexitását. E cikk­
ben megmutatjuk, hogy a korábban kidolgozott módszerek egyike, éspedig
FLUNK és \VOLFE [6] módszere, alkalmazható abban az esetben is, ha a cél­
függvény nem konvex, dc a változók nem-negatív értékére kvázikorrvex.

IVfogjcgyzcndő azonban, hogy ez esetben az eljárás általában nem véges,
míg a konvex lcvadratikue programozási módszerek legtöbbje véges számú
lépósben eljut az optimális megoldáshoz. Viszont egy példán meg fogjuk
mutn.tni, hogy a véges algoritmusok közül az egyik legismertebb, WOLFE [12}
módszere, az általunk vizsgált esetben már csődöt mond. ~ cikk l. fejezetében
a nom-ncgatív ortánsba.n kváz ikonvex függvények néhány fontos tulajdonsá­
givu,I foglalkozunk. A 2. fejezetben leírjuk .FRANK és WOLFE algoritmusát,
.ihogyan az erre a foggvénytípusra, alkalmazható, és bizonyítjuk az eljárás
konvergenciáját. A 3. fejezet cgv példát tartalmaz és az imént említett ellen­
péld1ít.

l. A nem-negatív ortánshan kvázikonvex kvadratikus függvények 

Tekintsük a
] ]_ n n n 

q;(x) = -"-J:'C:r + p'»: =-- ~ ,:ic,)xi:1.·1 + ;;f P;X; 
2 2 i 1 j=I i=l 

kvudratikus függvényt, ahol x = [x1, ... , x11J és .
J! = [JJ,, ... , JJnJ' n elemű vektorok és C = [c/J] egy valós szimmetrikus n · n-cs
m.i.trix. Iv';_ = {x E ./!J11 Ix> O} az n dimenziós euklideszi tér nem-negatív
ortánsát jelöli.

Ismeretes, hogy egy diffcrenciá.lható v;(x) függvény az Xe E11 konvex hal­
mazon akkor és csak akkor konvex, ha, minden x1, x~ E X-re

(l) 

(2) 
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ahol

a 1P(x) függvény x1 pontbeli gradiense.
Hasonlóképpen 1P(x) akkor és csak akkor kvázilconvex a X halmazon, [l] ha

x1 x2EX J' ⇒ (xi - x2)'171J1(:1:l) > 0 
1p(xL) > 1p(x2) J - 

(2) és (3)-ból közvetlenül látható, hogy ha 1p(x) konvex, akkor egyben kvázi­
konvex is X-en.

Ha (2)-t, ill. (3)-at az (1) alatti kvadratikus függvényre alkalmazzuk, némi
számolással a következő kritériumokat kapjuk:
A cp(x) kvadratikus függvény akkor és csak akkor konuex a konvex X e En 
halmazon, ha minden xt, x2 E X-re

(3) 

(4) (x1 -- x2) 'C(x1 -· x2) > O;

valamint akkor é8 csak akkor kvázi/convex, ha

x1 x2 EX}' ⇒ (x1 - x2)' (Cx1 + p) ~ 0. 
cp(xl) ::2:: cp(x2) . 

Máe itt látható, hogy amíg a kvadratikus függvény konvexitása csak a C 
mátrixtól függ, addig kvázikon voxitás» n lineáris rész p koefficiensvektorá­
tól is.

Annak megmutatáaára, hogy létezik olyan kvadratikus fö.ggvóny, amely
egy konvex halmazon kvázikonvex, de nem konvex, tekintsük a kétváltozós

(5) 

cp(::e, y) = -- xy 

függvényt E~. -01.1. Itt

0=[_~ -~]
71' = [O, OJ

és nyilván [xt, yLJ = [O, OJ; [x2, 7;2J = [l, l j-ra

[-1, -1] l-~ --~a=~J= -2 < 0

ellentétben (4)-gyel, tehát. q;(x, y) nem konvex /j)~_-on. Viszont ha xl, x2, y1,

y2 ~ 0 és

azaz

akkor

-::i;l yl ....,. -;i;2 :l 
x2 y2 > xi ?./ 
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tehát (5) áll, rp(x, y) kvázikonvex Et-on. 
A következő két állítás viszonylag könnyen belátható:
a) Ha rp(x) konvex E'j.-ban, akkor konvex E11-ben is
b) Ha rp(x) kvázikonvex E11-ben, akkor konvex is E11-ben
E tételeket nem használjuk fel, ezért itt nem is bizonyítjuk, viszont moti­

válják azt, hogy a következőkben olyan kvadratikus függvényekkel foglal­
kozzunk, amelyek E~t- -ban kvázikonvexek, de nem konvexek. Ezt készíti elő
a következő tétel: ·

I
1. TÉTEL A cp(x) = -x'Cx + p'x függvény akkor és csak akkor kvázi-

2 
konvex E~t-on, ha minden v E E11-re áll:

(6) relv' Cv < 0 = l v ~ 0
p'v .. 

(ahol _;; azt jelenti, hogy vagy :2: va,gy S:, tehát az (n + 1) 
vektornak nincs két ellentétes előjelű komponense).

Bieonsjuás: Legyen x1, x2 E E+ és rp(x1) > rp(x2), azaz

1 ,, [ Cv] eemu p'v , 

(7) (x1 - x2)' [: C(x1 + x2) + p] :2: 0 . 

rp(x) pontosan akkor kvázikonvex E'j.-on, ha

(8) (x1 - :r2)' (Ox1 + p) ;',2 0.

Elér7ségesség Azt bizonyítjuk, hogy ha (6) áll, akkor (7) ⇒ (8). Először tegyük
fol, hogy x1, x2 > 0

1 ' 
a) Ha - (x1-:.i:2)' C(x1-x2) ::2: 0, akkor ezt (7)-hez adva (8)-at kapjuk.

2

b) Ha~ (x1-x2)' C (x1-x2) < 0, akkor (6) alkalmazásával:
2 

[
C(xl - x2)l ~o
p'(xl - xz) "" , 

úgy hogy C(x1-xi) T- 0. Továhbá (7) némi átalalútásával

(9) 

[
I ] [0(x1

- x2)j-(x1+x2)',l • . ::2:0.
2 p'(xl __ x2)

Itt az első tényező egy pozitív vektor, a másodiknak pedig van legalább egy
O-tól különböző komponense és nincs két különböző előjelű komponense. De
O-tól különböző komponensei nem lehetnek negatívak, mert akkor a szorzat is
negatív lenne. Tehát (9) csak abban a változatban állhat, hogy •

Í (} (x, - x2) ·1 > 0. 
p'(x1 - :ri) -
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Ezt balról az [xv, l] nem-negatív vektorral szorozva (8)-at kapjuk. Így
<p(x) kvázikonvex E~- belsejében, tehát a folytonosság miatt kvá,zikonvex
E'!-on.
Sz-r;ükségesség Azt bizonyítjuk, hogy ha van olyan v = v0, amelyre (6) nem áll,
akkor van olyan x1, x2 E E~l-, amelyre (7) áll, de (8) nem. Tegyük fel tehát,
hogy

(10)

.de [C vo l-nak van két ellenkező előjelű komponense.
p'vO . 

Ekkor azonban van olyan (n + 1) elemű poaitív

[~o]>o
[ 0' ] [ Cv

0
] O y 'rJ - p'vO = - .

0 
Itt r; > O-val az első tényezőt osztva és :i:0 = y -t téve, valamint a tényezők

'Y/ 

vektor hogy

sorrendjét felcserélve azt kapjuk, hogy

( 11) VO' ( 0 XO + p) = Ü . 

0 
Emlékezve arra, hogy :c0 = y > 0, van egy olyan kicsiny a> 0 szám, hogy

'Y/ 

és

1
x1 = x0 + -- a v0 .;;:., 0 

2

Ix2 = x0 - _ _:_ a v0 .:;;;: 0 . 
2,

Így

Ix0 =-(xi.+ x2) 
2

és (10)-ből, ill. (11)-bői

( 12) a2 v01 Cv0 = (x1 - x~)'C (x1 - x2) < 0

(13) a v0'(Cx0 + p) = (x1 - :i;~)' [ ~ O(x1 + x2) + p] = 0.

(13) szerint (7) áll, de (12) ]:_-szeresét (13)-hoz adva azt kapjuk, hogy
2 . 

(x1 - x2)' (Ox1 + p) < 0, 

azaz (8) nem áll. Ezzel a tételt bebizonyítottuk.
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Megjegyzés: A tétel alapján, p = O-t téve, könnyen belátható, hogy ha ,:p(x) =
= !:_x' Ox+ p'x kvázikonvex E:-on, akkor a Q(x) = !:_ xO» kvadratikus

2 2
forrna is az, Továbbá azt is tudjuk, hogy ha ,:p(x) nem konvex, akkor Q(x) sem
az. Ez a megjegyzés lehetővé teszi, hogy a további tételek bizonyításában
felhasználjuk a szubdefinit mátrixoknak [9]-ben részletesebben kifejtett és
bizonyított tulajdonságait.

2. T ÉTEL, H[L a ,:p(x) = !:_ x'Ox + p' x függvény kvázikonvex E"t -on, de nem
2 

konvex, akkor a O együtthatómátrixról és a p vektorról a következőket
mondhatjuk:
a) Os, 0, O ,~ 0,
ti) O-nek pontosan egy (egyszeres) negatív sajátértéke van, ez a saját­

érték domináns,
1) a domináns sajátértékhoz tartozó sajátvektornak nincsenek különböző

előjelű komponensei,
_</,) p < 0,
e) Oe1 = 0 = p,. = 0. (e1 = az i-ik egységvektor)

!Jizonyítás: A tétel a), b) és e) alat.ti állításainak bizonyítását [9] Theorem 1-
lion találhatjuk.
d) Az a) állítás és (ü) következtében

{ 
v'Ov < 0} 

V > 0 = = p'» < Ü 
C» ;:;:: 0, Ov # 0 =

\1ivül ez minden u > O-ra áll, következik p :S: U. 
e) Legyen<'= [ l, l, ... , L]' és u =e+ t3e1, t3 /e 0. Ekkor

{
l''Ou =- «e- < () }

=> p'» =;!'e+ t3JJ, < 0 
Cc · Ce ·-:::: /J, / 0

Oe,. ~- 1\ 

111 i ndcn /J ,,.. O-ra,. 'l'cliát p1 = ().
A~. Tétel e) állítás{Lt :1 következóképpcu ÍH megfogalmazhatjuk: Ha valame­ 

lyik ::i:1 változó a cp(.1:) fiiggvény kvadratikus részében nem lép fol, akkor a függ­
vényben egyáltnl,'u1 nem Jép fol (azaz minden koefficiense 0). Az ilyen változó­
kat irreleoáms v{dtozcík11,.1k nevezzük. a többit reieoánsnalc. Most már bizo­
nvltani tudjuk ,L kövct.kcző tételt:

:l. 7'É,'7'/~L. Ha rr(x)--= 1 x'C'.r + p'»: kváxikon vt-x /r)''.-on. Jc nem konvex
2 

és .r m inclr-n ko mpononso rclováns, akkor

( 14) 
(;rl 

Bizonyílá8: Nlásutt (lflJ, Theorem 2) már bizonyítottam, hogy ha rp(x) eJeget
tesz e· ttStcl fcltétoloinck. akkor minden 11 E /JJ-ro

(15) 

(ahol ~ azt jelenti, hog:v > vag:v < ).
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ct} Ha__!_ (x1-x2)' C (x1-x2) > 0, akkor ennek (- !)-szeresét az
2 

(x1-x2)' (Cx1 + p) S: 0 egyenlőtlenséghez hozzáadva átrendezés után
<p(x1) :S: <p(x2)-t kapjuk. Tehát (14) áll.

b) Ha 1/2 (x1-x2)'C (x1 - x2) < 0, akkor (15) szerint

(16) 

Ha most C(x1--x2) > 0, akkor x1 > 0, xt =fa O-ra, tekintettel

(x1-x2)'0 x1 > 0.

Másrészt (6) szerint

(xl-x2)'p 2 0. 

E kettőből (x1-x2)'(Cx1 + p) > 0, feitcvésünkkcl ellentétben.
Ha pedig

(17)

akkor (6) miatt

(18)

C(x' -- :r2) < o 

(17)-et__!_ (x1 + x~)-vel megszorozva és (18)-hoz adva, rnegfolelő átrondezés
2 

után <p(x1) ;S;; <p(x2)-hez jutunk, ,tzaz (14) ez esetben i;-; áll . .11}1,zel ~1 tételt bebi­
zonyítottuk.
Megjegyzés: A (14) implikáció, mint (2) és (8) alapjá» könnyen látható, az
2; előjelének minden megkötése nélkül áll, ha cp(x) konvex B''-cn. A tétel
valójában azt fejezi ki, hogy az adott feltételek mellett rp(x) pszoudokonvcx
[8) az E: - {O} halmazon (a szcmipozit.ív ortánsba.n).

A gradiens módszerek alkalmazriaa szempontjából .-da,pvctc'í rL :l. Tételből
levonható alábbi korolláriurn:
4. korollárium: Legyen Xe JI)~- konvex, tp(x) eJégítHe ki a. :t Tétel feltételeit
Ha x* EX, :r:* ~"" 0 minden 2: E X-rü kielégíti az

(19) (x* -· :r:)'(Cx'' + 71) < ''
egyenlőtlenséget, akkor :r;* optimális megoldása a 111111 {cp(:i:) I :r; EX} prog­
ramozási föladatnak.

Mivel (19) azt fejezi ki," hogy rp(:.r) függv6nynolc minden, az x* pontból
kiinduló megengedett irány menti deriváltja e pontban nem negatív, való­
jában optimalitási kritériumhoz jutottunk a :l. Tételben körülínt fiiggvönyelno.

2. A Frank-Wolfc-algol"Ítmus 

Tekintsük a kövotkezfí kvadratikus programozási foladatot ((JP): Keressük a

l
<p(x) = -- x' Cx + p'x 

2 

kvadratikus függvény minimumát az
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.Ax+ By= b 
X > 0, y> Ü 

lineáris korlátozó feltételek mellett. Itt x a célfüggvény szempontjából releváns,
y az irreleváns változók n ill. k elemű vektora, .A egy m · n, B egy m · k 
méretű mátrix, b egy r11, elemű vektor. A

L= {z/[A B]z=b, z::2:0}
jelölés bevezetésével a feladat

QP: min {ip(x) I z EL}
alakban is írható. (L-et megengedett halmaznak nevezzük)

(Továbbiakban az azonos jelzéssel vagy felső indexszel ellátott z, x, y 
vektorok összetartoznak, pl. x0, y0 a z0 részvektorai.)

Mint már említettük, számos módszer, éspedig az alábbinál hatékonyabb
módszerek is rendelkezésre állnak a QP feladat megoldására, ha <p(x) konvex.
Ezért a továbbiakban a nem konvex esetre szorítkozhatunk. A következő

. feltevésekkel élünk:
.A. rp(x) kvázikonvex E~·-on, de nem konvex.
B. L korlátos.1
A FRANK-WOLFE-algoritmus lényegében abból áll, hogy kiindulva egy

megengedett bázismegoldásból, olyanból, amelynek x részvektora nem 0,
felváltva egy lineáris programozási feladatot és egy egyváltozós kvadratikus
szélsöőrtékfeladatot oldunk meg. Az LP feladat célfüggvény koefficienseit
mindig <p(x)-nek az előző kvadratikus feladatot megoldó pontban vett gradiense
azolgá.lta.tju, azaz a <p(::c) célfüggvényt e pontban vett lineáris közelítésével
helyettesítjük. Az egyváltozós kvadratikus feladat megoldásakor a <p(x) cél­
függvényt rninimáljuk egy egyenes szakasz mentén, amely az előző LP feladat
megoldásának megfelelő csúcspontot és az előző kvadratikus feladatot meg­
oldó pontot köti össze.

Az alooriimu» részletes ieiráea 

l. fázis. Kiindul6 megoldás keresése 
Oldjuk meg a következő lineáris programozási feladatot

LP(O): min{- e'xlz EL}. e=[l,l, ... ,lJ

a) Ha min (-e'x) = 0, állj ! Minden megengedett megoldás optimális, <p(x) =
= 0 célfüggvény-értékkel.

b) Ha min (-e'x) < 0, legyen egy optimális bázis-megoldás 2°' = [:i:0'. y0'].

Tegyük z1 = 2° és térjünk át a 2. fázisra.

2. fázis. r-ik iteráció 
1. lépés: Legyen r = 1 és oldjuk meg a következő lineáris prograrnuzfióii

feladatot

1 Ez a feltétel regnlarizálásRal [fi I min<.lig teljesn.hető. •
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LP(r): min {x'(Cxr + p) I z EL}
i,:g.v optimális bázismegoklást jelöljön

z'' = [xr'. y''] 
o,) Ha

«' = (xr ::í/)'(0:;;' + p) = 0 

állj ! zr optimális megoldás.

b) Ha ar > 0, áttérünk a 2. lépésre
2. lépés: 

ri) Ha 

legyen
(Jr= (:fr - x')'(CS:1 + p) < ()

Zr+I _ :.r -,e

/J) Ha fF > 0. legyen

zr+I -= l_ (a' Zr+ /J,. zr). 
!Xr + /Jr 

Tegyük r helyébe r + 1-et és térjünk viasza az L lépóaro.

Az algoritmus koncerqenciájúnalc bizonyítása 

A bizonyítás több Iópésból Ml. Bebizonyítjuk , hogy a.z algoritmusban
szerepló LP (r) feladatoknak van optimá.iia rncgoidása (1 °) és hogy az adott
mogúllá,;i szabályok helyesek (2°, 5°) . .M.egmut1.itjuk továbbá, hogy a z' sorozat
megengerlett pontokból áll (3°), úgy hogy xr .;4 0 (4°) és <p(x,.) szigorúan mono­
ton csökken (6°). Végül bebizonyítjuk, hogy zr I-L rninimumhcly [z', z']-en (711) 

('S hogy az eljárás konvergens (8°).
1° A QP feladattal kapcsolatban tett 13) feltevés miatt a,íl DP(r), 

r = 0, I, 2, ... foiudatoknak van optimális bázis111cgolclása.
2° Ha min (-e':e) = 0, akkor minden megengedett c-nek az x rószvok tora 0.

Tehát <p(x) = 0 minden megengedett pontban. !~zzcl ig,.1,zo.ltuk ILíl 1. f.i:1,iR
a) esetének megállási ;.;z:tbály{tt. Ellenkező esetben (új eset) olyan z1 -~ z0 
kiinduló megoldáshoz jutottunk, amelyben xl = j;O e/e 0.

3° Könnyen beláthatjuk, hogy a z ', z~, ... sorozn.t megengedett pontokból
áll. Abból ugvanis, hogy zr opt.imális rnegold1isa LP(r)-nek, következik, hogy
«' > 0, minden r-re. zl-= zO EL éfl zl, z~, ... Zr is megengedettek. Tegyül,
fol, hogy z' EL, ekkor zr•H is az, mert hit ~t 2. íúzis 2. lópós a) esete xzcrin],
képozt.ük, akkor ?.::r+i =z,. EL, lm pedig ab) eset szerint képeztük, akkor
a,.> 0, (V > 0, tehát zr+t E [zr, zr] e L. Így teljes indukcióval beláttuk, hogy
az algoritmus egy megengedett pontsorozutot gencri'd.

4° Bebizonyítjuk továbbá, hogy :r/ # 0, r = J, 2, ... Láttuk, hogy :.i:1 .F 0.
Tegyük fol, hogy xs ,/4c ü. l~kkor is = O-ból következnek a" = x" (C xs + J!) :2:
> 0. De mivel O ~ 0 és p :_s;: 0 (2. Tétel), rx5 < O, tehát rx5 = 0. Ekkor zs-t 1 

képzésére az 1. lépés a,) szabálya szerint nem kerül sor. Tehát ha zs+ 1-et
<:g.váltalán képezzük, akkor 5;s =;L= 0, és mivel z5 t-1 E [zS, z5], tehát xs+1 .F n. 
Igy teljes indukcióva.l hclúttuk, hogy :;;' -fa 0, r = J, 2, :~
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5° Tegyük most fel, hogy

(I.'= (x' - xr)'(C x' + p) = O 

Mivel zr optimális megoldása LP(r)-nek

(x' - x)'(C xr + p) < o minden z E L-re.
F~ kettő összegéből.

(x' - x)'(C x' + p) < 0 minden z E L-re.

Ebből - tekintve, hogy x minden komponense releváns és hogy x'•# 0,
- a 4. korolláriurn alkalmazásával adódik, hogy z' optimális megoldása QP­ 
nck. Ezzel igazoltuk~• 2. fázis 1. lépés a) megállási szabályát.

11:dcligi megállapitásainkat összefoglalva: az algoritmus vagy véges számú
lépésben eljut az optimális megoldáshoz, vagy egy végtelen megengedett pont­
sorozatot állít elő, amelynek minden z' tagjára áll: x' # 0, és a.r > 0.

6° Most bebizonyítjuk, hogy e pontsorozaton haladva a célfüggvény értéke
,;zigorúan monoton csökken. Ugyanis, ha zr+i_et a 2. lépés a) szabálya szerint
képezbük, akkor (némi számolással)

qJ(;J./) - rp(x'+l) = rp(:rr) - rp(xr) = 2_ ((1.1 - (3') > 0 
2 

mi vcl a.1 > 0, (3' < 0. Ha, pedig b) szabályt alkalmaztuk, akkor

q;(x') -· q;(xr+l) = q;(x') -- q; ((Xr x' + (3' x'.) = (rx'TI, > 0 
, rxr + /3' 2(rxr + (3r) 

mivel (1.
1 > 0, (3' > 0. Tehát mindkét esetben

(20) rp(xr) > ip(xr+l) 

azaz a z' sorozaton cp(x') szigorúan monoton csökken.
7° 'I'ovábbá bebizonyítjuk, hogy zr+i minimumhelye a rp(x) függvénynek,

,L Lz', z,.] szakaszon, Tekintsük ugyanis az egyváltozós

ip(,l.) = q;[ki;r + (1 - Jc) z"]

t'üggvónyt. Ekkor, némi Hzámolássa,I:

d'lf! = Jc(3r - (1 - Jc) rx,. 
dJc 

d2'1fJ = rxr + (3". 
s» 

M d1p O [ l T 1 ' . . , t ível a.'> 0, ha (3' < 0, akkor - < a 0, l] szakaszon. ehát mmunuma •
= d?, 

a A. = I, z = i,r = z1+1 helyen veszi fel. (2. lépés a) eset.) Ha viszont /3' > 0,

akkor d
21

P > 0, így IJl(A) a, minimumát ott veszi fol, ahol d'lfJ eltűnik, azaz a
dJc2 dA 

)_ = rxr , z = zr+J helyen. Mindkét esetben
'Xr + 13r 
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(21) rp (x'+i) S: rp(x), ha z E [zr, z'] 
8° Következik annak bizonyítása,2 hogy az algoritmus előállít egy, az opti­

mális megoldáshoz konvergáló pontsorozatot. Tekintve, hogy L korlátos,
rp(x) alulról korlátos L-en, tehát a monoton csökkenő rp(x') sorozatnak van véges
határértéke. Legyen

w = lim rp(x').
r-e-co 

Ekkor azonban tt {z'} sorozatnak van konvergens részsorozata (ennek index­
halmazát jelölje R), ügy, hogy

z'-+ Z EL, ha, r ER, r -• =
és rp(z) = (J) 

Bebizonyítjuk, hogy w a célfüggvény minimuma és z egy optimális meg­
oldás. E célból válasszunk ki R-ből egy olyan k réazhalmazt., hogy

;.;~----+ z, ha r E il és z' = z minden r E é.,« 

Ilyen Íl részhalmaz létezik, mivel L csúcspontjainak száma véges, tehát
l.egalább egyikük a z' sorozatban végtelen sokszor ismétlődik. Egy ilyet jelöl­
tünk z-vel. 
Következésképp ?; optimális megoldása minden f,P(r)-nek, ha r E Í?, azaz 

(:t·-x)'(Cx,. + p) ~ 0, minden r E 1~, ::.; E L-re,

és ha zT -► z:
(22) (x-x)'(Cx + p) ~ 0, 

Legyen most 8, r E Ú és s > r. l~kkor (20) miatt

(23) 

és (21) miatt

(24) 

(23) és (24)-ből:

minden z E L-re.

rp(x5) :::;;; rp(x'+l) < rp(x') 

rp(x'+1) S: rp[).x + (1 -- ).) x'']. ha o::;; ). :s:; 1. 

<p[).x + (l-A) x'] :2: rp(x5), ha O :S:). _:s;; 1,

<)S így 

<p [E+ (l - A) x'] - rp(x') , rp(x5
) - rp(x') 

). ~- -~-- ha O <). :S:: l.

Ha most r é1:, s tarf ft + =-he½, akkor x' és xs tart x-hez, tehát

rp[).x-f-(1-.A.)x]-rp(x) ~O, ha ü<).<J.
). 

'Vö. [:l]
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}, -+ 0 határátmenettel

(25)

(22) és (25)-ből

(x - x) 'v<p(x) = (x -- x)' (Ox+ p) > o 

(x - x)'(Ox + p) > o minden z E L-re. 

Tehát a 4. korollárium értelmében x optimális megoldása QP-nek, hacsak
x # 0. Ez a feltétel azonban fennáll, hiszen

<p(X) < <p(X1) _::::;: 0.

3. Két példa 

Példa FRANK és WOLFE módszerére 

Minimáljuk a
1 

cp(X1, X2, X3) = - 2 [(x1)2 + 4xl X2 + 14X1 X3] - 50xl

függvényt a következő feltételek mellett

2x1 + X2 + x3;;;;;;; 16

X2 + 2x3 :S: 12 \

Xi, x2, x3 < 0 

A célfüggvény nyilván nem konvex, de az 1. tételt alkalmazva belátható,
hogy x1, x2, x3 2 O-ra kvázikonvex. Irreleváns változót nem tartalmaz. A meg­
engedett halmaz korlátos és így a FRANK-WOLFE algoritmus alkalmazható.
Az eljárás egyes lépéseiben kapott megoldásokat az alábbi táblázat tartalmazza:

x, x, I ~'"•_I_ :i:1 x, :i, a r, q;(x) 

0 2 12 0
1 2 12 0 8. 0 0 408 -156 -150
2 8 0 0 5 0 6 162 SJ. -432
3 6 0 4 8 0 0 0 -486

gz esetben tehát az eljárás véges számú lépésben eljutott az optimális [6, 0, 4]
megoldáshoz.

Ellenpélda WOLFE módszeréhez 

WOLFE [12] véges algoritmust adott a konvex kvadratikus programozási
feladat megoldására. Ez azon alapszik, hogy az

Ax= b 
Ox+ Au+ p :;2; 0 

. x :2; 0, u előjelben nem korlátozott
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föltételekkel meghatározott poliódrikus halmaz olyan csúcspont.ja.i, amelyek
kielégítik az

x'O x + p'« + b'u = ()
komplementaritási föltételt, eg_vben megoldásai 11

min {<p(x) = : x'Ox + p'x JA'.!· = b, x > 0} progrtimozási feladatnak is. J£zért

mesterséges változók bevezetésével és a IJ[izisb:t való belépés sza.bályainuk
olyan korlátozúsáva.l, amely ,t komplcmontaritési feltétel állandó kielégítésöt
biztosítja, szimplex módszerrel mcgolja a feladatot. Ugyanezek :.1 KUHN 
Tucnan-fcitétclck szükségesek és elégségesek az g,i-on k váxikonvcx kvadrati­
kus függvöny m inimúlásá.n, j,-; (lásd [I] l. tétel). h,1 az x--= 0 pontot k izárjuk.
fi:nnok ellenére \Vol íc módszere a kváz ikonvcx esetben nem biz toaitja e feladat
megoldását, A továbbinkhan :t módszert isrncrtuck tételezzük fol, ,1z eredeti
publikációból VO::i87.ük n jelölésmódot Ó8 ,1 ,,riivid. for·rnát" u.lkalmazzuk." .Az
ellenpélda az előbbi példától csak abban különbözik, hogv n eólf'üggvény
lineáris tagj:H elhagyjuk éf, a korlátozó feltételekben cgyenl(5sógct írunk nl{í.
Az így keletkező

rnin {- t [(xY+'±'.t:1:i:·z-t- l4::c1xJ J 2:c1+x2+2:3+ lG; :.c2-/-2::ra = 12;2:1,::r2,x:1 ~ 0}

Ioludat optimális megoldása [5, 0, G] é;-; tl cc\lf'üggvény minimuma (-222,5).
Az induló táblázat:

I 
bv. I 

bcizis fa'téke I x, x, x, 

)(;
12

2 
0 

l
2 

Zt () -I --2 - 7 --1 
Z2 0 -2 () 0 --l 
Z3 () -7 () () --1 

2 0 
l l 
l 2

házi~ 
b v. 

I I értéke X1 x~ X:i v, v~ v, :t,L "':i ''•s 11, 11,

I 
I x, 2 () -- 1/2

xt J 2 I 0 l 2
I_ 

·>(; -1 I 
z, () () - 7/2 -J I I ' 2 ()

7.:! I -" I () I) -I -1 l I
'1.3 I ,J II I) -- 7/2 -·-1 J 2 

3 Ezt lehetővé tosz i, hogy JJÓlrliinkban r> = 0.
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Itt u1 és il2 előjelben nem korlátozott Lagra.nge-szorzók, ·w1 és w2 pedig mester­
séges változók. Ezeket x1 és x2 változókkal felcserélve a következő, megenge­
dett táblát kapjuk:
A két utolsó oszlopot, mint feleslegest elhagytuk és így fogunk tenni a további­
akhan az Ui, il2 előjelben nem korlátozott (bázis) változóknak megfelelő sorok­
kal és oszlopokkal is. Most ugyanis (z1 + z2 + z3)_-at minimáljuk és e célból .-z1
ill. z2 helyett 'U1 és ii2 lesznek a bázisváltozók, !gy a következő táblázathoz
jutunk:

bázis 
I 

bv. 

I értéke X1 Xz x, v, y'.! v, '1.1 7,:! z;J 

----

Xl 2 I l. () - -1/2
X2 12 I (/ J 2 0 0 
-----

19 0
13

2 
1 --2z 0 -1 l~ 4 2 2

-- -

Hl
13 l l

-3 0 (j 2 -1 (J

4 2 2

Jtt v2 a WOLFE-algoritmus szabálya. szerint nem vonható be a bázisba, mivel
x2 bázis változó, a többi változó bevonása pedig vagy a J; z1 célfüggvény növe­
kedéséhez vagy meg nem engedett megoldáshoz vezetne. Az algoritmus tehát
megáll, mielőtt l,'z1 = O-t, illetőleg az optimális megoldást elértük volna.
Az utolsó táblázatban szereplő [2, 12, OJ megoldáshoz tartozó függvény­
érték: (-50).

(Beérkezett: l 9G9. augusztus 5.) 
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QUADRATIC PROGRAMMING WITH QUASICONVEX OBJECTIVE FUNCTION

The linearly construined quadra.tic programming problem can be solved by the method
of !".RANK ami WOLFE not only if the objective function is convex but also if it is only
quaaioonvex in the nonnegative ortha.nt.

In the proof of the con vergenco of the algorithm (Chap. 2) some properties of the men tio­
ued class of functions 'ind application, these properties are also discussed here at first
(Chap. l).An example illustrates the application of the method and an other shows that
WOJ.FE's quadratic simplex method is inappropriate for this kind of problems. (Chap. 3.)

l{BA)lPATML!HOE CTPOfPAMMv!POBAHME ílPvl IlOMOLl..(H l-{BA311BblnYI{JIOC1
UEJIEBOH <J:JYHl{Uvlvl

3al(aLJél l(Bal(paTH<JHOfO nprpaaaupouanun C JIHHÚÍH6IMM yCJIODH,lMH 1(31( orpa1m•1CHII51MH 
MOJ-KCT 66116 peurcua MeTOAOM ct>pa1ma H B0116(lie He TOJI61CO B cny-iac B6my101olí 1.1c11eBoi1 
qiy1-Il(l(HH, HO Ii CCJJH ucnenan ljJyHI(l.\H)I YIBJIH€TC5I J(!),13MllblllYIUIOj:J 8 HCOTpm,aTCJ16HOM OpTC. 

4T06bI ).(Ol(33é1Tb tcouacprcuumo 3Jil'Ol)HTMi.l (rnana 2), anrop HCJJ0Jlb3yCT HCJCOT0p61C Cl1Cl(H­ 
tj:Jw1ccl(HC qepTbl PilCCMaTpHDaCMOl'O tcnacca (py11I(lllIH, 113Jléll'aCMb[C T3[0I(C nncpnue B r~aHJ-IOH 
CTaTLC (rnaua 1). TTp11MCHCH!IC MeTO!(a J'IJ)C/.(CTa111meTC}l na npnwepe, 1-1<1 rwyroM )I(C npuvepc 
[101G.l3bIBaCTC>i, 'ITO MCTOJ~ 1(133/WaTHLIIIOro Cl1Mr1J1Cl(CHO!'O nporpaaaaposauan Bom,ljJC uenpuro­ 
J~NI i\Jl5l pciucnast rarcor-o pona 11po611eM (rnana 3).


