SzZABO ZOLTAN

CPM /TIME-algoritmusok

korlatozott kapacitasok esetén

Bevezetés

A halotervezési modszerck koziil legismertebb és legelterjedtebb a kritikus
it modszere, a CPM/TIME. Tekintsiik at roviden e mddszert.

Az egy kezdi- és egy végponttal rend :lkezd, iranyitott, kordatmentes, véges
graf (halézat) minden ivéhez (tevékenyséuzéhez) hozziarendeliink egy nem nega-
tiv szamot, a tevékenység idGtartamat. Kzek segitségével a esomdépontokhoz
(eseményekhez) hozzarendelhetjiik a legkorabbi és a legkésdbbi bekovetkezdési
idéket a kovetkezdképpen. :

Az altalinossag megszoritiasa nélkil feltehetjiik, hogy a kezdd eseménynek
a legkorabbi bekovetkezési ideje zérus. Tetszileges @ esemény legkorabbi he-
kivetkezési ideje a kezdd eseménybdl az i-be érkezd utak hildtervezési érte-
lemben vett (azaz a tevdkenységek idGtartamainak osszegeként képzett) hosz-
szainak maximuma. A hialdzat befejezd eseményének legkoriabbi bekovetkezdsi
idejét a halozat teljes tervezési idejének nevezziik, s A-val jeloljiik. Tetszdleges
J esemény legkésGbbi bekovetkezdési ideje a A-nak és a j-bdl a befejezs esemény-
be érkezé leghosszabb (t hosszanak a kiilonhsége.

Minden tevékenységhez két esemény (a tevékenysée kezdd és befejezo ese
ménye), igy négy idépont tartozik: a legkordbbi és legkésGbbi kezddés, vala
mint a legkoribbi és legkdésabbi befejezés idGpontjai. A tevékenység idGtarta-
I¢ka a legkorabbi és a legkésGbbi kezddsi idGpontok kiilonbsége. A kezd§ ese
ményhdl a végesemdénybe vezetd utak leghosszabbikat (ha tobh van, gy ezek
mindegyikét) kritikus itnak nevezziik. A kritikus Gt hossza nyilvin 4. Az is
ismeretes, hogy a kritikus 1t tevékenységeinek és esnk ezeknek az idGtartalé
kuk zérus. A CPM[TIME algoritmusok kiszimitjik a tevékenységekhez tar
tozd négy idépontot, és megjelolik a kritikus Gt tevékenységeit.

A talterhelési probléma megfogalmazasa

A termelésben gyakran elGfordul, hogy tobh azonos tipusa miiveletet (tevé
kenységet) kell egyiddben elvégezni, mint amennyi a rendelkezésre 4llo ter
melési erdforrasok (kapacitasok) segitségével elvégezhetd. ;(H:Lpl’t,suk meg, mely
miiveleteket hagvjuk késGbbre és mennyivel, hogy a végtermcék elGallitisa
minél kisebb mértékben kdssen.

Operdciokutatisi terminologiiban a kovetkezéképpen fogalmazzuk meg a
problémit. Legyen adva egy fent definidlt haldzat, tevékenységi idGtartamok
kal elidtva. A tevékenységek osztalyat diszjunkt csoportokra, Un. azonos
kapacitist terhels (roviden azonos) teviékenység-csoportokra osztjuk. Minden
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csoporthoz tartozzon egy ¢ = 1 természetes szdm, a kapacitds mértéke, mely
azt mutatja meg, hogy legfeljebb hany tcvekcnyserr végezhets egyiddben.
Amennyiben van olyan tevékenység-csoport, melyhdl kl\/alaSLthdtO c+p
(p > 0) szdmu tevékenység gy, hogy legkorabbi kezdési és legkés6bbi be-
fejezési idGpontjaik dltal alkotott iddintervallumaik I metszetének mértéke
pozitiv, akkor tdlterhelésrdl beszélink. Nem okoz zavart, ha a tevékenység
idGintervallumat roviden tevékenységnek is nevezziik. Az I intervallumot tul-
terhelési helynek nevezziik. A dolgozatban olyan algoritmusokat adunk meg,
melyek a halézat tdalterheléseit megszuntctll\.

A késébbiekben a kovetkezd fogalmakra lesz sziikségiink.

A tevékenység felezGpontja a 1(‘”1(()]‘1')])1 kezdés és a legkésGbbi befejezés
szamtani ]\ozepo. ,

A tevékenység Iényeges része az idGintervallumnak és az idGtartaléknak a
kiilonbsége.

Két tevékenység idGtartalékaival metsz egymadsba, ha a kozos metszet nem
nagyobh egyik tevékenység idStartalékdndl sem.

Egyik tevékenység idGtartalékival metsz a misik tevékenység lényeges
részébe, ha a kozos metszet kisebb az egyik tevékenység idGtartalékandl, de
nagyobb a maisikénal.

Két tevékenység lényeges részeivel metsz egymdasba, ha a kizios metszet
mindkét tevékenység idGtartalékandl nagyobb.

Egyik tevékenység balrdl (jobbrdl) metsz a mésik tevékenységbe, ha a két
tevékenység egymisba metsz, és az el6bbi tevékenység felezGpontja nem na-
gyobb (nem kisebb) az utdbbiéndl.

Az A teviékenység megelzi a B t(\,\'(’*konvs(xgct (A balra van B-t6l),
ha A végpontjibol a hdlézat élei mentén az iranyitisnak megfelelGen ha-
ladva, elérhetiink B kezdGpontjiba. Ekkor B koveti az A-t (B jobbra van
A-t6l).

Az A tevékenységet jobbra (balra) toljuk, ha legkordbbi vagy legkésébbi
idépontjait egyenld mértékben noveljiik (esokkentjiik).

Az algoritmus

A hidlozatra végezzik el a CPM[TIME algoritmust, azaz a tevékenységek-
hez tartozé négy idGpontot szamitsuk ki. Menjiink a 2. ponthoz.

2. Keressiik meg a tilterhelési helyeket. Ha ilyen nines, menjiink a 8. pont-
hoz, kiilonben menjiink a 3. ponthoz.

3. A tulterhelési helyek baloldali végpontjaik koziil a legkisebbikhez (ha
tobb van, ezck barmelyikéhez) tartozo talterhelési hellyel menjiink a 4. pont-
hoz.

A tilterhelésbe belejitszo tevékenységeket allitsuk legkorabbi kezdési
idGpontjaik szerint novekvs nagysag szerinti sorrendbe, és az elsé ¢ -~ 1 szamu
tevékenységgel menjiink az 5. ponthoz.

5. Ha van két olyan tevékenység, melyek csak i(l(it:u-t:blél\'uikkatl metszenek
egymisba, menjiink a 7. ponthoz.

Ha van két olyan tevékenység, melyek egyike idGtartalékaval metsz a masik
tevékenység lényeges részébe, menjimk a 6. ponthoz.

Vilasszuk ki a tevékenységek legkésdbbi kezdései koziil a legnagyobbikat
(¢;) és a misodik legnagyobbat (1,). tovibba a legkorabbi hefejezési idépontok

I~
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koziil a legkisebbet (7)) és a mdsodik legkisebbet (7). Ha ¢; és T| ugyanazon
tevékenységhez tartoznak, akkor vegyiik
m =min (T, — t,, 1}, ~ ¢,)-hoz tartozé T, ill. ¢

idépontokat, s jeloljiik 7', ill. /-vel; kiilonben ¢, =, T\ =1T'. A t-hez tartozo A
tevékenység legkordbbi és legkésGbbi kezdési idGpontjat toljuk el 7" idGpontba.
Ezaltal az A-val kozos uton, A-t6l jobbra esd tevékenységek kezdési idépontjai
rendre egy-egy kozos pontba, jobbra eltolédnak, és keletkezik egy A-t kozvet-
leniil megel6zG un. viarakozasi (vagy id6-) tevékenység (time-activity). A T-hez
tartozé B tevékenység legkésébbi idGpontjait pedig toljuk el balra az idGtarta-
6k mértékével, midltal a B-t6l balea levd, vele azonos Gton fekvs tevékenysé-
cek legkésGbbi idGpontjai is balra tolédnak. Keletkezik a B tevékenysdget
kozvetleniil kovets varakozdsi tevékenység. Menjiink a 2. ponthoz.

6. Ha van olyan A tevékenység, melynek idGtartaléka balrél metsz egy te-
vékenység lényeges részébe, akkor a lényeges részbe torténé metszés mérté-
kével balra toljuk az A tevékenység legkésébbi idSpontjait (ezdltal A-t6l balra
levi tevékenységeknél is ugyanez torténik), és az A-tél jobbra most is fellép
egy varakozasi tevékenység. Menjiink a 7. ponthoz.

Kivalasztjuk azokat a tevékenységeket, melyeknek idGtartalékai metsze-
nek mas tevékenységek lényeges részeibe. Ezek koziil kivalasztjuk azt a tevé-
kenységet, melynek id6tartalékabol a metszetet elvéve, a legnagyobb maradék-
idstartalékhoz jutunk. Ezen tevékenység legkorabbi idpontjait jobbra toljuk
a metszet mértékével (midltal elGtte egy varakozisi tevékenység keletkezik),
és a t6le jobbra all6 tevékenységek is jobbra tolédnak. Menjiink a 7. ponthoz.

7. A balrél metszi tevékenységek koziil kivdlasztjulk azt, amelyiknek id6-
tartalékabol kivonva a metszet-intervallumot, a legnagyobb idGtartalék marad.
Fzen tevékenységnek a legkésébbi idGpontjait a metszet mértékével bil][:él
toljuk (midltal a téle balra 1évi tevékenységekkel is ugyanez torténik). Itt is
keletkezett egy véarakozisi tevékenység., Menjiink a 2. ponthoz.

8. Lépjink ki az algoritmusbdl.

1. Megjegyzis

Nyilvanvald, hogy a talterhelések megszimtetésének egyetlen modja a tevé-
kenységek idébeli eltolisa. Szimmetriai okokbdl azonban vildgos, hogy két
tevékenység vizsgilata esetén az egyik tevékenységet ugyanannyival kell elGre-
tolni, mint a masikat hatratolni, azaz az eldre- és hitratolds a teljes tervezdsi
idé szempontjabol equivalens. Lényeges részek metszése esetén azonban esak
a hatratolis alkalmazhaté, ugyanis elGretolds alkalmaval a talterhelési helytdl
balra felléphetne djabb tialterhelés, ami azt eredményezheti, hogy az eljiras
végtelen ciklusba ugrik. Idgtartalékok esokkentése esetén természetesen mind-
két eltolas alkalmazhatd, hiszen ekkor ajabb tidlterhelés nem léphet fel a te-
vékenységek idGintervallumainak csokkendse miatt.

1. Tétel: A tilterhelési hely jobb oldali végpontjatsl balra az algoritmus fo-
lyamén nem 1ép fel tjabb tulterhelés.

Bizonyitds :

A halézattal, a tevékenységekkel az algoritmus folyamén a kivetkezdk tor
ténhetnek:
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a) A thlterhelésbe belejitszé egyik tevékenységnek és a téle balra (kovet-
kezésképpen -a tulterhelési helytl még inkdbb balra) levé néhany tevékeny-
ségnek a legkésdbbi id6pontja balra tolédik (legfeljebb a megfelelS legkorabbi
idGpontig), midltal az emlitett tevékenységek idSintervallumainak jobboldali
végpontjai nem novekednek. Tehdt ekkor nem Iép fel Gjabb tdlterhelés.

b) A talterhelésbe belejitszé egyik tevékenység legkordbbi idSpontjai
vagy legkésébbi idSpontjai (esetleg minden idGpontja) jobbra tolédik, midltal
felléps tijabb talterhelési hely baloldali végpontja nem lehet balra az emlitett
tevékenység eredeti jobboldali végpontjatol, annal inkabb nem lehet balra az
eredeti tulterhelési hely jobboldali végpontjatol.

c) A talterhelési helybe belejitsz6 egyik tevékenységtol jobbra (tehdt a til-
terhelési hely jobboldali P végpontjatol még inkdabb jobbra) levd tevékenységek
jobbra eltolédnak. Ezédltal a P ponttdl balra természetesen nem lép fel tualter-
helés.

d) Varakozdsi tevékenységek keletkeznek, melyek egyetlen azonos kapaci-
tast terhel§ tevékenység-csoportba sem tartoznak, kovetkezésképpen nem
okoznak ujabb tulterhelést.

A fenti meggondolédsokbdl a tétel igazsiga kovetkezik.

1. Koveltkezmény

Eljarasunk lépéseinek véges voltabdl, a halézat, a tilterhelések végességébdl
az 1. tétel felhaszndldsdval azt kapjuk, hogy az eljards minden tulterhelést
megsziintet (balrdl jobbra haladva, amit az eljirds 4. pontja biztosit). Kovet-
kezésképpen eljardsunk nem ugorhat végtelen ciklusba, tehat algoritmus.

2. Megjegyzés

Az algoritmus folyamdn keletkez$ virakozdsi tevékenységeket nem adhat-
juk hozz& sem az elGtte, sem az utdna all6 tevékenységek idStartalékaihoz,
ugyanis ellenkezd esetben az eljirds végtelen ciklusba ugorhatna. Ugyanezen
ok miatt nem végezhets el egyik tevékenységeltolds utdn sem a CPM[/TIME
algoritmus. Pontosabban mondva, ha egy tevékenységet jobbra (balra) eltolunk,
Ggy az eltoldst esak az 6t kovets (megeldzd) tevékenységekre kell elvégezni.
A vég- (kezdd-) esemény megvéltozott idépontjai szerint nem szabad a fenn-
maradé tevékenységek idGpontjait is megvaltoztatni, mert kiilonben ugyanaz
a tulterhelés Gjra felléphet, vagy mds, Gjra fellépd thlterhelés miatt ugrik az
eljardas végtelen ciklusba.

2. Tétel

Az algoritmus 5. pontjinak egyszeri alkalmazdsa a teljes tervezési idét a
lehetd legkisebb mértékben noveli meg.

Bizonyitds

Vildgos, hogy az 5. pont alatti eljiras egyszeri elvégzésekor a teljes tervezési
id6 a (T ¢) idGtartam mértékével novekszik meg. A (T - t) konstrukei6ja-
b6l kivetkezik, hogy a (¢ + 1) szamt tevékenység koziil barmelyik ketts 1é-
nyeges részeinek metszete nem kisebb (7' - ¢)-nél. Tehdt a tdlterhelés megsziin-
tetésére iranyuld, 5. pontban leirt eltolds minimadlis, (7' - ¢) mértékben néveli
meg a teljes tervezési iddt.
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(Az 1. megjegyzés alapjan a teljes tervezési id6 novekedése a halézat be-
fejez6 eseménye bekovetkezési idejének (7' — ¢) mértékben torténd késése at-
jan valdsul meg az algoritmus minden olyan szakaszaban, amikor az 5. pont
alatti eljarast alkalmazzuk.)

3. Megjegyzés

Hélézatunk altalanositasa a CPM rendszerben targyalt halozatoknak. Utob-
biak ugyanis az el6bbieknek olyan specidlis esetei, amikor nincs talterhelés,
vagy egész egyszeriien minden tevékenység-csoportnal ¢ majordlja a tevékeny-

3

ségek szamat.

1. Megjegyzés

Bir algoritmusunk a talterheléseket oly médon sziinteti meg, hogy az 5.
pont egyszeri alkalmazdsa esetén 2 minimalis mértékben novekszik meg, még-
sem tarthat igényt az ,,optimilis” elnevezésre. Ennek oka az, hogy az egyik
talterhelés megsziintetése hatdssal lehet az illetd talterhelési helytél jobbra
levé tulterhelésekre.

Ezt a hidnyossigot igyekszik csokkenteni az algoritmus kovetkez6 médosi-
tasa.

Mivel a teljes tervezési idG csak olyan talterhelések megsziintetésekor ni-
vekszik, melyek a tevékenységek Iényeges részeinek egymdsba metszése atjan
allnak eld, az algoritmust csak ilyen esetben médositjuk. K eélbél sziikségiink
lesz a csokkendési és a novekeddsi mérték fogalmdira

Ha egy A tevékenységet lényeges részével jobbra eltolunk, az A-tdl jobb-
ra léve teviékenyséeek is eltolédnak. Ezek az eltolodasok hatissal lehetnek
a tulterhelésekre: kevesebb vagy tobb azonos idében iitemezett tevékenység
keriilhet a talterhelésekbe. Tulterhelési esokkendési (ill. novekedési) mérték-
nek nevezziik valamely A tevékenységnek, és eziltal az A-tél jobbra 1évG
tevékenységeknek lényeges résszel torténd eltolisakor fellépé talterhelés-csok-
kenések (ill. talterhe [és-nivekeddsek) hossz-osszegét az Osszes tevékenység-
csoportokra vonatkozoan.

Y Az algoritmus modositasa

Az olyan tuilterheléseket, melyeket idGtartalékok metszeteként kaptunk,
eredeti algoritmusunk szerint sziintetjitk meg. A lényeges részek egymédsba
metszése thltl keletkezett tulterhelési helyeket baloldali végpontjaik novekvd
nagysagi sorrendje szerint rendezziik sorba. Az elsé tulterhelést (ha tobb ilyen
van, ugy mindegyiket) vizsgalat ald vessziik. Megnézziik, hogy ezen talterhe-
lésbe (1ll ezen tlllt(lhc](,bl‘l\l)() belejiatszo tevékenységek olyan jobbra toldsai,
melyek a talterhelésbdl a t(:V(l(cnys(-,g(rkot s kiszabaditjak”, milyen mértékii
talterhelési esokkendst és novekeddést idéznek el a tevékenység-csoportok
osszességében. Azt a tevékenységeltolast alkalmazzuk, melynél a

(1 tultCl‘llLlLSI csokkendsi mérték — tultuhclvm nuvckulwl mérték

az eltolds mérteke
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kifejezés maximalis. (Ha tobb ilyen van, tgy ezek koziil azt alkalmazzuk.
melynél az eltolds mértéke a legklsebb)
Kzt az eljardst addig folytatjuk, mig a tulterhelések meg nem sziinnek.

3. Megjegyzés

Kénnyen belathato, hogy a mddositott eljairés is algoritmus, hiszen a tevé-
kenységek, wy a tilterhelések szdma is véges, tovabbd az 1. tétel ebben az
esetben is érvényes.

Megjegyzés

Modositott cljz'mhunknak az eredeti, altalunk megadott algoritmus speciélis
esete abban az értelemben, hogy ott az (1) kifejezés maximalizilisa csupan a
pillanatnyilag tekintetbe vett talterhelésbe belejatszé tevékenységekre vo-
natkozott.

7. Megjegyats

A mddositott modellben lehetdség van arra is, hogy a kiilonboz6 tevékeny -
ség-csoportok esetén a tulterhelési n()vckc(losl (és csokkenési) mértékeket az
(1) kifejezésben sulyozva vegyiik figyelembe.

Krre sziikség lehet, ha

a) a talterhelések koziil néhanyat elhanyagolunk, masokat a leggyorsabban
meg kell sziintetniink (ugyanannak a halézatnak mas-mas idGszakban torténd
iitemezdse esetén);

h) a talterheléscket fontossdgi sorrendjiik szerint vessziik figyelembe;

¢) a kapacitisok sztochasztikus jellegflick. '

Kz nagymdértéki dltalinositisa a modositott modellnek is.

Lehetdség van tovabba arra is, hogy a novekedési (esokkenési) mértékek
idé fiiggvénycéhen is sulyozva ]mfv('mk [rre tobb, egymastol fiiggetlen halo-
zat esctén lehet sziikség, ha néhdny haldzat hataridds termékelGallitasra vo-
natkozik.

( Beérkezett: 1969. 1. 7.)
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THE CPM/TIME ALGORITHM IN THE CASE OF LIMITED SOURCES

The paper generalizes the CPM/TIME network planning (i.e. eritical path) method in
the following manner:

It is assumed that in the case of the various types of activity groups the sources and
capacities are limited. The author gives an algorithim which carries out scheduling, with
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due regard to the source constraints, in an optimal manner, in the sense that the final
event occurs at the earliest point in time. Following the CPM/TIME scheduling carried
out without taking into account the source constraints, the algorithm modifies the time
points of the events in a way that the number of activities scheduled for the same time
should not exceed the given constraint in the case of any activity group (relying on the
same source). The author then proves the finite and optimal character of the algorithm

AJITOPHUTM CETEBOI'O IJIAHMPOBAHMWS (CPM/TIME) B CJIYUAE
OI'PAHHUYEHHDbIX PECYPCOB

B crarbe jaercsi oiee NPUMEHEHHE METoIa CCTeBOro rmianuposanust B cucreme CPM/TIME
(T0 eCTb METOAA KPHTHUYCCKOTO MYTH). ABTOP NPEANOIATACT IPH 9TOM, YTO B OTHOWEHHH JICsI-
TEJLHOCTEH PA3JHYHOI0 THIA MMEIOTCS OrPAHHYCHHBIC pecypent, mouHocT. OH npeacrasisier
QJrOPHTM, IPH TOMOLH KOTOPOr0 € YUeTOM PECYpPCOB KAk OrpAHHYCHUIT MOMCHO TOJYUHTL
ONTUMAJIbHBIH ceTeBoii rpaduik ¢ nanbosee GAU3KHM CPOKOM KOHEYHOI0 COOBITHS. ANrOPHTMOM
CcpokH CcoOBITHH ceTeBOro rpadua, nosyuaemoro npu nomomu meroga CPM/TIME 6e3 yuera
PECYPCOB KAK OFpPaHHYCHHH, KOPPEKTHPYIOTCS TaKHM 00pa3oMm, 4T0OBI KOJIHUECTBO JESATEIIh-
HOCTEH, NPHXOASIIMXCST HA TOT Y€ OTPE30K BPEMEHH, HE IPEBHIIAJIO 3a/JAHHBIC O PAHHYUCHMS
HH 110 0JIHOI TPYMIe JAesITeabHOCTEH (MCIONL3YIOIMX TOXJICCTBCHHBIE pecypenl). Tlocsie aToro
ABTOP [A0KA3bIBAET KOHEYHOMEPHOCTH H ONTHMAJILHOCTL AJIFOPHTMA.



