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CPM/TIME-a1goritmusok 
korlátozott kapacitások esetén 

Bevezetés 

A hálótervezési módszerek közül lcgiamertcbb és legelterjedtebb a kritikus
ú d módszere, a CP.M/TIME. Tekintsük át röviden e módszert.

Az egy kezdő- és egy végponttn,] rendelkező, irányított, körútrnentcs, véges
gráf (hálózat) minden ívéhez (tovékeny;égólwz) hozzárondclünk egy nem nega
tív számot, a tevékenység időtruta.rrui.t. l~zek scgitségévol a csomópontokhoz
(eseményekhez) hozzá.rendelhetjük ,L legkorábbi és n legkésóbhi bekövetkezési
időket a következőképpen.

Az általánosság megszorítása nólkül feltehetjük, hogy ,t kezdő eseménynek
,L legkorábbi bekövetkezési ideje zérus. Tetszőleges i esemény legkorábbi be
követkozési ideje a kezdő eseményből az i-1,e érkező utak hálótervczéai érte
lcrnben vett (axaz a tevékenységek idötartarnu.innk összegeként képzett) hosz
szainak maximuma. A liálówt befejező eseményének legkorábbi bekövetkezési
idejét a hálózat teljes tervezési idejének nevezzük, s Jc-vnl jelöljük. Tetszölegc»
j esemény legkésőbbi bckövot.kczéai ideje a .1c-nak és aj-b61 a befejező cseruóny
he érkező leghosszabb út hossz.i.nu.k a ki.ilönhi:;ége.

Minden tovékenységhoz két esemény (a tevékenység kezdő é:, bofojező i Oyt 

rnénye), így négy időpont tartoz ik: n, Icgkorúbbi és legkésőbbi kezdés, vala
m int a legkorábbi és legké.-;c'íbbi. befejezés id(ípontjai. A tevékenység időtarta
lóka a legkorábbi é8 a Icgkésóbbi kezdési időpontok különbsége. A kezdő e;.;e
ményből a végcsomőnybo vezető utak lcgl1088zabJ,ikát C3X több van, úgy ezek
mindegyikét) kritikus útnak nevezzük. P kri tikus 1'1t hossza nyilván k Az iB
ismeretes, hogv a kritikus út tevékenységeinek és csuk ezeknek az időtarte.lé
kuk zérus. A CPM/TJM E algori.trnu8ok kis7,,irnítj{dc a tcvőkcnyaégekhcz tn.r
tozó nég~r időpontot. 6s megjelölik L, kr-itiku« ú d tovékcnvségoit.

A túlterhelési probléma megfogalmazása 

.-\ termelésben gy,Lkrnn olófordul, hogy tiiiJli azonos típusú műveletet (tevé
kenységet) kell egy.iclfílwn elvégezni, mint u.mcnny i L, rendelkezésre á KzCz ter
melési eróforrások (lrn,pnc·itú;.;ok) BogítBógével elvégezheW. J\lhpítsuk rncg, rneh·
műveleteket hagyjuk ké;.;6bl1ro yg0 n1onnyivd, hogy a \'C'gtermék nl(í;'dlít,í.,-m
minél kiHebb mértéklJen kés:-;en.

Oper[iciókutatási terrninolögi(dmn a kiivetkezőképpen fogcdrnazzuk meg ,L

problém{tt. Legyen advn egy font <lefini[dt húlózat, tevékenységi időtartamok
kal ellátva. A tevékenységek osztályát diszjunkt csoportokra, ún. azono8
lrnpaeitást terhelíí (röviden :czonos) tcvékenység-esoportokrn osztjuk. Minden
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csoporthoz tartozzon egy e > 1 természetes szám, a kapacitás mértéke, mely
azt mutatja meg, hogy legfeljebb hány tevékenység végezhető egyidőben.
Amennyiben van olyan tevékenység-csoport, melyből kiválasztható e ' p 
)p > 1H számú tevékenység úgy, hogy legkorábbi kezdési és legkésőbbi be
fejezési időpontjaik által alkotott idöintervallumaik I metszetének mértéke
pozitív, akkor túlterhelésről beszélünk. Nem okoz zavart, ha a tevékenység
időintervallumát röviden tevékenységnek is nevezzük. Az I intervallumot túl
terhelési helynek nevezzük. A dolgozatban olyan algoritmusokat adunk meg,
melyek a hálózat túlterheléseit megszüntetik.

A későbbiekben a következő fogalmakra lesz szükségünk.
A tevékenység felezőpontja a legkorábbi kezdés és a legkésőbbi befejezés

számtani közepe.
A tevékenység lényeges része az időintervallumnak és az időtartaléknak a

különbsége.
Két tevékenység idötartalékaival metsz egymásba, ha a közös metszet nem

nagyobb egyik tevékenység időtartalékánál sem. ,
"Egyik tevékenység idótartalékával metsz a másik tevékenység lényeges

részébe, ha a közös metszet kisebb az egyik tevékenység időtartalékánál, de
qXüyö ee a másikénál.

Két tevékenység lényeges részeivel metsz egymásba, ha a közös metszet
mindkét tevékenység idótartalékánál nagyobb.

Egyik tevékenység balról (jobbról) metsz a másik tevékenységbe, ha a két
tevékenység egymásba metsz, és az előbhi tevékenység felezőpontja nem na-
gyobb (nem kisebb) az utóbbiénál. .
Az A tevékenység megelőzi a B tevékenységet (A balra van B-től).

lm A végpontjából a hálózat élei mentén az irány ításnak megfelelően ha
ladva, elérhetünk B lrezdöpontjábu. Ekkor B követi az A-t (B jobbra van
A-tól).

Az A tevékenységet jobbra (balra) toljuk, ha, lcgkorűbbi vn,gy legkésőbbi
idöpontjait egyenlő mértékben növeljük (csökkentjük).

Az algoritmus 

J. A hálózatra végezzük cl a CPM/TIME algoritmust, azaz ,1 tevékenységek
l1ez tartozó négy időpontot számítsuk ki. Menjünk a 2. ponthoz.

2. Keressük meg a túlterhelési helyeket. Ha ilyen nines, menjünk a 8. pont
hoz, különben menjünk a 3. p0nthoz.

3. A túlterhelési helyek ba.loklali végpontjaik közül ,t Iegkiscbbikhez (ha
több van, ezek bármelyikéhez) tartozó tt'.tltcrholé.·i hollvcl menjünk ~t 4. pont
hoz.

4. A túltcrhclésbo belcjátszó tevékenységeket állítsuk legkorábbi kezdési
idöpontja.ik szerint növck vó n.igvság szerinti sorrendbe, és az elsó e ' _l számú
tovékcnységgcl menjünk az 5. ponthoz.

5. Ha van két olyan tevékenység, melyek csak időtartalélrniklrnl metszenek
0gyrnnsLn,, menjünk a 7. ponthoz. ·

Ha van két olyan tevékenység, melyek egyike idótartalékával metsz a másik
tevékenység lényeges részébe, menjünk a 6. ponthoz.

Vá,la,sszuk ki a tevékenységek legkésőbbi kezdésoi közül a, legnagyobbikat
(t1) és fL második legna,gyohhat )f l .- továbbá, a legkorábbi befejezési időpontok
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közül a legkisebbet (I'i) és a második legkisebbet )T i .- Ha t1 és T 1 ugyanazon
tevékenységhez tartoznak, akkor vegyük

I n = min (T1 - t2, '1; - t1)-hoz tartozó 1';, ill. tI 

időpontokat, s jelöljük T, ill. /-vcl; különben tL = t, U, = T. A t-hez tartozó A 
tevékenység legkorábbi és legkésőbbi kezdési időpontját toljuk ol '11 ídőpontbu.
Ezáltal az A-va,l közös úton, A-tól jobbra eső tovókenységek kezdési időpontjai
rendre egy-egy közös pontba, jobbra eltolódnak, és keletkezik egy A-t közvet
lenül megelőző ún. várakozási (vagy idő-) tevékenység (time-activity). A'l'-hcz
tartozó B tevékenység JcgkésőlJbi időpontjnit pedig toljuk el balm az időtarta
lék mértékével, miáltal a B-től balm levő. vele azonos úton fekvő tevékenysé
gek legkésőbbi időpontjai is balra tolódnak. Keletkezik a B tevékenységet
közvetlenül követő várakozúsi tevékenység. Menjünk a 2. ponthoz.

6. Ha van olyan A tevékenység, melynek időtartaléka balról metsz egy te
vékenység lényeges részébe, akkor a lényeges részbe történő met8ZÓR mérté
kével balra toljuk az A tevékenység legkésőbbi időpontjait (ezáltal A-tól balra,
levő tevékenységeknél is ugyanez történik), és az A-tól jobbra most is fellép
egy várakozási tevékenység. Menjünk a 7. ponthoz.

Kiválasztjuk azokat a tevékenységeket, melyeknek idötartalókai mctsze
nek más tevékenységek lényeges részeibe. Ezek közül kiválasztjuk azt a tevé
kenységet, melynek időtartalékából a metszetet elvéve, a legnagyobb maradék
időtartalókhoz jutunk. Ezen tevékenység legkorábbi időpontjait jobbra toljuk
a metszet mértékével (miáltal előtte egy várakozási tevékenység keletkezik),
és a tőle jobbra álló tevékenységek is jobbra tolódnak. Menjünk a 7. ponthoz.

7. A balról metszó tevékenységek közül kiválasztjuk azt, amelyiknek idő
tartalékából kivonva a rnctszct-iutervullurnot, a legnagyobb időtartalék marad.
Ezen tevékenységnek a legkésőbbi időpontjait a metszet mértékével balra
toljuk (miáltal a tőle balra lévő tevékenységekkel is ugyanez történik). Jtt is
keletkezett egy várakozási tevékenység. Menjünk a 2. ponthoz.

0h Lépjünk ki az algoritmusból.

1. Megjegyzés 

Nyilvánvaló, hogy a túlterhelések megszüntetésének egyetlen módja a tevé
kenységek időbeli eltolása. Sz immet.riai okokból azonban világos, hogy két
tevékenység vizsgálata esetén az egyik tovékcnységot ugyanannyival kell előre
tolni, mint a másikat hátratolni, azaz a,7. előre- és hátratolás a teljes tervezési
idő szempontjából equivalens. Lényeges részek metszése esetén azonban csal,
a hátratolás alkalmazható, ugyanis elörctolás alkalmával a túlterhelési helytől
balra felléphetne újabb túlterhelés, ami azt eredményezheti, hogy az eljárúR
végtelen ciklusba ugrik. Időtartalékok csökkentése esetén természetesen mind
két eltolás alkalmazható, hiszen ekkor újabb túlterhelé8 nem léphet fol a te
vékenységek idóintervallumamak csökkenése miatt.

l - Tétel: A túlterhelési holy jobb oldali végpontjá.től balra az filgoritmus fo
lyamán nem lép fel újabb túlterhelés.

Bizonyítás: 
A hálózattal, a tevékenységekkel az algoritmus folyamán a következők tör -

ténhetnek:
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a) A túlterhelésbe belejátszó egyik tevékenységnek és a. tőle balra (követ
kezésképpen -a túlterhelési helytől még inkább balra) levő néhány tevékeny
ségnek a legkésőbbi időpontja balra tolódik (legfeljebb a megfelelő legkorábbi
időpontig), miáltal az említett tevékenységek időintervallumainak jobboldali
végpontjai nem növekednek. Tehát ekkor nem lép fel újabb túlterhelés.

b) A túlterhelésbe belejátszó egyik tevékenység legkorábbi időpontjai
vagy legkésf:íbbi időpontjai (esetleg minden időpontja) jobbra tolódik, miáltal
fellépő újabb túlterhelési hely baloldali végpontja nem lehet balra az említett
tevékenység eredeti jobboldali végpontjától, annál inkább nem lehet balra az
eredeti túlterhelési hely jobboldali végpontjától.

e) A túlterhelési helybe belejátszó egyik tevékenységtől jobbra (tehát a túl
terhelési hely jobboldali P végpontjától még inkább jobbra) levő tevékenységek
jobbra eltolódnak. Ezáltal a P ponttól balra természetesen nem )ép fel túlter
helés.
d) Várakozási tevékenységek keletkeznek, melyek egyetlen azonos kapaci

tást terhelő tevékenység-csoportba sem tartoznak, következésképpen nem
okoznak újabb túlterhelést. ' 

A fenti meggondolásokból a tétel igazsága következik.

l. Következmény 

Eljárásunk lépéseinek véges voltából, tl hálózat, a túlterhelések végességéből
az Lh tétel felhasználásával azt kapjuk, hogy az eljárás minden túlterhelést
megszüntet (balról jobbra haladva, amit az eljárás 4. pontja biztosít). Követ
kezésképpen eljárásunk nem ugorhat végtelen ciklusba, tehát algoritmus.

2. Megjegyzés 

Az algoritmus folyamán keletkező várakozási tevékenységeket nem adhat
juk hozzá sem az előtte, sem az utána álló tevékenységek időtartalékaihoz,
ugyanis ellenkező esetben az eljárás végtelen ciklusba ugorhatna. Ugyanezen
ok miatt nem végezhető el egyik tevékenységeltolás után sem a CPM/TIME
algoritmus. Pontosabban mondva, ha egy tevékenységet jobbra (balra) eltolunk,
úgy az eltolást csak az őt követé> (megelözö) tevékenységekre kell elvégezni.
A vég- (kezdő-) esemény megváltozott időpontjai szerint nem szabad a fenn
maradó tevékenységek időpontjait is megváltoztatni, mert különben ugyanaz
a túlterhelés újra felléphet, vagy más, újra fellépő túlterhelés miatt ugrik az
eljárás végtelen ciklusba.

2. 1'étel 
Az algoritmus 5. pontjának egyszeri alkalmazása a teljes tervezési időt a

lehető legkisebb mértékben növeli meg.

Bizonyítás 
Világos, hogy. az 5. pont alatti eljárás egyszeri elvégzésekor a teljes tervezési

idő a (T - t) időtartam mértékével növekszik meg. A (T - t) konstrukoiójá
hól következik, hogy a (e ' 1) számú tevékenység közül bármelyik kettő lé
nyeges részeinek metszete nem kisebb ('/.1 -- t)-nél. Tehát a túlterhelés megszün
tetésére irányuló, 5. pontban leírt eltolás minimális, )T n t) mértékben növeli
meg a teljes tervezési időt,
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(Az 1. megjegyzés alapján a teljes tervezési idő növekedése a hálózat be
fejező eseménye bekövetkezési idejének )T n t . mértékben történő késése út
ján valósul meg az algoritmus minden olyan szakaszában, amikor az 5. pont
alatti eljárást alkalmazzuk.)

3. J.lf egjegyzés 

Hálózatunk általánosítása a i p j rendszerben tárgyalt hálózatoknak. Utób
biak ugyanis az előbbieknek olyan speciális esetei, amikor nincs túlterhelés,
v~gy egé,sz ~gyszerűen minden tevékenység-csoportnál e majorálja a tevékeny
segek számát.

4. Megjegyzés 

Bár algoritmusunk a túltcrheléscket oly módon szünteti meg, hogy az 5.
pont egyszeri alkalmazása esetén ), minimális mértékben növekszik meg, még
sem tarthat igényt az ,,optimális" elnevezésre. Ennek oka az, hogy az egyik
túlterhelés megszüntetése Itatással lehet az illető túlterhelési helytől jobbra
levő túlterhelésekrc. ,

Ezt a hiányosságot .igyekszik csökkenteni az algoritmus következő módosí
tása.

Mivel a teljes tervezési. idő csalt olyan túlterhelések megszüntetésekor nö
vekszik, melyek a tevékenységek lényeges részeinek egymásba metszése útján
állnak elő, az algoritmust csak ilyen esetben módosítjuk. E célból szükségünk
lesz a csökkenési és a növekedési mérték fogalmára.

Ha egy A tevékenységet lényeges részével jobbra, oltolunk, az A-tól jobb
ra lévő tevékenységek is eltolódnak. Ezek az eltolódások hatássa] lehetnek
a tűlterholésekre: kevesebb vagy több azonos időben ütemezett tevékenység
kerülhet a túlterhelésekbe. Túlterhelési csökkenési (il]. növekedési) mérték
nek nevezzük valumely A tevékenységnek, és ezáltal az A-tól jobbra lévő
tevékenységeknek lényeges résszel történő eltolásakor fellépő tú ltcrhclés-csök

.kenések (ill. túlterhelés-növekedések) hossz-összegét az összes tevékenység
csoportokra vonatkozóan.

Az algoritmus módosítása 

Az olyan túlterholésekct, melyeket időtm:talékok metszeteként kaptunk,
eredeti algoritmusunk szerint sz üntctj Lik meg. A lényeges részek egymásba
metszése által keletkezett túlterhelési helyeket baloldali végpontjaik növekvő
na~ysági sorrendje szerjnt, rendezzük sorba, Az clsó túlterhelést C3X több ilyen
van, úgv mindegyiket) vizsgálat a.Iá vesszük. Mcgnézziik, hogy ezen túltorhe
lésbe (ill. ezen túltcrhclésekbe) bclcjátszó tevékenységek olyan jobbra tolásai,
melyek 11 túlterhelésből a tevékenységeket ,,kis;r,abadí.tják", milyen mértékű
túlterhelési csökkenést és növekedést idéznek elő a tevékenység-csoportok
összességében. Azt tt tevékenységeltolást alkalmazzuk, melynél a

(1) 
túlterhelési csökkenési mérték - túlterhelési növekedési mérték

az eltolás mértéke
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kifejezés maximális. (Ha több ilyen van, úgy ezek közül azt alkalmazzuk,
melynél az eltolás mértéke a legkisebb.)

Ezt az eljárást addig folytatjuk, míg a túlterhelések meg nem szűnnek.

5. Megjegyzés 

Könnyen belátható, hogy a módosított eljárás is algoritmus, hiszen a tevé
kenységek, így a túlterhelések száma is véges, továbbá az 1. tétel ebben az
esetben is érvényes.

ő. Megjegyzés 

Módosított eljáráeunkna.k az eredeti, általunk megadott algoritmus speciális
esete abban az értelemben, hogy ott az (1) kifejezés maximalizálása csupán a
pillanatnyilag tekintetbe vett túlterhelésbe belejátszó tevékenységekre vo
natkozott.

7. 111 egjegyzéö 
A módosított modellben lehetőség van arra, is, hogy a különböző tevékeny

ség-csoportok esetén a túlterhelési növekedési (és csökkenési) mértékeket az
(1) kifejezésben súlyozva vegyük figyelembe.

Erre szükség lehet, ha
a ) 11 túlterhelések közül néhányat elhanyagolunk, másokat a leggyorsabban

meg kell szüntetnünk (ugyanannak a hálózatnak más-más időszakban történő
iitornezése esetén};

IJ) :t túltcrhcléseket fontossági sorrendjük szerint vesszük figyelembe;
r:) ,t kapacitások sztochasztikus jellegűek.

l~z nagymértékű általánosításu. rt módosított modellnek is.
Lehetőség van továbbá arra is, hogy a, növekedési (csökkenési) mértékek az

i(lő függvényében is súlyozva legyenek. Erre több, egymástól független háló
z:tt esetén lehet szükség, ha néhány hálózat határidős termékelőállltásra vo
natkozik.

( Beérkezett, 1 D(i9 I. 7.) 
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Tho J.mpcr gcncra,li1/,CS Lhc Cl'i'Vl/1']ME network plauning (i.e. oiitical path) method in
tho following manner:

It is assumed that in the case of Lho various types of activity groups the sources and
oa,pacitit,s arc- limited. The author gives an algorithm which carries out scheduling, with
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due regard to the source constraints, in an optimal mariner, in the sense that the final
event occurs at the earliest point in time. Following the CPM/TIME scheduling carried
out without taking into account the source constraints, the algorithm modifies the time
points of the events in a way that the number of activities scheduled for tho samo time
should not exceed the given constraint in the case of any activity group (relying on tho
same source). The author then proves the finite and optimal oharactor of the algorithm

AJlfOPHTM CETEBOro nJ1AHv!POBAHvl51 (CPM/TIME) B CJ1Y4AE
orPAHl14EHHblX PECYPCOB

B crari.e naercs 06ll.lCC npHMCHC!-IHC MCTOAa ccrcnoro nnannponanan B CJ·JCTCMC CPM/TIME
(TO CCTb .MCTOl],a l{!)l!TH'JCCJ(Orü IlY'l'I!). ABTOp npcnno.narncr npu 3TOM, '!TO B OTf!OUJCHHH J~CY(
TeJJbHOCTe/:i pa3JJWIHOl"O rnna HMC!OTCYI orpa11w1CHHbl0 pccypcu, MOU\IIOCTM. Ül! ll])CACTaBJJY(CT
anropurv, rrpu nuaounr J(OTOporo C Y'lCTOM pccypcon Kai( orpa1111•1eJJ11H MO)l(110 IlOJJY'IMTb
0IlTHM3JJbHbll1 CCTCBOH rpaqnnc C sanöonec 6JJH3lü!M Cp01(0M KOIJC'IJ·IOf'O C06b!Tl151. AnropHTMOM
cporca co6b1T11/:i cercnoro rpaóaxa, no.nyvaeaoro npu noMOUIH MCT0;1a CPM/TIME 6e3 yvera
pecypcos 1(31( orpanaxeuaű, KOppC!(THpyIOTCYI TaKHM o6pa30M, 'IT06bl l(OJIH'ICCTBO /~CY!TCJJb
J-JOCTdí, npHXOA5lll.lllXC51 Ha TOT )l(C orpeaorc B!)CMCHH, !JC npenumano aanaiurue orpaHW-ICHl15!
HH no OAHOH rpynne ll,C}lTCJlbHOCTCH (HC!10Jlb3Y!Oll(HX TO)l([l,CCTBCHHblC pecypcu). Flocne 3TOro
aerop A01(il3bIBaeT l(OHClJHOMepHOCTb 11 OílTHMilJlbHOCT!, anroprrraa.


