TomAS GAL — JosEr NEDOMA

Linearis programozas tobb paraméterrel a jobb oldalon
vagy a célfiiggvény-koefficiensekben

E dolgozatunkban célul tliztiik ki a tobbparaméteres lineéris programozasi
feladat egy megolddsi médszerének megadisat, amely numerikus megoldésra
alkalmas és gépi programozishoz is alapot szolgaltathat.

I. A tébbparaméteres jobboldal esete
I.1. A probléma megfogalmazdisa

Keresendd a

(@:1;1) 2z == gt
fliggvény maximuma az .
(1.1,2) Ap="bx5=F WA
(L:1,8) % =0

feltételek mellett, ahol A (al, ..., a") = (ay;) egy m X n métrix, cT = (c,,
L e,), b — (bF, ..., b%)" konstans vektorok. Megkoveteljiik, hogy m < n
és A rangja m legyen. 2 = (4, ..., )" vektorparaméter, F = (f;;) adott
m ¥ s matrix. A maximalas az x vektorra torténik.

A jobb oldali vektor szimara bevezetjiik az alabbi roviditett jelolést:

(1.1,4) b(2) = b* + FA.

Jelsljilk I = {ixi=1,..., m}, J = {jij=1, ..., n}. Tetsz8leges, az 4
matrix ajr, ..., ain oszlopvektorai dltal alkotott bézis esetén a p=[7,,....5ml
halmazt a bézis indexnek nevezziik. A bizismatrixra a ¢B = (ah, ..., ain)
jelolést haszndljuk. Minthogy ¢B reguldris mdtrix, létezik a B! = (24,

., 2A,,) inverz matrix. Legven ¢/, < J az Osszes bazisvaltozé indexének a
halmaza, ¢/, pedig az Osszes nem béazis valtozé indexének a halmaza.
Természetesen ¢/, U%, =J és N, = @. Jeloljik tovabba 7' =

’

(ki =1, ..., s}-el az Osszes paraméter indexének a halmazat.

A 2B bazishoz tartozd szimplex tablat a kovetkezé modon irjuk fel:

(I.1,5) z + ecTx = epT) + 2©,
(I.1,6) cAx — °F) 4 ob*
ahol

4 Szigma
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(L.1,7) 4 —eB14, ¢F —eB-1F, ¢h* — ¢ B—lp*,
(L1,8) oh(2) = ob* 4 eF} — *B—h(3),

B(A) = (By(4), . .., B(D)T,
(1.1,9) ¥ = ol o4 —¢7, 2T = ¢l °F, 29 = ¢ B¥.

Itt ¢, a bazisvektorok indexeihez tartozé célfiiggvény egyiitthatok dltal al-
kotott vektort jelenti.

TetszGleges rogzitett 4 € ES vektor esetén az (1.1,1) — (LI.1,3) feladat a
szimplex maédszerrel megoldhatd. Ebben a cikkben a ((,liu;z( vény optimélis

értékét mint a 2 vektmpamm( ter filiggvényét fogjuk vizsgialni, mégpedig
azokra a paramdéterértékekre, amelyekre

(1.1,10) N < d.

Itt @ = (g,,) konstans r x s matrix, d = (d,, ..., d,)" konstans vektor. Azok-
nak a 2 € £ vektoroknak a halmazat, amelyek (1.1,10)-et kielégitik, M-mel
fogjuk jelolni.

Célunknak a kovetkezd feladat megoldasat tekintjiik: 1. Hatdrozzuk meg
a A vektorparaméterek azon K< M tartomdnyat, melyre fennall,hogy minden
) € K vektorra az (1.1,1) — (I.1,3) feladatnak létezik véges optimdlis meg-
oldasa, A € M — K esetén viszont az (1.1,1) (1.1,3) feladatnak nines véges

optimalis megoldasa. 2. 'I':lleiljunk véges sok nem iires R, ..., R, tartominyt
azzal a tulajdonsiggal, hogy J B, = K, ¢s minden £ — 1, ..., p esetén
k

Iétezik olyan ¢ B bazis, hogy t(‘t&/()l(“'(h A € R, vektorra¢B az (1.1,1) — (1.1,3)
feladatnak optimalis bézisa. 3. il]lll\ le a 24h(1), 2 (1) fligevényeket minden
R, tartomanyon.

1.2. Az alapdefiniciol: és tételek

1.2,1. tétel: Tegyiik fel, hogy egy bizonyos A° € K° vektorra létezik az
(1.1,1) — (I.1,3) feladat véges maximuma. Kkkor tetszéleges 4 € M c B¥ vek
torra vagy létezik az (l.l,l) (I1.1,3) feladat véges optimalis megoldasa, vagy
a feladatnak ninces megengedett megolddsa.

Bizonyitas: Készitsiik el az (I.1,1) — (1.1,3) feladat dudlisit:

(I.2,1) min w — uTh(})
feltéve, hogy
(T.2,2) ATu > ¢.

Abbol a feltevéshdl, hogy A%-ra 1étezik az adott feladat optimuma, a dualitisi
tétel szerint kovetkezik, hogy ha 1 —= 2° akkor az (1.2,1) — (1.2,2) feladat-
nak is létezik egy v € E™ megengedett megoldasa. Mivel az (1.2,2) feltétel
rendszer nem fiige 2-tol, «° az (1.2,1) — (1.2,2) feladat megengedett megol
dasa tetszéleges 2 € BS vektorra. Most az (1.2,1) — (1.2,2) feladatra mint
primdlra alkalmazva a dualitds tételt tetszéleges 2 € M esetén, nyerjiik az
[.2.1. tétel Aallitasat.

1.2,1. definicié: Mindazokat a 1 € M c K vektorokat, amelyekre 1étezik
az (I.1,1) (I.1.3) feladat véges optimdlis megoldisa, megengedett vektor-
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paramétereknek nevezziik. Az Osszes megengedett vektorparaméter zart
tartomanyat K-val fogjuk jelolni. ‘

Megg-gyzés: Ha legalabb egy 2 € M vektorra létezik egy véges optimélis
megoldids, akkor az 1.2,1. tétel szerint K azonos mindazon A2 € M vektorok
halmazdval, melyekre az (I1,1) — (I.1,3) feladatnak létezik megengedett
megoldasa.

1.2.2. tétel: K konvex poliedrikus halmaz E°-ben.

Bizonyitds.: Legyen °B valamely az 4 matrix oszlopvektorai altal alkotott
reguldris (m X m) matrix. Azon 1 € B° vektorok halmazit,! amelyekre az
(I.1,1) — (1.1,3) feladatnak °B (primdlis) megengedett bézisa, az alabbi fel-
tétellel adhatjuk meg:

(1.2,3) eB-1h(3) >0 ,
AZAazZ
(1.2,4) o) < b,

Az bsszes olyan A € B vektor halmaza, amelyekre az (1.1,1) — (1.1,3) feladat-
nak létezik megengedett bdzisa, véges sok (1.2,4) tipusti konvex poliedrikus
halmaz egyesitése. Ezt a halmazt K,-el jeloljiik.
Megmutatjuk, hogy K, konvex halmaz.
Legyen A, 22 € K, két kiillonbhozé vektor. Ekkor léteznek olyan a1, x* € E"
vektorok, hogy
Axt = b* + FAL,
(12,5) sz e /)* *i* 1”)‘2,
a' >0, 22> 0.
Legyen ¢ € (0, 1) valés szam. Jeloljiik
2t = (1 — t)x! + t2?,
A= (1 — A 4 A%
(I.2,5)-bdl kovetkezik, hogy
Art = b* + FIE,

b = (),

(1.2,6)

(1.2,7)

Ez azt jelenti, hogy a 4 — A" vektorra 2 az (1.1,1) — (L.1,3) feladat meg-
engedett megolddsa, gy hogy A" € K.

A K, ¢ E* halmaz tehdt konvex poliedrikus halmaz, mert konvex, és ki
lehet fejezni véges szama konvex poliedrikus halmaz egyesitéseként. Kovet-
kezésképpen K — M N K, szintén konvex poliedrikus halmaz.? Qu.e.d.

1.2,3. télel: z,,(4) konkav fiiggvény a K < E° halmazon.

£ tétel bizonyitdsit CHarNges és Coorrr és késébb Nykowskr [25], [26]
kozolték.

' Természetesen ez a halmaz tires is lehet.

? Hallgat6lagosan feltettiik, hogy K nem iires balmaz. Ekkor az 1.2,1. definiciéhoz
flizott megjegyzés miatt frhaté K = Mo K. A K — @ eset érdektelen, egyébként akkor
a tétel trividlisan igaz.

§4*
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1.2,2. definicié: A °B bézist optimdlis bazisnak nevezziik, ha létezik olyan
A € K, melyre ¢B primalisan és dudlisan is megengedett.

Megjegyzés: A B bizis primdlisan megengedett, ha az (1.2,3) vagy (1.2,4)
feltétel teljesiil, és dudlisan megengedett, ha a

(L.2,8) ec > ()
feltételt kielégiti.
Tetszbleges ¢ optimalis bazishoz hozzarendeliink egy R, < K zirt tarto-
mdanyt, amelyet a
(1.2,9) e F'2 < ob*,
(L.2,10) GA =< d

feltételekkel definidlunk. £, tehdt azon megengedett vektorparamdéterek
halmaza, amelyekre B az (1.1,1) — (1.1,3) feladat optimalis bdzisa.

1.2,3. definicio: Legyen @3 és B két kiilonbozé optimalis bazis. Ha

1. létezik 2* € K dgy, hogy aB ¢és B mindegyike az (1.1,1) — (I.1,3)
feladat optimdlis bazisa 4 = A* esctén, és

2. a 2B bazishdl a B bazisba (vagy forditva) at lehet menni egy dudlis
szimplex algoritmus lépéssel,
akkor a @B és a 2B bazisokat szomszéd bazisoknak nevezziik.

1.2,4. definicio: Ha az R, és R, tartomanyoknak megfeleld bazisok szom-
széd bazisok, akkor az R, ¢és R, tartominyokat szomszéd tartomdnyoknak
nevezziik.

A fenti definfciékbdl nyilvanvald, hogy az B, ¢és R, szomszéd tartomd-
nyokra fennall

(L.2.11) i B, Ry, 5= .
2.4, tétel: Ha R, és R, szomszéd tartomianyok, akkor az K5 tér ellen-
1.24. tétel: Ha R, B, L tart k, akl 1S tér elle
tétes féltereiben helyezkednek el.
wonyitas : Jeloljitk @B és eB-vel az R, és R, tartomanyokhoz hozzi-
Bizonyitds: Jeloljiikk @B ¢és e B-vel fiey R, tart yokl I
rendelt optimalis bazisokat. A megfeleld szimplex tablak:

(I.2,12) aB: gz 4 aeTy = apT] | 2,
U'A.'U — @ l"’A + Q./)*,
(I.2,13) aB: 2z 4 el == apT) | 2,

eAx — G} | ah*,

Legyen @a;j a kulcselem (pivot) az @4 matrixban a @188 bizishdl a @B
bazisba valé atmenetnél. Ez az elem feltevés szerint negativ. Az (1.2,13)
rendszer i,-ik sorat az (I.2,12) rendszer i,-ik sordnak 2'a;j-el valé osztisival
kapjuk.? Ennélfogva

(I.2,14) sgn @b; (A1) = sgn %b; (1)

# Feltessziik, hogy a két rendszerndl a sorok sorrendje ugyanaz, abban az értelemben,
hogy az egyik bdzisbol a mésik bdzisba valé dtmenctnél nem kell Gket dtszémozni.
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minden 4 € £% vektorra. Mivel 4 € R, esetén %b; (1) >0, 2 € R, esetén
pedig eb; (1) > 0, azaz (I1.2,14) szerint @b, (1) < 0, megkaptuk a tétel alli-
tasat.

Az optimalis bazisok halmazidnak szerkezetét, jol le lehet irni a grafelmélet
segitségével. A tovdbbiakban az (8, I") szimbdlum egy irdnyitatlan gréfot
fog jelenteni, ahol S a cstcesok vagy mdasszéval esomdpontok halmaza, 17
pedig egy tobbréti leképezés, amely minden p € S csoméponthoz a szomszé-
dos csomépontokat rendeli hozzd, azaz olyan csomdkat, amelyeket p-val él
kot dssze.

1.2,5. definicio: Az (1.1,1) — (1.1,3) feladathoz hozzirendeljiik a kovetkezd
(S, I") grafot:

1. Az (S, I') graf minden (:som(’)p(mtju egy 0 = [j1, - - -, Jm] halmaz? ahol
a ji-k kiilonboz6 pozitiv egész szamok, 1 << j; << n

2. p €8 akkor és csak akkor, ha B az (1.1,1) — (I.1,3) feladat optimédlis
hézisa.

3. 05, 00 €85, 1 5% py esetén p, € ['(p,) (egytttal p, € I'(p,)) akkor és csak
akkor, ha @B és B snm&/(d( k.

1.2,5. tétel: Legyen A', #* € K két tetezlleges megengedett vektorpara-
méter és legyen p, € 8 ()IV'm melyre A € R, Ekkor az (S, I') grafban léte-
zik olyan {o,, ..., g,} Gt, hogy 7* € Ry

Bizonyitds: Fejezziik ki parametrikusan a 21, 2® pontokat sszekoté sza-
kaszt:

(1.2,15) At) = AL+ 422 — A, 0<t<1.

K konvexitisa miatt A({) € K minden ¢ € [0, 1] értékre. A helyébe a A({)
kifejezést helyettesitve az (1.1,1) — (I.1,3) feladatban, egy egyparamdéteres
linedris prog ':Lmnyeiqi feladatot kapunk a ¢ paramdéterrel. Flv(’ucuiik e fel-
adatra a 0 <7 ¢ <7 1 intervallumon a szisztematikus parametrizdciot ugy, hogy
a 0B bazisbol kiindulva folyamatosan dtmegyiink tovdbbi optimdlis bézisok-
hoz o dudlis szimplex algoritmus segitségével. Eredményiil egy olyan bézis
sm‘nzzl‘tnt fogunk kapni, amely megfelel a keresett utnak az (S, I') gjrzi'['lmn.

[.2.6. tétel: Legyen (S, I,) az (S, I") graf egy tetszGleges komponense.®
EKkkor fennall v la N

0€ES,
Bizonyitds: Az el6zd tételhSl kizvetleniil kovetkezik az allitds.

1.3. A tibbparaméteres jobb oldali veklor sziszlematikus parametrizdcicjdanak
mddszere @ linedris programozdasban

Az 1.2.6. tétel azt mutatja, hogy az I.1. szakaszban kit(izott parametrikus
probléma megolddsa tulajdonképpen az (S, I') graf egy tetszéleges (Sq, 1)
komponense dsszes cstespontjinak meghatirozasit jelenti.

Bey 0, €8 szigpont vdlasztisival egyértelmiien meghatdrozott az az
(S,, 1) komponens, amelyre p, € S,. Az (S, I') grif dsszes esomépontjainak
meghatdrozisdira hatékony modszernek latszik a kovetkezd algoritmus.

1 Kiilonboz6 esomdéknak természetesen kiillonbozé m elem(i halmazok felelnek meg.
Az (N, I') graf egy komponensén tetszéleges olyan Osszefiigg részgrdfot értiink,
amely nem részgrdafja (S, I') mds Osszefiiggd részgrdfjainak.
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I 3,1, Algoritmus az osszefitggo (S, 1) graf osszes csomopontjanak megkere-
sésére.

Az algoritmus soran két jegyzéket konstrualunk, melyek egyike a mar
megtaldlt csomoépontok regisztralisira szolgal, a misik pedig az Osszes, az
el6z6 jegyzékben még nem szerepld, szomszédos csomépontot tartalmazza.

A) Valasztunk egy o, €S, csomoét.

B) Elkészitjiik a

Vo = {Qo}: W, = {I‘(Qc)}

halmazokat (jegyzékeket).

C) ,'J_‘egyiik fel, h(:;_;y az algoritmus A:—i}( lépése soran mcgknp,tu’k & Op_q
csomét és a V,_,, W,_, jegyzékeket. Leirjuk most a (k + 1)-ik 1épést:

(J.l}. Ha .E/V,‘, 1= @, akkoraz eljirds v,égo.t ér mert az (S,, [,) graf osszes
csomopontjat feljegyeztiik a V,_, jegyzékben..

C.2. Ha W,_, -+ @, vélasztunk egy o, € W,_, csomét. A valasztést
— amennyiben lehetséges — gy végezziik, hogy o, € W,_, N 1(p,_,) legyen.
Egyébként arra toreksziink, hogy p,_, és p, minél kizelebb legyenek egymais-
hoz.

C.3. Elkészitjiik a
(L.3,1,1) Vie = Vi U {o}
(I.3,1,2) W,=W,,UI)—V,

halmazokat. KEzutin attériink az algoritmus (b - 2)-ik lépésére.

A fenti algoritmus véges szami lépésben célhoz vezet. Bizonyitisa meg-
talalhaté a [22] munkdban.

1.3,2. Az algoritmus alkalmazisa az adolt problémdra.

Lassuk, mit jelentenck az algoritmus egyes Iépései az adott probléma
esetén.

El6szor egy bizonyos p, €S elemet kell meghatérozni, ami azt jelenti,
hogy meg kell talilni az (I.1,1) — (L.1,3) feladat egy optimdlis bézisat. Kzt
a kovetkezd modon fogjuk megtenni:

1° Meghatirozzuk az

(1.3,2,1) Az — Fi = b*,
(1.3,2,2) Gr 4y =d,
([.3‘2,2&) 0 /7' 0, n 3 > ()

rendszer egy (2%, %) megengedett megoldasat. (1 elGjelben nem korlitozott
valtozo.) Ha az (1.3,2,1) — (1.3,2,2) rendszernck nincs megolddsa, akkor
K — @, és igy nincs mit megoldani.

2° Az (I.1,1) — (I.1,3) feladatba a 2 — A° vektort helyettesitjiik és meg-
oldjuk a

(L.3,2,3) max 2z = ¢z,

(1.3,2,4) Ax — b(19),

x>0
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feladatot. Ha ennek a feladatnak nines véges optimuma, akkor az I.2.1.
tétel szerint K — @. Ellenkez6 esetben 1étezik az (1.3,2,3) — (1.3,2,4) feladat-
nak egy optimdlis @B bazisa, amely egyidejlileg az (1.1,1) — (1.1,3) feladat
optimalis béazisa az 1.2,2. definici6 értelmében. Emellett 2° € B, < K és
0. az S halmaz keresett eleme.

B&vebb magyarazatot igényel még a C.3. pont is.

Itt feltételeztiik, hogy a k-ik lépésben elkészitettik a V,_, és W,_, jegyzé-
keket. A V,_, jegyzék tartalmazza azon optimalis bazisok (és megfelels tar-
toméanyok) indexeit, amelyeket mar teljesen le tudunk irni. Ismerjik az
R,, ..., R, , tartominyok meghatdroz6 feltételeit és a feladat megoldasat
ezeken a tartomanyokon.

A W, jegyzék azon R, tartoményok indexeit tartalmazza, amelyeknek
meghatdaroztuk a létezését az el6z6 1épések folyaman, de nem ismerjiikk a
teljes leirasukat.

A p, € W,_; elem vilasztdisa utdn atmegyiink a @B bazishél a %B ba-
zisha. Megkapjuk a

§
z -+ 2' m{]j Xj — > o, Ay = 2
jeJ =1

s
Nk o Yor ok
2y i — 3ok, Ay = %b¥,
ieJ =1

S
¥ - v — or]y*
.i\_ll Ox”'"'/"'/ | IZ m/ml '1[ —= m,’m-
1

JE
>0, § €J
rendszert.
(1.3,1,2) elgallithato
(1.3,2,8) W,= W, U@ — {0}
alakban, ahol
(1.3,2,7) e T8 o Vi ks 20,

Most W,_, N @, = @&, a @, halmaz tehdt éppen azokat a csomokat tartal-
mazza, amelyeket a W,_,-hez kell csatolni. (Azutdn mdr csak a g, csomét
kell dthelyezni a W, | jegyzékbdl a Vi jegyzékbe.)

A @, halmaz meghatirozisdira alkalmazott mdédszer kénnyebb leirdsa cél-
jabol bevezetjiik a kovetkezd definiciot.

1.3,2,1. definicio: Az R, tartomdnynak (o € S) az i-edik fal szerint (¢ € 1)
szomszédja van, ha 4t lehet menni egy szomszéd tartomanyba az i-edik bazis-
valtozonak, aj-nek a bazishol valé kidobasdval az (1.3,2,5) rendszerben.

Megjegyzés: A bézisviltozok sorrendjét az (1.3,2,5) rendszer sorainak sor-
rendje hatdrozza meg. A falak szimozdisa tehat fiige a rendszer leirdsdnak
modjatol, vagyis egy transzformicié sorozattal van megadva, amellyel az
(1.3,2,5) rendszert megkapjuk az (1.1,1) — (I.1,3) rendszerbdl.
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Az R, tartomanynak van tehdt szomszédja az i-edik fal szerint, ha

1" erq;; < 0 legaldbb egy j € o/ ,re,
2" létezik A° € R,, gy, hogy @b;(1°) = 0.

A @, halmaz konstrukciéjat az alabbi terv szerint végezziik:

1°° Meghatdrezzuk a g, csomé potencidlis xf, ..., af szomszédait, vagyis
azon dudlisan megengedett bazisok indexeit, amelyekhez 4t lehet menni egy
dudlis szimplex algoritmus Iépéssel.

Az ily médon nyert csomok koziil egyesek mar bent lehetnek a W, _, vagy
Vi1 jegyzékekben. '

2°° Jeloljiik P(c [)-vel az R,, tartomany azon falai indexeinek a halma-
zat, amelyekr6l még nem tudjuk, hogy létezik-e szerintiitk szomszéd tarto-
miny. (Nem tudjuk, teljesiil-e a 2" feltétel.)

3°° Elkészitjik a

&= ab* — (—af)),

(1.3,2,8) n=d— GA,
E >0, n =0
vagyis a
S
& =obf — Z(—af,) 4, JECTH SR
J=
S
(1.3,2,9) Ny = dy — '2"1'(/{/ 2 L=l S,
J=

=20, 20

rendszert és keressiik & minimumdt az (1.3,2,9) feltételekre nézve minden
cgyes ¢ € P indexre.

4°° Legyen P azon i € P indexek halmaza, amelyckre miné; = 0 (az
(1.3,2,9) feltételek mellett).

5°° A @, jegyzékhez hozzacsapjuk az R, tartomany osszes, eddig mdég
nem regisztralt azon falak szerinti szomszddait, melyck indexeit a P halmaz
tartalmazza.

Az algoritmus hasznilatihoz a szimplex algoritmuson néhany fontos, de
egyszert médositist kell végrehajtani. Ezekkel itt helysziike miatt nem fog-
lalkozunk, hanem az Ekonomicko Matematicky Obzor cim{ lapban vald
publikalisra el6készitett kéziratra [24] utalunk.

II. A célfiiggvény egyiitthatéinak linedris parametrizicioja
I1.1. A probléma megfogalmazisa, alaptételel: és definiciok

A jobb oldali vektor Imedris parametrizdicidjinak az I. részben targyalt
modszere bizonyos mdédositdsokkal haszndlhat6 a célfiiggvény egyiitthatoinak
(az drvektornak) linedris parametrizicidjara is. Mivel az egész eljards analdg,

6 Key fal szerint tébb szomszéd is létezhet, ha a kulcselem vilasztdsa nem egyértelmi
a megtelelé sorban. ‘
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nem fogjuk részletesen leirni. Csak azokkal az eltérésekkel kivanunk foglal-
kozni, amelyek a definiciékat, vagy a szdmitds technikajit érintik.

A feladat most a kovetkezs:
(IL.1,1) max w = (¢* + Hv)Tz,
feltéve, hogy
(11.1,2) Axi=H,
(IL.1,3) 2 =0}

Itt A konstans m X n matrix, H konstans n X s matrix,» € £ vektor para-
méter, c* € K", b € ™ konstans vektorok. Jeloljiik

(I1.1,4) c(v) = c* 4 Hy.
A parametriziciét most is egy M C ° halmazon végezziik, melyet a
(11.1,5) Gv < d

egyenlGtlenségrendszer definidl. (G és d ugyanaz, mint az 1. részben.)
A feladatot most célszer(i a kovetkez$ ekvivalens alakba dtirni:

(I1.1,6) max w = Ty + z,
(IL.1,7) Az = b,
(IL.1,8) ¥ 2,
(11.1,9) 2z —c¥lg == 0,
(I1.1,10) x> 0.

A vektorparamétert tovabbra is (I11.1,5)-el korlatozzuk. y € E¥ valtozé vek-
tor, z skalar valtozo.

Mivel y komponensei és z elGjelben nem korlitozott viltozok, végig a
bdzisban maradnak, igy a (11.1,6) — (11.1,10) feladat bdzisait karakterizalni
lehet az z vektor komponensei kozé tartozd bazisviltozdk indexeivel.

A o =14 ..., Jm] bazis indexet é8 a hozzd tartoz6 ¢B bézist ugyanigy
értelmezziik, mint az 1. részben. A (11.1,7) — (I1.1,10) rendszer, a ¢B bézisha
traszformélva, a kovetkezé alakot olti.

(I1.1,11) edx — b,

(I1.1,12) y + eHTz — ¢,

(I1.1,18) 2 4 ec*Ty = 2O,

(IL1,14) w = —(Hy 4 °%*)Tx + vTogq + 2O,
ahol

(I1.1,15) ed — eB-14, ¢h — eB-1p,

tovabbé, H -val H-nak azt a részét jelolve, amely H-nak a bazisviltozokhoz
tartoz6 soraibdl 4ll,
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(11.1,16) CHT = HT*B2 4 — HY, %*T == 3TeB1 4 — ¢*T,
(IL. 1,17) O =HJ ¥, 29 =%,

A 2B primal megengedett bazis azokra a » € M — E° vektorparaméterekre
I geng
optimalis, melyekre ¢c(v) > 0 vagyis

(IT.1,18) —2Hy < %¢*
¢s ezenkiviil
(I1.1,19) Gy < d.

A (IL.1,18) és (11.1,19) feltételek meghatarozzak a ¢ B bazishoz tartozo R, ¢ £°
tartomanyt. ¢85 a (l[.l,l) — (IL.1,3) feladatnak (vagyis a (11.1,6) — (11.1,10)
fe Lulatn(tl\) optimdlis bazisa, ha R -~ @. A megengedett vektorparamétert
ugvanagy definidljuk, mint az l.u,l definicioban (A helyébe »-t téve).

lolol]ul\ most is K-val az Osszes megengedett v € BS vektorparaméter
halmazit. K az osszes optimdlis ¢85 bizishoz tartozé R, halmazok egyesitése.

Az 1.2,1. tétellel analég a kovetkezd tétel.

[1.1,1. tétel: Tegyiik fel, hogy egy bizonyos ° € /% vektorra létezik véges
optimum. Ekkor a (LL.1,1) — (I1. 1 ,3) feladatnak tetszéleges » € B¥ esetén
van megengedett megoldiasa, tehat tetszdleges » € £9 esetén vagy 1étezik
véges optimum, vagy pedig a feladatnak nem korlitos megolddsa van.

Vialtozds nélkiil fenndll az 1.2,2. tétel. Az 1.2,3. tétel analdgja a kovetkezs:
A () fiiggvény konvex a K £¥ halmazon.

[1.1,1. definicio: A » 3, B optimalis bazisokat szomszéd bazisoknak nevez-
ziik, ha

1. 1étezik »* € K agy, hogy @B és =B a (11.1,1) (IT.1,3) feladat optimalis
bazisai » = »* esetén, tovabba

2. a @ bazishol a B bazisba (vagy forditva) 4t lehet menni egy primdl
szimplex algoritmus Iépéssel.

Vialtoztatas nélkiil érvényesek az 1.2,4., 1.2,5. definicidk és az 1.2,4. 1:2.6.
tételek (természetesen a 4 és v vektorok ('H(‘l‘("j(l‘,é(‘l).

LI.2. Az eljards

Az (S, 1) graf egy (S, 1) komponense Osszes esomdépontjanak megkere-
sésére ismét az el6zo részben ismertetett algoritmust fogjuk hasznilni. Most
is tiizetesebben meg fogjuk vizsgilni a @B optimdlis  bazis meghatirozisa-
nak (azaz az S, halmaz elsé eleme megtalilisanak) modjat, tovabbd a szom-
szédok megadasiandl kovetett modszert.

A o optimdlis bazis kereséséhez

1* Meghatarozzuk az

(llg,l) ‘,1 T'IL II'I’ e o
iy d

rendszer egy («° ") megengedett megoldasat. A (11.2,1) rendszert dudlisan
oldhatjuk meg az £
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Ax = b,
y — H'x — GTv = 0,
2 —c*¥Tx 4+ dTy = 0,

v =05 v 22 0
rendszer dudlisan megengedett megoldasanak keresése atjan. Ha a (11.2,1)
rendszernek nines megoldasa, akkor K = &.
2% A (I1.2,1) rendszer megoldasaval kapott »* vektorparamétert behelyet-
tesitjilk (I1.1,1) be és megoldjuk a

(11.2,2) max w = ¢! (¥%)z,
(11.2,3) Az = b,
(I1.2,4) x>0

feladatot, ahol

(11.2,5) (@) = Hyo + c*.

Ha ennek a feladatnak van megengedett megolddsa, akkor létezik a (11.2,2) —
(11.2,4) feladat ¢ B optimdlis bdzisa, amely a (11.1,1) — (IL.1,3) feladatnak is
optimdlis bdzisa minden » € R, vektorra.

Az algoritmus dltaldnos 1épéséndl keressiik a g, csomé még nem regisztralt
(azaz szabad) szomszédait. A potencidlis szomszédokat most természetesen
mindazon primdl megengedett bazisok kozott keressiik, melyekhez at tudnuk
menni a /3 bazisbol a primdl szimplex modszer egy 1épésével.

11.2,1. definicio: Az R, tartomianynak létezik szomszédja a j-edik fal
szerint, ha 4t lehet menni egy szomszéd tartomianyba a j-edik nem bézis val-
tozénak a bazisba val6 bevondsaval a (11.1,11) — (11.1,13) rendszerben, azaz ha

1" ey = 0 legaldbb egy 4 € I-re,
2" létezik +° € R, ugy, hogy ¢, (v) = 0.

A @, halmaz meghatirozisira az elsé részben leirt modszerrel analdg elja-
rast alkalmazunk. Most a

2 (’A-(',*N == ( .L'A-]]N) P,

(IL.2,6) n=d— Qv,

&0 220

rendszert tanulmanyozzuk, ahol &€ K" 5 ¢ K. elN a ex]{ matrixnak azt
a részét jeloli, amely %/f-nak a nem bdazis viltozokhoz tartozé soraibél all,
hasonléan a ec*V vektor a %c* vektornak a nem bézis viltozokhoz tartozéd
komponensei dltal alkotott része. A @, halmazba berendeljiik az R,, tartomany
Osszes, eddig még nem regisztralt azon falak szerinti szomszédait, melyek in-
dexére min &; = 0 (j € /).
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11 Miasztraciés példak
LY. A jobb oldali vekior parametrizicidja

Tekintsiik a kivetkezs feladatot:

, 210 4 A, + 24,

Ty < 2— A 4 A,

z, -+ x, < 20 Koy
—x, + Xy > 4 Ay
2y + 2w, < 12 4 4, Aoy

%, =0, &, =0

feltételek mellett, tovabbd a 1 vektorparamdétert korldtozo
bl 10
}“1 s 22 T )n'; 2 20

mell¢kfeltételek mellett.
Az adott feltételrendszert dtirjuk az (1.3,2,1) — (1.3,2,2) rendszernek meg
felel6 alakba:

% A — 24, + 24 10
o 1 /‘1] }2 A" Xy = 2
A A + 4, + @, = 20
I 7 Ay Ly v 4
x, + 2z, — A, F A, + @, =112
AL+ Ay -+ 14 10
A+ Ay + Ay Ha + P, 20

220, 5=1,...,7 1, 05 2 0; Py, Py = 0.

Az induld szimplex tablat az 1,1 tablizat tartalmazza. A 19 megengedett
vektorparaméterhez az 1,2—1,4 tdblikon keresztiil jutunk. Az 1,4 tdblabdl
mar a szimplex algoritmus egyetlen 1épésével (a p, mesterséges viltozé helyett
a A, valtozét helyezve a bazisba) 4t lehet menni a megengedett megoldésra,

: 10 4 46)\T : i
amely a A% = ('g ) ,‘;,, -v.—; vektorparamétert szolgaltatja.

A = A%nak a kitlizott feladatba vald behelyettesitésével kapott dj feladat-
nak egyetlen lépéssel (2. — 1. tablazat) megkapjuk egy optimalis megolddsit.
Végrehajtottuk egyuttal a —# mdtrix és a b* vektor transzformdicidjdit.
A o, =11, 3,4, 5, 6] bazis indexhez tartozé I, tartomanyt tehat a
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— 2%, — A3 < — 2,

A — 2 =50 9

)'1 + }‘2 W )‘3 g 8 ’

(ITL.1,1) A — 21, < —16,
=y wR il ()

A+ A SO [

o i Sleesl Yoy

feltételrendszer definialja. Az R, halmazon a célfiggvény maximumat és
az optimilis megoldast a kovetkezd fiiggvények adjak meg:

20 (4) = 36+ 31, oV
()= 124+ A — 2,
wy(4) = 0,
(111.1,3) Z4(A) 2 + 24, + 24
Jr"()‘) 2 — A+ Az
-"5(}-) 8 — A] Ay -+ )3,
g(A) = —16 — 4 - 224,
TofA) = 0

Az A algoritmus szerint most meghatirozzuk a pntcn('izilix SZOMSZEC-
dokat. P = {1, 3, 4}, tehat a potencidlis szomszédok a9 = [1, 2, 4, 5, 6],
7y = [1, 3, 4,6,7] és a) = [1, 2, 3, 4, 5]. Ezutdn a 3°° pontnak megklclb’cn
elvégezve a &, &,, &, valtozék minimalasat, (I.1—1.6 t:il)]ziz:LtQk) azt tulz’ml»
juk, hogy csak a negyedik fal szerint létezik szomszéd, v:wvi% = {41, 1
tehdt megkaptuk, hogy V, = {[1, 8, 4, 5,61}, W,={[1,2,3 4 ,()J}, és at-
térhetiink az algoritmus masodik 1épésére.

= [1, 2, 3, 4, 5] vdalasztdsa most kotott. Az g valtozo helyett bevonva
a bazisba az x, valtozét, a I/1. tiblat kapjuk. Itt negativ wviitt}mt(')k az 1.,
2., 3. és 4. sorban vannak. Mivel a negyedik fal szerinti, még nem regisztralt

szomszéd most nem lehetséges, elég a kivetkezd potencidlis szomszédokat
tekinteni:

mp /= BB 4, 5,6], b == 1,93, 56{ T], &k = [1,2,9 47}
Az el6bbivel azonos mdédon kapjuk, hogy P = {2},
tehat Vi= {11,848 6],01,3 3, 4 5]},
W, = 411,286, 7]}
Az algoritmus kovetkezs 1épésére térve, vessziik a p, = [1, 2, 3, 5, 7] indexet.

A hozzatartoz6 szimplex tabla a I11. tabldzat. Megismételve a saokasos eljé-
rast, ajabb szomszédot mar nem kapunk, tehdt az algoritmus végetér. Végiil
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Ve=4{[1, 8, 4;5,6], [1, 2,3, 4,5 [1,2;8,5; 7]},
W, =g

A 11 és L11. tabla alapjan konnyen felirhatok az R, ill. R, tartomanyok meg-
hatarozé feltételei, valamint a z,,.(4) és 2,(A) fiiggvények e tartomanyokon.

L11.2. Az arvektor parametrizicija

Tlhzzik ki a

max z = (—2 + 2v, 4+ 2v,)x; 4+ (1 v+ vo)x, -+ (1 — v,)2,

v, — 2%y — Xy < 4,
L, + = 10,
2y = 0 25 20, 25 20

feladatot. (Az egyszerliség kedvéért kihagytuk a mellékfeltételeket, igy M
most azonos az [° térrel.)
Az x,, x; maradékviltozok bevezetésével a feltételrendszer

x; — 2@, — Xy -+ @, 4,
X+ @, + x5 = 10,
%>0,j=12...,5

A kiindul6 szimplex tabla a 3. tablizatban van. Mivel az indulé megoldis
dudlisan nem megengedett, a tablazatot kibdvitjik a p, p, dudl mesterséges
valtozokkal.

A p, + p, figgvényt a dudl algoritmus segitségével minimdlva, folyama-
tosan elimindljuk a mesterséges valtozdkat, és végiil a IV, tiblizathoz jutunk,
amely a o, — [2, 4] bazis indexhez tartozik. Alkalmazva a dolgozat els részé-
ben kozolt algoritmust, annak egyes lépései soran a

Vo = {[2 41}, W, = {[1, 21};
v, = {[2 4] [L 2]}, W, = {1, 3]);
v, = {[2 4], [1,2] [1,3]}, W,

halmazokat kapjuk. A megfelelé tablazatokhol most is fel tudjuk irni az
R, B, B, tartomdanyok meghatirozo feltételeit, valamint az optimdlis

megoldast és az optimumot megado fiiggvényeket e tartomdanyokon.

( Beérkezett: 1969 janudar 16.)
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2
N\ Py

TABLAZATOK
1.1. tabla
X1 Xy Xg 79 Ao A3 T2 i
(ORI T R 10 i 10
0 1 0 1=t |0 .8
1 Ty 5 003 o 1 -0 20
|—1 1 —1 o o [1] o 4
N R R o 1R 0 (S R IR o o
0 0 0 1 1 0 0 10
0 0 0 1 1 1 —1 20
Yo (o= T ey g feety S G,
1.2. tdbla
S a0 K| oAy Ay 1a
Tiw,, 07 L0 S s 0 10
0o 1L 0 i 1"] iy 0 2
1 10 0 1 0 20
5} (11" D] 0 0 0
9 1 140 =2 0 0 3
0 0 0 1 1 0 10
T ) 1 1 1, et 16
] 1 ] L =) ] RS
1.3. tabla
Xy Fy XKy Xy Joy UM
1 1 0 1 3400 12
gl e g 9
] | T 1 0 20
1 1) ] 0 | 0 0 4
g AR A LT 10
0 1 Ok ol 9 0 3
1 2 (= g =i 14
1 2 1 iy At SR 14

227



[SV)

14. tdbla
Xl X?. X7 X4 ‘
1 1 0 X
0 1 0 1
1 1 0 0
1 3 1 I
L 2 1 1
0 —1 0 —1
-1 4 —1 -2
Pi | 4 1 2
2. tdbla
< Xy Ay Ay A
| " -
e S R VR
; 0 I X —1 0
|1 1 g ik
1 1 0 0 —1
| 1 2 —1 0 1
‘ -3 —2 0 0 0
I. tdbla
l Xy Xy A As Ay
1 —2 0o —2 —1
0 1 1 -1 0
—1 —1 1 1 —1
] T O b
| 2 -1 0 1.
3 ‘ 0
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Ay T
—3 0
—1 0
1 0
—1 0
—1 0
2 0
|8 | —1
3 1

b*

10

2

20

4

12

0
L’o[‘*(/v)

9

9

o

16

12

36

20
14

8

12

“b(2°)

16
0
56/3

34/3
0

0
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I.1. tdbla
"R TR I\
A S |
] —1 0
1 I |
1 g | =
L 0 1
1 1 0
T
13. tdbla
& & Ay
2 N9
0 -1 1
I 2 1
0 =
L. Al 1
i 2 9
1 S T

[.b. tdbla

Szigma

—20

—30

i1
36
—-46

&

&
&
&
Th

T2

S S Na dn
~ 3 @

®

229
I12. t4bhla
& A A
Bl e —2
) 0 9
e 9, el 6
e ih || e —18
1 I:l ] 1| 14
e 9 0 | 8
1o e —=18
I14. tdbla
G2 & T2
e e
- 0., =1 16
/3 —1/3 —1/3|  10/8
23 43 1/3|  56/3
— |
Y3 58] —1/3 34/
23 13 —13| 43
1/3 213 23| 16/3
13 23 —1/3 ‘ 46/3
1.6. tdabla
i |
U Sq 2 I
) 3 | 20
~B 1 g 4
=5 07— 8
] 1 el 6
gi FLly 2 6
AR S [ 4
4 IR (a A [
|
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230
11,
X, Xg
X5 —1/3 —2/3
X, |T1L3| 1/3
g —913,' =13
X, /3 =1/3
x, 1/3 23
5/3 4/3
IT.1. tdbla
|
A A, A ‘
& S 7 ST L ’ 26/3
£, 43 —1 —2[3 f —10/3
& 913 1 —1/3 40/3
& —1/3 0 23 t 16/3
& —1/3 0 —1/3 | 4/3
7 1 1 0 | 10
s -1 [=1] —1 ‘ —20
II.3. tdbla
& M2 g
& &1 0L 5 70
. i i et [3' 54
&, 8| =29 412
A —3 Opni—2 —16
& L (5 o
m 0 Tty 10
As gl ey 3 30

tabla
Aiie Ay “1b(4)
I i 13| . 263
418 — ., 93l -10/3
2 Ty N 40/3
—1/8 © 2/3 16/3
—1f/3 0 —1/3 4/3
-5/3 0 1/3 44/3
I1.2.' t4bla
Ay Ny As
& [ 48" =2 73 146/3
& 18 st e 50/3
& —1/3 1 —4/3 | —20/3
& | =18 0 23 16/3
& —1/8 "0 —1/3 4/3
7 0 o =210
Ay T T KA 20
IT4. tdbla
& e Gz
& N 16
Ay U5 —1/5  1/5|  54[5
&, 95 8/5 2/5 48/5
M —1/5 —2/5 25| 28/5
& 2/5 —1/5 1/5| 34/5
7 U5 4f5 |15 4/5
A —6/5 —2/5 —3/5 18/5
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II5. tdbla

& M2 )
£ 4 3 5 20
Ay g Al ) 10
& R
Iy e gl i
& ME R LS, 6
& 7 1 4
Ay 3 2 3 6
III. tédbla
TR N P R R T 0
X, i 0TRSO T e S | 12
A SRR AN, 8 | 3 2 10
Xg ] S0 PN R 3 1 20
X, : 1 S L 0 2
xyin Dt 1 ML =2
QF-Sa bR § TR R e )
1.1, tdbla TIL2. tdbla
2 Ay ‘g l & Ay Ay
S | el e R
e Ly 1 12 & %' =28 1 16
—4 3 2 10 & 4 |=1| 2 18
—2 3 1 20 & 2 1 1 24
1| —1 0 2 A R 0 2
Lois el ety ~ g ket 0 el oy
1 1 0 10 " =t 2 \0 8
55 T, (Rt -20 s S TP S I
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III.3. tabla
A & g
—10 -3 -5 | —38
O (RPN — 8
6 1 3 42
T e O Sy
— TR T
7 2 4 44
- A \~5! —54
III.5. tdbla
& 1 N2
—13/2 —5/2 —3 14
—1/2 12 0 4
52 12 1 10
2 12 0 6
I, TP [, | 6
772 Wz] 2 2
O a2l 10
| Xl
(u)xy |1
(1y) x; 1
vy 2
Vo 2

3.

tdbla

Xp X
2 1
I 0
1 0
1 I
1 1

I1T.4.

II1.6.

-
(=

(X}

13/7

1/7
5/1
147

27

27

0

tabla
& M
1 —1
—1/5 —2/5
—1/5 3/5
—1/5 —2/5
25 —1/5
ofs| 45
25 —1/5
tabla
T a2
15/7 47
67 27
917 37
I —9j7
217 —3J7
511 447
| 1

16
18/5
48/5
985
34/5

405
54/5

1247
30/7
60/7
40/7
46/7

47
10
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3a. tabla
(ug) fuy)  (uy)
Xy X, b e

(uy) x4 L s=2 =] 4

(uy) x5 1 1 0 10

P 0 1 0 0

Pa 0 0 0

v, —2 1 0 0

vy —2 ~1 0

2 -1 —1 0

3.b. tabla
2
\N'n.
Xy Pi Pz = Pi
X, 1 2 1 4 3
Xg 1 -1 0 10 —1
b. 0 1 0 0 1
Xg 0 0 1 0 1
7 —2 1 0 0 =1
vy —2 1 -1 (] 0
2 I 1 0 2
4. tdbla
2
X X; o2 >0
i — — ' l ——

X, 3 2 1 24 1
X, 1 1 0 10 0
X5 0 0 1 0 |
” —3 1 0 b =10 0
Vs —1 1 —1 10 —-1
3 1 1 10 1

233
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IV. tdbla

%% |
X, i3] 2 1 ! 24
x, | 1 [ B Ao
EROLRE, nan SIS -SRI, W
v, -3 I 0 10
v, 2] I 1 10
3 1= 10
@l () ) 2 0 20
!
IVl té bl V2, tdabla IV.3. tdbla
\ v vy | ’ v S G &y
ey A g ¥
& ‘ 31 3 & : .;] 1 2 v, 13 13| 2/3
&, S & R &, ' LA 2 & | —1/3 —4/3| 4/3
£, ‘l 0 |=1f| —1 % | 01 [ v, S S o
V. tdabla
Xs 3 x3
X 13 23 —1/3] 8
Xy “13 | 1/3] 2
v l 1 1 14
v, 18  5/3 23 18
I | 0 14
Vil t4bla V.2 tédbla V.3. tabla
o £ | % p
| % Yy i St Mo ‘ S1 S3
| sy -
& | | 1] —1/3 § 1 " I /3 | 1 v | ~—2/3 13 | 2/3
& | —1 —5/3% ] & 1 —43 | 0 &, 78 —4(3 | 4/3
S o £s [ 3}l <] vy 1 -1 !
g Nk =23 0 i ol
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VI. tabla

X, b X,y
x, 0 1 1 10
X3 —1 1 3 6
¥ 0 2 20
¥, i 1o 14
LO M 0 14
VI.I. tdabla VIZ2. tabla VI.3. tébla
1
‘ LS i vy 51 | 53 51
e | —— S s B PESEECISEEL LI, [Iea— DRSS SISRSUNTECREY (a——
£ 0=1]| —1 ¥, l 0 —1 |—1 v, O3kl 1
&, P, Y 1 e | & ] e 0 & | —2/3 —73| 4/3
£ =251 mo Y & 1|-3 2| -2 v | —1/3 —2/3| 2/3
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MULTI-PARAMETRIC LINEAR PROGRAMMING ON THE RIGHT-HAND SIDI
OR IN THE OBJECTIVE FUNCTION COEFFICIENTS

The problem of multiparametric lincar programming has been studied and solved
in several works on a high theoretical level. The application however, requires the know-
ledge not only of theoretical relations, but also of methods which can be used in pratical
work.

The purpose of the work under review is to present a method of multiparametric
linear programming of the righthand side vector, or the vector of prices, which may be
found convenient for numerical computation, and, hence, for the construction of corres-
ponding computer programmes. An example illustrates the applicability of the method.

The multiparametric linear programming problem can be written down as follows:

Maximize .

v =clx (max)
subject to

Aw = blh), 2= 0

where 4 is an m by » matrix of constant coefficients, ¢, @, 0 € K", 2 € I° is a vector-
parameter, b(2) € K. Further:

b(A) = b* + Fa,

where /7 is an m by s matrix of constant entries.
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Or: Maximize

subject to

where

c(v) = c* 4+ Hv,

and H is an n by s matrix of constant coefficients, » € I° is a vectorparameter.

The structure of the matrix, /7, or f1 is closely connected with the analysis of a specified
system, and its environmental interrelations. The economic interpretation of the coeffici-
ents of the vectorparameters is not discussed here.

The method of multiparametric linear programming is based upon a method for
finding all vertices (extreme points) of a convex polyhedron, which works with the aid
of the theory of graphs.

In deriving the method of multiparametric linear programming the simplex algorithm
had to be slightly modified.

JIMHEMHOE TIPO'PAMMHUPOBAHUWE C HECKOJIbBKMMWU TTAPAMETPAMM HA
IIPABOM CTOPOHE MJIM B KOEG®OUIIMEHTAX IEJIEBOM OYHKITUU

[TpoGiiema MHOrONAPAMETPHUYCCKOr0 JIMHEHHOr0 mnporpammupoBanus (majee Tojxko MLP)
ObLJIA U3YUYEHA M PEHIEHA B HEKOTOPLIX HAYUHBIX Pa00TaX Ha BBHICOKOM TEOPETHYECKOM YypOBHE.
JLUIst IpaKTHUCCKOro MCIOJIB30BAHHS 9TOI0 METOJA HE SIBJISIETCST JIOCTATOYHBIM 3HATh TOJILKO
TEOPETHUCCKHE COOTHOMIEHHS, HO HY)KHO HMETb MCTO/I, KOTOPLIM MOXKHO TOJbL30BaTLCST HEIO-
CPEJCTBCHHO HA MPAKTHIKE,

Llestoit npejicraBiaennoil padoTel siBJsiercst pazpaboTka MeToja JimHeHHoH napameTpusaluy
BEKTOPA TPABLIX CTOPOH, 1M KOd(pQUIIeHTax 1eseBoil QyHKIUM, NpUMeHeHHe KOTOPOro
HPUFOJCH JUISI HYMEPHUCCKHX BBhIYHCIeHM 1 pagpadorki uist OBM. B Kkonye crarbu npej-
CTABJISICTCST METO/] HA MIJLIOCTPATHBHOM TIpUMeEpe.

[TpoGuem M L P MO3KHO ¢QOPMYJTHPOBATD KA CJCAYIOILYIO 3aj1auy

MaKCHMH3HPOBATL (Y HIKIHI

cx (max)

HPH YCIIOBHSIX Az = by, x =0,
11e A MATPHILA THITA (m, ), ¢ x, 0€I"b(A)€ ST €L BEKTOP-NIAPAMET].
Jlanee b (A) = b* + F A,

e Fovarpuna nocTosiHHbIX 9JeMeHTOB THIA (11, S).
it sre: makeumusipoBath (yHKIH

2 ('T(V)J' (max)
[pu yenosusix
Ax f, x. =i,

e c(») = ¢* + Hy

i MATPLILA HOCTOSIHHLIX DJeMenToB Tna (1, s), v € £ BCKTOP-NIapamerp.

Konerpyuns saementos Matpoit /' 1 H TeCHO CBSI3aHA ¢ aHAJIH30M JIAHHOI 9KOHOMMYCCKOMH
CHCTEMBL H € B3AHMOCOOTHOMICHHSIMIL €€ CPEJLI0iil. DKOHOMHUYCCKHM HCTOJIKOBAHHEM TTOMOLLH 9J1e-
MEHTOB BEKTOP-NIAPAMETPOB B padOTe aBToOPbl HE 3AHUMAI0CsT.

MeTor M L P ocHOBAH HA METO/IC HAXOMICHHS BCEX BEPUIHH BLITYKJIOT0 MHOIOPPAHHHKA;
HPH TOMOULH H3 TCOPHH FPAGHEOB.

JUist BBIBEICHUST COOTBETCBYION{X COOTHOWEHUIT MeTojga M L P Hy»<HBI HEKOTOPBLIC MO/IH-
PHKAIIHH CHMITIICKC METOJLA.



