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Nem újkeletű az a felismerés, hogy a nyers statisztikai adatsorozatok gyakran
kiigazításra szorulnak, mert az adatsorozatokban rejlő többféle tendenciát,
(nem mindig szigorúan) periodikus ingadozást el kell különítenünk egymástól,
hogy jobban értékelhessük a szóban forgó adatsorozat jövőbeli alakulására
gyakorolt hatásukat. Például a szezonális ingadozások olyan erősek lehetnek,
hogy ,,elfedik" az összes többi tendenciát. Minthogy a szezonális ingadozások a
legszembetünőbbek, és ezek okozzák a legtöbb nehézséget, a ,,hagyományos",
empirikus kiigazítási eljárások mind a szezonális ingadozásoknak a kiküszöbö­
lésére szolgáltak. Kezdetben a spektrálelemzést is elsősorban úgy fogták fel,
mint a szezonális ingadozások vizsgálatának egy sztochasztikusan megalapo­
zott módszerét.

A spektrálelemzés hatósugara azonban -- legalábbis elméleti erejét
tekintve - jóval nagyobb ennél. Cikkünk célja, hogy nagy vonalakban ismer­
tesse 9ö spektrálanalízis néhány olyan alkalmazási területét, amelyről - úay
tűnik - nem esett még szó a magyar irodalomban. A problémakör egzald
b »ö_b »öBc»B tárgyalása iránt érdeklődő olvasónak GRENANDER és ROSEN­
BLATT [1] könyvét ajánljuk figyelmébe. Könnyen érthető, bár kevésbé pon­
tos - és a nehezebb, hosszadalmasabb levezetéseket mellőző - tárgyalás
található GRANO.ER és HATANAKA [2] monográfiájában, ebben viszont a szer­
zők p»PA teret szentelnek a módszer közgazdasági alkalmazásaival kapcsolatos
problémáknak is.

A spektrálelemzés alapjai ugyan hozzáférhetők magyarul [3], [4], [5],
m.égis ii teljesség kedvéért itt is röviden összefoglaljuk őket.

Sztochasztikus folyamatnak nevezzük valószínűségi változók egy {EaÉi ­ g} 
összességét, ahol a É időparaméter valamely (t1, t2) intervallumban veszi föl
értékeit, Z pedig az eseménytéren fut végig. Egy ilyen folyamatnak lényeges
jellemzője az F aÉr várható értéke és » baÉr szórása, továbbá az, hogy a külön­
böző időpontokban felvett értékei között milyen szoros kapcsolat van. Ennek a
kapcsolatnak a szorossága az alábbi ún. autokovariancia-függvénnyel defi­
niálható

LaÉi -r) = F •aEaÉi w) - F aÉrraEaÉ w -r, w) - F aÉ w -r) )J.
Ha mármost két időpontra, t-re és É r-ra vonatkozóan rendelkezésünkre

áll egy-egy J elemű, független megfigyelésekből álló minta (legyenek ezek
E3aÉri ill. » faÉ w -r); i = 1, ... , á g akkor LaÉi -r)-ra a következő becslést írhat­
juk föl:
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1 N
P(t, r) = N ~, [:r;(t) - ,71,f(t)J [x1(t w r) - Y[(I w -r)J.

Vagyis az átlagolást úgy kellene elvégezni, hogy t és -r értékét rögzítve, a
kívánatos számú mintára átlagolnánk. Csakhogy a gazdasági udatsorozatok
elemzésénél éppen az okozza, az egyik fő problémát, hogy adott t értékhez igen
sokszor csak egyetlen adatot tudunk megállapítani, mert a folyamatnak csak
egyetlen megvalósulása létezik, vagv legalábbis csak egyet ismerünk. Pl. egy
bizonyos évben adott országra vonatkozóan csak egy adatunk van a nemzeti
jövedelemre. Viszont hosszabb-rövidebb iclőszakm vonatkozóan vannak ada­
taink. Az ilyen adatsorozatot szokták - időbeli jellcgóre utalva - idősornak
nevezni. Az idősort a mögötte rejlő sztochnszt.ikua folyamat egyik realizáció­
jának, magát a folyamatot pedig az adatsorozat generálójá1mk nevezzük.
ő z {x(t, w)} sztochasztikus folyamat generálta adatsorozatot {x(l); t = /)+ 
n}-ncl jelöljük.

Az elmondottak miatt egyelőre csak azokkal az adatsorozatokkal fogunk
foglalkozni, amelyeknél »Í idő szerinti, átlagból tudunk következtetni az
1· nö) T) értékére.

Ergoclikusnak nevezünk egy { c1.:(t, w)} sztoohaszt.ikun lolyn.matot, ha négy­
zctcs átlagban konvergens, azaz hu t1, 12, ... -~ /., akkor

Iim M[(x(t, ­ g } x(t,,, w) ). ~ = O.
fl-• 

Ismeretes (lásd pl. 1(rJ-ot), hogy az idíi HZOl'inti <iR a mintaHokm-,{Lgm, ouatkozó
átln,golás felcserélhető az olvun crgodilrnH li>l_v,tnmtokr·n,, n.mclyck kielégítik a
következő Ioltőtclokot.:

és

,11Lx(t, wr) = m, 

.lil_(:r(I, 111) - mfl = (('-
M[(x(l, 11·) - rn) (x(t + T, ­ g } m}J = r(-r),

tehát ») várható érték, ;i, HzÓrÚH és iL1/. m1tokov11,r.ia11('i1t/'iir;(;c/len n,z idíitfü. A;,: ilyen
folyu.mntot _u;_vengén vag_v másodrcndbcn Hfau·ioi1{Lriw-;1mk szol«\,s ncvozn B+ 
Ekkor tehát r(r) becslésére nz alábbi 95Wbp lá.t n.lka.lmazhat.jul«:

n, g 
l II '

P(-r) =-- ::::_· 61B[nög 
n YO O 

1nl F1B}nö 1- -r) - 111,-J.

Az _\ \ igiek)Jcn olólcge:dii c) ú5K! aí', »Kö5c5 v ari,Lnci:L-f'iiggvény p5c fontoR
szerepe van az adntsorozn.tok elo1ní'h,él!On. A OB 11oz m-:orr hn.n , hogy ritérhossiink
arra, miben is áll ez a szerep, lie koli vezetnünk néhánv t'1j f'ogitlrrmt.

JV[ielíítt vrdóságos, tapa:-c:zt<Lhti iulatsornmtokk:tl kezdenénk loghlkozni,
vegyük » következő ,,mestcrs(geR" Rztochasztilrns íi,l_ya111,ttot:

":r(t, 11·) = .) k '101 cos coj t 
j - O 

ahol cork vnlóH számok, wrk pedig független valóHzíníjségi válto7:ók (j =
= 1, 2, . . le), továbbá



és
M[w]] = aj 

21f[w/W;] = 0,

315 

j = 1, 2, ... , le

ha j,+i 

A7, x(t, w) sztochasz'tikus folyamat minden egyes w1cosw1t alakú tagja egy
ú)if· / +)+) . 1p tk\ k k ö O kö k/ tl · , · /ktk _ re (Venc1aJU, azaz - peno usu es wi - e 1a ve e en - amp ,öGn s JG 
2n wl
periodikus függvény.

Látható, hogy

.Llf[x(t, w)] = 0,

"r(r) = M[x(t, w) x(t w r, w)] = _J; cos wl t · af 
J=I 

és ez utóbbi így is írható:

n. g 
n

r(r) = J cos rw clF(w), 
O· 

ahol l!'(0) = 0 és innen kezdve F(w) lépcsőzetesen növekszik az előre rögzített
/( 

w1 helyeken <I] értékkel, amíg cl nem éri a,_.E ay értéket. (Lásd az l. ábrát.)
[; O 

" n­ g 

---0··
----0

I ,
l,J, W3

l. ábra.

Az F(w) függvényt a folyamat ,,spektrális eloszlásföggvényének" nevezzük.
Vegyük észre, hogy a (2) egyenlet összefüggést állít fel a szóban forgó speciális
folyamat esetében az r(r) és az F(w) függvény között.

Má Wb5 Xö) ha sem k értékét, sem pedig az w1 valószínűségi változókat nem
rög,r,ítjük előre, akkor igen sokféle adatsorozatot generálhatunk, sőt [7] alap­
ján tudjuk, hogy ha az P(w) függvényről nem kötjük ki, hogy lépcsős függ-

vény legyen, hanem csak annyit kívánunk meg, hogy ~~w; eloszlásfüggvény
£.., <Ji 

legyen - azaz monoton nem-csökkenő, F(0) = 0, P(n) = I,' <JJ - akkor igaz,
hogy minden x(l, w) gyengén stacionárius sztochasztikus folyamathoz talál­
ható olyan - a fenti osztályba tartozó - F(w) függvény, hogy

nzg 
"'r(r) = 2 S cos w dF(w) 

l 

továbbá találhatók olyan ii(w) és v(w) valószínűségi változók, hogy

4*
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n "
(4) x(t, w) = 2 \. cost w du(w) + 2 J sin t w dv(w); 

Ő 0

ahol

M[(u(w1 + Llw) - 'U (wiJ) (u(w2 + .dw) - u (w2))J =
(5a) = M[(v(w1 + .dw) - v(w1)) (v(w2 + Llw) - v(w2))] =

= {O, ha (w1 + i!w, OJ1) és (w2 + ilw, w?.) diszjunkt;
F(oJ + ,::1w) - Ji'(w), ha w1 = w2 =OJ;

illetve

(5b) M[(u(w1 + llw) -- u(w1)) (v(wi + llw) - v(w2))] = 0

Vagyis minden gyengén stacionárius folyamat végtelen sok frekvenciából.
összetevődöttnek fogható fel, amelyeknek amplitúdója a (5n) és (5b) tulajdon­
ságokkal rendelkező - úgynevezett oi-togonűlis -- valószínűségi változó és
minden egyes frekvencia két - cgyn1áshoz képest n/2 fázishlönbségű -
komponensre bontható.
A továbbiakban olyan sztochasztikus folyamatokkal foglalkozunk, amelyek­

nek létezik a

egyenlettel definiált ún. spektrális iiÍÍrííséufüugvényiilc (röviden spektrumuk),
ahol f(w) abszolút folytonos függvény.

Az ilyen folyamatokra a (3) egyenlet a következő alakot ölti:

(3')
"

r(r) = 2 S cos tro f(w) do».
0

Mármost az f(w) függvényt jól felhasznáihatjuk a sztochasztikus folyama­
tok vizsgálatára. Ha ugyanis egy adatsorozatban periodikus ingadozások van­
nak, akkor az őt generáló sztochasztikus folyamat f(w) spektru ma a meg­
felelő w1, w2, ... frekvenciáknál a közvetlen környezethez képest többé­
kevésbé kiugró csúcsértékekct vesz föl, az ingadozás erössógétől függően.
A Fourier-transzformáció elmélete szerint (3') formális inverziójával a követ­

kezőt kapjuk:

(6) f(w) = -1 lr(O) + 2 )►r(j) C08Jú)j
2nl 0

H a most az adatsorozat rendelkezésünkre álló elemei .xi, x2, ... , :r11, akkor
ezekből (I) alapján elkészítve n,z i·(r) becsléseket ÓH (ü)-ba behelyettesítve, sz

(7) t.( ) 1 r·. (( "/1~ • ( .) • Jw = ·- r ) ) + ~ ..;;;;. r 7 cos 7w
2n. l=i
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becslés adódik. Világos, hogy véges sok adat alapján nem lehet w minden
értékére becslést adni, hanem f(w )-nak csak alkalmasan megválasztott inter­
vallumokra vonatkozó átlagait becsülhetjük. A (7) formulával azonban van
egy további nehézség is. Ismeretes ugyanis (lásd pl. [8] 52. és kk.) hogy [7]
torzítatlan becslése ugyan [6 ]-nak, de nem konzisztens (tehát várható értéke
J(w)-val egyenlő, de szórása nem tart zérushoz, ha n--+ oo).

Ez a nehézség vezetett ahhoz, hogy [7] helyett a következő alakú becslése­
ket kezdjék vizsgálni:

(7') _ 1 l m-,
1/(w) = - f(O) A0(w) + 2 ~ A1(w) r(j) cos wj , 

2:rr j=I

ahol m < n.
A {A1(w ), i = 0, 1, ... , m - l} súlyfüggvények alkalmas megválasztásán

múlik a becslés jósága. Leggyakrabban a Tukey-s-Hanning-féle súlyfüggvé-

{ ni}nyeket A;(w) = 1 + cos m alkalmazzák. Ha ezt a súlyfüggvényt írjuk

(7')-be, a kapott becslés nem lesz ugyan torzítatlan, de a torzítás megbecsül­
hető, és a legtöbb esetben elhanyagolható.

Ha mármost a spektrumot valamilyen (w1, w2) intervallumban akarjuk
behatóbban tanulmányozni, v,1gy ellenkezőleg, ki akarunk küszöbölni vala­
mely frekvenciát vagy frekvenciasávot, amely zavarja a lappangó tendenciák
felismerését, ezt az ún. szűrők segítségével tehetjük meg.

Szűrőnek nevezzük az adatsorozatok következő alakú lineáris transzfor­
mációit:

m 
y(t) = L[x(t)] =}; a1xt+j, ahol aj valós szám.

-m 

Bebizonyítható, hogy az y(t) adatsorozat spektruma

ahol
m 

,q(w) = r,1,0 + 2}; aj cos wj, 
J=I 

g(w)-t nevezzük transzferfüggvénynek. Ha mármost valamilyen (wi, w2) inter­
vallumot akarunk részletesen megvizsgálni, olyan szűrőre volna szükségünk,
amelynek transzferfüggvénye ·

{
l, ha w1 _::::: w _::::;: w~ 

q(w) =
' 0 egyébként

(lásd a 2. ábrát). Mivel azonban ilyen transzferfüggvénnyel bíró r'övid szű1:ó
nincs, olyan szűrőkkel kell megelégednünk, amelyeknek transzferfüggvénye it
3. ábrán látható. Ekkor az okoz problémát, hogy lm az (w1, w2) intervallum
közelében a spektrumnak kiugró csúcsa van, a szíírő ezt nem küszöböli ki tel­
jesen, hiszen transzferfüggvényének értéke ott nem azonosan nulla. Az ebből
eredő ,,szivárgást" figyelembe kell venni. · ·



Mivel célunk itt csupán az eljárás elvi vázáua.k az ismertetése, nem térünk
ki a beoslésckkel kapcsolatos többi kérdésre (konfülencia-interva.llumok stb.).
Annyi azonban az eddigiek alapján j8 világos, hogy megbízható becsléseket
csak olyan nagyszámú adat birtokában kész it.hetünk, a.mennvi ,t gazdasági
adatosorzatok esetében nem mindig áll rendelkezésünkre. Ha pl. éves adatokat

w, w
2. {d>.m.

g (w) I
I

'LFL~
w1 vJz w

3. áhn.1.

kell vizsgálnunk. kevés olyan acfutsoroz,tt lótnzik, :Lmel_y (i() J /J() óvon kcrosz­
tül birtokunkban vun, és j(i küzclítéH1-;cl ktacion{triwrnak nevezhető. EIHösor­
ban tehát a sűrűbb adatsorokr., lehet ehli(íl a szomporrtbri] száinít,LtÜ.

ő z a d a t s o r o z a t o k k ö z ö t ti H s s z e fü g g é s c k 

A svektrálelemzés nemcsak egyetlen udatsorozut vizsgálatárn alkalma»,
hanem arm is, hogy két adatsorozat összef"iiggéHének ,,finomszerkezetét" fol­
derítsük vele. A spektrá.lolemzés foga.lm.Linak ehhez szülrnéges által:inosítár-iiit
Granger [2] tá,rg_yalásmóclját követve a, kővot koxűkbcn adjuk meg:

Legyen x(t, w) é,, y(I, z) két gyengén stacion.i: iw, s:d,o<'haHztikuH folyumnt;
ahol t az iriőpa.ra.mótcr, w ész pedig val1íszínűségi vri.ltozó, <~H legyen ozonk ivül
az is igaz, hog_v ha mx, ill. rnv jelöli itz :r(I, w), ill. az y(I, :.:) folv.uuat vn.rlmtó
értékét, akkor -

(8) JV[ [(r(t, w) - mJ (y(t + ·r, z) - rny)]-= rxy(r),

tehát a kovariancia szintén csak n szóbun forgó időpontok k'iilönbsluétőt fi.iggji>11.
Mint említettük. a ,,gyengén stacionárius" tnl,tjdonság voltaképpen azt

jelenti, hogy az adatsoroza.tok goncdtló Iolya.mata mögött rejlő szabályszerű-



ségek nem változnak a vizsgált időtartam folyamán; a (8) feltétel ehhez lénve­
gében azt teszi hozzá, hogy a két idősor közötti összefüggés is változatlan.

Fölírva x(t, w) és y(t, z) Crarnér-féle előállítását:
n ~ 

x(t,w) = J costwdiix(w) + .\ sinlúJdvx(w) 
0 0 

y(t, w) = f cos tt» duy(0J) + _(' sin tto dvy(w); 
0 0 

ebben az esetben érvényes a következő:

(9)

ahol

n n
rxy(r) = J cos (rw) c(w) dw+ J sin (rco) q(w) dw, 

0 0

(lOn,)

lVf [du_x(w1) duy(w2)] = _M [dvx(w1) dvv(w1)] =
fO, ha 0J1 =/= w2

= [2c(w) elev, ha w1 = ú)2 = w,

.M [rhix(oJ1) clvy(<vJ] = ~ JI! [chly(CúL) clvx(o>2)] =

f
o, ha W1fúJ2

2q(oJ) dw, ha w1 = w2 = úJ. 

A (D), (Lüa.) és (J.Ob) egyenletek a következőképpen értelmezhetők: a c(w) 
függvény a két folyamat azonos fázisban levő, w frekvenciájú komponensének
a kuposolatára jellemző, q(oJ) a n/2 faziskülönbségü komponensek összefüggé­
sét mérj; a külön l>öző frokvcnciáj ú komponensek között pedig nincs korre­
láció. Tehát pl. lm valamilyen adott x(u·, I) és y(z, t) esetében c(w0) =I= 0 és
q(w0) = 0, ez azt jelenti, hogy ,L két folyamat w0 frekvenciájú komponense
között van korreláció, és hogy pontosan azonos fázisban vannak. Ha q(w0) 

sem zérus, akkor a két folvu.mat w11 frekvenciájú komponense között vala­
mekkora fázi1okiilünbség i;; van. Vagyis két stacionárius folyamat összefüggése
kimerítően leírható Ligy is, hogy minden frekvenciára megadjuk, az azonos
frekvenciájú komponensek közötti összefüggést.

ő z x(t, w) és y(I, z) sztochasztikus folyamat közötti összefüggést a

( I OIJ)

e ) c2(w) + q1(w) 
(w =----"--

/Aw)+ [y(w) 

{111. kohercncia-függvénnvcl fejezzük ki. Bebizonyítható, hogy

0::;;: C(w)::;;: l. 

Minél közelebb van C(w) értéke I-hez, annál erősebb a korreláció az xit, w) 
és ?JU, z) folyamat w-frekvonciájú komponense között.

H a a két komponens közötti fáziskülönbséget is meg akarjuk állapítani, a

r(w) = arc tg (q(w)) 
c(w) 
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függvényt kell meghatároznunk. Természetesen (p(w)-nak csak olyan w-érté­
kek esetében van jelentősége, amelyekre C(w) elég nagy, hiszen ha két azonos
frekvenciájú komponens között nincs számottevő korreláció, a fáziskülönb­
ségük nem érdekes.

Amennyiben tehát módunkban áll C(w)-t és ip(w)-t becsülni valamely x(t, w)
és y(t, z) folyamatra vonatkozólag, akkor - ha nem is minden egyes frek­
venciára, hiszen csak véges sok adatunk van - de legalábbis bizonyos frek­
venciasávokra külön-külön meg tudjuk becsülni a két adatsor közötti korre­
lációt. Ez azért fontos, mert semmilyen biztosíték nincs arra, hogy pl. két
gazdasági adatsorozat esetében akár a korreláció, akár pedig a fáziskülönbség
ugyanakkora legyen a, két adatsorozat különböző periódusú komponensei
között. Pl. a sajtgyárak kibocsájtásának hosszútávú ingadozása valószínűleg
szorosabb kapcsolatban áll a tejtermelés hasonló ingadozásaival, mint ugyan­
csak a sajtgyártás heti ingadozása a tejtermelés heti ingadozásával.

Röviden érintjük még a koherencia és bázisfüggvény becslésének problémá­
ját. Ha a rendelkezésre álló adatok:

{x(t), y(t); t=O,l, ... ,n}, akkoraz

nj 
wj =-;;; (ahol m < n és j = I, ... , m) pontokban a következőképpen kapha-

tunk becslést:

(11) 

ahol

(12)

és

(13) ahol

ak = -íl l k [x(j) y(j - le)+ y(j) x(j- lc)] j, k = J, ... , m
n - k j=1

Mindaz, amit ebben a részben elmondtunk, órtelornszerűen alkulmazható
kettőnél több adatsorozat esetében is.

N e m l s t a c i o n á r i u s a d a t s o r o z a t o k 

Idáig stacionárius adataorozatokku.l foglalkoztunk. Sajnos azonban a leg­
több gazdasági adatsorozatról nem tótelezhotjü k fol, hogy stacionárius. Még a
legegyszerűbb eset az, ha, ez a nem-stacionárius jelleg csupán abban nyilvánul
meg, hogy az idősorban valamilyen trend van, é8 ha a trendet az adatsorozatból
kiszűrve, már stacionárius sorozatot kapunk. Ekkor ugyanis több módszer
áll rendelkezésünkre (lásd [2]-t) ennek a trendnek a becslésére.
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Vegyük viszont a következő folyamat-sorozatot:

x0(t,z)= .( costwdu(w)+ f síntwdv(w),
0 0 

ahol u(w) és v(w) olyan valószínűségi változó, amelyre érvényes az (5a), ill.
(5b) összefüggés, valamint

Ftco + L'.101) ~ P(w) = 0

továbbá

(14) x1Jt, z) = f cos tw a(k, w) du(w) + J' sin tw a(k, w) dv(w),
0 0

k = 1, 2, ... ,; ahol a(k, w) minden lc-ra w-ban folytonos függvény.
Belátható, hogy az xk(t, z) folyamat spektruma

O.a2(k, w)-tel egyenlő, és hogy ha

111 [x0(t, z)] = 0, akkor j1{ [x"(t, z)] = 0.

Legyen most

(15) y(t, z) = x1(t, z) . 

Az y(t, z) folyamat nyilván nem stacionárius, hiszen

j1{ [y(t, z) y(t + -r, z)] = 0 f cos T(J) a(t, (J)) a(t + r, (JJ) dw,
0

ez pedig általában függ t-től. Mármost mivel a spektrum fogalmát stacionárius
stochasztikus folyamatokra értelmeztük, az

/y(t, «i) = O·a2(t, w)

függvény nem tekinthető spektrumnak, de megőriz néhányat a spektrum
tulajdonságaiból. Pl. ha P olyan szí.írő, amelynek transzferfüggvénye

{
o,

u((J)) =
l,

ha w =I= w0 

ha w=w0 

akkor belátható, hogy P-et y(t, z)-re alkalmazva, az

Y(t, z) = P[y(t, z)]

folyamat csak az w0 frekvenciát fogja tartalmazni, és az fv(t, w0) függvény
azt mutatja, hogyan változik az w0 frekvenciához tartozó amplitúdó az idő
függvényében, ami pedig a stacionárius esettel analóg. Fontosabb azonban a
következő tulajdonság:

Legyen
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belátható, hogy ha n ~ T, a(t, w) pedig lassan változik az időben, akkor

Ji(l'.(r)J- r COSú)T,~ '3:a~(t,co)-lclw;
J Ln t:t 
0 -

azaz , ha az adatosorznt.ból úgy bocsüljük az autokorreláoiót, mintha a, sorozat
stacionárius volna, és ezt az i-(r)-t írjuk be a (7') becslésbe, akkor valójában az

l ,,
-~f(t,w)
n 1-1

áthtgot becsüljük. Arni a becslés mcgbízhatóságúlim; 1:,zl.iks{gcs feltételek pon­
tosabb megfogalmazását i llot.i, Granger [2J könyvének \:J. fcjozotóro utalunk.
Durván annvit mondhatunk, hogv némi információ nyerhető az itt leírt eljárás­
sa.l nem-stacionárius adatsorozatokru is, rné.upedig annál több, minél lassúbb a
spektrum változása a viz:.,gált időszn.kbun.

Ha mármost két nern-staoionárius adntso1·ozttt ös:,;zof'i.iggósót vizsgáljuk,
figyelembe kell vcn n ti uk azt is, hogy maga ez az ösHzdüggó:,; som 101:,z általá­
ban mái' független az idfüűl. Bizonyo:,; iif;szcfiiggó,.;ok felírha.tók abban az álta­
lános esetben is, u.mikor mind ,t kohorcuciufüggvény, mind pedig rt fázisfogg­
vónv függ az idötól ; gv,tkorhtil,tg azonban 110111 l,ttHz,111:tk n.lkalmazhatónak.
Ha azonban legalább az a Ioltevós jngo;,ult, hog_v ,t fc'tzisfiiggvónv nem Gigg az
időtől, akkor 1HSmile!..( a kohcl'<'llf'iafiiggvénv ii-; ogyszerííHiidik. Ugvanis, hu
y1(t.) éH y2(L) ,t (H) és ( I :"í) egven let szerinti ncm-staoioruuius ad:,tsoroznt, uk kor a
(12), illetve (1 '.3) becsles formális :,llrnlirmz,\,sával v,tlcíjálmn az

] n
-- ),_'r;((J), /,) 
ni':i 

1 "- )," q(w, !) 
n~ 

átlagokra kapunk becslést, ebből pedig a fázi.sf'üggvónyre vonatkozó előbbi
feltevésünket kihasználva a következőt kaphutjuk (a levezetést mellőzve):

/

n 12,'r(w,l)li
l "0( ) 1 ,J- ..:. ú), t ~ - - . ---- - -

n t=I [};ty1(w,t)] It~ /y2(w,t)-1

vagyis a koherenciafüggvénvck átlag{Lra adódik becslés; :, fázisl'iiggvényre a
stacionárius esetben megadott becslés pedig most is a í'ázisfüggvény konzisz­
tens, torzítatlan becslése lesz. Így tehát nom-atacionárius adatsorozutok össze­
függéséról is kaphatunk információkat, ha a spektrumok változása lassú.

Alkalmazási lehetőségek

Az irodalomban bemutatott alkalmazások közül kcttéít emelünk ki, mint
amelyek jól illusztrálják a spektrálelemzés lehetőségeit.
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GODFREY és KARREMAN [9] azt vizsgálva, milyen tényleges hatást gyakorol­
nak a szokásos szezonális kiigazítási eljárások az adatsorozatokra, a következő
kísérletet végezték: Elektronikus számítógépen mesterségesen generáltak
másodrendű autoregresszív sémával egy alapadat-sorozatot, továbbá olyan
sorozatokat, amelyek változó - mégpedig más és másképpen változó - szezo­
nális ingadozást képviseltek. Az alapadat-sorozat tagjaihoz rendre hozzáadták
valamelyik ingadozássorozat megfelelő tagját, az így kapott adatsorozatot
pedig valamelyik vizsgált kiigazítási eljárásnak vetették alá.

Mármost több sorozat állt rendelkezésükre: a nyers adatsorozat és két
komponense - tudniillik az -alapadat-sorozat és az ingadozás-sorozat - ezen
felül a szóban forgó eljárással kiigEtzított sorozat és az elkülönített szezonális
ingadozás. Ezután 11 koherencia-, illetve fázisfüggvény becslésével meghatároz­
!ák a, tényleges és a számított szezonális ingadozás stb. között az összefüggést.
Igy bizonyos következtetésekre lehetett jutni arra vonatkozóan, milyen hatéko­
nyan szűrik ki az egyes kiigazítási eljárások a, különbözőképpen változó szezo­
nalitást az adatsorozatból, illetve nem okoznak-e torzításokat.

Egy másik érdekes lehetőségre - tudniiliik a, sztochasztikus ökonometriai
modellek vizsgálatára, - Grnnger hívta fel a figyelmet [LOj-ben.

Vegyük a következő egyszerü ökonometriai modellt:

C1 = cY1_i + 8; 
11 = v(Y1 - Y1_J + 17;

Y1 = 01 + 11, 

ahol E.1 es ·17; zérus várható értékű, konstans spektrumú sztochasztikus folya­
mat (,,fehér zaj ") C1 a nemzeti jövedelemből fogyasztáar», fordítható rész,
I1 a felhalmozás, Y1 a teljes nemzeti jövedelem. Átrendezve:

Y1 - o: Y1-1 = r1 

C, - rx C1-1 = i11

11 - rx11_1 = s1 - 171,

V -C ,, ,ahol rx = --- , B1-roJ es 171-ről pedig belátható, hogy mindkettő szintén
v-1

,,fehér zaj". Mármost tehát mindhárom adatsorozat (Y1, 01, 11) felfogható,
mint ugyanannak a szűrőnek a kimenő jele, csak a bemenő jel más és más.
Belátható, hogy ebben az esetben az egyes adatsorozatok spektruma a
következő:

f(wl/\

w
4. ábra.
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fy(w) = f,(w) 
2(1 - IX COS W)

__(71_(0_0)__fc(w)
2 ( 1 - IX COS CV) 

/,(w) = f.(w) 
2(1 - IX COS W)

Ha IX közel van 1-hez, akkor a nevezők igen kicsinyek lesznek, ahogy w -• 0,
ezért az elméleti spektrumok alakja a 4. ábrán látható görbéhez hasonlít.
Amennyiben a tényleges adatok alapján becsült spektrumok lefutása. valóban
ilyen, ez alátámasztja a felírt modell helyességét.

(Beérkezett: 1969. Vil. 7.)

IRODALOM

(J] GRENANDER, U.-RosENDLATT, M.: Statistical Analysis of Stationary Time Series,
New York, 1957.

[2] GRANGER, C. W. J.-HATANAKA, M.: Spectral Analysis of Economic Time Series,
Prrncot.on University Press, 1964.

[:3] Acs, .M.: Idősorelemzés és tervezés, OT. Tervgazdasúgi Ln tózot., J!)U8. (Sokszorosltot.t
anyag.) .

(4) Hnrnsos, I., JJAJZS, J.: A szezoné.lia kiigazíLáf:li oljáráaok összohusonlttris»; Ökono­
met.riai füzetek, 9. sz., l9G8.

[5 J THEISS, K: Idényszerű változások mérése spokt.ui.lclornzés segítségével, HlGG. ( Kéz­
irat.)

[GJ WIENlcH, N.: The Extrapolation, .In tcrpola.Lion and Smoothing of St.at.ionu.ry Times
Series, New York, 1949,

[7] KoLMOGOROE'l•', 8.: Sur l'inLorpolaLion et ex t.rupolut.ion des suit.os stut.ionna.ires,
C. R. Acad . Sci. l.'aris, 193D, 2043-2045. p.

[8] HANNAN, .E. J.: Tirne Series Analysis, London, J!)(jO.
[9] GODFREY, M. D.-KARJmMAN, H. F.: A Spectrum Analysis of So,.1Ro11al Adj11ste­

ment, az ,,Essays in Mathematical Economios in Honor of Oskur Morgenstern" e.
kötetben. (Ed . .!VI. Shubik); :lü7-42l. p.

[10] GRANGER, C. W. J.: Spectra! Shape or an Economic Variable, Econometrica, J9GG,
34. 150- icr. p. 

TJ:rn GEN:EIULlZATION AND APl'LíCATíON OF Tll r;; Sl'l~CTH,AL
ANALYSTS OF l)ATA srcnncs

The purpose of tho analysis of stut.isl.icul do.La series is tho Jorccast.ing of Lhc Future
development of t.he data series on tho basis of t.ho in vost.ijrat.ion and sopu.rut.ion of trends,
long- and short-t.orm pei-iod ieal f luctuat.ions, scasonnlif.y and random fluct.uut.ions.

The article presents tho theoretically most offoct.i vc u.nu.ly t.ica.l method, that of apoctral
analysis. The first part deals w i t.h definit.ions and theorems c:oncerning the breaking
clown of stationary data series into infi nit.oly many poriod icn.l components wiLh chance­
depending amplitudes. The second purt introduces Lhc concept or coherence Iunct.ion
which lends itself to the invcst.igat.ion of the rclut.ionahips bot.woon several du.ta series.
The third part, contains the generalization of spectral analysis for certain types of non­
stationary data series, and in the fourth part Lile author presents two examples relat.ing
to the application of the method for chocking economcti-ic models.
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OE0Ell(EHl1E 11 TTP11MEHEHl1E CTTEl{TPAJlbHOro AHAJ1113A
P5'!,QOB CTATl1CTl1LJECI{l1X ,[IAHHblX

UeJJb asannsa p51/_\0B CT3THCTWieCIUIX ,[\aHHblX - nporH0311pOBaH11e I-IX öynymeü ,[\11H3Ml1K11
Ha OCHOBC 113Y4CHl151 H Bbl518JJCHJ,15l TpCH,[\a, ,[\OJirOCp04HblX HJJH Kp3TKOCp04HblX nepH0,[\114CCIUIX
KOJJC6am1t'í, CC30HHOCTl1 H CJJy'laHHbIX KOJJe6aHHi-í.

8 CTaTbC npe/_\CT3BJJ51CTC51 Hau6011ee S(jlcjle1(THBHblH MCTO,[\ aHaJJH3a - cncxpansnuü aHaJJl13.
8 nepnoü 43CTl1 CTaTbH ,[\a!OTC5l onpe;i,eJJC!-IH5l 11 OCHOBHblC TTOJJO}KCHH5l OTHOCHTCJJbHO pa3611BKH
CTal_\HOl-13pHblX P5li-\08 )l_3HHblX Ha 6eCl(OHCcJHOe MHO}KCCTBO nepl-10,[\WICCKHX KOJie6aHHH, aMilJJH­
r'yna KOTOj)blX 33BHCHT OT CJiy'laHHblX MOMCHTOB. Bo BTOpoi-í ciaCTH cjJ11ryp11pyeT l10H,ITHC cjlym(­
l_\HH IrnrepeHL(HI-I, npu rIOMOlllH l(OT0j)Ol1 MO}KCT 6b!Tb H3Y'lCHa B3aHM03aBHCHMOCTb MC}K/\Y HC­
CKOJJbl(HMH j}5l,[\é1MH nannux. 8 Tj)CTbCH LiélCTH CTélTbH CllCI(TJ)élJibI-lbll1 ana.nna pacnpocrpanaerca
Ha onpC/l,CJJCHI-lblC THllbl HCCTal(HOHapI-IblX J)BAOB /(aHHbIX, a B tJCTBCJ)TOÍ'Í tJaCTH Ilj)HBO)l,11TCB nna
npnsrepa OTHOCHTCJJbHO !1CílOJJb30BaI-IHB 3TOí'O MCTO/Ia )]JI5l nponeprca 3I{OHOMCTj)ll'-ICKHX MO­
,[\CJJCJ1.

FOGALMAK ÉS MÓDSZEREK e. rovatunk e száanunlcból anyagtorlódás miatt
maradt ki. Az előző számban elkezdett KONDOR GYÖRGY cikk befejező részét

a következő számban (3. évf. l. szám) közöljük.
(Szerk.)


