FOGALMAK ES MODSZEREK

Koxpor GYORGY

Leképezés fix pontjanak és a gazdasag
egyensulyi helyzetének numerikus approximéacidja
Scarf modszereivel

(Mésodik, befejezd rész*)

II. Kozgazdasagi alkalmazas: az egyensilyi ar

I1.1. A feladat megfogalmazdsa

A matematikai kozgazdasdgtan egyik kozponti elméletét az egyenstlyi
llblylct(’kl(," az egyensulyi termelési és fogyasztési szerkezetekre és az egyen-
stlyi drakra vonatkozo ismeretek alkotjak. A cserét leirG altalanos gazdasagi
modellekben a figyelem gyakran k)fejuctten az egyensulyi arak v17sgalatar'
iranyul, mivel ezekbdl gyakran mar levezetheték az egyensilyi termelési és
fogyasztasi strukturak. E fejezetben az egvensilyi arak szerkezete és meg-
kozelitése lesz vizsgalatunk targya

Tegyiik fel, hogy a gazdasagban n arufajta szerepel és legyen m a gazdasagi
igynokségeknek, a fogyasztoknak, illetve azok képviselGinek és a termelési
egységeknek, illetve azok képviselGinek a szama. Feltessziik, hogy az ligynok-
ségek gazdasdgi tevékenységét a tobbletkeresleti gi(m) fiiggvények irjak le,
amelyek kizardlag a nem-neg: = (my, . . ., m,) drak fiiggvényei. Az r-edik
(r =1....,m) gazdasagi iigynokség gi(m) tobbletkeresleti fiiggvénye azt
mondja meg, hogy az adott drakon az r ligynokségnek az i drufajtabol mennyi-
vel nagyobb a kereslete, mint a kindlata. Ha gj(w) <~ 0, akkor az iigynokség
esokkenteni kivanja az @ arufajtabol rendelkezésre allé készleteit és novelni
akarja azt pozitiv gi(m) > 0 esetén.

1. Feltessziik, hogy a gj(m) fiiggvény zéréfoku homogén, vagyis feltessziik,
hogy a keresletet, illetve kindlatot (pontosabban a tobbletkeresletet) az arak
aranyai mar meghatirozziak. Ezért megengedhets, hogy csupan olyan
(er(,ndsymokot vizsgdljunk, amelyek rajta vannak az S szimplexen, vagyis

amelyekre ._' gy ="y 9v; > 04

i=1
2. Mindegyik tobbletkeresleti fiiggvény folytonos az S szimplexen Ez egy
meglehetésen szigoru feltevés, amelyre a tovébbiakban még visszatériink.
3. Altaliban feltételezik, hogy mindegyik r ligynokség elkolti jovedelmét,
vagyis vasarlasait eladdsaibdl fedezi®

7 gi(®) + . . .+ T gh(®) = r=1,...,m (IL.1)
A tovabbiakban azonban csak azt hasznaljuk ki, hogy a piaci osszkereslet-

nek tetszéleges aron vett Osszege megegvezik a kindlat arosszegével:

* A cikk els6 vésze a 11, évf. 3. szamdban jelent meg.
5 (I1.1) a Walras-térvény érvényét mondja ki.
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T g1(®) + ... Wy g(w) =0, (11.2)

ahol gim) = 3 gi(m) p==15 50l
r=1

és e fiiggvényt a piac tobbletkeresleti fiiggvényének nevezziik.
A @ arvektorrol akkor mondjuk, hogy egvensilyban van, ha ezeken a
®t = (7, . .., %,) drakon

g:(7) <0 VS A ) (IE:3)
€s
7 9:(%) =0 DR P (11.4)
(IL.3) azt mondja, hogy az egvensiilyi drakon egyik 4ru kereslete sem halad-
hatja meg kindlatdt. (11.4) szerint, ha egy dru kindlata egyensilyban meg-
haladja keresletét, akkor az dru egyensiilyi dra zéré, és ha egy dru egyenstlyi
ara pozitiv, akkor kereslete megegyezik kindlatédval.
A Brouwer-tétel segitségével egyszerfien kimutathat6, hogy a fentiekben
leirt modellben mindig létezik egyensulyi arvektor.
Tekintsiik ugyanis az S szimplexnek sajit magéra torténd alibbi leképzését:

7; + 4 max [0, g,(m)]
144 S‘ max [0, g,(7)]
v=]1

fi(m) = i=1,...,n (IL5)

ahol 1 egy kis pozitiv konstans.

Az mindenesetre vilagos, hogy a (I1.5)-ben definidlt f(r) = (f,(x), . . ., f,(w))
leképezés folytonos és hogy az § szimplexet sajét magira képezi le. Ebbél
kovetkezik, hogy a Brouwer-tétel alkalmazhaté és fgy létezik egy # fix pont.

n
Tegyiik fel, hogy 2 max[0, g,(#)] > 0. Ekkor, mivel f(#)= &, #; +
r=1

-+ Amax[0, g,(%)] = « y;‘ ahol « (II.5) jobb oldalénak nevezdje és igy el6zé
feltételiink alapjan « > 1. Ebbél azonnal kovetkezik, hogy ¢;(%) >> 0 minden
n

t-re. Figyelembe véve, hogy 2 7, =1és m; > 0i=1,...,n, eredményiink

i=1
ellentmond (I1.2)-nek, ezért e bekezdés elején tett hipotézisiink hibds. Ez azt
jelenti, hogy

n

Y max [0,g,(7)] =0

s
és ezzel igazoltuk a (II.3) reldciét. Figyelembe véve most mar (11.3)-at, és
hogy 7; > 0,i=1,... n (I1.2) alapjdn belathaté a (11.4) osszefiiggések
érvénye is.

Ha az elsé fejezetben ismertetett algoritmust alkalmazzuk a fix pont meg-

kozelitésére, akkor P, minden w/(j > n) vektordt egy olyan indexszel latjuk
el, amelyre fi(r/) > x} vagy (11.5) szerint, amelyre '

max [0, g,(n))] > 7 "\l‘ max [0, g (1) ] (11.6)
v=1l

(IL.6) alapjan az indexezést tgy is elvégezhetjiik, hogy megkeressiik azt az i
indexet, amelyre g;(7/ )/2} maximalis.
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Miel6tt ratérnénk néhany fiktiv numerikus példa bemutatdsdra, a mate-
matikai-kozgazdasigi irodalomban kevéssé jaratos olvasé kedvéért még néhény
sz0t szolunk arrél, hogy hogyan vezeti le a tradiciondlis iskola a fogyaszték
tobbletkeresleti fiiggvényeit, és hogy milyen erés megszoritast jelenthet e
fliggvények folytonossdgdra vonatkozé 2. kikotés.

A tradiciondlis iskola a tobbletkeresleti fiiggvényeket az individuumok
hozammaximélasi torekvéseibsl vezeti le. Eszerint mindegyik individuum
hasznossdgfiiggvényét kivanja maximalizélni és e térekvés egyetlen korlatjat a
pénziigyi mérleg adja. Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a tradicionélis
iskola hogyan jut el a tobbletkeresleti fiiggvényekhez.

Legyen az r individuum hasznossigfiiggvénye

n
U = (Z a}i;ar kgi')]/ar (II7)
i=1
ahol k,; az r individuum kereslete az i drufajtabol, az a,, paraméter a kereslet
intenzitésat fejezi ki az i drufajta irdnt és a, a kereslet drrugalmassdgéval kap-
csolatos dllandé.

Tegyiik fel, hogy az » individuum az i drufajtdbol w,; mennyiséggel rendel-
kezik, amelyet a csere folyamén elfogyaszthat, illetve elcserélhet. Feltételez-
ziik, hogy az individuum annyit kélt, amennyi jovedelemre készleteinek eladé-
sédbol szert tesz. Vagyis az r individuum pénziigyi feltétele:

n n
2 Wy T = 2‘ kri T (IIS)
i=1 i=1

Maximalizaljuk a hasznossdgfiiggvényt a (I1.8) feltétel mellett. Az indi-
viduum L, Lagrange fiiggvénye:

= i 2
]‘r L ;ur(%-l Wy Ty — ié; kri 75[) (IIQ)

ahol u, a pénz hatdrtermelékenységét adja az » individuum szdméra.
Derivaljuk (I1.9)-et k£, ¢ = 1, . . ., n szerint. A derivaltat nulldval egyenlévé
téve és felhaszndlva a b, = 1/1 — a, helyettesitést az optimélis &,; keresletre

n
N ‘U,;b' ﬂrbr(‘z{ (I}l_'ar Sg;')l/ar a”. — 5”. (IIIO)
=
amelyet osszevetve (I1.8)-cal
n
21 W, 7T
- e — == b (I1.11)
(3 ategayie 3o, mit
e £
és igy (I1.10) és (II.11) alapjén
a,; 2/' wrvnw
§nilm) = —1=¢ - (11.12)

[
b 4
apr 3wl =t

¢ X hasznossdgfiiggvények konstans helyettesités-rugalmassdggal rendelkeznek. Ez azt
jelenti, hogy egy régzitett indifferencia feliileten mozogva (tehdt a jovedelemhatdstol
eltekintve) a kereslet drrugalmassdga konstans. Ertéke b, = 1/1 — a,.
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(I1.12) megadja az optimélis keresletet (keresleti fiiggvényt) az i arufajtabol.
Ha ebb6l levonjuk a rendelkezésre 4116 w,; készletet (ami kindlatot jelent sajdt
maga vagy més szdmdara), akkor jutunk a gi(m) tobbletkeresleti fiiggvényhez.

gi(T) = E(m) — 0y S (L1

A fenti, igen leegyszeriisitett modellben nem volt sz6 termelésrél, csupén
cserérél. Ha azonban a termelést is figyelembe kivanjuk venni modelliinkben,
és feltételezziik — mint ahogyan azt a tradicionalis iskola teszi — a termelGk
raciondlis magatartisat, akkor nem tekinthetiink el attol, hogy az arak a ter-
melésre is hatdssal vannak. A pénziigyi feltételek ilyen esetekben bonyolultab-
bak lehetnek, mert a kindlatot ad6 tényezdk artél fiiggsvé valhatnak. Ezek pe-
dig egyaltalin nem biztos, hogy az drak folytonos fiiggvényei. Ekkor a piaci
tobbletkeresleti fiiggvény levezetése nehézségbe iitkozhet és nem biztos, hogy
az algoritmus alkalmazisédhoz (elvileg) nélkiilozhetetlen folytonossagi feltétel
kielégiil. Ilyen probléma adédik példaul akkor, amikor a termelési egységek
(gazdasdgi ligynokségek) dltal vilaszthato eljarasokat olyan konstans input-—
output koefficiensek jellemzik, amelyek a kozonséges egyszerti linedris progra-
mozéasi feladatokban szoktak szerepelni. Az ilyen cseremodellek egyensily-
probléméi egészen mds kezelést igényelnek. Ilyet mutatunk majd be a II1. fe-
jezetben. Ez el6tt azonban néhdny egyszer(i cseremodellre alkalmazzuk Scarf-
nak az I. fejezetben bemutatott algoritmusét, illetve bemutatjuk az dltala
kapott eredményeket.

LL.2. Numerikus tapasztalatok. Fiktiv gazdasagi szdmpélddlk

Legyen n = 3, vagyis hdrom drufajta és m — 5, azaz ot individuum.
A tobbletkeresleti fiiggvények paraméterei

(1,0 3,0 10,0 1,0 2,0
(W, ]= 1,0 2,0 20,0 5,0 60|
(1,5 5,0 15,0 5,0 10,8
2.0 1,0 0,8 1,5 1,07
la,;] = 3,0 0,5 1,2 1,6 1.8
10,9 0,8 2,0 1,0 18]
0,9
b= |13]
0,8

A fenti tdblazatok segitségével felépithet6k a (I1.13) gi(m) fiiggvények,
majd ezekbdl (11.2) alapjén az f() vektor-vektor fiiggvény (I11.5) komponensei.
Ezek utdn még a P halmazt kell megadni.

A P, halmazt els6 6t elemétdl eltekintve — Scarf a (%, . . ., %40
vektorokkal definidlta, ahol a k; szdmok pozitiv egészek és osszegiik 160.
Koriilbeliil 0,26 x 10® ilyen vektor létezik. Az algoritmus azonban mér 158
iterdcio utan az alabbi primitiv halmazzal fejez6dott be:
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mh PLaE) Ttis s Ttis
101 102 103 102 103
13 12 13 13 12
6 6 6 6 6
25 25 25 24 25
15 15 14 15 14

ahol az oszlopvektorokat még 160-nal végig kell osztani.

A kovetkez§ 1épésbhen, hogy végiil is egyetlen 7 ponthoz jussunk, az (I.21)
kifejezést minimalizaljuk. (wt-vel a 7 kozelité értékét jeloljiik.) Eljarhatunk
Gigy is, ahogyan az (1.22 —25)-ben irtuk le. fgy kapjuk

x = (104,9 12,3 5,2 23,6 14,1)
és ez alapjan a piaci tobbletkeresletekre:
g(f) = (0,02 0,02 0,27 0,01  0,00).

7t képét (I1.5)-bdl szamithatjuk ki, miutan 7t fenti numerikus értékeit 160-nal
végigosztjuk. Az algortimus gyorsasagat 1 valasztasa is befolyasolja. Az app-
roximécio eredményességét — kozgazdasagi szempontbdl — a tobbletkeresle-
teknek a teljes kindlathoz ([w,;] oszloposszegeihez) valé viszonya mutatja.

ScArF [18] tanulmanydban harom numerikus feladatot ismertet. Masodik
feladatdban nyole drufajta n — 8 és 6t individuum m = 5 volt. A széba johetd
vektorokat (X1/y00s - - -, ¥8/500) adta meg. Az algortimus 640 iterdcié utdn ered-
ményezett csak primitiv halmazt. Részletes ismertetésétdl terjedelmi korlatok
miatt el kell tekinteniink, ezért mindjart a harmadik, legnagyobb méretii fel-
adat ismertetésére térek ra.

Scarf beszdamol arrél, hogy e feladat nagyvon gyorsan, meglehetsen jo
illeszkedéssel fejezédott be annak ellenére, hogy az el6z6nél nagyobb méretii.
Ez a feladat tiz arufajtit és 6t individuumot tartalmazott.

Scarf 3. példija

0,6 0,2 0,2 20,0 0,1 2,0 90 50 5,0 15,0
02 11,0 12,0 13,0 14,0 150 16,0 5,0 5,0 9,0
[w;]=] 04 9,0 8,0 7,0 6,0 5,0 40 50 170 120
1,0 5,0 5,0 5,0 5,0 5,0 50 80 3,0 17,0
| 8,0 1,0 22,0 10,0 0,3 0,9 51 01 6,2 11,0_

1,0 10 30 o1 01 1,2 20 1,0 10 0,7
Rl Ty SR 8 SUNE, 1 SR, 1 S % ¢ IR 0l TS s WO
[a,]= (99 01 50 02 60 02 80 10 1,0 02
1,0 20 30 40 50 60 7.0 80 90 10,0
(10 130 11,0 90 40 09 80 1,0 20 10,0_|
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2,0
1,3
b= 8,0
0,2
0,6

1
Scarf most a (“/y5, . . ., “1955,); X' k; = 250 vektorokkal hatérozta meg a P,
{=1

i=
halmazt. Koriilbeliil 0,87 % 101 ilyen vektor létezik. Az algoritmus 468 1épés-
ben fejez6dott be. A primitiv halmaz vektorainak — az el6z6khoz hasonls —
atlagoldsdval a kovetkezG drakat és tobbletkeresleti vektort kaptas:

T = (47,0 28,5 24,0 10,0 26,7 19,3 29,4 25,7 24,8 12,6)
63

g(m) = (0,07 0,04 0,03 0,00 0,02 0,00 0,02, 0,02 0,02 0,07)

Ebben a feladatban a tobbletkereslet vektora nagyon kozel van a nulla-
vektorhoz, ha azt a teljes kindlattal hasonlitjuk 6ssze.

A szdmitdsokhoz az IBM 7094-es szdmitégépet hasznaltdk fel. A gép a
hérom feladat megolddsdhoz osszesen 1 perc 36 mésodpercet vett igénybe.
Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy az algoritmus és a programozés tovabb-
fejlesztésével a leképzés fix pontjanak approximéciéja valésziniileg nagyon
konnyen lehetséges 15— 20 dimenzids feladatok esetén is — frja Scarf.

III. Scarf médositott algoritmusa az egyensilyi ar és termelési vektor
meghatdrozasara, amikor a lehetséges termelési vektorok
halmaza konvex poliéder

II1.1. A kérdés felvetése

E fejezetben olyan termelési rendszerrel foglalkozunk, amelynek véges
szamu tevékenységét az

— 1 O 0 a],n-H DR al,m'
O=10f. . 10
Py (ITL.1)
0 ®... =1 Bppsg s Bpm

matrix oszlopai adjik meg. A felhaszndlast negativ, a kibocsdtdst pozitiv
szdmok jelolik. Az elsG n eljards az Gn. fel nem haszndldsi tevékenységeket
adja. A tovabbiakban ezek koefficienseit is az «;; szimbGlumokkal jeloljiik.
Tehat az elsé n tevékenységre, amelyet fel nem hasznéldsi tevékenységnek is
nevezhetiink: a; = —1, ha 1 = j és a;; = 0, ha i = j.

A fogyasztok aggregdlt (nem-negativ) piaci keresleti fiiggvényeit a

51(7{1, ...,nn) :E,(n) e ) (]IIQ)
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kifejezéssel jeloljitk. Legyenek e fiiggvények, amelyek csak nem-negativ drakra
vannak definialva, folytonosak és zér6foki homogének. Ebb6l kévetkezik,
hogy az éltalanossag megszoritdsa nélkiil kikéthetjiik, hogy az arak osszege
1 legyen.

A piacon a termelés és a csere szamdara rendelkezésre all6 drukészletek nagy-
sagat az w = (o, . . ., o,) vektor adja. Feltessziik, hogy a piac résztvevsinek
egyiittes fogyvasztasit jovedelmiik sszege hatdrozza meg, vagyis, hogy

@ &) 4. () =mo, +. .+ 7, 0, (I11.3)

Végiil feltessziik, hogy a vizsgdlatra keriil6 gazdasigot a keresleti fiiggvények,
az A technikai matrix és a termelésre rendelkezésre 4ll6 tényezdkészletek telje-
sen leirjak.

A fenti jelolés mellett akkor beszélimk versenyzé eqyensilyrdl, ha a w drvektor
és a tevékenységek alkalmazdsdnak nem-negativ x,, . . ., x,, terjedelmei kielégitik a
kovetkezo két kritériumesalddot:

1. A kindlat minden egyes termék piacian egybeesik a kereslettel, vagy mate-
matikailag

m
— 2 a;x; = 0 1=1,...,% (IIL.4)
=1

Ez természetesen csak gy igaz mindegyik piacra, ha a nem-sziiks druk esetén

a maradékvaltozokat is figyelembe vessziik.

2. Csak azokat a tevékenységeket hasznaljuk, amelyek a 7t 4ron nem vesztesé-
gesek, vagyis

n
2 wa; <0 GE=L ey 0 (I11.5)
=1

és az egyenliség jele encnyes ha z; = 0. E reldcié mar magéban foglalja azt a
kiovetelményt, hogy egy dru dra nulla, ha annak kereslete nem fedi annak
kindlatat (vagyis ha a maradékvaltozo pozitiv).

A fentiekben leirt egyensulyi helyzet (4r- és termelési vektor) meghatéroza-
sanak probléméjit nem lehet az egyensulyi drak meghatérozasénak feladatira
redukalni. Most sz6 van termelésrdl is (nemesak cserérél) és a lehetséges ter-
melési vektorok halmaza konvex poliéder. Ekkor az drak bizonyos halmazan a
tevékenység alkalmazdsa barmilyen terjedelemben kifizet6dd és az arak bizo-
nyos, mas halmazén a termelés nem fizetédik ki. A termelési egységek keres-
leti és kindlati fiiggvényei ilyen esetben nem folytonosak és igy a tobblet-
keresleti fiiggvények sem, ami pedig az el6zd fejezet egyik alapvets kikotése
volt. Megallapithatjuk tehat, hogy a széban forgé probléménk az elézs feje-
zetben targvalttol eltér, arra visszavezetni nem lehet.

Eddigi feltételeinken tilmenden kikotjiik még, hogy a tevékenységek ter-
jedelmeinek azon halmaza, amely noveli az drufajtik nem-negativ netté kina-
latait, legyen korliatos. Matematikailag: legyen korldtos az az x = (z;, . . .. Z)
vektorokbdél 4116 halmaz, amelyre

X @+ 0; >0, i=1,2...,n (IIL6)
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(Az A matrix konstrukeiéjabol kovetkezik, hogy ez a halmaz nem iires.)
Alkalmilag felhasznaljuk, hogy w; >0 minden i-re, habar ez a kikotés rea-
lisztikusabb feltétellel is helyettesithetd.

Hasonldéan, mint az el6z4 te]e/ctbcn, az egyensulyi arvektor kivalasztasanal
nem kel iil széba az S szimplex akarmilyen eleme. 1tt is kivélasztunk egy véges
Pl Sy ., ¥ vektorhalmazt és ezek koziil keressiik ki (wol\at ame-
lvek leg]obban kOIClltlk a kivant arvektort.

Miutan a w1, .. . wf vektorokat kivdlasztottuk, megkonstrudlunk egy B,
matrixot. B, elsé n oszlopat az egységmatrix adja. A B, matrix j oszlopat
n -+ 1<j < kraa =/ vektorral allitjuk kapesolatba, az alabbi szabédlynak

megfelelGen:
Legyen
O
Any

az A technikai matrixnak az a tevékenysége, amely a w/ drakon a maximalis
profitot adja. (Ha tobb ilyen van, akkor ezek kozott az egyik.)

1. Ha e profit pozitiv, akkor B, oszlopat per definitionem az alabbi vektor
adja:

t alr

—Qnt

2. Ha a w/ 4rakon elérheté legnagyobb profit zéré vagy negativ, akkor B, j oszlo-
pat definicié szerint

51(7‘j)

En(w))
alkotja. Igy tehat a P, halmazhoz rendelt B, métrix dltalinos alakja

ni T2
1ot O gtz e et 3log)
0

e PR A : (ITL.7)

i Sars ] (2%} 'Sn("j.',)

ahol a feliilirott i és /2 az drak és oszlop kozotti kapesolatot jelzi.
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Eltekintve a maradékvaltozokra vonatkozé els6 n oszloptdl, B, oszlopai
vagy az adott dron vett piaci keresletekbdl 4llnak, vagy azon tevékenységek
negativjaibdl, amelyek az adott drakon maximalizaljak a profitot. Elképzel-
het§ természetesen, hogy az A matrix egyes oszlopainak negativjai igen sokszor
szerepelnek a fenti métrixban. B, oszlopainak szdma altalaban igen nagy, és
szerencse, hogy sohasem sziikséges, hogy a B, matrix explicite tarolva legyen a
szamitégép memoriaegységében.

Szémunkra a B,z = w egyenletrendszer nem-negativ megolddsai lesznek
lényegesek. A rendszer egvenletel a kovetkez§ strukturaval rendelkeznek

Jitapnxi+ X&)y = o; &=L\ is ol O IILE)

Nyilvanvald, hogy az [ index j-t6l fiige és azokra a tevekenysegekre vonatko-
zik, amelyek a 7/ : P, dron maximalizaljak a profitot ugy, hogy a profit
pozitiv. A (ITL.8)-relacioban az ezeknek a tevékenységeknek megfelels z; val-
tozokat jeloljiik x;-vel, mig a mésodik szummdban y;-¢ irunk z; helyébe, hogy
hangstlyozzuk azt a kiilonbséget, amely a két oszlopfajta kozitt fennall.

A B, matrix (I11.7) konstrukcm]abol kovetkezik, hogy a kovetkezs ossze-
fiiggések teljesiilnek:

1. Ha valamely y; > 0, akkor 2. ma;, < 0 minden l-re (I =1, ..., m).
2. Ha barmelyik fel nem hasméldsx tevekenv.se«rtol eltéré | tevékenység pozitiv
; stllyal rendelkezik, akkor erre L ma;, > 0.
{=1

i=

Az egyensilyi drveklort és termelési tervet a Byz = w eqyenletrendszernel: olyan
nem-negaliv bazismegolddsdanak segitségével kivanjuk megkizeliteni, amely azzal o
tulajdonsdggal rendelkezik, hogy a ' drak mindegyike, amelyek pozmv x - vagy
y-kre vonatkoznak, kozel vannak egymdshoz és hogy a w/ draknak i koordindtdja
A()z(’l van zéréhoz, ha az v maradékvdllozé pozitiv.

P, valamely n elem(i w/t, . . . 7 halmazdnak elemeirsl akkor mondjuk azt,
hogy P,-ban kozel vannak (g,ymash(ﬂ ha azok primitiv halmazt alkotnak
A kivetkezSkben azt mutatjuk ki, hogy egy ilyen megoldds az egyenstlyi
arvektor kozelitésére szolgalhat, ha e primitiv halmaz dcgct tesz az 1.3-ban
targyalt 2. tétel allitdsanak.

1.2, Matematikai targyalds

A 2. tétel értelmében mindegyik P, felosztéasban létezik olyan =it, . . ., wi”
elem( primitiv halmaz, amelyhez taldlhaté B,-ban olyan bézis, amelyik
B, jy, . . ., jn0szlopaibol &ll. Jeloljiik a sz6ban forgd primitiv halmaz 4ltal meg-
hatarozott primitiv alszimplexet oy-lal. Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil fel-
tehetjiik, hogy e primitiv halmaz els6 7, . . ., j; elemére vonatkozé tevékeny-
ség szdrmazik az A matrixbol és a tobbi n—s szdmu felel meg a (&, . . ., &,)*
oszlopnak. Nyilvanvald, hogy B, minden bazisdban az A maétrix tetszdleges
oszlopa legfeljebb egyszer szerepelhet, mert a bazisban az oszlopok linedrisan
fiiggetlenek.

(I11.8) helyére ekkor az alabbit irhatjuk:

—Z'auvuy)xw 3 Emi)y,=w; i=1,...,n (IIL9)

r=5+1
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ahol az elsé szumméaban az [, oszlopindex j, fiiggvénye és az a;,,) koefficien-
sek arra a tevékenységre vonatkoznak, amely a wivy = 1, .. ., s arrendszerrel
maximalja a profitot ugy, hogy a profit pozitiv.

A (II1.8) relécié utdn két megallapitast tettiink B, konstrukcidjaval kap-
csolatban. Figyelembe véve (I11.9)-et, 1. most igy fogalmazhaté:
1’. Ha valamely y, > 0, akkor

2':' 7 a; << 0 minden [-re (IIT.10)
=

(tehat nemcsak azokra, amelyek (111.9) elsé szummajaban szerepelnek).

Miel6tt 2.-t atfogalmaznank, vegyiik figyelembe a kovetkezst:

A B, mitrix konstrukeciojabol és a 2. tételbdl folyik, hogy (IT1.9)-ben akkor
és esak akkor szerepel egy fel nem haszndlasi tevékenység, ha a primitiv halmaz-
ban szerepel az annak megfelels 7t/ ; j << n. Emlékeztetsiil megemlitjiik, hogy a
fel nem hasznélési tevékenység alkalmazisianak terjedelmét mérik az x;mara-
dékvaltozok. Ha tehat a 2. tételt kielégits bazisban a fel nem hasznélasi tevé-
kenységnek megfelel6 z; > 0 (elégséges feltenni, hogy a fel nem hasznildsi te-
vékenység szerepel a {)zizisban), akkor a megfelel¢ primitiv halmazban van
olyan arvektor, amelynek i-edik koordinatdja zéré.

2'. A (II1.9)-ben szereplé barmelyik /, tevékenységre — beleérive a fel nem
hasznalasi tevékenységeket is

I .
2 W ity >0 pemly .. .8 (ILL. 11)
=1

ahol az egyenléség jele csak a fel nem haszndlasi tevékenységekre vonatkozhat.
Ha az [, tevékenység egy fel nem haszndldsi tevékenység, (I11.11) azt allitja,
hogy a széban forgd ) ar csak nem-pozitiv lehet. Osszevetve ezt az arak nem-
negativitasara tett kikotéssel, az adddik, hogy ez az 4r nulla.

Az alébbiakban kimutatjuk, hogy ha az S szimplex P, felosztdsa elég finom,
vagyis ha a primitiv alszimplexek maximdlis 4tméréjénél nem kisebb § elég
kiesi, akkor

a) legalabb egy y, > 0.

Ebbél (I11.10) és (I11.11) figyelembevételével kovetkezik, hogy az A métrix
mindazon tevékenységére, amely (IIL.9)-ben szerepel (vagyis mindenképpen
azokra, amelyekre z;, > 0):

n
])) ‘\_,; 7'[1(1”"(]”) ~ () 5 ﬂE g,
o

és az A matrix minden més tevékenységére
n
{.\_; wia;<0; TEo,

amin azt értjiik, hogy a tobbi tevékenység értékelése nem haladhat meg egy
nulldhoz kozeli értéket. Itt a = (n,, .. ., @,) vektorrdl csak azt tessziik fel,
hogy az a 2. tételben szerepls wi, .. ., wh vektorokkal generdlt primitiv al-
szimplexnek egy tetszéleges eleme. Kozgazdasigilag ez azt jelenti, hogy a
széban forgé bazismegoldasnak megfelels tevékenységek minden 7€ o)-ra k-
zelit6leg eleget tesznek a rentabilitias kivetelményének.
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Ezutdn be fogjuk latni, hogy ha az S szimplex felosztdsa elég finom, akkor

M:

c) Yo~z 1.

Ebbd6l egyszertien kivetkezik majd, hogy (I11.9) kozelit6leg biztositja a keres-
let és kindlat egyensulyat az Osszes aruk piacan. Vagyis a széban forgé primi-
tiv alszimplexnek barmely pontja kozelitSleg betilti az egyensulyi drrendszer
szerepét.

vsl

n
Legyen az S szimplexen _},1 7; w; alsé hatara o,. Ez pozitiv, mert «; >0
i=

n
f=1,..., 068 2.' 7; = 1. Jeloljiik A;-vel az A métrix koefficienseinek abszo-

it értékeibdl kep7ett matrix j-edik oszlopanak oszloposszegét.
A (I11.6) egyenlétlenségrendszert kielégité nem-negativ « vektorok halmaza

feltevésiink értelmében korldtos. Maximéljuk e halmazon a Z Ap; fiiggvényt

és ]eloljuk e fiiggvény maximumét K-val.
AE(m (&(m), . . ., &,(m)) vektor-vektor fiiggvény folytonossdga azt jelenti,
hogy tetszolev% & > 0-hoz létezik olyan 6 = d(¢), hogy

[&(m) — &(n") | < e t=1,... ,1
(IT1. 12)
hacsak | — | <6 te= 1 ansn®
Folytonos fiiggvény zart tartoményban felveszi maximumat. Legyen
max max &;(n) = &° (I11. 13)

i neS

Végiil megjegyezziik, hogy a tovabbiakban m-vel annak a primitiv alszimp-
lexnek egy tetszbleges elemét jeloljiik, amelyet az S szimplexen a wmh, . . ., 1t/
primitiv halmaz hatiroz meg.

Az a) dllitas beldtdsa

Legyen az S szimplex felosztdsa oly finom, vagyis ¢ és ezzel egyiitt a primi-
tiv alszimplexek maximdlis 4tmérdjénél nem kisebb 6 = d(e ) oly kicsi, hogy

pel (L. 14)
K

Ekkor van legaldbb egy olyan y,, amelyre y, > 0.
Tegyiik fel ugyanis az allitds ellenkez6jét. Ekkor (IT1.9) az aldbbi alakot
oltené:
N
b3y Aitjy) Ljp = O t=1,...,n (III 15)

i

Szorozzuk ezt az egyenlGséget végig mi-vel, ®€ o, és Osszegezziik i-re
n N n
v o . .
— 2 X Wiy T, = X W o;
i=1v=1 i=
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vagy masképpen

; i AL ; n
i .\‘1' xj”(;; TP Aitjyy) + p-3 (7l — 7)) ainy(yy ), = ;1 T 0;. (III. 16)
y= - sl im -

A 2. észrevételbdl kivetkezik, hogy a bal oldal elsé tagja nem-pozitiv, ezért
(ITI.16) bal oldala nem nagyobb, mint

0 ‘:s' xj, _\_n' \CL,‘[V(]'")[ =0 S’ A,-"xjvgtSK. (III 17)
y=1 i=1 v=1
Vagyis (II1.17)-bél
0K > _\: T W; => W, (IIT. 18)
i=1

(IT1.18) ellentmond (I1I.14)-nek, igy indirekt feltevésiink hibas. Kell tehat
pozitiv y,-nek léteznie.

A b) allitas igazolidsa

Az a) 4llitdsbol tudjuk mér, hogy ha az S szimplex felosztdsa elég finom, ha
(ITI.14) fennéll, akkor létezik pozitiv y,. Ezért (I11.10)-b6él minden /-re:

A n
X apay= XN ma;+ .‘.; (ml — 7)) ay <O
i

i=1 =

=

és igy, ha m€o, i
Lv T Ay g (514-1 (III. 19)
j=1

i=

Ehhez teljesen hasonléan kapjuk (IIL.11)-bél, hogy mindegyik bézisban sze-
replé /, tevékenységre
S mag,> — 04, (I1L. 20)
i=1

amibél (II1.19) alapjin mindegyik bézisban szerepls tevékenységre
n
I > n,-a“vl g(S[Ilv (ITIL. 21)
i=1

és minden més tevékenységre (I11.19) érvényes. Ezzel a b) éllitds fenndllisat
belattuk.

A ¢) dallitdas gazoldsa

Szorozzuk meg a (II1.9) egyenlSséget m;-vel és osszegezziik i-re.

n S n n n
— 3 Y mangyr,+ Y XN wmé(nh)y, =3 mao (I1L. 22)
i=1 v=1 =1 »=8+1 i=1
(IT1.21)-bél
n S s n S
3 3 My, =3 %, 3 o< S 2,04, <SK.  (IIL 23)
i=1 w=1 y=1 i=1 v=1
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Fontoljuk meg tovabba azt is, hogy
n

n ) n f} n \ rlv .
Y X aé(nk)y, = ('_2: 7, &) -—?\5;1?/") +[ .'§1 “in:‘;‘ (&i(mi) — &(m))w,
n

i=1 y=s+1 1

és igy (I1L.12)- és (II1.3)-bdl, tekintettel arra, hogy 3' ;=1

i=

!

n n n

(-—4' T; 0 — 8) .‘-' Y. g \v ‘1 T El(’r"u) Y, g
=1 y=5+1 i= 1 v= s+1
(S w6 Xy, (TIL. 24)
f=1 y=s+1
(IIL.23) és (II1.24) felhasznéldsdval (I11.22)-bél
n n n n
_6A+(\'1wl'”'e) > yvg-:'nlwlgaK’*‘(-\- 1iwi+8)2y
v=5+1 i=l1 i=1 ve=S4+1
amib6l most mar kapjuk, hogy
n n
> TIC()i——éK n _‘:’ n,-w,-—}—(sK
—1:7:,'11 7iag 24' .1/ v g lzln
S o+ e il 3700 ) S8
Pl i=1
vagy még inkdbb:
0K + ¢ it 0K 4 ¢ e
1— ey ,»—4%4.1 y, <1+ s (IT1. 25)
amibél
n
3 y-1|< et (111. 26)
y=5+1 Wy — &

Ez azt jelenti, hogy & és ezzel egyiitt 0 = d(¢) elég kicsire vélasztdsdval

n

2y, tetszileges kozel ,,vihetd” az egységhez, feltételezve, hogy a primitiv
vm=§+1
alszimplexek maximdlis 4tmérGje kisebb, mint & <~ %}{9 :

A fentiek segitségével azt kell még belatnunk, hogy ha S felosztésa elég
finom, akkor az a megoldds, amely (II1.9)-et kielégiti, kizelit6leg (IT1.4)-nek
is eleget tesz.

Mivel (IIL.9) baloldalinak mésodik szummdjdra:

n A\ n n 1 ) E
3 osmhy = 3 Emu et 3 (s —&m)y  @IL27)
ve5+1 v=5§+ y=§+
b =1, s W
ezért
n n . n .
(El(n) o 8) -\J Y, g 2 E"(n]") Y, g (El(n) + 6) 2 Y, p = 1) R
v=§+1 y=§+1 y=5+1

6 Szigma
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Vonjunk le mindegyik oldalbdl &,(x)-t:

(Ei(n) i E) Z Yy — Ez(n) T, 2 Ei(nh}) Yy — Sx(n’ =
v=g§+1 v=8+1
< (8(m) + ¢) Z}l?/u — &i(m) (I11.28)
V=8
amibdl (IT1.25) segitségével, tekintettel £° (ITL1.13)beli definicidjara:
0K a ) 0K +
— (=T e 3 gfmh)y, — &m) < (8 4 €) T2 4 o(TTT.29)
W, + ¢ v=s+1 Wy — &

A (I1I1.29) egyenl6tlenségbdl (IT1.9) alapjan azonban mér egyszeriien kovet-
kezik, hogy

s ok
Gyl 3 g %, — o S e 2T g (IILB0)
v=1 W, — &

amivel allitasunkat igazoltuk.

Megjegyezziik, hogy ha ¢ — 0 (és ezzel egyitt természetesen 6 — 0), akkor
az egyre finomabb felosztdsoknak és a 2. tételnek megfelel§ primitiv halmazok
végtelen sorozata nem sziikségképpen konvergens. Nyilvanvalé azonban, hogy
létezik legalidbb egy torlédéasi pont és igy a fentiek nemcsak az approximécié
pontossagira adnak becslést, hanem egyben azt is bizonyitjak, hogy a problé-
ménak van egzakt megoldasa is.

A fentiekben a 2. tételnek eleget tevd primitiv halmaz altal generalt o, primi-
tiv alszimplex tetszéleges pontja betoltotte a kozelitd egyensulyi ar szerepét.
Ahhoz, hogy végiil is egyetlen kozelit§ drrendszerhez jussunk, eljarhatunk pél-
daul agy, hogy a (I11.30) becslés pontossagat élesitjiik.

Az a p, érték keresendd, melyre

min . = 9 (T11.31)
alavetve a kovetkezd feltételeknek:
S S
—yp<LEm — J auyy—o; <y t=1,...,n (IIL.32)
¥=1

ahol a &(m) fiiggvény a &,(m) fiiggvény linedris kozelitését adja és y tetszile-
ges nem-negativ szam. (Feltessziik, hogy a &;(w) fiiggvény Taylor-sorba fejt-
het6 hasonléan az (I.22 -25) feladat f;(=) fiiggvényéhez.)
Es mivel a m vektort a széban forgé primitiv alszimplexbdl vélasztjuk:
m; >min [nh, ..., 7w i=1,...,n (IIL33)
valamint

3

It = A e Ve Ly Sl (III34)
1

i
LI1.3. Numerikus tapasztalatok
Az elsé fejezethez hasonléan vessziik fel itt is a Py halmazt. Feltessziik, hogy

P, elemeit (*/p, . . ., “[p) adja, ahol a k; szadmok pozitiv egészek és tsszegiik D.
Az 1.3-ban térgyalt algoritmus befejezGdése utan a primitiv halmazban sze-
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27,

replé vektorokat most is az el§z6khéz hasonléan édtlagoljuk. Scarf felteszi,
hogy a primitiv halmaz kornyezetében a keresleti fiiggvények jol kozelitheték
Taylor-soruk els§ két tagjéval, és itt azt a vektort valasztja, amely minimali-
zalja a kereslet és kindlat kozotti maximélis eltérést. (Lasd a (I11.31—34) fel-
adatot.)

Feladatunkban, amely csupan numerikus tapasztalatszerzésre valé és nem
akarja a valésag latszatat kelteni, hat darufajta szerepel:

. Téke, amely a folyé periédus végén all rendelkezésre (t. p. v.).
. T8ke, amely a folyé periédus elején all rendelkezésre (t. p. e.).
. Szakmunka (sz. m.).

. Szakképzetlen (szkl. m.).

. Nem-tartos jészagok (nt. j.).

Tartés joszagok (t. j.).

_03014\:40(\’)'—4

Az adott id6periédus alatt a termelés harom szektorban folyik. Az egyik
tartos fogvasztasi cikkeket, a mésik nem-tartés fogyasztdsi cikkeket gyért,
mig a harmadik a periédus végén rendelkezésre all6 t6két elGallité szektor.
Az elsG hat tevékenység a fel nem haszndlasi tevékenységekkel azonos.

A tartés fogyasztasi cikkek szektordt az alabbi két (hetedik és nyolcadik)
tevékenység irja le:

7 8
4 4
-5,3 —5
—2 —1
—1 —6
0 0
4 3,5

ahol az arufajtik sorrendje a fentiekben van megadva. E két tevékenység
koziil az els6 olyan eljé.ré,st ad, amely 4 egység tartos fogyasatési cikket allit
el6, mialatt 5.3 egység t6két, 2 egvaég szakmunkat és 1 egység szakképzetlen
munkat haszndl fel. Az 5,3 egység téke a hasznalat kovetkeztében a periédus
végére részlegesen elértéktelenedik és 4 egységre esokken. E szektor mésodik
tcvckenybegc a szakképzett és szakképzetlen munka helyettesitését teszi
lehetGvé.

A nem-tartos javak szektoraban hérom lehetséges tevékenység van: a kilen-
cedik, a tizedik és a tizenegyedik.

9 10 11
1,6 1.6 1.6
—2 —2 -2
—2 —4 —1
—3 —1 —8
6 8 7
0 0 0

6*
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Mint 1athaté, itt is a szakmunka és a szakképzetlen munka kiilonbozé mérték
helyettesitésére van lehetdség.

Végiil a tékejoszdg szektor az aldbbi hiarom tevékenységet tartamazza:

12 13 14
0,9 i 8
o, | 4 —5
0 - 2

0 o -8

0 0 0

0 0 0

ahol az elsé oszlop a téke értékesokkenésének ratajit adja meg, ha beruhdzdsba
nem fognak bele.

Hipotétikus gazdasdgunk ot fogyasztét is magdban foglal, amelyek kiilon-
bozé keresleti fiiggvényhalmazzal és kezdeti drukészlet-vektorral rendelkez-
nek. A kovetkez6 matrix irja le az 6t fogyaszté kezd§ készletét:

t. p. v. t. p. e. §%. 1. ‘ szkl. m. ‘ ot. j. ’ t. j.
1. fogyaszto 0 3 5 0,1 0 1
2. fogyaszto 0 0,1 0,1 7 0 2
3. fogyaszto 0 2 6 0,1 0 [ 1,5
4. fogyaszto 0 1 0,1 8 ‘ 0 | 1
5. fogyasztéd 0 6 0,1 ’ 0,5 | 0 | 2
| |

Mint lathato, a fogvasztok a periodus elején nem rendelkeznek sem nem-
tartos ]avakkal, sem olvan tokejoszaggal, amelyik a periédus végén all ren-
delkezésre. Az 5. fogyaszté rendelkezik a legtsbb tékével a periédus elején,
mig a kétfajta munkabdl és a kiilonbozs tartéssdgt fogyasztasi javakbél kiilon-
féle mértékben részesednek.

A keresleti fiiggvényeket Scarf konstans helyettesités-rugalmassagi hasznos-
sdgi fiiggvényekbdl vezette le, az el6z6 fejezet (11.8—13) reliciéinak meg-
felelGen. Az r fogyaszt6 keresletét az i drufajtabol a (11.12) képlet adta, amibsl
megkaphatjuk az i drura irdnyuld teljes keresletet:

) = ,2.?15"'(") (IT1.35)

w,; értékeit (a gazdasigi ligynokségek, illetve az individuumok tulajdonahdn
levé kezdeti készletek nagysagait) az el6z6 tahlamtbol olvashatjuk le. Az i dru-

fajtabol rendelkezésre 4ll6 Gsszes drumennyiséget 2, o, adja. A 1. fejezet-

ben, igy most is, a b, paraméterek adjik a fogv%ytok helyettesités- mg Umas-
sagait ésa,; méri azr fogyasztok keresleteinek intenzitdsait az i; i — 1,...,6
druk irant. Az a,; paraméterek numerikus értékeit a tiloldali tdblazatbol kapjuk.

Mint ahogyan lathaté, nincs olyvan fogyaszté, amelynek kereslete volna
tokébsl a periodus elején, de lehet kereslete az idGszak végén — fiiggéen az
idGszak draitél. Az idészak végén rendelkezésre all6 téke iranti keresletet mint
megtakaritdsi hajlamot interpretédlhatjuk. A szakmunka és a szakképzetlen
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| t. p. v. t. p. e. \ sz, M. szkl, m. nt. j. t. .
1. fogyasztd 4 0 \ 0.2 0 2 3,2
2. fogyaszté 0,4 0 \ 0 0,6 4 1
3. fogyaszto 2 0 0.5 0 2 1,5
4. fogyaszto 5 0 ‘ 0 0,2 5 4.5
5. fogyasztd 3 0 [ 0 0,2 4 2
I

munka oszlopainak adatait a fogyaszté sajat munkaidejének csokkentésére (a
szabadidé novelésére) iranyulé hajlamat fejezik ki.

Végiil a helyettesités-rugalmassidg konstans koefficienseit a kivetkezd téb-
lazat szolgéltatja:

Fogyasztd : b;
:
1 | 1.2
9 ‘ 1,6
3 ‘ 0.8
4 ‘ 0,5
5 { 0.6

A példa numerikus megolddsaban a P, halmaz n/ elemeirdl feltessziik, hogv
6
(“roos - -+ "figo)s £ k; =100 alakiak. Ezzel a szamitdsokhoz sziikséges
o
minden numerikus adatunk megvan.
Az algoritmus 913 primitiv halmaz megvizsgaldsa utdn fejezédott be.
Az IBM 7094-es gépen a szamitdsi idG alig haladta meg az egy percet. Ered-
ménye a kivetkezd primitiv halmaz:

Pl TU2 Tt/ Tt/ Ttls TUs
22 22 22 22 22 23
22 21 22 22 24 22
20 19 19 19 19 20

7 7 7 6 6 q
12 12 12 12 11 12
19 19 18 19 18 16

E hat vektor kolesonosen egyértelmii kapesolatban 4ll a B métrixnak olyan
hat oszlopaval, amelyek a Bz = w egyenletrendszernek megengedhetd bézisat
alkotjék. A fenti vektorok koziil az els6 négy a 9., 7., 10. és a 11. tevékenység-
hez kapesolodik, a leirds sorrendjében. A m/'s vektor az 6sszes tevékenység
esetében negativ profitot ad és ezért a keresletek (egyik) oszlopanak felel meg a
B matrixban. w/* a 13. tevékenységgel kapesolatos.

Végiil a hat vektort a linedris programozas segitségével oly moédon kozepel-
tiik, hogy a kereslet és kindlat kiilonbsége minimélis legyen [lasd a (ITI. 31— 34)
feladatot]. Eredményiil a kovetkezbket kaptuk: '

= (21812187194  T4.-122 1174).
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Teyékenység ‘ Terjedelem Profit
. |
 f 0,86 | —0,05
8 [ 0,0 —0,25
9 0,10 1 0,03
10 l 1,41 1 0,04
11 | 1,31 | —0,02
12 0,0 —0,02
13 0,47 0,00
14 [ 0,0 —0,33

A T-es és 8-as tevékenység tartozik a tartés fogyasztési cikkeket gyartéd
szektorba. A nem-tartés szektor harom tevékenysége a 9-es, a 10-es és a 11-es.
Végiil az utolsé harom alkotja a periodus végén rendelkezésre allo tékét els-
allité szektort. (Az elsé hat adja a fel nem hasznalasi tevékenységeket.)

Az utolsé oszlopban taldlhaté profitokat mar a normdlt arvektorral szami-
tottuk, ahol 7 gy van normdlva, hogy az drak osszege 1 legyen.

Viégss osszegezésként az ezekre az arakra szamitott piaci keresletet hasonlit-
suk ossze a netto kindlattal, amelyet a tevékenységek fenti terjedelmei és a
kezdeti arukészletek alapjian hatarozhatunk meg:

|
|

b Ds W ] t.p.e. | 83 m 1 szkl. m. 1 nt. j. t. §s
Kereslet [ 11,27 0,00 1,02 2,17 ' 21,08 | 10,08

Kindlat | 11,27 -0,01 1,01 92,14 | 21,06 t 10,96

Ugy tiinik, hogv a 7 drvektor és a fenti tevékenységterjedelmek a kereslet
és kindlat egyenstlyanak jo kozelitését nyajtjak. A profitok tekintetében azon-
ban, amelyeknek zérénak kellene lenniok olyan tevékenységek esetén, amelye-
ket felhasznalunk és nem-pozitivnak a tobbiekre vonatkozéan, lathatéan
kevéshé kielégitG az eredmény. Kz kétségteleniil annak tulajdonithato, hogy a
végs6 linedris programozédsi problémaban a kereslet és kindlat eltérését mini-
malizaltuk, és ez a cél a profitok tekintetében nem vezetett teljesen kielégits
eredményhez. De sok méas dtlagoldsi eljards is hasznalhaté és ezek behatébb
vizsgalatot érdemelnek, miel6tt nagyobb problémét prébalunk ki. Hangsilyoz-
nunk kell, hogy a végsd linedris programozési probléma szamitasi ideje alig
egy-két méasodperc, szinte elhanyagolhaté. Sok idé a kivant tulajdonsdgu
primitiv halmaz meghatérozésihoz kell. Kzzel a szdmitéssal kapjuk meg azt
a kornyezetet, amelyben a kozelité egyensilyi érvektor fekszik.

A példa vizsgalata sordn lathats, hogy a ma rendelkezésre 4ll6 téke azonos
azzal, amit ma kell fizetni a holnapi t6kéért, igy a valédi kamatlab természete-
sen zérénak veendS. Ez abban a tényben tiikrozédik, hogy a téke kezdeti
készlete a periodus végére 12,1 egységrél 11,3 egységre csokken, bar a 13.
tevékenység, a t6két termels tevékenység 0,47 terjedelemben kihasznélédsra
kertiil.

Osszehasonlitds kedvéért vezessiink be modellinkbe egy tovabbi termels
tevékenységet — a tizenstodiket — a tékejavakat termelé szektorban. A
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6,4
—3.,5
—1
—5

0

0

tevékenység 0,13 profitot hoz az eredeti modell normélt egyensulyi drain, azaz,
ha ez a tevékenység rendelkezésre 4ll, bizonyéra felhasznalasra is keriil. Esszert-
nek tiinik arra gondolni, hogy e tevékenység bevezetése a kamatlabat az el6z6
zéré szinvonalhoz képest novelni fogja.

Ha most is ugyanazzal az drrdcesal dolgozunk, mint az elébbiekben, a szé-
mitdas 1185 arvektor kiszdmitdsa utan koriilbeliil egy perc husz mésodperc
gépi széamitdsi id6 alatt fejezédik be az IBM 7094 szamitégépen. Atlagolds
utan a kiovetkezd arvektort és tevékenység terjedelmeket kapjuk:

7t = (18,8 22,0 19,6 Tl 13,4 19,1)

Tevékenység | Terjedelem Profit

7 0,69 —0,11

8 0,0 —0,30

9 0,0 0,06
10 1,79 0,08
11 0,76 0,04
12 0,0 —0,05
13 0,0 —0,22
14 0,0 —0,56
15 0,95 Soko

A kereslet ¢és kindlat kozotti Gj osszefiiggést az alabbi tablazat adja:

1 s Do -

| top.v | tope 1 sz. m. | szkl m. ' nt. j. At
: oo Sl I I TR
Kereslet . 12,98 0,00 1,03 2,41 19,73 10,29
Kinélat l 12,93 —0,01 1,02 2,40 19,68 10,28
\

Az 1j, 15. tevékenység elsGsorban a 11. tevékenység terhére 1ép be, amely-
ben nagymennyiség(i szakképzetlen munkéat hasznalnak fel nem-tartés cikkek
termelésére. Ezért a nem-tartés cikkek dra emelkedik és fogyasztasa csokken.
A kamatrita vart novekedése is bekiovetkezik a megtakaritds novekedésével
egylitt.

*

A térgyalt példik azt a sebességet és pontossdgot jelzik, amellyel az algo-
ritmus egy kozepesen nehéz feladatnal miikodik. Scarf dolgozata végén kifejti
meggy6z6dését, hogy ez mind sebességben, mind pontossigban finomabb
programozési technikdk segitségével még tetemesen javithato. fgy olyan
problémékat is megoldhatunk majd, amelyek tobb fajta drut tartalmaznak.

(Beérkezett: 1969. VI. 15.)



