J. ABADIE

Egy elagaztatisi modszer
diszkrét valtozokat is tartalmazé nem-linearis
programozasi feladatok megoldasara

Bevezetés

Az elagaztatisi modszerek a diszkrét véaltozokra vonatkozé optiméldsi
problémak megoldasanal indokolt népszeriiségnek orvendenek. Ugyanakkor
még a legutébbi publikdciékban sem oldottdk meg; s6t nem is szenteltek kells
figyelmet annak a probléménak, amely az eligaztatisi médszerek keretében
definialasra keriil§ iranyitott, iiltetett fa (a tovdbbiakban csak fanak nevezziik)
méreteinek ellendrizhetetlen novekedésébdl szarmazik (Hervé, 1968; Roy,
Benayoun és Tergny, 1970). Ez a nehézség a szdmologépen csak kiilsg tarolok
révén hidalhat6 at. Ugyanekkor szimos, néhdny szdz (egész vagy nem egész
értékii) valtozét és hasonld nagysagrendi feltételt (amelyekhez a pozitivitdsi
vagy altalanosabban a véaltozék korlatossdgi feltételei csatlakoznak) tartal-
maz6 probléma mégis teljesen megoldhaté lenne a kizponti tdroléban, ha bizto-
sithaté lenne, hogy a fa hasznos része ne novekedjék bizonyos hatdron tul.

amdjon mondjuk N és 2N kozott, ahol N a diszkrét értékeket felvevd
x;-k szima (ami egyébként nincs kor]ato7va)

A fent jelzett nehézség egy sereg un. ,heurisztikus’ mddszer kibontakozisat
segitette el6. A jelen osszefiiggésben a |, heurisztikus”-t olyan mddszerek
elnevezésére hasznéljuk, amelyeknél semmi bizonyosat sem tudunk arrél,
hogy az optimdlis megoldas elérheté-e, de amelyek mégis az optiméli% meg-
olddst — pontatlanul szélva — ,,nagy valészinfiséggel megkozelits” pontokat
syolgbélmtnal\ Az idézdjelekbe tett szavak a legtobb esetben egyébként nin-
csenek is definidlva. Kzeknek a heurisztikus modszereknek van bizonyos
jelentdségiik, ugyanis meg kell elégedniink egy probléma , majdnem meg-
olddsdaval”, ha a megoldésa lehetetlen vagy nagyon koltséges. Idézziink hdrom
ilycn heurisztikus eljardst:

1. oldjuk meg a felvetett probléméanak megfelels | folytonos™ optiméldsi
problémat, azutén az igy kapott megoldésban 18 lehet6 legjobban” kerekitsiik
azokat a valtozdkat, amclyeknck egész értéklieknek kellett lennick (ebben
a tanulméanyban a , folytonos” gyakran ,,nem diszkrét”’-et jelent); ezt kovetSen
a nem egész értékd valtozokat tekintve optimalizdljuk azt a problémét,
amelyet az el6bbi problémabdl tgy nyeriink, hogy rogzitjiikk abban az eredeti
probléma egész értékii valtozdira elézden nyert értékeket (ez a rogzitett egész
értékekhez tartoz6 Gn. redukdlt probléma);

2. kezdjiik a fenti heurisztikus eljéréssal, azutén valtoztassuk meg egy egész
értékii valtozénak az értékét mégpedig gy, hogy noveljiik vagy csokkent jiik
1-gyel és oldjuk meg az ennek megfelel6 redukalt problémat; ismételjiik meg
ezt az eljardst ugyanezzel az egész értékii valtozéval mindaddig, amig a mini-
malizdland6 ¢(z) fiiggvény csokken, ezutdn véltoztassuk meg egy mésik
egész értékii valtozo értékét; dllitsuk meg az eljardst egy olyan ponton, hogy
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a kiilon valasztott egész értékii valtozok -4-1-gyel valé megviltoztatdsai ne
tegyék tobbé lehetévé a gp(x) csokkenését. Bz azzal a kockézattal jar, hogy
elhanyagoljuk azokat a szimultdn megvaltoztatiasokat, amelyek csokkent-
hetnék a @(x)-et, mar pedlfr ha N egész értékii valtozé van, akkor ezeknek a
megvéltoztata.soknmk a szama — ami 2N — nagyon nagy lehet;

3. ugy alkalmazzuk az elagaztatasi eljarast, hogy a fa tarolandé cstesainak
a szamat N'-ben korlatozzuk. Valahdnyszor a csuesok szama N’ -+ 1-re nd,
a ,,legrosszabb’ csucsot toroljilk; kockdztatva azt, hogy ez utébbi egy opti-
malis megolddshoz vezeté dgon van, amelyet ezaltal biztosan nem tudunk
majd megtalalni.

Egyéb, sokkal jobban kidolgozott heurisztikus eljardsokat is hasznédlnak.
Ezeket nem ismertetjiik, mert kifejtésiik hosszadalmas lenne. A jol hasznal-

haté heurisztikus eljardsoknak kozos tulajdonsé;_,uk hogy elég gvorsan adnak
egy olyan diszkrét megoldast, ami még ha nem is optimdlis, a ,,gyakorlatban
elfogadhat6”

Az egzakt médszcrekre vonatkozo eddigi tapasztalatok (ellentétben a heurisz-
tikus médszerekkel) kiilonosen a diszkrét linearis problémék teriiletérsl valok.
Azonban egy 4altalanos kisérleti kéd megadasdhoz feltétleniil tul kell 1épni
a linearis problémékon; ez tokéletesen megvalésithaté: Colville (1968) munkaja
mintegy harmince nem-linearis, folytonos optimalasi médszerre vonatkozé gépi
osszehasonlité tesztet tartalmaz (az emlitett problémakarrel foglalkoznak még:
Abadie (1967), (1969), (1970); Abadie és Carpentier (1966 és 1969), Abadie és
Guigon (1969)). Egyébként e tanulméany targyatol eltérd elagazgatisi modsze-
rek is léteznek, a nem-linedris programozisi feladatok megoldasianak dltaldnos
modszereivel vannak parositva (Carpentier (1969)), s6t vannak specidalis prob-
lémak szdmdara létesitett kodok is (Carpentier, Cassapoglou és mésok
(1968)).

Az az eldgazgatisi médszer, amelyet most leirunk (és amelyet mi a ,, Bounded
Branch and Bound” utin BBB-nek kereszteltiink el) egy rokon viltozata
annak a médszernek, amit Land és Doig (1960) javasoltak részlegesen diszkrét
valtozokat is tartalmazé linearis programozisi feladat megoldasara. A médszer
beletartozik a Hervé-féle axiomatikdaba, amely magdban foglalja az osszes
ismert elagazgatisi eljarist, beleértve a SEP (B. Roy) eljardst is. Rendelkezik
mindazokkal az ul(vact()' tulajdonsagokkal, amelyeknek, ugy hissziik, érzékel-
tettiik sziikségességét és lIlL,L’\'«Ll()‘ﬂlth«bt()sng it

1. a fa tarolandd cstcsainak a szima elenyészé (2. N —2, s6t néha N);

2. alkalmazhaté, ha a célfiiggvény és a feltételck nem linedrisak (tetszGleges
meglevé nem linedris programozasi gépi kédot haszndlhat szubrutinként);

3. rendelkezik a heurisztikus eljarisoknak azzal az — &mbér nem precizen
definidlt — alapvetd sajitossdgdval, hogy elég gyorsan ad egy ,.elfogadhat6”
diszkrét megoldast.

A kovetkezSkben jelbeszédet (sGt jeleket) fogunk hasznélni. A tanulméanynak
célja, hogy azok az olvasdk is megértsék, akik nem jaratosak az eldgaztatasi
eljarasokban. Mdédszeriinket egy teljes részletességgel targyalt numerikus
példaval illusztraljuk: nem azért vélasztottuk ezt a példat, hogy — az iterdcidk
szamat minimdlisra csokkentve — esillogtassuk modszeriink hasznalhatésdgat;
a latszat ellenére egy nehéz példardl van sz6. A legtobb heurisztikus médszer
nem ad réa ésszeriien j6 megoldast, a mi algoritmusunkhoz sziikséges iterdaciok
szama pedig abnormalis médon meg van benne emelve. A példa azonban olyan,
hogy illusztralja a legtobb el6forduld jelenséget.
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I. A P probléma és a hozzatartozé G graf

Tekintsiik a kovetkezd részlegesen diszkrét viltozokra vonatkozdé progra-
mozasi feladatot:
hatarozzuk meg a ¢(x) minimumét az aldbbi feltételek mellett:

zeK

ahol z az (x;);;; vektor, j = {1,2,...,n};
K az R" térnek egy részhalmaza;
E a J-nek egy részhalmaza; B' =J — E;

F; valés szamokbdl 4ll6 véges halmaz.

Ez a probléma megoldhaté — a ¢-re és K-ra vonatkozé hizonyos feltevések
mellett — maédszeriink segitségével. A moédszer bemutatdsa abban a specilis
esetben a legegyszeriibb, amikor a kovetkezs a probléma (megjegyezziik, hogy
az altalanos eset hasonl6képpen targyalhaté):

P: minimalizaljuk a ¢(x)-et az aldbbi feltételek mellett:

r€K (1)
x; egész, y,€E ; (3)

feltessziik, hogy az a; és b; egészek ;€ K. (Vagyis részlegesen egészértékii
feladattal van dolgunk.)

A bizonyitiasok egyszeriisége kedvéért feltessziik, hogy a (2) altal definialt
[T parallelotop korlatos (ami a gyakorlathban sohasem okoz zavart) és feltessziik,
hogy a ¢ fiiggvény szigortan kvazi-konvex a II-n. Emlékeztetiink arra, hogy
akkor mondjuk a ¢-t szigortian kvazi-konvexnek a /7-n, ha nines olyan /7-hez
tartozoé intervallum, amelynek belsé pontjiban a ¢ eléri a maximumat. Hogy
a legegyszeriibb példat idézziik, minden olyan konvex fiiggvény szigortan
kvézi-konvex, amely nem éri el tébb pontban a minimumat (specidlisan igy
van ez a nem azonosan konstans linedris fiigevények esetében). A K halmazrdl
feltessziik, hogy konvex.

Legyen A egy‘tetsz6leges részhalmaz A C E, és x5 = (v));ca az z-nek
egy olyan részvektora, amelynek komponensei az « azon komponensei, melyek
indexei az 4-bol valok. A kovetkezGkben az @ ,, &4, &, olyan x, vektorokat

jelolnek, amelyeknek a komponensei egészek és értékeik — a (2)-nek meg-
feleléen — vannak rogzitve.

Egy adott S = (4, &,) parnak megfeleltetjiik a kovetkezSképpen definidlt
P(S) problémat:
P(S): minimalizaljuk a ¢(x)-et az alabbi feltételek mellett:

z€K (1)
alz<b (2)

xj=2;, y;€d (4)
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Legyen #(S) a P(S) probléma megoldasa (amelyrél az egyszeriliség kedvéért
feltessziik, hogy egvértelmii) és legyen ¢g a ¢ minimalis értéke a P(S) problé-
méban, ahol a szokdsos megegyezés szerint g = oo, ha az (1), (2), (4) fel-
tételek ellentmondoak. Az el6z6kbdl kivetkezik, hogy #; = &,(S), p;€ 4.
Legyen E(S) azon j € E indexek halmaza, amelyekre ,(S) egész.

Tekintsiik a kovetkezGképp definidlt ¢ iranyitott grafot:

1. @ csuesai a fent definialt kiilonbozd S = (A4, &,4) parok.

2. Minden S csticshoz a ¢ értéke van hozzarendelve.

3. Amikor A iires, a megfelel§ csticsot a G S, gyokerének nevezziik.

4. Ha H(S) = E, akkor azt mondjuk, hogy az S = (4, &,) cstics végpont.

5. Minden S = (A4, &,) cstucsnak megfeleltetjiik az 6 ¢-el jelolt emeletét,
ami az A elemeinek a szdma (az emelet Roy (1969) terminolégidjaban a rend-
nek felel meg).

6. Tegyiik fel, hogy az S = (A4, £,) nem végpont és legyen € E(S) — A.

Definidljuk az S-nek f-ra vonatkozd egy ,magasabb emeleti” utédat
a kovetkezSképp:

T= (Brj.gB) ’
ahol:
B = A U{p}

g = 25 (A4)] vagy [#5(4)] + 1

(a [A] a szokdsnak megfelelGen a 2 valés szidm egész része). Az S-nek a f-ra vo-
natkozélag két utéda létezik.

7. Altalinosabban, ha adott az S — (4, #,) cstics és az nem végpont,
akkor a (fg + 1)-ik emelet csuesait definialjuk a kovetkezGképp:

BEE(S) — A

B~ AU{B)
& =%, p;€d
. Zp=[Tp(A)] + ¥
T = (B, %),
ahol y nulla vagy tetszéleges elGjeli egész szdm gy, hogy a (2) feltétel telje-

siiljon.

A y=0,—1, -2,...-nek megfelel§ csiacsokat egymds utani irdnyitott
élekkel (a tovabbiakban csak élt mondugk) osszekotjiik, ezek alkotjik a bal-
szarnyat, amelynek kezddpontja a y = 0-nak megfelel6 esics. Hasonl6képp
egymas utdni élekkel osszekotjiik a y = 1, 2, .. .-nek megfelel§ csticsokat,
ezek alkotjak a jobbszérnyat, amelynek kezdGpontja a y = l-nek megfelels
estics. A két szarnyat ellentétesnek és az S-bél keletkez6nek mondjuk.

Egy cstesnak szarnydban valé eltdvolodédsa [y [ a balszérnyra és y — 1
a jobbszarnyra.

Példa: Minimaliziljuk a

2w} + 25 + 23) — (@, + x, + 9,)
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kifejezést az aldbbi feltételek mellett:
z; egész, V,€E =J
Ha az 8 = (4, & 4) cstcsot az A = {1}, & = 2-vel definidljuk, akkor a P(4)
probléma megoldasa #(4) = (2; /;; 2).
A G-nek az S = (4, ©,)-bdl, ennek a f = 2-re vonatkozé 2-ik emeleti utoé-
daibél és a megfelels két ellentétes szarnybol all6 parcialis részgrifja az ladbran

lathaté (az la 4brat mindig az 1b 4bra szerint fogjuk rajzolni, ahol az élek
irdnyat mutaté nyilak odaértenddek).

la dbra
S
oO—0 0
L L Lk
1b dbra
A feltevések miatt:
T, = (B;, &),

ahol:
B;={1,2}, i=1,2,...,5

@L@)ZFZI—ﬂ,i=L2J
(2,i—3), i =4,5
T, és T, a két ellentétes szarny kezdépontjai. 7';-nek az eltdvolodéasa:
i—1, i=1,23
i1 —4, 1=4,5.

A @ grafban az ,,utéd” fogalmén kiviil (a 7' akkor utéd, ha az ST egy él;
az utéd ugyanazt jelenti, mint a ,koveté” (Roy (1969) terminolégidjiban)
még létezik a ,,leszarmazott” (Roy, 1969) fogalma is. A T az S-nek egy leszér-
mazottja, ha létezik az S-et a T'-vel 6sszekots irdnyitott ut (a késébbiekben
csak utat mondunk). Nyilvanvals, hogy egy utéd az egy olyan leszarmazott,
amelyet egyetlen élb6l alkotott ut hoz létre.
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1. Tétel. Ha T az S-nek egy leszirmazotlja a G-ben, akkor_¢pr > (g.

Bizonyitds. Vegyiik figyelembe a (7 definicidja 6. részében szerepl§ fogal-
makat és tegyiik fel, hogy a 7' az S-b6l kizvetleniil keletkez§ jobbszérnyhoz
tartozik. Az (s, T7) szakasz metszi az wg = [24(A)] + p hipersikot az 27
pontokban mégpedig ugy, hogy a ¢(z”) novekszik y-val. EbbSl mindenesetre
kovetkezik, hogy ¢ > @g, s ezérta bizonyitdst befejeztiik, ha y =1; ha
y > 1, akkor tekmt\e a (y — 1)-nek megfelel6 7"-t adédik: ¢ < ¢, azaz
a @ novekszik, amikor az eltdvolodds novekszik a jobbszarnyon. Hasonlé
okoskodas alkalmazhaté a balszarnyra is.

2. Tétel. A G grdafban nincs korit.

Bizonyitas. Egy csuces rendje csak novekedhet, vagy konstans marad. Csak
azokban a szdrnyakban marad konstans, amelyekben nines korit.

2. A médszer leirasa

Latni fogjuk, hogy a Land- és Doig-féle médszer (Land és Doig, 1960;
Balinski, 1967; Hervé, 1968) abban all, hogy szerkesztiink az el6z6 G grafban
egy olyan utat, amely az S| gyokeret a minimalis értékii végponttal kiti 6ssze.
Az alkalmazasok szempontjabol a Land- és Doig-féle konstrukcionak van egy
lényeges hibaja: nem lehet a priori megadni a fa esicsainak a szimara — a koz-
bees6 lépések tarolasihoz sziikséges —— megfelels korlatot. Egyetlen S csies
taroldsa — néhany egyséetil eltekintve — egyenértékii £(S) nyilvantartiasival,
ami n rekeszt igényel.

Nyilvanval6, hogy megelégedhetiink a (' végpontjainak a megvizsgilasiaval
és a kapott csticsok koziil elég a legkisebb értékiit megtnrtani (ha E =,
akkor ez arra vezet, hogy a (/(:) értékét a p — p, X Py X ... Xp, pontokra kell
kiszdmitani, ahol p;, = [b;, — «;], pl. p = 10", ha p, = 10 v,). Egyébként
lcteznek olyan esetek, amikor ez a Ietrjobh eljards (pl ha B = {1}, &, = 0,
by = 1, akkor a Land- és Doig-féle eljards, illetve a kovetkwokben leirt,
hé,rom optimalizacidra vezet; a végpontok teljes vizsgilata e harom koziil
csak kettdre).

A tovédbbiakban bemutatunk egy olyan iterativ mddszert, amely a G-ben
egy fat szerkeszt (Berge, 1958; Hervé, 1968; Roy, 1969); ebbdl benniinket
az érdekel, hogy a szerkesztett fa parcidlis részgrifja lesz G-nek. Tartalmazza
az S, gyokeret és az S, kivételével minden csiics egy és csak egy élnek a vég-
pontja lesz. A grifnak minden pontjihoz hozzarendeliink egy bizonyos szimu
jelet (1. az illusztrdalé példat).

Minden itericié kezdetén a fa egy bizonyos dllapotban van és van egy becs-
lésiink a ¢ P-ben valé minimdlis értékére. Kzt a becslést @p-nek nevezziik
(p = +oo az elsd iterdcid kezdetén, kivéve, ha ismeretes egy az (1), (2), (3)
feltételnek eleget tevi megoldas: ekkor a ¢ értékének az ismert megolddsnak
megfelel6 ¢ értéket vessziik).

Vizsgiljunk egy olyan S = (4, &) cstcesot, amely megoldéasa a P(S) problé-
manak, azaz:

vagy ellentmondéak a P(S) (1), (2), (4) feltételei és S-nek a ¢g = + oo
értéket adjuk;
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vagy #(S) a P(S) megoldasa és S-nek a ¢g = p(&(S)) értéket adjuk.

Egy S esticsot elutasitunk, ha ¢g > ¢, vagy ha az S minden leszdrmazott-
janak az értéke legaldbb ¢g. Az 1. tétel miatt egy elutasitott cstcs minden
leszarmazottja elutasitott lesz. Az elutasitott csticsokat nem taroljuk a tarlo-
ban (I. még késébb az Sz. 6 szabalyt).

A csucesok megvizsgilasa utdn minden cstces vagy elfogadott, vagy elutasitott
lesz. Mindannyiszor elfogadunk egy csiesot, amikor az nem elutasitott. Ez az
elfogadas ideiglenes, mivel a ¢ iterdciordl iterdciéra csokken, ami azt eredmé-
nyezi, hogy egy bizonyos iteracionél elfogadott csues egy késébbi iteraciénal
elutasitott lehet (maga az elutasitis végleges, mert nem lehet az eredeti
P probléma optimdlis megoldisa egyetlen olyan végpont sem, amely egy
elutasitott cstics leszdrmazottja). KEgy elfogadott csicsot mindig térolunk
a tdroloban, egészen az esetleges elutasitdsig.

A kovetkezo jelbeszédet fogjuk alkalmazni:

O, &t a [-ik emelet (ideiglenesen) elfogadott csucsa;

50k a t-ik emelet (az Gsszes leszarmazottaival egyiitt véglegesen)
elutasitott estiesa;

a t-ik emelet olyan (ideiglenesen) elfogadott csticsa, amely-
t nek a t-nél nagyobb sorszamu emeleteken levs leszarma-
zottal elutasitottak;

X—0 ¢ a (-ik emelet olyan (ideiglenesen) elfogadott csicsa, amely-
nek a — szdrnydban (itt a bal) lev6 — ndla nagvobb el-
tavolodasu leszdrmazottai elutasitottak;

o+=X ¥ jelentése hasonld (jobb szarny a bal helyett);

¢+ a (t+ 1)-ik emelet ugyancsak ideiglenesen elfogadott 7'
csucsa; a T estes az S egy olyan leszarmazottja a G-ben,
amely az S-bdl keletkezd balszarnyhoz tartozik (a 7'nem

7 EH feltétlen lesz az S utéda a G-ben); az ellentétes szarny

5 a (-ik emelet (ideiglenesen) elfogadott S csticsa, valamint
egyetlen csuesat sem vizsgaltuk meg;
3

jelentése hasonlé, de az ellentétes szarny elutasitott (va-

¢ lamint minden olyan cstcsnak a leszdrmazottja, amely
ebben a szdrnyban szerepel);
T t+

5 az S cstues (ideiglenesen) elfogadott a i-ik emeleten; a

T £ Két ellentétes szarny visszautasitott a (¢ 4 1)-ik emeleten.
t+!

A fa minden dllapotinak megfelel egy bizonyos grafikus séma. A kovet-
kezé példikban az emeletek szdma négy:
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So So S0
0. emelet
Q_L 1. emelet
| 2. emelet
3. emelet

2. dbra.

A legmagasabb emelet sorszdma, amelyet 7,-mel jeloliink, legfeljebb akkora,
mint az £ elemeinek a szaima. A séma minden elfogadott S = (A4, &,) csticsd-
hoz hozzatartozik az 6 ¢g értéke és a P(S) : (S) megoldasa; ezenkiviil tarold
rekeszek vannak fenntartva a ¢ és az (1), (2), (3)-nak — az el6zd iteraciok
soran kapott — legjobb @ megolddsa szdméra.

A javasolt algoritmushoz egy bizonyos szému szabdly tartozik. Ezeket
a szabéalyokat (Sz.1-t6l Sz. 6-ig) szukcesszive kell alkalmazni, sematikus
illusztraldsukat — a legmagasabb ¢,-ik emeletre vonatkozolag a 0,1, ...,9
allapotokra — 1. késébb. Minden emeleten, mint majd meglatjuk, csak két
elfogadott cstics lehet, és ha ketts van, akkor ezek a két ellentétes szarnyhoz
tartoznak.

Az algoritmus szabdalyai.

Sz. 0. Tekintsiik a legmagasabb ¢,-ik emeletet (az elsd iteraciondl ¢, = 0,
vizsgaljuk az S, kezdGpontot).

Sz. 1. Ha az S nal magasabb emelet leszirmazottai mind elutasitottak,

VEGE a probléménak: az (1), (2), (3) legjobb megolddséra fenntartott

tarolé rekeszek tartalmazzik a P megoldasat, ha kordbban ide (1), (2),

(3)-nak valamilyen megolddsa bekeriilt. Ha nem: (1), (2) és (3) ellent-

monddak.

Ha van a t,-ik emeleten olyan elfogadott 7' csics, amelynek felsGbb

emeletérsl valé leszdrmazottai kozott van nem elutasitott, akkor

vizsgaljuk a (1, + 1)-ik emeleten a 7' egy U utédat és fogadjuk el,

vagy utasitsuk el. Az emelet ¢, sorszima egy egységgel né (1, 2, 3, 4

allapotok).

Sz. 3. Ellenkez6 esetben, amikor ez lehetséges, vizsgaljuk a fn-et alkotd két
ellentétes szarny halmazaban azt a csiicsot, amelynek az eltavolodasa
a legkisebb és fogadjuk el vagy utasitsuk el (5, 6, 7, 8 dllapotok). Ha ez
az utébbi csiics ugyanazon szérnyban egy mésiknak az utéda, akkor
ez az utébbi torlédott (7, 8 dllapotok).

Sz. 4. Ha a t,,-ik (f, > 0) emelet két ellentétes szdrnya elutasitott, akkor
elutasitjuk annak az S esticsnak valamennyi fels6bb emelet(i utédat,
amelybél ez a két ellentétes szarny eredt. Az emelet £, sorszima egy
egységgeel esokkentends (9-es dllapot).

Sz. 5. Az iterdcié végén a kivetkezs 4ll:

@ uj, < ¢ régi.
Ha:

@ 4, << @ régi,

Sz.

o
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tekintsiik 4t a tdroloban tarolt valamennyi ¢g-t és utasitsuk el (a tdrolo
rekeszek torlésével) azokat az S csucsokat, amelyekre:
Ps = ¢ 4j.

Sz. 6. Ha @(S) minden j€ E-re egész, akkor az S-et elutasitjuk. Ha ezen-
kiviil ¢g <~ ¢, akkor @(S) a P jelenlegi legjobb megoldédsa és ez helyet-
tesiti az el6z6t az erre a célra fenntartott tarold rekeszekben, amikor is

¢ 1 = ¢g. Az ellenkez6 esetben, azaz ha ¢g — ¢, akkor az el6z8 legjobb
megoldas a helyén marad.

Az Sz. 1-—Sz. 4. szabilyok az utolsé emelet atalakuldsat irjak le, sematikus
abrazolasukat 1. a tovabbiakban. Az Sz. 5. és Sz. 6. szabdlyok lehet6vé teszik
a taroléban téarolt cstcsok szdménak csokkentését, ezeket nem dbrdzoljuk.
Az Sz.i. EIf. (Sz.i. Elut.) azt jelenti, hogy az Sz.i. szabdly alkalmazdsival
megvizsgalt cstcs elfogadott (elutasitott).

Magyardzatok. A T, T',T"" az Sz. 1-t6l az Sz. 4-ig terjeds szabéalyok alkal-
mazasa elétt elfogadott csticsok a ¢,-ik (4, > 0) legmagasabb emeleten.
A vizsgdland6 estcsot — ha van ilyen U — jeloli; amikor ez elutasitott,
akkor nem jeloljilk azért, hogy emlékeztessiink arra, hogy az elutasitott
csuesokat nem taroljuk a taroléban. A 7. és 8. dllapotokban U a T utéda;
ha ebben a két dllapotban az U elutasitott, akkor egy kiézbeess allapotot
a kovetkezSképpen dbrizoltunk:

gl fi’ %

ha pedig U elfogadott, a kizbeesd dllapot a kivetkezd:

r/ T/I Tl
F—l—ﬁx}—OU f—J—g——OU

Ez a tablizat végsé allapotaiba van kozvetleniil dtalakitva. Az S a f,-ik
emelet egyetlen (kozvetlen) elédjét jeloli (feltéve, hogy van ilyen). A ¢, : =
=ty + & (¢ =0,1 vagy —1) azt jelenti, hogy az Sz. 1-t6l Sz. 4-ig terjeds
szabdlyok alkalmazdsa el6tti legmagasabb emelet a f,-ik volt, alkalmazésuk
utdni pedig a (¢, + ¢)-ik. A 9-es allapotban olyan alesetek lehetnek a 7,,-re,
amelyek a (¢,, — 1)-ik emeletnek az Sz. 1-t6] Sz. 4-ig terjedd szabalyok alkal-
mazédsa elGtti allapotatol fiiggenek.

Egy dallapothol egy mdsikba vals dtmenet s

1. Ha a t,-ik emelet ¢,, sorszama egy egységgel né (1,2, 3, 4 sorszdmu
dllapotok), akkor az x, valtozénak megviltozik az értéke. Ha az &(7')-hél
kiindulva, az egyetlen g koordinita megvéltoztatésival nyert pont kielégiti
a feltételeket, ugy kit(ing kiindulé megolddsul szolgdl a P(U) feladat iterativ
megolddsdhoz. Ha ez a pont nem megengedett; még mindig j6 indulé meg-
oldast jelent, ha a P(U) feladat megolddséra ,,ponalés” modszerrel miikodo
algoritmust haszndlunk. Ha ezzel szemben olyan eljarassal dolgozunk, amely-
nél minden iterdlt pont megengedett kell hogy legyen; akkor egy elGkészits
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ElGtte Uténa
sorszam | Allapot ! emelet szabaly s:)rsz:im ‘l allapot 1 emelet,
5 « |
9.1 ”i . Sz. 4 0 So i | 0
S t,—1 5
9.2 X_jixl— m Sz. 4 6 bt = tp—1
tm
S t 1 05 X
9.3 &( m Sz. 4 i | tpt = thl
m X
i ¥
S =l i 5y 0
9.4 X—il;g p Sz. 4 8 | \ t,n: = lm’_'l
m <

fazisra van sziikség (amelyben természetesen magit ezt az eljardst haszniljuk
fel). Ha eldre gondoskodunk az el6készitd fazisrél, akkor egy automatikus
induldsi lehetGséget biztositottunk. Ugyanakkor a jelen esetben célszeriibbnek
véljitk a kovetkezG médon eljarni. Kiindulunk az #(7')-b6l és maximalizaljuk
(vagy minimalizdljuk) az agt, egészen addig, amig eléri a kivint értéket
(hogy ezt megtehessiik, (2)-t a kivint a értékkel megegyezd felsd vagy alsé
korlattal vessziik). Az xg ezen maximalizdldsdnak eredménye egy, a P(T)
korlatozasainak eleget tevs pont (ha van ilyen; ellenkezé esetben azt a kovet-
keztetést vonjuk le, hogy ¢ = -+ o0).

2. Ha a t,,-ik emelet 7,, sorszdma véltozatlan marad, akkor hasonléképpen
jarunk el, az S-bdl (5-6s allapot) vagy a 7"-b6l (5, 7, 8-as dllapotok) kiindulva.

3. Ha a ¢,-ik emelet 7, sorszama csokken (9-es dllapot vagy az Sz. 6 szabdly
alkalmazdsa), akkor nem meriil fel az a kérdés, hogy bizonyos feltételeknek
eleget tevé pontot kell kapni.

3. Elméleti eredmények

Megmutatjuk, hogy az algoritmus rendelkezik a tdarolé rekeszek szaméra
(4. tétel) és a konvergenciara (5. tétel) vonatkozé tételekben kimondott tulaj-
donsigokkal. ElGbb bebizonyitjuk a 3. tételt, amely éppugy hasznalhato
a két tovabbi tétel bizonyitdsdra, mint a médszer gépi programozdsanak meg-
konnyitésére.

3. Tétel. Az algoritmus alkalmazdsa sordn a legmagasabb emelet — minden
lerdcio kezdetén, a fenti 0-161 9-ig terjedd sorszamai dllapotok egyikében, az ala-
csonyabb emeletel: pedig a 0,1, 2,3, 4, 6, 7, 8-as dllapotok egyikében taldlhatdk.

Bizonyitas. Az Sz. 1 —Sz. 4 szabéalyok alkalmazasakor az 09 dllapotok csak
0—9 dllapotot hozhatnak létre. Az alsébb emeleteknek van egy elfogadott
pontjuk; szamukra az 5 és 9-es allapotok ki vannak zarva. Az Sz. 5 és Sz. 6
szabdlyok alkalmazdsa — az 1. tétel miatt — nem vdltoztat a helyzeten.

4. Tétel. A fa dllapota, bdrmely iterdciondl, legfeljebb 2 N — 1 elfogadott
csucsot vesz szdmildsba; N az egész értékii vdltozdk szamdt (azaz E elemeinek
a szamat) jelenti.

3 Szigma
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A 3. tétel miatt ez a szam legfeljebb 2 N + 1, ami az Sz. 6 szabalyt alkal-
mazva (2 N — 1)-re redukalédik.

Megjegyzések

1. Tekinthetjitk a fa csticsainak maximalis szamat (2 N — 2)-nek is meg-
jegyezve, hogy az S, gvokér feleslegessé valik, mihelyt megkezdjiik a két ellen-
tétes szarny vizsgalatat.

2. Ezt a maximdlis szamot elérjiik, ha ,, = N — 1 és az 1-t6l (N — 2)-ig
terjedd sorszamu emeletek a 4-es allapotban, az (N — 1)-ik emelet pedig
a 4-es vagy 8-as allapotban van.

5. Tétel. Véges szamai iterdcio utdn az algoritmus a P egy megolddsdt adja,
vagy kideril, hogy a P feltételei ellentmonddak.

Bizonyitds. Az iterdciék szama véges, mivel a G cstcsainak szama véges
és egyiket sem érintjilkk kétszer.

A két lehetséges befejezés a kivetkezd:

VEGE 1: 0 éllapot és ¢ <~ 4-co (a probléma meg van oldva),
VEGE 2: 0 éllapot és ¢ = f-oo (a korldtozdsok ellentmonddak).

Az elutasitott S = (4, &,) csucsokra vonatkozolag kétféle eset van: vagy
azért lettek elutasitva, mert azoknak a P(S) probléméknak felelnek meg,
amelyek korldtozasai ellentmondéak (ami azt jelzi, hogy &, nem lehet része
P egyetlen megengedett megolddsdnak sem) vagy azért, mert ¢g_> ¢ >
= min {p/ (1), (2), (3)}. Az 1.tétel miatt ugyanez all az S-bél leszarmazd
végpontokra is. Ebb6l kovetkezik, hogy a VéGE 1 és VEGE 2 a fenti jelen-
téssel bir.

Az az eset, amikor a P probléma konvex és differencialhaté

Tegyiik fel, hogy a ¢ fiiggvény konvex és differencialhaté a I/ parallelo-
tépon és hogy a K konvex halmaz a kivetkez§ egyenlGtlenségek dltal van
definidlva:

fila) < 05 € {1, 2554 053

ahol az f; fiiggvények konvexek és differencidlhatok a I7-n. Legven U — (B, &g)
a T = (B, xg) utéda az S = (A4, #,)-bol keletkezs valamelyik szarnyban.
Emlékeztetiink arra, hogy

B = AU{R}, ahol BE€E(S) — A4
¥==% =4, y;€4
Ty = [#5(8)] + v
Tp=15+ e
g {—{- 1 a jobb szarnyra
— 1 a bal szarnyra
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A P(T) megoldasa a A(T'), w,(T') multiplikdtorokat adja, amelyekre:
m af:
% ¢ SamA) —pym, ves -8

axk 7= 8$k T
AT =0, "W ET)=0, §i=1,2,...,m
wT) =0, ha o (T) = ay

y’k(T) g 0, ha :‘I:I.(T) ™ bk
tdT) = 0, ha a, <z (T) < by,

ahol a ( )y jelolés azt jelenti, hogy a zardjelben levs kifejezést « = &(T')-re
kell venni.
A konvexitas egyenl6tlensége:

1@#U) + 3 TIHD) Z9@T) + 3 AT 1(EHT) +

=Y a(p ’2 8/1 A -
+ 3 [22+ a2 (@) —wm) +
kéj—B\Bx, =1 oy )
op o 1 8/,-]
e l—= AT —
FRe T A
azt adja, hogy:
2 " dp m of; .
e |— Z’l T —_— = n
Pv 9¢r+ (axﬁ +é ( )axp),- P1

Kz az 6sszefiiggés lehet6vé teszi az U elutasitdsat akkor, ha ¢p > ¢, anélkiil,
hogy azt elézetesen megvizsgiltuk volna. Ha nem teljesiil az Gsszefiiggés,
akkor a T'-vel egyidejileg a @,-t is térolni fogjuk: mivel a ¢ csak csokkenhet,
lehetséges, hogy az U-t egy késGbbi iteracional fogjuk elutasitani.

Mésrészt, a P(S) probléma megolddsakor minden — a P(S) probléma meg-
olddsdra haszndlt — iterdciéndl — a konvexitds egyenl6tlenségeibil — a ¢gre
egy alsé korldt adddik, legaldbbis ha, amit mi feltesziink, egy olyan iterativ
modszert haszndlunk, amely a P(S) feltételeinek eleget tevé z* pontokat ad.
Legyen ¢" az a'-hoz tartozé alsé korlat. Ekkor:

4 @s, ha v—> + oo

Ha tehat @5 > ¢ (S elutasitandé), akkor a szdmitdsok ténylegesen ledllit-
haték, mihelyt ¢ > ¢.

A kétértékit valtozok esete

Lehetnek olyan egészérték( viltozok, amelyek csak két értéket vesznek fel
(a tovabbiakban ezeket kétérték(i valtozoknak nevezziik): feltessziik, hogy
az a két érték, amit felvehetnek a 0 és az 1. Ebben az esetben a moddszer
dltalanos leirdsdbol nyilvdnvalé, hogy @; = 0 és b; — 1 minden kétértéki x;
valtozéra. Megjegyezziik, hogy minden egyes — kétérték(i valtozénak meg-
felel6 — szarny a kezdépontjara redukaldodik.

3*
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Az a legérdekesebb eset, amikor mind az N egész értéki valtozd kétértéki,
mert ekkor a gépi-programozds egyszerlsodik, minthogy minden grafesticsnak
legfeljebb két utédja lehet. Joéval kevesebb tarold rekeszre lesz tehat sziikség,
mivel N bit elegendd az N db kétértékii valtozé tarolasara, s igy lehetivé
valik egy sereg ilyen tipusi probléma gyors megoldasa. Megjegyezziik, hogy
az altalanos eset is visszavezethetd erre aziltal, hogy az egész értéki valto-
zokat felirjuk a 2-es alapd szdamrendszerben:

nj
— N Ok g
Ty = a/+k210 2 Ll » ngjk;/; L
ahol az nj-t a b; hatdrozza meg. Kzen atalakitas elényeire és hatranyaira nem

fogunk kitérni. Mégis megjegyezziik, hogy konvex programokndl valdszinfileg
nem lépnek fel specidlis elutasitasok.

4. Ilusztralé példa

A kovetkezGkben teljes egészében targyaljuk a kovetkezG P problémdt:
P: minimalizaljuk a
¢ = (5 — 13) 4 15(1302 — 100y — 23)% - 30(20 & + 10y — 20z — 10)

fiiggvényt az alibbi feltételek mellett:

05, <6,j€6J={1,2,8} (2)
x; egész, JEH =J (3)

(a K konvex halmaz legyen a teljes R® tér). Konnyen lathato, hogy a ¢ fiigg-
vény konvex és differencialhato.

Ha a megoldandé problémik , kicsinyek”, az ésszerli megoldés, legalibbis
egy gép szamdara (az ember esetében ez nem igy van),az lenne, hogy teljes
leszamoldssal jarjon el, esetiinkben ez azt jelenti, hogy 7% = 343 ponttal
szamoljon.

A (3) elhanyagoldsdval kapott P( @) probléma (ami annak felel meg, hogy
a valtozékat nem egész értéklicknek tekintjilk, hanem valds véltozoknak)
megolddsa a kivetkez:

& @) = (2,6; 3,15; 3,7575), ¢(&(@)) = 0.
A P probléma megoldédsa pedig:
E=rln1), (d) =829
A fentiekbdl a | legjobb kerekitéssel” nyert megoldés:
z° = (3;3;4), ¢(x°)=067609.

Azon nyole pont koziil, amelyeket tgy nyertiink, hogy az #;(z) — ¢
(j = 1, 2, 3) barmely lehetséges médon kerekitettiik, a legjobb az:

ol = (3;4:4), plat)= 21219.
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fgy tehat a ..levJol)b kerekitéssel” kapott megoldas (67609) egyaltalan

nem kielégit”, s6t még ,,az osszes lehetséges kerekitések legjobbika’ (21219)
is alig jave solhaté. Ha az algoritmust az elsének taldlt megolddsnal meg-
allitjuk, akkor maéar alamivel jobb eredményt kapunk (17419 a harmadik
iterdcional), a masodszorra talalt egész pontnal valé megéllas pedig egy olyan
megkozelitést (934, a masodik iteracional) ad. amelynek az az érdeme, hogy
hasonlé nagysigrendii, mint az optimalis érték (829, a tizennegyedik itera-
(i()n:'Ll) Hérom kiegészits iterdci6 sziikséges, hogy meggy6zidhessiink: a mar

ordbban megkapott, optimdlis me<r()ldds tényleg a P probléma optimdlis
mcgoldasa

A szamitdsokat egy tizoszlopos tébldzat formajiban mutatjuk be.

1. oszlop: a faban megvizsgalt 7' = (B, @p) estics megnevezése (0,1, 2, . . .);
ez megegyezik az iterdcié sorszamdval.

2. oszlop: a B halmaz; az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy ez mindig
a kovetkezd négy halmaz valamelyike: @, {1}, {1,2}, {1, 2, 3}; nyilvdnvalo,
hogy egyéb szabdlyok is lehetségesek: miutdan az z,-et az &, egész értékkel
rogzitettiik, az a, rogzitése helyett rogzithetjiikk az x, és o, koziil azt, amely
a legmesszebb (vagy a legkozelebb) van egy egész szamhoz. |

Mindez osszhangban van az Sz. 2 szabalyban biztositott bizonyos fajta
szabadsaggal. :

3. oszlop: Az i.b jelolés azt jelenti, hogy a vizsgdlt csuces az i estes utéda
az G szirnyaban, ami a balszdrny; az i.fb jelolés azt jelenti, hogy a vizsgalt
esties az 1 kovetkezd emeleti utéda és hogy & egy balszarny kezd&pontja
(az 1§ és i.fj ugyanazt jelentik, csak a ,bal” a ,,jobb”-al helyettesitendd).

4., 5., 6. oszlopok: a P(T') optimilis megoldasinak a koordindtai az x,, x,, a4
értékek; az, hogy egy x; érték ald van huzva, azt jelenti, hogy egész értékre
rogzitettiik azért, mert j€ A; amikor ezen kiviil még egy csillag is van, ez azt
jelenti, hogy j — f; az a; = 6° csak annak a ténynek kifejezésére szolgdl,
hogy ;= 6 és igy az x; <~ 6 eredeti feltétel: hatékony; hasonldét jelent az
;= 07, zérd alsoé korlat esetén.

7., 8. oszlopok: a ¢p, ¢y, amiket mar elGzéleg definidltunk; a 7. oszlopban
aladhuzott szamnak a legjobb egész értéki pont felel meg.

9. oszlop: a fa dllapota a folyamatban levd iterdcid végén (a fa gyokerének
a megjelolését mellGztiik; minthogy a 9-es allapot a fa legmagasabb emeleté-
nek dllapota: kozvetleniil az dltala létrehozott 0, 6, 7, 8-as allapotok vala-
melyikébe megyiink).

10. oszlop: 1, a legmagasabb emelet sorszama.

Az &/(T), ¢r. ¢y értékei pontos értékek, kivéve, ha T = 9, ahol az értékek
(")-al vagy ()-al vannak jelolve. Az algoritmusnal a hdarom véltozoéra vald
Inl]]lnl(tllZdIdH utan 17 iteracio sziikséges; ebbdl két viltozora 5, egy véltozoéra 8
és a g(x) szamitasira 4 esik.

A bemutatott médszerrel szemben gvakran ajinlhaté heurisztikus eljardsok
alkalmazasa, feltéve, ha ezek egyszerlick és kevés szadmolisra vezetnek.
Az (1), (2), (3) egy & megoldasanak ismeretében, a P(S)-nek az S = (¥, &g)-
vel valé megoldasa valéban ad a ¢-re egy olvan értéket, amelyet elég kicsinek
remclhctunk ahhoz, hogy lehet$vé tegye a (7 elég sok esticsanak az elutasitdsat;
ez viszont azt adja, hogy minél klscbb a ¢, annal tobb olyan cstcsa lesz a G-nek,
amelyeket nem kell megvizsgilni. Nem mond ellent ezeknek az a tény sem,
hogy a jelen példdban a legtébb heurisztikus eljards cs6dot mond.
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1| = | [ | 5 6 | 7 | 8 9 | 10
‘ (D) { ?

T B 8 % i Xy ‘ x; | r | or a fa dllapota g
i | ‘ Kezdés

0| o 2.6 | 315 | 3.7575 0 o) 0

1 1 0.fj{ 3.* 3.67 4.5185 4 44 | ! : 1

y 1

21,2 1.fj | 3. 4.* 4.7 16 339 | 1156 379 2 2
. y :

31,23 2.fj| 3. 4. 5.% 17 419 3

]
4| 1,2,3 2.fb| 3. 4. 4.* 21 219 2
1

5/1,2 1. fb{ 3. ‘ 3% 4.15 67 339 1
[ 6 1 |

6 i 0.fb| 2.* 2.37 2.8035 9 39 1
l 6 1

1 1:;2 6. fb| 2. 2. 2.06 20 544 2
L | 6 1

8| 1,2 6. fj 2 ' 3.* 3.156 | 59 544 1

] |

Nevezziik 1. példanak az el6z6 példat, 2-nak pedig azt, amit ebbél gy ka-
punk, hogy elhagyjuk a (2) feltételeket. Nevezziik a fent kifejtett modszert M1-
nek és M2-nek a kévetkezs modszert: a térolt estesok koziil minden iterdcio-
nél tekintsiik azt az S csicsot, amelyen a g értéke a legkisebb és vizsgdljuk
a hdrom utédot (kett§ a felsGbb emeletrsl valé, egy az S szdrnydban van
— ez utobbi nem létezik, ha S a gyokér —, mivel az utéd a szérnyban mindig
a harmadik); alkalmazzuk a 2.§ elutasitdsi eljardsait és ha sor keriil rd,
a konvexitdshol levezetett elutasitdsi eljardst. Egyébként a Land- és Doig-féle
eljardsnak a nem-linedris programozisra valé kiterjesztett viltozatarsl van
§26. A szdmitdsokat nem fogjuk részletezni. Az érdekl6ds olvasé megkaphatja
ezeket a szerzotol.

Az osszehasonlitds a kovetkezd pontokra vonatkozik: az elss viltozé mini-
malizacidinak szdma (1. tdbla), a mésodik valtozé minimalizdcidinak szama
(2. tdbla), a tarolandé cstcsok szama (3. tdbla), az egészértékii optimalis
megoldésokat ado iterdciok szama (4. tdbla, ahol a zaréjelben levs szdmok
a g-nek a megfelelS értékeit jelentik).
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1| 2 | s | 4] s | s 7 8 | 9 | 10
[
T B | s - ] x, | X, ér or a fa dllapota o
ol 1.j | 4.%(4.9600+ | 6. 187+| 6 808~ i_i_g 1
10/ 1,2 | 9.6 4 | 5 6 934 %_Tﬁ* 9
6
11/ 1,2 | 9.fb| 4 4% 5.7 141 184 1
12| 1 Bub | LX) 107 1.0885 64 144 12 f 1
13| 1,2 | 12.6b 7. | 7. 1.05 799 | 21799 4 2
13
12
14| 1,2,3{ 13.f/b| 1. | 1 1% 829 13 3
1,2,3 13.fj 4
15| 11523 130e" 20 [ 2% 14 029 2
16/ 1,2 |.a2:4651 7 2.% 1.6 129 735 &Z l X 1
177 1 | 12.b| 0x| o° 0.° 11 104 i 0
S S VEGE
Megoldds: T = 14
ML M2 M1 M2 M1 M2
1. Példa ‘ 8 S ‘ ) b | 6 ! 3 8
N st T A R
2. Példa 24 | 26 | ’ 12 | 12 | 1] 3 | 15
I I T TN ety
1. tébla 2. tébla 3. tabla
M1 M2
1. Példa 3 (17 419), 10 (934), 14 (829) 11 (11 104), 12 (934), 15 (829)
2. Példa 3 (17 419), 11 (984), 19 (829) 21 (934), 40 (829)

4. tébla
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foy az adédik, legalabbis e példik lattan, hogy az M1-t6l az M2-hoz viszo-
nyitva a kovetkezd elényoket varhatjuk:

1. kevesebb a minimalizaciok szdma (1. és 2. tébla),

2. kevesebb a tarolandé cstes (3. tabla),

3. kevesebb idére van sziikség ahhoz, hogy ugyanazokat az egész meg-
oldasokat kapjuk (4. tabla) (ez az el6ny akkor all fenn, ha elhagyjuk a befejezés
el6tti szamitdasokat).

Mindezekhez hozzatehetjiik, hogy a tarolé rekeszek szimdnak maximuma
2N — 2 =4 az M1 mddszer esetében és ennél tobb az M2 mddszer (3. tabla)
esetében, ami ennél a mdodszernél a priori nem is korlatozhat6. Ez arra vezet,
hogy amikor az M2 mddszert alkalmazzuk, vagy fenntartandé N’ tdrold
rekesz a k(izponti taroloban és kell a kiilsG taroléban is tarolni, ha a tarolandé
csuesok szima N-nél nagyobb (my a programozis nehézkes és rendkiviil lassi
lesz), vagy amikor N’ +4 1 ecstes van, akkor el kell hagyni a legrosszabbat
(kockaztatva azt, hogy nem taldljuk meg a felvetett probléma optimdilis meg-

oldasat).

5. Az N csoportos elagaztatasi médszer

Néhany ,,nagy” problémdandl eléfordul, hogy a 2 N - 2 esues taroldsa is
tial sok rekeszt kovetel meg. Megmutatjuk, hogy hogyan kell irdnyitani
a miiveleteket ahhoz, hogy a 2 N — 2 helyett N legyen a sziikséges rekeszek
maximuma. Elég ha elérjitk azt, hogy az oOsszes ¢ <7 {,, sorszimu emeleten
egy és csak egy clfo«radott estces legyen, mikozben a ¢,-ik emelet (0 vagy 1
elfogadott estesot talt‘tlnmz (ha t,, = N, ez a szam a 0 lesz). E célbél elég,
ha az Sz. 3 szabilyt a kovetkezd Sz. 3a szabéllyal helyettesitjiik: !

Sz. 3a: Ha a f,-ik emelet a 6-0s vagy T-es dllapothban van, akkor vu:hga.ljuk

meg a7 utédat az 6 szarnydban és tog-ndjuk el vagy utasitsuk el (ez a 2,5

vagy 9 allapothoz vezet). Ha a t,-ik emelet az 5-6s dllapothan van, akkor
vizsgaljuk meg az ellenkezd szarny kezdGpontjit és fogadjuk el vagy uta-
sitsuk el (ez a 3 vagy a 9-es ‘Lllapotho/, vezet).

Most bu(myxtd.s nélkiil felsorolunk néhany tételt.

6. Tétel. Az algoritmus alkalmazisa sordn az iterdcick kezdetén a legmagasabb
emelet a 0,1, 2, 3, 5,6, 7,9 dallapotok: valamelyikében van és a kevésbé magas
emeletek a 0, 1, 2, 3 dllapotok egyikében vannak.

7. Tétel. Bdrmely iterdciondl a fa dllapota legfeljebb N elfogadolt csicsot
tartalmaz.

8. Tétel. Viges szimii iterdcié utdn a mddositolt algoritmus a P-nek egy
megolddsdt adja, vagy kideril, hogy a P feltételei ellentmonddalk:.

Erdemes megnézni, hogy mit ad a médositott algoritmus az el6z6é paragrafus
numerikus példdja esetén. Pontosan ugyanazokat a cstcsokat adja, de més
sorrendben. A csiicsokat ugyanigy ](,lolve mint ahogy ezt tettiik, ez a sorrend
a kovetkezo:

0,1,2,3,4,59,10,11,6, 7, 8, 12, 13, 14, 15, 16, 17

(az alahizott csticsok az egész megoldasokat jelentik).
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A moédositott mddszer érdekes. Nines médunk azonban arra, hogy a tarolé
rekeszek szamanak a masodik paragrafusban megadott vizsgalatdval valo
osszevetésén kiviil egyéb szempontokkal is osszevessiik. Valoszin(, hogy elss-
sorban az a hatrinya ennek a mddszernek, hogy tulsdgosan megvizsgil egy
szérnyat, még mielétt az ellenkezd szdrny megvizsgalasat elkezdené.

Forditotta: Bardti Gyorgy
( Beérkezett: 1970. februdr 5.)

IRODALOM

Asapig, J. (1967), ed. Nonlinear Programming, North Holland Publishing Company.

ABADIE, J. (1969), On the GRG method for nonlinear optimization and its application
to control problems, EDF Note HI 141/00 (to appear, slightly modified, in Abadie,
1970).

ABADIE, J. (1970), ed., Integer and Nonlinear Programming, North Holland Publishing
Company.

ABapig, J. et J. CARPENTIER (1966), Généralisation de la méthode du Gradient Réduit
de Wolfe au cas des contraintes non-linéaires, pages 10471953 de Proceedings of
the Fourth TFORS Conference, D. B. Hertz and J. Mélése (editors), Wiley — Inters-
cience.

Apapie J., and J. CarrPENTIER (1969), Generalization of the Wolfe Reduced Gradient
method to the case of nonlinear contraints, in: Optimization, R. Fletcher (editor),
Academic Press.

ABapig, J., et J. Guicou (1969), Gradient Réduit Généralisé, Note KDF HI 069/02.

Bavinskr, M. L. (1967), Some general methods in integer programming, Chap. IX of
Abadie, 1967.

Berar, C. (1958), Théorie des Graphes et ses applications, Dunod.

CARPENTIER, J. (1969), Generalized Reduced Gradient algorithi, combination with
integer programming, application to an electric power system problem (mimeographed),
paper presented to the NATO Advanced Study Institute on Integer and Nonlinear
Programming, Bandol 8—20 June 1969.

CARPENTIER, J., C. CassapocLou, et. al. (1968), Une méthode générale de résolution
des problémes de dispatching économique avee variables enticres, tenant compte des
cotts de marche a vide des groupes, paper presented at the International Conference
on Operational Research & Power Systems, Athens, 1968,

CornviLLe, A. R. (1968), A comparative study of nonlinear programming codes, IBM
NYSC Report 3202949,

Herve, P. (1968), Les procédures arborescentes d’optimisation, R. 1. R. O., 14, 69—80.

Laxp, A. H., and A. (&, Do1c (1960), An automatic method of solving discrete programm-
ing problems, Econometrica, 2§, 497—520.

Roy, B. (1969), Algebre moderne et théorie des graphes, Dunod.

Rov, B., R. BENayoun, and J. TeEreNy (1970), From S.I.P. procedure to the mixed
Ophélie programme, in Abadie, 1970.

Rovy, B., P. BErTier et P. T. Naamem (1965), Programmes linéaires en nombres entiers
et procédure SEP. Metra, IV, n° 3, 1965.

A BRANCH AND BOUND METHOD FOR MIXED INTEGER NON-LINEAR
PROGRAMMING

The paper presents the ,,BBB algorithm’ (Bounded Branch and Bound), and illust -
rates it by mean of a numerical example. This algorithm possesses, with respect to other
Branch and Bound methods, the following advantages: (a) there exists an a priori upper
bound to the number of egdes of the tree to be memorized; (b) this bound is reasonably
small (2N-2, or even N, where N is the number of integer valued variables); (¢) ,,accep-
table’” solution are quicker to obtain (this advantage comes to work in the case where
computations must be stopped before completion). Proofs are given under quasi-con-
vexity hypothesis.
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METOI OTBETBJEHMUS JIS PEWEHWUS 3AOAY HEJIWHEWHOIO
I[MPOIPAMMHPOBAHMS, COOEPYKALLIMX JUCKPETHBIE IIEPEMEHHBIE

B cratbe npescrasisiercst «Meroa-BBB» («Bounded Brauch and Bound»), umioctpupyemsblif Ha
HYMepHYECKOM MpHMepe. ITOT MeTO] 10 CPABHEHUIO € IPYTUMH METOJaMH OTBETBJIEHUST HMeeT
clleyIolHe TIPeHMYILecTBa: (@) 4ico MonaJaomuX B MEMOPHIO BEPLIHH YIIPABIsIeMOro JepesBa
anpyuopu OrpaHUYeHO CBepxy; (0) orpaHuyeHHe SIBJISIETCS palMOHANBbHO MasbiM (2N-2 wiu
urorga N, rme N = YHCII0 11eJI03HAYHBIX TepeMeHHbIX); (B) MOXKHO OblcTpee MOJyYuTb IPH-
emsiemoe peruenue (IT0 siBiisieTcsl OJaronpuUSITHBIM B TOM Cjlydae, eCJM pacyerbl Clefyer
OCTAQHOBHTb TepeJl OKOHYaHHEM).

B noxasaresibCTBe MPeANoaraeTcst KBasu-BblyKI0CTb.



