
BRÓDY ANDRÁS

Átlagos késleltetés a gazdaságban
Megjegyzés W. Leontief tanulmányához

W. Leontief tanulmányában1 fontos módszert dolgozott ki az adott végső
fogyasztáshoz szükséges elsődleges ráfordítások teljes idősorának kiszámítá
sára. E módszer segítségével megválaszolhatjuk azt a kérdést is: átlagosan
mennyivel korábban kellett e ráfordításokat eszközölni, mielőtt a kívánt
hatást, a kibocsátást, kiválthatták volna. A ráfordítások bizonyos hányada
ugyanabban az évben szükséges, amikor a kibocsátás is megtörténik, másik
része egy évvel, harmadik része két évvel, három évvel stb. korábban. Ha
e hányadok ismeretesek, akkor - súlyozott átlagként - kiszámíthatjuk azt,
hogy átlagosan hány évvel előzi meg a ráfordítás a kibocsátást. Így például
válaszolhatunk arra, hogy a ma exportált termék átlagosan hány évvel ezelőtt
importált termékből készült, vagy hogy a ma fogyasztott létfenntartási cik
keket átlagosan hány évvel korábbi munkával termeltük meg s.i.t.
Nem más ez, mint a népgazdaságon belüli anyagcsere, termékáramlás átlagos
átfutási idejének, a ráfordítások és a kibocsátás közti átlagos késleltetési
időnek a kiszámítása. S valóban az említett tanulmányban szereplő (4) inverz
alapján ez az érték meghatározható, ha az inverz általános oszlopának segít
ségével megfelelő módon súlyozott átlagot számítunk.

Az egyes években ráfordítandó mennyiség az idézett (4) képlet alapján táb
lázatba foglalva:

Ráíordítundó
mennyiség

Q-1
RG-1 
mo-: 

_I 
! 

A. kibocsátást 
megelőzve

0 évvel
1 évvel
2 évvel

n évvel

Itt G = I - A +Bés R = o-1B, ahol A a folyó ráfordítás, Ba tőkelekötés
mátrixa,

1 A dinamikus inverz. iS½igma., 1969. 4.. sz.
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Feltéve, hogy a táblázatban szereplő sor konvergens,2 az összes ráfordítás
is és az egyes évek megfelelő ráfordításaival szorzott (súlyozott) átfutás kép
lete is kijelölhető, sőt - némi közbenső számítás árán - igen egyszerű alakot
ölt. 

I. Az összes ráfordítás, Q, a táblázatban szereplő ráfordítások egyszerű
összege:

(1) Q = (1 + R + R2 + ... + R" + ... ) a-1 = (1 - H,)-lQ-l =
= [G(l - R)J-t = {(l - Á + B)[l - (l -A+ B)-1BJ}-1= (1 -A)-1=Q 
vagyis egyenlő a nyílt statikus Leontief-inverz értékével. Ez tisztán közgaz
dasági megfontolásokból is nyilvánvaló, hiszen a dinamikus inverz lényegében
nem más, mint a statikus inverz időbeli dezaggregációja.

2. A ráfordításokkal szorzott átfutási idők összege:

I= (R + 2R2 + .. : + nRn + ... )Q-1 = R(l - R)-2Q-1. 

A fenti összegképlet a hasonló skaláris sor összegképletének matrix-változata.
Figyelembe véve azt, hogy (]) alapján (1 - RJ-1Q-1 = Q kapjuk, hogy

I= R(l- R)-1Q = (1 - A+ B)-1B[l - (1 - A+ B)-1BJ-1Q. 

Mindenünnen kiemelve (1 - A)-1 = Q értékét, végülis

(2) I= (l + QB)-1QB[l - (1 + QB)-1QBJ-1Q = QBQ 

ahol figyelembe vettük, hogy a QB matrix felcserélhető racionális függvényé
nek (1 + QB)-1-nek matrixával.

Ennek alapján az átlagos átfutási időket a I és az Q matrixok megfelelő
elemeinek hányadosaként kapjuk, az i. szektorból a k. szektorba való átlagos
átmenet idejét, R11, értékét tehát a

(3) 

hányados adja, ahol Q1• az inverz i.-edik sora, Q.1, pedig k.-adik oszlopa .

• 
Ugyanennek a (3) képletnek a felépítését egy - látszólag eltérő - szem

léletnek alapján is elvégezhetjük.
Ismeretes, hogy a B tőkclokötési matrix bn, elemei felfoghatók úgy is,

mint az A folyó ráfordítási matrix a//, elemeinek és a t11, megtérülési időnek
szorzatai:

(4) 

Kézenfekvő mármost, hogy e megtérülési idők összegezésével kíséreljük meg
kiszámítani az átlagos lekötési időt, amelyet akkor szenved cl a termék, amikor

2 Lcontief csak azt bizonyítja, hogy az időegység mcgváltoz.tatúsával a sor mindig
konvergenssé tehető. Számításai, valamint az azóta megjelent magyar számítás is (l<SH:
Kísérlet a,z első magyar dinamikus AKM ösezcátlításé.ra, Bp. 1969.) konvergensek voltak.
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az i. szektorból a k. szektorba áramlik át - részben közvetlenül, részben
pedig közvetve, több (1, 2, ... , n, ... ) más szektor közvetítésével.

Közvetlenül csak a;k mennyiség áramlik át, s ez persze megtörténik ta< idő
alatt. Az a;1; mennyiséggel súlyozott idő itt tehát a;1c t;,0 s ez megegyezik a B 
matrix elemeivel. Hátra van azonban a több vertikumon keresztül áramló
termékek időszükséglete, amelyeket természetesen ismét a megfelelő mennyi
ségekkel beszorozva kell figyelembe venni.

Ha az egy közvetítő szektoron keresztül történő átáramlásokat vesszük
n 

figyelembe, akkor ezek mennyiségét a J; a;1ah nagyság adja meg - az A2 

}=I 
matrix i.-edik sorában és k.-adik oszlopában álló elem. Azonban ezeknek az
áramlatoknak az időszükséglete már két részből összegeződik: míg eljut k-ből
.f-be, azaz t;1, majd míg átjut j-ből k-ba, azaz tp" A súlyozott időszükséglet
tehát

n n n 
,J; aiJaJ!, (tii+ tJI<) -_J;' aiJt;Jaik + . .J: a;1ajktjk = (BA);k + (AB)ik• 
}=I J=I J=I

ahol az utóbbi jelölésnél már figyelembe vettük a ( 4) képlet adta összefüggést.
Ugyanígy a két közvetítő szektoron történő átáramlás mennyisége

Az időszükséglet itt három részből tevődik össze: a tiJ + tJ1 + t1k időkből.
Az összidőszükséglet ez esetben, megfelelően súlyozva

n n n n 
,J; ,J;a/Jai1a11<(t/J+tj1+t1k)=,J; ,J; aiJtiJajla1k+ 
l=l }=1 1=1 j=l

n n n n + ,J; ,J; a/Ja11t11a1k + ,J; ,J;a;Ja11a11<t11, = (BA2);1c + (AB.A);1, + (A2B)0,.
1=1 /=I l=l l=) 

Folytathatnánk a gondolatot három, négy, ... , n ·s. i. t. szektoron keresztül
követve az, egyre növekvő időszükségletet s az egyre csökkenő mennyiségi
súlyokat. Ugy vélem azonban a képzési szabály már világos. S ha megfelelő
formában írjuk fel a QBQ = (1- A)-1B(l - A)-1 kifejezés hatványsorát,
szabatosan megkapjuk az egymás után álló oszlopokban a fenti 1, 2, három
és n. lépcsős átmenetek súlyozott időszükségletét. QBQ ugyanis így írható fel:

B +BA+ BA2 + BA3 + + BA11
-
1 + BA" + 

AB+ ABA + ABA2 + + ABA11-2 + ABA11-1 + . 
A2B + A2BA + + A2BA11-3 + A2BA11-2 + . 

A3B + + A3BA11
-4 + A3BA11-3 + . 

A11-2BA + A11-2BA2 + . 
An-in + An-IBA + . 

A11B + . 
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Itt az első három oszlop sorra a közvetlen, egylépcsős, kétlépcsős átmenet
súlyozott időszükségletét adja az előbb számítottal egybehangzóan . Feltün
tettük még a három lépcsős, n - 1 lépcsős és n lépcsős átmeneteket is. E szer
kesztési módból világos, hogy az összes súlyozott időszükségletet a QBQ 
matrix elemei adják meg, a súlyok összegét, az összes átáramló mennyiséget
pedig a Q matrix, a teljes ráfordítási matrix elemei. Az átlagos átfutási idő tehát
e két matrix megfelelő helyen álló elemeinek hányadosa, mint ahogy azt már
a dinamikus inverz képleteiből is azonosan levezettük.

Megjegyzendő azonban, hogy a második levezetés nem kívánt meg újabb
feltételezést a benne szereplő sor konvergenciájával kapcsolatban. A
Q = (1 - A)-1 = 1 + A + A2 + ... A" + ... sor konvergenciája és pozitív
volta régóta bizonyított, ebből közvetlen folyik QBQ véges pozitív volta.
Érdekes az is, hogy két eléggé eltérő szemlélet - a B matrixnak a megtérülési
idők alapján történő, lényegében a marxi elméletre visszanyúló s először
0. Lange-nál megtalálható értelmezése egyrészt, másrészt W. Leontief növe
kedési differenciaegyenlete, amely ugyanezt a, matrixot csak a bővítés tőke
lekötési szükségleteként értelmezi - szabatosan azonos eredményre vezet.

*

Néhány befejező szó helyénvaló az átlagos átfutási idők, a népgazdaság e
strukturális késleltetési idői, a nyugati irodalom rnűszavával ,,lag"-jai konkrét
nagyságrendjét illetően.

Ha zárt modellel dolgozunk (ahol tehát a munkaerő, ktilkcreekedelem,
amortizáció, állami szektor stb. is szerepel a:7, A és így a Q és .B ma.trixokban),
meglehetősen nagy átfutási időket fogunk kapni . .Áthgosan - mivel a (3)
képletnek megfelelően számolunk - a QB matrix legnagyobb pozitív saját
értékének megfelelő számot kapunk: ennyi óv az átlagos késés. Mivel e saját
érték az átlagos növekedési ráta (átlagprofitráta) rcoiprokra, ezért pl. az évi 
5-6%-kal növekvő Maayarorsaág esetében átlagosan 16-20 éves késleltoté
sekre készülhetünk fol. Példaképpen álljon itt az 106 l. évi adatokból számított
5 szektoros modell késleltetési éveinek száma:3 

Ipar
Mezőgazdaság
Egyéb
Külkereskedelem
Munkaerő

. Ítl,.1,:10.s átfutrísi »is 

Mo·,ő- J,:gy61J Kill koros-

I 
!Ví11nko.eró Lpar ga.id1\SfLg kednlem 

14 2:i 29 18 24- 
18 6 27 18 20 
17 18 ü 18 19
19 24 32 7 27 
21 20 213 22 17 

8 Az ulapadatokére Horváth Józ.9efnek, Madaráez Aladárnak: és Spitzer Györgynek kell
köszönetet mondani, a számítás Székely Béla és Spitzer Györqy munkája. Felesleges emlí
teni. h()gy mivel lénvegében kísérleti számítás történt, felelősséget csak a módszerért és
nagyságren-Iekérf vállalhatunk, nem az - egyelőre igen durvának érzett - konkrét
számadatokért.



ATLAGOH .Kl\SLELTETÉS A GAZDASÁGBAN 113

Valószínűleg az erős aggregáció következménye, hogy az adatok szórása
igen csekély. Figyelemreméltó és elgondolkoztató azonban, hogy milyen hosz
szúak az átfutási idők: a népgazdaság hatásmechanizmusa sokkalta lassúbb,
mint azt véltük, vagy hinni szeretnénk. Átlagosan is 20 évnyi kihatása van
minden gazdasági cselekedetünknek, amikor terveink egyelőre csak az 1-5
éves távot fogják át, s azt sem mindig kielégítően

Persze, ha a modell nem zárt - ha tehát a számított adatok nem ölelik fel
a munkaerő szektorában elszenvedett igen jelentős késleltetéseket - akkor jó
val rövidebbek az átlagos átfutási idők. Utóbbi rövidebb tartamok közelebb
állanak a közgazdászok hagyományos és szokásos nagyságrendi becsléseihez.
Az átlagos átfutási idő azonban még így - csonlútottan számbavéve - sem
mondható rövidnek. Mivel az ismert nyílt, statikus Q Leontief-inverzek osz
lopösszegei 2 körül mozognak, s a tőke/termelés hányados, azaz a B matrix
átlagos oszlopösszege 3 körüli, ezért az átlagos késleltetés mintegy 2x3 = 6 év
lesz. Azoknak a tervezési és elemzési feladatoknak tehát, amelyek eltekinte
nek a munkaerő (és a külkereskedelem) szektorában keletkező visszahatások
tól, s csupán a szorosan vett termelés területén elszenvedett késleltetéseket
veszik számba, a 16 -20 éves átfutási idő helyett 3-7 éves késleltetésekkel
kell számolniuk. A számítás teljesen azonos képletek segítségével történik,
csak a B és Q (illetőleg A) matrixok által felölelt szféra lesz kisebb, kevésbé
,,zárt" és teljes.

( Beérkezett: 1970. Ill. 18.) 

AVlfüAC:1~ LAU IN THI~ .ECONOMY

The average lag can bo calculated from the dynamic Leontief inverse, as the weighted
moan value of the eornponenta in an (inCini.te) column of the inverse. So we have the

value (QB Q)i/, , whore Q is t.lic Lcontief inverse urul I:J is the investment matrix.
Qik . 

The same v11lt10 can bo calculated otherwise, too, starting with the bu, = l;knik reprnsen
tution of B, where a;k is an en trv of tho technology matrix and /,ii, its turnover time.
This approach avoids a eonvi,rgn11c:c' condit.ion wh icl: was n.-ccssa.rv when using the
dynamic inverse.

CPE.QHEt:: 3AnA.Q6/BAI--H1E 13 3l{OHOMl,1~{E 

Cpe,t\HCC BpCM5l 3alla3,[1,b!Béll-lH5l M0)l<H0 BbI'111CJIHTb 110 /lHl·lélMH4eC1(0H o6paTH0H MJTpHl.(C 
Jlconrseua. !{31( B:3BCIUCJ-1Ha5l cpe,L1,11a5151 3JlCMCHT0B 0/l,H0f'O (6C3KOHC4HOro) CT0n6J1a o6paTH0H 

1,amrraJlbHblX BJl0)l(CHHit 
TO)l(C CaMy10 BCJll,l'IMHY M0)l(H0 no.ny-urn, APYl'MM OY'feM, HCX0A5l H::1 npC,[!,CTaBJlCHHH MaTpHl.(bl 

u Bll,[1,C b;k = lu/Ji/o rAC aik - 3JlCMCHT TCXHl14CCK0Í-Í MaTpHL\b!, M t; k - C00TBCTCTBYIOlQHC 
cpoior OJ<ynaCM0CTH. np11 TaK0M np116Jlll)l(CHHH, MO)l(H0 nponycnm, 0,[l,H0 YCJI0BHC CX0,[l,HM0CTH, 
K0T0poe 6b[Jl0 HC06XO/l11MOC npu HCnocpC,Ll,CTBCHH0i':í HC00Jlb30BaHHH AHHaMWICCl(0M o6paTHOH 
MaT pausr. 

2 Szigma 


