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VITA LÁSZLÓ

A faktoranalízis
közgazdasági alkalmazásának lehetőségeiről

U faktoranalízis a többváltozós elemzéseknek mintegy 5-6 évtizedes
múltra visszatekintő ága. Kidolgozása Charles 1'.J;>ilJ1rman és Karl Pearson
nevéhez fűződik. Mivel a faktoranalízis számos modelljét különböző pszicho­
lógiai elméletekre építve dolgozták ki, a faktoranalízist sokáig - igen tévesen
-- speciális pszichoiógiai módszerként tartották számon. E nézet téves voltát
éppen a módszer széleskörű, egyre több területre kiterjeszkedő alkalmazásai
bizonyítják A faktoranalízis tehát nem speciális pszichológiai, hanem igen
széles körben alkalmazható Qµ' µ·QMµ·C' · mó · sze1,·~

Mivel a faktoranalízis leglényegesebb ·eÍeme-; jelenségek közötti bonyolult
összefüggések minél egyszerűbb formában történő leírása, különösen olyan
tudományokban alkalmazható sikerrel, mint a közgazdaságtudomány. A tár­
sadalmi-gazdasági jelenségek igen bonyolultan, kölcsönösen összefüggö rend­
szere ugyanis szinte kimeríthetetlen tárháza a faktoranalízis alkalmazási
lehetőségeinek Annak ellenére, hogy közgazdasági alkalmazásai viszonylag
újkelctűck , a faktora.nalízi» igen hasznos segédeszköze lehet a közgazdasági
jelenségeket mélyebben megismerni nk.n-ó, azokat modellezni kívánó közgaz­
dászoknak

Mivel eddig - tudomásom szerint - nem jelent meg részletes magyar
nyelvű ismertetés a, faktoranalízis módszereiről, e cikk első részében az ezekkel
kapcsolatos legfontosabb tudnivalókat foglalom össze, a, második részben
pedig az első részben ismertetett. módszer legördekescbb közgazdasági alkal­
mazási Jchctöségeire térek ki vázlatosan.

MielőU azonban rátérnék magának a módszernek az cgzt1kt matematikai
tárgyalás{m1,, célszerűnek tartom egy olyan példa, eléíreboesátá.,;át, ami egy­
részt képet ad az ezután ismertetendő módszer lényegéről, felveti annak teljes
problematikáját, músrészt megkönnyíti az ezután következő matematikai
modell megértését. is.

Tekintsük feladatunknak bizonyos -- mondjuk ; . számú ország ,,gaz­
dasági fejlettség" szerinti nmgsorolásáL. E feladat megoldása során az okozza
:-1, legfőbb nehézséget, hogy a ,,gazdasági fejlettség" rendkívül bonyolult, össze­
tett, közvetlenül nem mérhető jelenség. Bonyolultsága elsősorban abban jut
kifejezésre, hogy bár számtalan olyan tényező adható meg, amely többé­
kevésbé szoros kapcsolatban áll a ,,gazdasági fejlettséggel", s ugyanakkor
mérhető is, de ezek egyike sem azonosítható teljes mértékben azzal. Ezért a
kitűzött rangsorolási feladat megoldásakor vagy úgy járunk el, hogy egyetlen,
általunk a ,,gazdasági fejlettség" szempontjából a legfontosabbnak ítélt
mérhető tényező (a továbbiakban: változó) alapján végezzük el az ; ország
rangsorolását, vagy valamilyen ,.komplex mutató" alapján kíséreljük meg azt.
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Míg az első esetben hallgatólagosan feltételezzük, hogy a ,,gazdasági fejlettség"
teljes mértékben azonosítható a kiemelt változóval, és ezzel nyilvánvalóan
lemondunk a feladat megoldásához rendelkezésre álló információ egy részéről,
addig a második esetben egy olyan mutatószám meghatározását tartjuk cé­
lunknak, ami a rendelkezésre álló információ minél nagyobb hányadát hasz­
nálja fel a rangsorolási feladat megoldásához. A gyakorlatban mindkét fajta
megoldással találkozunk.

Az ; ország ,,gazdasági fejlettség" szerinti rangsorolása a faktoranalízis
segítségével a másodiknak említett módon végezhető el. Gyűjtsük össze mind­
azokat az ..KiJ 2, ... , _} .mérhetö változókat, amelyekről feltételezhető,
hogy sztochasztikus kapcsolatban állnak az általunk mérhetővé tenni kívánt
,,gazdasági fejlettséggel";' Ezek az eddigi tapasztalatok szerint különböző
ellátottsági és demográfiai mutatók ([2] és [7]). Ha megvizsgáljuk az így
összegyűjtött változók különböző országokra vonatkozó értékeit, akkor álta­
lában azt tapasztaljuk, hogy az egyes változók értékei nem egymástól függet­
lenül alakulnak. Ha tehát ismerjük pl.. az első változó különböző országokra
vonatkozó

értékeit, akkor ennek ismeretében néhány más, esetleg akár a;1, összes többi
változó országonkénti alakulására következtethetünk. E következtetéseink
természetesen nem lesznek egyértelműek, hanem csak sztochasztikus jellegűek
lehetnek.

Az összegyűjtött változók egymástól való függése azonnal magyarázatot
nyer, ha arra gondolunk, hogy a vizsgálatba vont változók maguk is vala­
milyen változók függvényei lehetnek. Az összeg,yűjtötL .Xj, H; p kk p X11 vál­
tozók egymástól való függősége tehát azzal magyarázható, hogy e változók
mindegyike, vagy egy része egy vagy több, számunkra méz e yelőrc ismeret­
len-közös tényezőtől függ, amelyeket Cö Mö Q P'oCµI o­ooIC,}' {0o nevezünk. A közös
faktorok tehát olyan 8·#IµRµ·CFQ Yá {µI Mu{0f amelyek 0Q' C Cö MYRµRµµ 7 u+I}f a
vizsgálatba vont változókra vonatkozó megfigyelések elemzése útján szám­
szerűsíthetők, s jelenlétükre csak ' Y·MQ<á {µ Yá {µI Mu{0 R<G­} áQ µu{ 2 --f{u Pü <<é Qé •ó { 
következtethetünk.

Ezzel el is érkeztünk a faktoranalízis kiindu 16 hipotésiséhez, mely szerint
a vizsgálatba vont változók maguk is további változók, az ún. közös faktorok
lineáris függvényei, azaz

(1)

Xi= ' l j -l l- fl1~K2 + · · · + ­{l 7 \ 7 

_,\\ = Y;V8 V + n n 8 ~ + ... + Y~ lll s-ffl 

Az eredeti változóknak itt természetesen nem a pontos, hanem csak ,.t becslés­
szerű előállításáról van szó, amire az ..X1, X2, .. , ~Y.11 jelölések is felhívják a

1 ítt elvonatkoztat.unk a változók ö11s·,.eg~rííj tésénél fellépő problémá.k tól.
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figyelmet.2 A változók e felírásában szereplő Yj p együtthatók egyik meghatá­
rozási módszerét az 1.4 alpontban ismertetem.

Ha meghatározzuk a fonti sémában szereplő Yj p együtthatókat, akkor
azt tapasztaljuk, hogy találhatók olyan közös faktorok, amelyekre minden

_yjtozó előállít;;í._9.siho~ szükség van.. (azaz az adott közös faktor minden egyes
változóhoz tartozó együtthatója nul1ától különböző), dc találhatók olyanok
is, amelyek egynél több, de n~ összes változó előállításához szükségesek.
Az clőbb~cli:::ct ~ {µ' {á } üS ~ az ut~bbiakat UQI #V~ {r~ {+I ­IP,} ~ {0 nevczzü)c ,

Eredeti Ieladtrttmk megoldása szerúpontjából nyilván az a kérdés, hogy
léteznek-e a ,,gazdasági fejlettség"-gcl kapcsolatban álló Xi, X2, •.. , _} 
változóknak általános faktorai és ha igen, akkor mennyi ezeknek a száma,
Nyilvánvaló ugyanis, hogy abban az esetben, ha csak egy általános faktor
létezik, akkor ez a ,,gazdasági fejlettség" egy komplex mérőszámának tekint­
hető, u az egyes országokra vonatkozó értékei alapján elvégezhető az országok
rangsorolása. Ennek az a magyarázata, hogy eleve olyan változókat vontunk
be a vizsgálatba, melyekről feltételezhető, hogy valamilyen kapcsolatban
állnak a ,,gazdasági fejlettséggel", s így az az Xi, X2, ••• , \ m változók egy
általános faktorának tekinthető.

Az a kérdés, hogy a ,,gazdasági fejlettség" az X1, X2, .•. , _} változók
R<GRµ{R} általános faktora-e, már jóval bonyolultabb az előbbinél, s vagy az
összegyűjtött változók logikai vizsgálata, vagy az (1) sémában szereplő együtt­
hatók vizsgálata alapján válaezolható rneg.3 Mivel az eddigi kutatások nagy­
mértékben valószínűsítik ezt, a továbbiakban feltételezzük, hogy az Xi, X2,

ooo f \m változók egyetlen általános faktora a ,,gazdasági fejlettség". Tegyük
fel, hogy ez az (1) sémában a K1-gyel jelölt faktor. Ezen kívül természetesen
lehet az összegyűjtött változóknak egy vagy akár több csoportIaktoras is,
ezeknek azonban feladatunk megoldása szempontjából nem tulajdonítunk
jelen tőségct. - --·· - ::-)

Mivel az eredeti feladatunk megoldásához végső soron al K1 általános faktor/
eJőállílására van szükség, az eddigi gondolatmenetet mcgfürérífvaaztá!Iíf}uk,
hogy ha minden egyes változó előállítható } közös faktorok - s köztük a
K1 általános faktor - felhasználásával, akkor az egyes közös faktorok is
előállíthatók kell hogy legyenek a ténylegesen megfigyelt változók segítségével.
Legyen ez az előállítás a K1 általános faktor esetében a következő:

kp = 0:1X.1 + o:2X2 + • • · + O,}_ ft 

melynek részleteire a 2.1 alpontban térünk ki.,
Tekintettel a Í - 1 előállításában szereplő változók mérhetőségére, egy ere­

detileg nem mérhető változót - a ,,gazdasági fejlettséget" - egy mérhető
változóval közelítettünk, amelynek értéke minden egyes országra nézve meg­
határozható, s ezek alapján elvégezhető az országok ,,gazdasági fejlettség"
szerinti rangsorolása.

! A modell pontosabb megfogalmazására. az l.l. alpontban térek ki.
3 Mug~ az (J) séma megoldása ugyanis nem tételezi fel feltétlenül a közös faktorok

előzetes ismeretét. Itt csak a megértés megkönnyítése érdekében indultunk ki a. változók
között.i kapcsolat logikai elemzéséből.

• Például: hasonló földrajzi adottságok, hasonló demográfiai helyzet stb.

3 Stigma
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Uz előbb vázolt eljárással szemben természetesen felmerülhet egy olyan
- egyébként teljesen jogos - ellenvetés, hogy hogyan tulajdoníthatunk köz­
gazdasági tartalmat egy olyan mesterséges változónak, amely esetleg a leg­
különfélébb jellegű változók lineáris kombinációjaként áll elő. E kérdéssel a
2.1 alpontban foglalkozom részletesebben.

1. A módszer rövid ismertetése

I. I ü P' CµI ­' } ' {í M·Q 7 I +R{{SR é Q ' {' #r I <' {7 ' · 

Tegyük fol, hogy egy ; elemből álló statisztikai sokaságot egyidejűleg
} számú valószínűségi változó" (mennyiségi ismérv) szerint vizsgálunk. Ha
az egyes változókat Xrvel Kj = I, 2, ... , n) jelöljük, akkor az előbbi megfo­
galmazás azt jelenti, hogy a vizsgált statisztikai sokaság minden egyes egy­
ségére vonatkozóan feljegyezzük az _ · változók _ ·V (i = I, 2, ... , ; X értékeit,
és ezek felhasználásával végezzük el a sokaság elemzését.

A további tárgyalást és formulákat nagymértékben leegyszerűsíthetjük
azzal, hogy az eredetileg megfigyelt _ ·· értékek helyett a

(I.I.I) (
~: 1, 2, .. : , n J 
i-1,2, .. ,N 

ún. Qµ' }+' ­+·Má {µ é ­µé CRCCR{ dolgozunk, ahol

_ = I -~ _ .. 
l ; i;;'l ,, .

az _ · változó átlaga,

-Sg 1,2, ... ,n)

Ql = e I uPKx }S JJJ _Xc 
; l=l

pedig az HV változó szórása. A z VV értékeket fölvevő változókat Mm.Y0{ jelöljük,
és Qµ' }+' ­+·Má {µ Yá {µI Mó C}' C nevezzük. E standardizalt változók átlaga nulla,
szúrása pemg egy. -f A faktoranalízis abból a hipotézisből indul ki, hogy minden egyes standar;f dizált változó további hipotetikus változók, az ú } oőrjjf {0µI ­I {- lineáris függvé­

! nyeként írható fel. Ez a hipotézis matematikailag a
K P Jk l I ll - I.1.2) z=kf=A,,k+Auu (}

(j = 1, 2, ... , n)

lineáris modell segítségével írható fel ahol

z = [z1, z2, ••• , M}En -[a standardizált változók oszlopvektora,

k = [K1, K.2, ,rKmJ* az ún. Cö Mö Q P' CµI ­I {0 oszlopvoktora,

u = [=·f =~ f f =}En . az ún. R<GR+· P' CµI ­I C oszlopvektora,

u 1 valószínűségi változók együttes eloszlására, vonatkozőnn nem teszünk ~mmiféle
megkötést. A további tárgyalás során az cgyszedlség kedvéért mindig e valószínűség­
eloszlás empirikus jellemzőit használjuk 11 megfelelő elméleti jellemzők helyett.
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A,,= [a1p] (j = 1, 2, .. , n; p = l, 2, ... , rn) - a közös faktorokra vonat­
kozó együtthatók - az ún. közös faktorsúlyok
- n X m típusú matrixa,

A,, = < u1, a2, ... , a11 ) - az egyedi faktorokra. vonatkozó együtthatók
diagonális matrixa,

A= [A,,, Au] ; f = [k, u]*, 
rn :r_>edig a közös faktorok száma.

Ezt a lineáris modellt [aktorsémámak 1s szokás nevezni, a benne szereplő
A matrix pedig az ún. Jtém.amatr.ix.
--Az (1.1.2) modellt egy zj változóra részletesen felírva a

(1.1.3) (j= 1,2, ... ,n)

alakú speciális regressziós egyenletekhez jutunk. E regressziós egyenletek
specialitása egyrészt abban áll, hogy a bennük szereplő független változók
olyan közvetlenül nern mérhető standardizált változók, melyekről csak közvetve
- az általunk megfigyelt Zj változókra vonatkozó z1i megfigyeléseken keresz­
tül - nyerhetünk információt, s így az (1.1.3)-ban szereplő ismeretlen a1P
és a1 faktorsúlyok nem határozhatók meg a regressziós elemzés szokásos mód­
szereivel. Másrészt itt olyan regressziós egyenletekről van szó, amelyek az
ún. maradéktagot (hibatagot) önálló változó, az ún. egyedi faktor formájában
tnrtalmaezák, tehát melyekre nézve 11, többszörös korrelációs együttható
értéke egy.

A faktoranalízis modellje még egy másik szempontból is eltér az ún. regresz­
sziós modellek tő]. Míg ugyanis a regressziós modellek egy-egy realizác,iója
az (]. l.2)-höz igen hasonló.

y=Xb+e

formában írható fol, addig a faktoranalízis (1.1.2) modelljének egy realizációja

(1.1.4)

alakú, ahol

z -::: A F = A,. K + All u

Z11 Zu ... Z1N

Z21 Z22 · · · Z2N

az n számú standardizált változónak a vizsgált sokaság egyes egységeinél
megfigyelt zii értékeit tartalmazó n X N méretű matrix, amit a továbbiakban
a megfi[!'1Jelések matrixának nevezünk,

pedig a közös, illetve egyedi faktoroknak a sokaság egységeire vonatkozó

3*
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K p,· illet.ve UJi értékeiből álló m X N, illetve n X N méretű matrixok" és F =
[K, U]* Az (1.1.2) modell egy (1.14) rcalizációjának ZJ; eleme részletesen

kiírva tehát a következő:

(j=l,2, .,n;
i= 1,2,. ,N)

A faktoranalízis modelljének (1.1.2) felírásából látható, hogy az abban
szereplő faktorok két nagy csoportba sorolhatók. A modellben egyrészt sze­
repelnek olyan faktorok, amelyek egynél több változó leírásához szükségesek,
másrészt. olyanok is, amelyekre csak egy változó leírásához van szükség
Az előbbieket Lozos [aktoroknalc (Kp), az utóbbiakat egyedi faktoroknak (D1)
nevezzük. Az egy változó lcíráeához szükséges közös faktorok számát az adott
változó koniplexiiásánalc nevezzük, ami az adott változó bonyolultságának
kifejezője. A modellben szereplő közös faktorok számáról (m) feltesszük, hogy
az jóval kisebb a megfigyelt változók számánál (n). Részletesebb vizsgálatára
a következő alpontban térek ki.

A közös faktorok újabb két csoportba sorolhatók. Az első csoportba azok
a közös faktorok tartoznak, melyekre minden egyes változó lineáris előállí­
tásához szükség van. Ezeket általános [aktoroknalc nevezzük. A másik cso­
portba az egynél, több, do nem az összes változó előállításához szükséges,
csoport/aktoroknak nevezett közös faktorok kerülnek.

A faktoranalízis modelljének ismeretében már megfogalmazhaLjuk a faktor­
analízis feladatát, célját. A faktoranalízis föladata koí.tős: az egyik a köz.ijs
faktorokra vonatkozó c:,/r közös faktorsúlyok becslése, a másik pedig maguk.nak
a faktoroknak az eWállí1.ása. Ez utóbbi feladat természetesen csak az A"
matrix ismeretében old ható meg. .-"\

' Mielőtt áttekintenénk a faktoranaiízi kéJJ alapfeladatának megoldásura
szolgáló módszereket, meg kell ismcrkcdnürrk a faktoranalízis alapíogalmni­
val és az (1.1.2) modell legfontosabb_!u!~jd<;>2;sárraival [s.

Könnyen belátható ([6 ], l 3. old.), hogy a J-cclik standardizált vÍlLozó
a}tel jelölt szórásnégyzete az (l.1.2) modell alapján a következőképpen írható
fel:

a2=aj<I>a1 

ahol aj az A teljes séma.matrix j-edik sora, a1 pedig ugyftnez oszlopvektor
formában felírva, és

(1.1.G) <I> = [<I>,, OJ
0 E,, 

ahol ..<1>,, = [rKvK•] a közös faktorok rn-edrendű korrelációs matrixa.?
A <I> matrix azért írható fol az(] .J .6) módon, mert az U1 egyedi íaktorokról

minden esetben feltesszük, hogy egymással is és a közös faktorokkal is páron­
ként korrelálatlanok, azaz r.KpUJ = 0 és r u.u, = 0, ha i =;/4}. A közös faktorok
ezzel szemben lehetnek egymással korreláltak éR páronként korrelálatlanok is

• A K és U mat.rixok elemei természetesen nem figyelhetők meg közvetlenül.
7 En itt az n-edrendű cgységms.trixot jelöli.
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Ha a közös faktorok páronként korrelálat lanok, akkor az (1.1.5) kifejezés
a következőképpen egyszerűsödik:

(1.1.7) (j=l,2, .. ,n),

mely eredmény a. következőképpen értelmezhető. Minden változó szórás­
négyzete két részre bontható: az egyik rész az adott változó szórásnégyzeté­
nek a közös faktorok által együttesen megmagyarázható része, amit az adott
változó Ii 01mnunolitásának (h]) nevezünk, a másik rész pedig az adott változó
szórásnégyzetének az egyedi faktor által megmagyarázható része (a7), amit
az adott változó egyediségének szokás nevezni. Csak utalni kívánok rá, hogy
ez utóbbi részt - általában becslésszerűen - további két részre: a modell
adott megválasztásából, specifikációjából származó specifikációs hibára, és
a mérési pontatlanságokból adódó maradék hibára szokás felbontani. Mivel
minden Z; standardizált változó aj szórásnégyzetének értéke 1, (1.1.7) fel­
írható a ,

hj +a;= 1
módon is. Rz a tény a, magyan'l.zata annak, hogy n, megoldás során elegendő
csak a közös fuk torsúlyokat meghatározni.

A faktorana.lizisben fontos szerepet játszik a
n

VP= };aJp
j=l

mennyiség is, ami azt mutatja, hogy a. p-edik közös faktor milyen mértékben
járul hozzá az összes vií:sgált változó szórásnégyzetéhez.

Bizonyos esetekben - elsősorban a faktorok elnevezésének megválasztása­
kor, ami a kapott megoldás értelmezésének fontos mozzanata - szükség van
az egyes változók és a faktorok közötti korrelációs együtthatók, azaz az

(1.1.8) (p = I, 2, ... , m)

s1P = rz1J<p (j = l, 2, n;

p = I, 2, m)

és az rz1u1 értékek ismeretére. Ezeket az értékeket struktúra-együtthatóknak,
a belőlük felépülő

S = [S,,, Su]= Su 812 · · · 81m
821822 · · · Szm

al Ü Ü
0 a2 0

_Sn1Sn2· · -Snm Ü Ü ··.an_

mátrixot perug sruktúramatrixnak nevezzük, amely az A sémamatrixhoz
hasonlóan két részből: a közös faktorokra vonatkozó struktúraegyütthatókat
tartalmazó S,, blokkból, és az egyem faktorokra vonatkozó együtthatókat
tartalmazó Su = Au blokkból tevődik össze.

Bebizonyítható ([6], 32-34. old.), hogy az S struktúramatrix és az A séma­
matrix között az

(1.1.9)
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összefüggés áll fenn, ahol <I> az (1.1.6) korrelációs matrix. Ebből az is látható,
hogy páronként korrelálatlan közös faktorok esetén

S= A,

mivel ebben az esetben "1> = En+m . Ebből az eredményből látható, hogy
abban az esetben, ha a megoldás páronként korrelálatlan közös faktorokból
áll, elegendő csak az A sémamatrixot meghatározni. Ezzel szemben, ha a
modellben korrelált közös faktorokat is megengedünk, akkor a megoldásnak
mind a sérna-, mind a struktúramatrixot tartalmaznia kell. Röviden össze­
foglalva: a, séma a változóknak a faktorokból való össztevődését mutatja,
a struktúra pedig a változók és a faktorok közötti korrelációs együtthatókat
tartalmazza.

Az (I.1.2) modell, illetve annak (1.1.4) realizációja alapján nemcsak az
egyes változók szórásnégyzetének felbontására nyílik lehetőség, hanem lehetővé
válik az egyes változók közötti ún. reprodukált korrelációs együtthatók meg­
határozása is, melyek alapján megvizsgálható a faktoranalízis modelljének
valósághűsége. Mielőtt megadnánk a reprodukált korrelációs együtthatók
definícióját, néhány új fogalmat kell bevezetnünk.

Ismeretes, hogy a megfigyelt változók közötti korrelációs együtthatókból
felépülő korrelációs matrix (R), a vizsgált változókra vonatozó megfigyelések
felhasználásával az

(I.I.IO) R = -1-zz*
N

módon állítható elő.8 Ezt a továbbiakban teljes korrelációs nuurixnalc nevezzük.
Ha a teljes korrelációs matrix diagonális elemeiből rendre levonjuk az egyes
változók egyediségét, akkor a,7. /

(Lf..Ll.] R,, = R - Az, I

redukált korrelációs nuürixhoz 'jutunk. A redukált korrelációs matrix (l.l.11}
doTirnciőjából jól lá€hát6, hogy annak diagonáli« elemei éppen az egyes vál­
tozók kornmunalitásai.

Tegyük fol azután, horry a vizsgált változók halmazára nézve helyes az
(1.1.2) módon megfogalmazott hipotézis. l~z egyben azt is jelenti, hogy

(l.U2) Z = A"K + Au U

áll fenn, Ez az összefüggés természetesen csak az A" matrix ismeretében írható
fel. Helyettesítsük ezután (1. L.12)-t (]. l. 10)-bo fgy a következi'> eredményre
jutunk:

(1.1.13)
]

R, = N (A,, K+Au U} (A11 K + A,, U)* -

KK* KU* UU*= A,,--At + 2 A,,--AII + A,,--·-A,,
N N N 

8 Ez a tény egyszerűen a korrelűciós ogyiitthat<,k definíciájáb61 és a vizsgált változók
stundardizálteágából következik.
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KK* UU*
Vegyük most figyelem be, hogy N, illetve N nem más, mint a közös,

illetve egyedi faktorok korrelációs mátrixa, KU* pedig a közös és egyedi
N

faktorok közötti korrelációs együtthatókból álló matrix . Mivel azonban az
egyedi és közös faktoroktól, illetve az egyedi faktorokról is feltettük a páron­
kénti korrelálatlanságot (1.1.13) az

I

(1.1.14) R, =Al<~* At+ A~= Akcf>kAt --j- A~+ Acf>A* •
I

alakba megy át, ahol cf> az (1.1.6) korrelációs matrix. Az Rr-rel jelölt matrix
az ún. reprodukált lcorrelácuis matrix. Elnevezését az indokolja, hogy az (1.1.14)
és az (TTTIT egyenlőségek teljesülésének egyaránt az {l.1.2) hipotézis helyes
sége a feltétele, itt tehát a teljes korrelációs matrix {l.1.2) modellen keresztüli
visszaszámolásáról, reprodukálásáról van szó.

Ezek után kézenfekvő az {l.1.2) modell valósághűségének ellenőrzése is.
Képezzük ugyanis uz

(1.1.15) R = R - R,
rezuiuális matrixnalc nevezett különbséget. Mivel az R = R, egyenlőség tel­
jesülésének feltétele az (1.1.2) s következésképpen az (1.1.12) pontos teljesü­
lése, a reziduális matrix elemeinek nagysága lehetővé teszi a faktoranalízis
kiinduló hipozézise valósághűségének vizsgálatát.

A gyakorlatban általában - később ismertetendő okokból - megelégszünk
a redukált korrelációs matrix (Rh) reprodukálásával is. Ilyenkor az (1.1.14)­
nek csak a közös faktorokra vonatkozó

(1.1.16)

részét tekintjük, ami (1.1.9) felhasználásával az

Rrih = S,, At = A,, St
módon is felírható. Ha a közös faktorok páronként korrelálatlanok, akkor
(1.1.16) az

(l.l.l 7) Rr1t, = A/( At 
alakba megy át, amit a faktorunalízis '1.'hilrstone-féle alaptételének szokás
nevezni.

Az egyedi faktorok figyelmen kívül hagyása esetén a reziduális korrelációs
matrix természetesen a redukált korrelációs matrix és -Rrlh különbségeként
adódik.

Sajnos annak megítélésére, hogy a reziduális korrelációs matrix elemei
szignifikánsan különböznek-e a nullától, nem állnak rendelkezésre minden
megoldási módszer esetén alkalmazható statisztikai próbák. Ehelyett külön­
böző, gyakorlati tapasztalatokon alapuló kritériumokat szoktak adni ennek
eldöntésére. Egy ilyen kritérium például a következő w 

(1.1.18) a,;.< v~ ,
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ahol a,; a reziduális korrelációs matrix fj!, (j, k = ] , 2, ... n) elemeiből számí­
tott szórás. Az (I.I.IS) teljesülése esetén elfogadjuk az (1.1.2) formában kife­
jezett hipotézist, ellenkező esetben pedig elvetjük azt, és új modell szám­
szerűsítésével kísérletezünk.

l . 2 A. kommumalitáeolcroi

Ebben az alpontban egyrészt a kommunalitások és a közös faktorok szá­
mának kapcsolatával, másrészt pedig a komrnunulitások becslésével foglal­
kozunk.

A [aktoramaiizis feladata úgy is megiogalmazható, hogy minél kevesebb
számú közös faktor segítségével írjunk le egy adott változóhal muzt: Ennek
érdekében minden egyes eredetileg megfigyelt változót két egymással korre­
Iálatlan változó összegére bontjuk fel a

(1.2. I)

módon ahol
Zj = ZÍ -j-- ·z'J (j = J, 2, .. ,n)

zí = C/,jlj{l + C/,}2[(2 + ' .. + aj,,,Km és z'í :-: ajuj (j =: l, 2, ... , n)

és eltekintünk a z1 változók z''.í kornponensétöl. A z1 változók z'i komponenseit
a továbbiakban redukált változóknak, az azokra vonatkozó megfigyeléseket
tartalmazó

(j = ·1, 2, ... , 11, i := l, 2, ... , N)

mátrixot pedig - melynek elemei tcrméazctcscn nem figyelhetők meg közvet­
lenül - a rnegfigyeléselc redul. ált mairixámolc nevezzük. Könnyen belátható,
hogy a redukált váltoxók korrclációe rnatrixa a:,: (l J .l l) redukált korrelációs
matrix, ami felírható a:,:

(1.2.2) R1, - -~Z'Z'* 
N

módon is. Az (1.2.2) alapjan az t is mondhatjuk, lwgy 1.1 minél egyszerűbb
faktoranalitikus megoldás eléíállítása érdekében lemondunk az eredetileg meg­
figyelt zi változók szórásnégyzotének, vagy más k ifojozóssol élve a zi változó
által tartalmazott inlormációmonnyisőg egy részéről." A z1 változók szórás­
négyzetének e figyelmen kívül hagyott része az aj egyediség.

Ez a magyarázata annak, hogy a kommunu.litások értéke és a, közös faktorok
száma között szoros kapcsolat van, aminek pontosabb mogfogalrnazásár·a
csak az (1.1.2) modell gcomctriu: i ntotprotúc-iójá.nak megadása után térhetünk
ki.

A megflgyclésck Z ma.trixának

z~ = [zjl> Z1-~• ... , Z;N) (.j -== l, :;, .. , ?I)

sorai az N-dimenziós euklideszi tér (jelölése [t,N) n pontjáuak tekinthotók.
Ezt az N-dimenziós teret, melynek koordinátatcngolyci a vizsgált statiszt.lkai
sokaság (mintu) egy-egy elemét reprezentálják, mintatérnelc szokás nevezni.

•> Amennviben a z1 változó á.l tu.l 1;,irtalmazoLt infonnúoi,í,nnnnyiR<Í!:!;nl n.nna k rr2 R'I. ráa­
négyzetével mérjük.
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Az is nyilvánvaló, hogy e pontok egy a mintatérbe beágyazott legfeljebb
n-dimenziós altér, az ún. változótér pontjainak is tekinthetők. Ez a szemlélet
annak felel meg, hogy most a megfigyelések matrixának oszlopait tekintjük,
a változótér dimenziójára vonatkozó megállapítás pedig egyszerűen abból
következik, hogy a Z matrix rangja legfeljebb n, hiszen általában n ~ N
teljesül. A változótér koordinátatengelyei az egyes ZJ változóknak felelnek meg.

Ha a z1 változók lineárisan /iiggetlenek, azaz a Z matrix sorai lineárisan
függetlenek, akkor a változótér n dimenziós, minden más esetben n-nél kisebb
dimenziójú. A változók ilyen értelemben vett lineáris függetlensége azonban
nem zárja még ki azok páronkénti korreláltságát. A változók páronkénti
korreláltságából viszont az következik, hogy legalább egy változó közelítőleg
előállítható az összes többi lineáris függvényeként. Másképpen fogalmazva
a változók páronkénti korreládtsága esetén legalább az egyiküknek az összes
többire vonatkozó többszörös korrelációs együtthatója elég nagy. Geomet­
riailag ez annyit jelent, hogy a változótér pontjainak helyzetét kisebb-nagyobb
mértékben megváltoztatva elérhetjük azt, hogy mind az N megváltoztatott
helyzetű pont egy n-nél kisebb dimenziósszámú altérben helyezkedjen el.
A Iaktoranal ízis feladata tehát geometriailag fogalmazva az, hogy megkeresse
azt a legkisebb dimenziószámú ún. közös [aktorterct, amely még a változótér
minden módosított helyzetű pontját tartalmazza. E módosított helyzetű
pontoknak a változótér koordinátatcngelyeire vonatkozó koordinátáit a meg­
figyelések redukált rnatrixának oszlopai, az egyes változóknak a közös faktor­
tér közös faktorokat reprezentáló koordinátatengelyeiro vonatkozó koordinátái
pedig az A,. sémamatrix soraiból olvashatók ki. Míg a változótér dimenzió­
számát a Z matrix rangja, addig a közös faktortér dimenziószámát, melyet
a továbbiakban m-mel jelölünk, a Z' matrix rangja határozza meg.

Eddigi fojicgctéscinkct a megfigyelések Z rnatrixára alapoztuk. Mivel azon­
ban a faktoranalízis alupad,itaii. a, legtöbbször a vizsgált változók között
megfigyeli korrelációs <'gyiiltl111tök képezik. ezután kövr-tkoző állít:ísainkaL
cflf,zerííl1l1 a í oIjcs, illet vn redukált korrelációs matrixru alapozni. Ennek
lclw(i;s,;<~d ,1,, adja meg, hogy mind a teljes, mind a redukált korrelációs
matrix {1n. Gram-föle matrix, melynek rangj11 megegyezik a '/.., illetve Z' 
matrix rangjával. ([JO], ]24. old.)

Mielőtt megfogalnrnznánk rt közös fak tortér dirncnziószárnára vonatkozó
tételt, megjegyezzük, liogy a faktoranalízis és ,t konuponenselcmzée'" egységes
tárgyulhatósága. érdekében ,t továbbiakban a teljes korrelációs matrixot
speciális redukált korrelációs matrixnak, a, megfigyelések matrixát pedig a
megfigyelések speciálisan redukált mátrixának tekintjük.

A közös faktortór dimenziószáma (m) az alábbi tétel alapján határozható
meg:

Ha a redukált korrelációs matrix rangja 111, akkor ;-1 benne szereplő korrelá­
ciós cgvütthatókut teljes mértékben reprodukáló, lineárisan független közös
faktorok legkisebb száma m, azaz a közös faktorok terc legalább 1n dimenziós
([61, 64. old.)

Mivel a redukált korrelációs matrix rangja a kommunalitások alkalma,'>
megválasztása esetén kisebb a teljes korrelációs matrix rangjánál, tételünk
azerint a közös faktorok számára nézve mindig teljesül az

l :..: ·in< n
1" A komponr-nsolr-mzós ,nodnlljM, az l .'.l alponthirn ismr-rtr-tr-m.
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egyenlőtlenség. A közös faktorok számára vonatkozó hipotézis helyessége az
(1.1.18) kritériummal ellenőrizhető, bár egyes faktoranalitikus megoldásokra
vannak ennél jóval egzaktabb kritériumok is [16].

Annak, hogy az (1.1.18) kritérium nem teljesül, két oka lehet. Az egyik
az, hogy kevés közös faktort vettünk be (1.1.2) modellünkbe, a másik pedig
az, hogy nem igaz az (1.1.2) modellbe foglalt linearitási hipotézis. Arról, hogy
a két ok közül melyik forog fenn, csak úgy lehet meggyőződni, hogy a közös
faktorok számát növeljük, és ismételten ellenőrizzük, hogy teljesül-e (1.1.18).

Mivel a később ismertetendő faktoranalitikus megoldási módszerek egy
része föltételezi a kommunalitások előzetes ismeretét, röviden foglalkoznunk
kell a kommunalitások becslésével is. Az eddig elmondottakból következik,
hogy elvileg olyan maximális kommunalitások meghatározása lenne a cél,
amelyek minimalizály'ák a redukált korrelációs matrix rangját azon feltétel
mellett, hogy Rh pozitív definit. Ez ugyanis annak a biztosítéka, hogy mini­
mális számú közös faktorral magyarázzuk meg változóink szórásnégyzetének
maximális hányadát, azaz a változók minimális számú közös faktorral való
leírása minimális információveszteséggel járjon. E feltételes szélsőértékfeladat
azonban csak igen szigorú, a gyakorlatban szinte sohasem teljesülő feltételek
mellett oldható meg. Ezért a gyakorlatban csak ezen elvi optimumot közelítő
becslésekről lehet szó.
A kommunalitások részleges vagy teljes módon becsülhetők. Míg a részleges

becslések a teljes korrelációs matrix nem-diagonális elemeinek csak egy részét,
addig a teljes becslések a nem-diagonális elemek összességét használják fel.

A legegyszerűbb részleges becslési eljárás az, amikor a h7 kornmunalitásnak
a Zj változó és az azzal legjobban korreláló változó közötti korrelációs együtt­
hatót tekintjük, azaz

(1.2.3) h7 = max r1iif,}

l<,;gy másik, ugyancsak e csoportba tartozó becslési eljárás 11

(1.2.4)

un. triádok alkalmazása, ahol a z1r és z1 a zrvel legjohban korreláló két változó.
Az egyik legegyszerűbb teljes becslés a következő:

{1.2.5) 
(

n )2s-;
Ji'!. = _r,_i _ k=l

I n nn -- I :;5' ,, .
...., ~ 71r1

k=l l=l

(le e;6_j; le# l)

Végül a, kommunalitások ,,lehető legjobb" becslésének az adott z1 változó
összes többi változóra vonatkozó többszörös korrelációs együtthatójának
négyzetét tekintik, ami az

(1.2.6) j·,n•j(n-1) = ]
1

rll

módon határozható meg, ahol rll a teljes korrelációs matrix inverzének _j-edik
diagonális eleme. Ennek az a magyari:í.zata, hogy Dwyer bebizonyította az
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(I.2. 7) (j = 1, 2, . , n)

egyenlőtlenséget és azt, hogy (1.2.7) akkor teljesül egyenlőség formájában,
ha a redukált korrelációs matrix rangja minimális.11

1.3 .A faktoranalízis meqoldáei módszerei

A faktoranalitikus módszerek áttekintése előtt célszerű a [akioromalisis
és a komponenselemzés közötti kapcsolat tisztázása. A komponenselemzés a
faktoranalízis azon spceiális esete, amelyben minden egyes változó kommuna­
Iitása egy. Ez azt jelenti, hogy minden változó teljes szórásnégyzetét meg
kívánjuk magyarázni a közös faktorokkal, azaz a redukált korrelációs matrix
helyett a teljes korrelációs mátrixból indulunk ki. Ez azt jelenti, hogy az
(1.1.2) modell helyett a

z= A,,·k
modellből indulunk ki, ami csak;-kö,,;ös faktorokat tartalmaz. E. módszer nem
a változók számának csökkentését, hanem olyan új változók bevezetését
tűzi ki célul, amelyen páronként ortogonálisak és egyre csökkenő mértékben
járulnak hozzá az eredeti változók szórásnégyzetéhez. Ez igen hasonló az
alapvető faktorok módszerének célkitűzéséhez, aminek részletes ismertetésére
a következő alpontban térek ki.

Az ezután következő rendszerezés csak a faktoranalitikus megoldásokra
vonatkozik. E megoldások két nagy csoportba, a-közvetlen megoldások cso­
portjába és az ún. leszármaztatott megoldások csoportjába sorolhatók. Ez utób­
biak az előbbiekből ortogonális transzformációval származtatott megoldások,
míg az előbbiek közvetlenül aredukáltkorrelációs matrix alapján határozhatók
meg. A leszármaztatott megoldásoknak az a céljuk, hogy egy valamilyen
közvetlen módszerrel már meghatározott A sérnamatrixból kiindulva egy
adott tulajdonságokkal rendelkező, többnyire az A-nál egyszerűbb szerkezetű
sémamatrixú megoldást szolgálta8sunak A 'I'hurstonc-féle ún. egyszcrú struk­
túrák is i lyr-n leszármaztatott, megoldások, melyekre az jellemző, hogy séma­
matrixuk a lehető legnagyobb számú zérust tartalmazza. Ilyen ,,egyszerű
struktúrákhoz" többnyire csak páronként korrelált közös faktorok mcgenge-,
désével lehet eljutni. A leszármaztatott megoldások léte azt bizonyítja, hogy
nem létezik egyértelmű faktoranalitikus megoldás, mert bármely adott meg­
oldáson egy ortogonális transzformációt vérehajtva újabb megoldáshoz jutunk.
A közvetlen megoldások két szempont szerint rendszerezhetők. Az első

szempont a megoldás alapját képező modell változóinak komplexitása. Esze­
rint egy-, két- stb. faktoros megoldásokról beszélhetünk.

A rendszerezés másik szempontja az, hogy a megoldás igényeli-e a kornmu­
nalitások előzetes becslését vagy nem. A kommunalitások előzetes becslését
igénylő megoldások csoportjába tartozik az alapvető faktorok módszere (Principal
Factor Solution), melynek részletes ismertetésére a következő al ;,ontban térek
ki, valamint az ún. centroid módszer, mely az előbbihez közeleső eredménye­
ket szolgáltat. E módszert eredetileg az alapvető faktorok módszerének nagy
számításigénye miatt dolgozták ki, jelentősége azonban az elektronikus számító-

11 Lásd: DWYER, P. S.: The Contribution ofAn Orthogonal Factor Solution to Multiple
Correlation (Psychometrika 4 (1939)).
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gépek megjelenése óta csökkent. E módszereket igen sok szerző csak előzetes,
kiinduló megoldásoknak tekinti, melyek aztán valamilyen leszármaztatott
megoldás alapját képezik. Végül e csoportba tartoznak az ún. többfaktoros
megoldások is, amelyek egymást ,,átfedő" csoportfaktorokat is tartalmazhat­
nak, tehát egy változó leírásában egynél több csoportfaktor is szerepelhet.

A kommunalitások előzetes becslését nem igénylő megoldásokat csak a
megoldások rendszerezésének első szempontja szerint szokás megkülön­
böztetni.

Ugyancsak a közvetlen megoldások közé tartozik a, faktorsúlyok Lawley-tó!
származó, maximum likelihood módszeren alapuló becslése, ami azonban
szigorúan véve nem tartozik a közvetlen megoldások egyik nagy csoportjába
sem.

Itt kívánom végül megjegyezni, hogy véleményem szerint nem sok értelme
van a páronként korrelált közös faktorokat tartalmazó megoldásoknak, mert
ez igen megnehezíti a kapott eredmények értelmezhetőségét. Részben ez az
oka annak is, hogy a fakt.oranalizis számos megoldási módszere közül csak az
alapvető faktorok módszerét ismertetem részletesen.

/ 1/-r (--->
l .4 Az aln-pvető [akiorok módszere

A faktoranalízis módszerei kétféle módon alkalmazhatók Az első esetben
rendelkezünk valamilyen előzetes, a priori modellel a vizsgált jelenségre
vonatkozóan, s ilyenkor a faktoranaiteis feladata e modell paramétereinek
becslése, s az a priori modellel felírt hipotézis hclyessőgének cllcnörzése. Ez
utóbbi célra részben az (l.J .18) kritérium, rőszbon pedig különböző matema­
tikai statisztikai próbák állnak rondelkczéare. A második esetben nincs mi­
féle elképzciésünk ·n:z á1tUlunk vizsgált jelenség modelljére vonatkozóan, s
eppen e mor e l 1ne1~kcrcsél:lére a Iaktorana.llzja célja. A fuk torunalízis megol­
dási módszerei közül e célra véioményom szerint az alapvető faktorok mód­
szere a lezalk almaenbb, s olsősorban ezért tartom sziikségPHnck e módszer
részletes ismertetését. F.:zL indokolja továbbá az elGz{í alpont végén említett
tény is, melyből számos a 2. részben ismertetendő előny származik.

Az alapvető faktorok módszere olyan kiizös faktorok meghatározását, tíízi
ki célul, amelyek

l. a lehe tó legnagyobh 1n1~r1fkhen járulnak hozzá az fo;szcs vá.ltozó

(1.4.1) }/2

teljes kornmunalitásáboz,
2. a lehelő legjobban meirközPlíLik a rcprodukálandó redukált korrelációs

matrixot (Rh-t), ó;
3. páronként ortogonálisak.
Mivel az cs:111 án következő eljárás lényege az lesz, houy a közös fak toroknt

egyenként, ~z ÜHioZC8 változó H2 tcljo« kornrnuualitúsáhc»: való hr:zzájárulásuk
nagyságá11a!, csökl.cnő b<-'I rcncljőbr-n hat.ározzuk mca, meg hell vi,:.,;g.;,fni azt,
hogy az Pgy1:s közös faktorok ruilycn szerepet játszanak az első két kritérium
teljesülésében. Nyilvánvaló, hogy ilyen szempont szerint az első kritérium 11z
(l.l.8)-cal definiált VP (p = l, 2, .. , m,) mennyiségek egyenkénti maximali­
zálását jelenti.
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A második kritériummal kapcsolatban. először is azt jegyezzük meg, hogy
a redukált korrelációs matrix ,,lehető legjobb," megközelítésén a legkisebb
négyzetek módszere értelmében vett közelítést értjük. Ami az egyes közös
faktoroknak a második kritérium teljesülésében betöltött szerepét illeti,
könnyen belátható, hogy a faktoranalízis ( 1.1.17)-tel felírt Thurstone-féle
alaptétele felírható az

(1.4.2)
m rn

Rrlh = J; al' a; '-- J; Qp 
p=l p=l 

alakban is, ahol aP az A,, közös sérnamatrix p-edik oszlopa, és aP a~ = Qp• 
Ez a felbontás pedig éppen az egyes közös faktoroknak a redukált korrelációs
ma.trix-" reprodukálásában betöltött szerepét mutatja.

Mint látni fogjuk, a három icnti kritérium közül az első és az utolsó el is
hagyhntó, mert azok teljesülése ~i második ícljesüléséből automatikusan követ­
kezik. Első lépésként ezért egy olyan K1 közös faktort keresünk, ami a lehető
legnagyobb mértékben résztvesz a redukált korrelációs matrix reprodukálá­
sában, azaz amelyre nézve az

Tl n
Si--= Z .J: (rfl, - ail a,nl2

j=l fr=l

eltérés-négyzetösszeg minimális Az egyszerűség kedvéért írjuk fel S1-et az

(1.4.3) S1 = tr 1"(R1i -- a1ai) (RI, - a1af}] = tr(Ri) - 2afR1ia1 + (afa1)
2 

módon," ahol a1 az AI, közös sémamatrix első oszlopa.
Elvégezve (1 .4.3) a1 szerinti deriválását, és a deriváltat O-val egyenlővé

téve, majd az így kapott egyenletet rendezve:

(J.4.4)

ahol },1 = a~a1. Arra az eredményre jutottunk tehát, hogy a 2. kritériumnak
elcgcttevó a1 vektor az H1i matrix egyik sajátvektora. Az (I.4.4)-ből adódó

(1.4.5)

összefüggést figyelembe véve (] .4.3) az:

S1 = tr(Hl) -- J.f
alakba megy át. Tekintettel arra, hogy egy szimmetrikus pozitív definit, illetve
pozitív szemidefinit matrix sajátértékei pozitív, illetve nem-negatív valós
értékek, az S1 eltérés-négyzetösszeg csak abban az esetben lehet minimális,
ha ..1.1 az R,, matrix legnagyobb sajátértéke. Az a1 vektort tehát az R,, leg­
nagyobb sajátértékéhez tartozó sajátvektorok halmazából kell kiválasztanunk,
amit az első kritérium figyelembevételével tehetünk meg. Ugyanis a maxima­
lizálandó V1 mennyiség éppen ).1 gyel egyenlő, amiből az következik, hogy az

•~ Abban az esetben, ha kompouenselemzést végzünk, a redukált korrelációs matrix
szerepét a teljes korrelációs matrix veszi át. . .

18 A tr(A) jelölés az A kvadratikus matrix nyomát jelenti. Egy kvadratikus A matrix
nyomán az A matrix diagonális elemeinf}k összegét ért.jük. Szokásos még a matrix nyomá­
nak Sp(A) jelölése is.
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első két követelménynek együttesen elegettevő a1 vektor az R1, matrix leg­
nagyobb }.1 sajátértékéhez tartozó Vi\1 hosszúságú sajátvektor. Vegyük észre,
hogy az a1 ilyen megválasztása esetén a harmadik követelmény is teljesül,
mert a sajátvektor definíciója értelmében a1 = 0 nem állhat fenn.

Az Ak matrix második, a2 oszlopának meghatározása az a1 meghatározásához
képest azzal a különbséggel történik, hogy R1, szerepét az

(l.4.6)

ún. első rezuiuális korrelációs matrix veszi át. Az előzőekhez teljesen hasonlóan
belátható, hogy az első két kritériumot egyszerre kielégítő a2 vektor az R1
matrix },2 vel jelölt legnagyobb sajátórtékéhez tartozó y;.

2
hosszúságú saját-

vektor, ahol ,l.~ = at a2. Könnyen igazolható, hogy az így kapott a2 vektor
ortogonális az előbbi a1 vektorra.

Az A1, oszlopai tehát, most már általánosan fogalmazva, :t következőképpen
határozhatók meg. Definiáljuk az s-edik reziduális korrelációs matrixot 11z

(1.4. 7)
s s

Rs -, Rh - };' apa; = R,, --· J; Qp
p= l p=l

(s-= 0, 1, ... m - l)

előírással, ahol R0 = R,,. Az A,, matrix (s+ l l-cdik oszlopa ekkor M:

8s·f-l = tr [(Rs as+l af+il (R, Us+! at-1-1)]
(s=0,1,2, ... ,m-l)

eltérés-négyzetszöget minimalizáló as+l vektor. Az a1 megha,tározásáboz telje­
sen hasonlóan eljárva belátható, hogy a5-1-1 az Rs matrix legnagyobb,
ils+i = a: +1 a5+1 sajátértékéhcz tartozó, V As+ 1 hosszúságú sajátvektor. Teljes
indukáciőval bebizonyítható, hogy az egymást követő

(l.4.8)

a1, a2, ... a111 

vektorok páronként ortogonálisak.
Az aP (p = J, 2, ... , m) vektorok páronkénti Ol'Logonalitására, támaszkodva

az is könnyen bebizonyítható, hogy az előbbi eljárás során adódó

}1 ?- A2 ~ · · · ~ i\,,,
sajátértékek mindegyike egyben ..iz ll.1, redukált korreláció· mutrixuuk is
sajátértéke, s így nincs szükség az eljárás során az egymást követő reziduális
korrelációs mátrixok meghatározására.

Az utolsó Rm reziduális matrixró] a sajátértékek négyzetösszegóre vonat­
kozó ismert tétel ((I], 224. old.) felhasználásával bebizonyítható, hogy értéke
0, azaz a fonti eljárás teljes mértékben reprodukálja n, redukált korrelációs
matrixot.

Ezzel az általunk kitűzött feladatot matematikailag megoldottnak tekint­
hetjük. Kaiser szerint az A,, közös sémarnatrixnuk csak az R11 matrix l-nél
nagyobb sajátértékeihez tartozó oszlopait érdemes meghatározni, mert az
ezekhez tartozó közös faktorok az egyes változók kommunalitását csaknem
teljes mértékben megmagyarázzák. Ily módon eljárva a közös faktorok száma
az eredeti változók számának általában 1/6- l /3-a.
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A faktoranalízis módszerét ismertető rész befejezéseként a páronként
korrelálatlan közös faktorokat tartalmazó faktoranalitikus megoldás meg­
adásának szokásos táblázatos formáját ismertetem.

Sémaegyütthatók
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2. A közgazdasági alkalmazás Iehetőségeirél

A Iaktorunalizis közgazdasági alkalmazásának lehetőségét elsősorban a köz­
gazdasági jelenségek bonyolultsága, összetett volta adja meg. A faktoranalízis
alkalmazása ugyanis elsősorban olyan esetekben vezethet hasznos eredményre,
amikor a vizsgálatba vont változók szoros sztochasztikus kapcsolatban állnak
egymással, kölcsönösen függenek egymástól. Ellenkező esetben, tehát függet­
len változók esetén csak egyszerűen arról van szó, hogy egy sor bonyolult
számítás után magukat az eredeti változókat kapjuk vissza közös faktorok­
ként. Az ilyen felesleges számítások azonban a vizsgált változók korrelációs
matrixának előzetes vizsgálata alapján elkerülhetők.

A faktoranalízis legjellegzetesebb közgazdasági alkalmazásai az alábbi
három csoportba sorolhatók ([11]): 

l. a változók számának csökkentése,
2. oszt_á,lyozási (csoportosítási) föladatok megoldása,
3. indexsúlyozási feladatok megoldása.

Az egyes alkalmazási területekkel itt elsősorban elméleti szempontból foglal­
kozom, a konkrét gyakorlati alkalmazásokkal kapcsolatban a téma egyre
jobban bővülő irodalmára utalok. Az egyes alkalmazási területek részletesebb
ismertetése előtt külön alpontban foglalkozom a faktorok értelmezésével.

2. I A faktorok előállitása és értelmezése

Ebben az alpontban először a faktorok változókkal történő előállítását
ismertetem. Ekkor célszerű az alábbi két eset megkülönböztetése.
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1. Kom/poneneelemzés : Ekkor a J, özös faktorok száma n. s azok egyértelműen
előállithatók a zi változók lineáris kombinációjaként a

(2.1.1)

formula alapján;" Mint az már ismeretes, a kornponenselemzés esetében
nincsenek egyedi faktorok.

2. Fuktoramalizis : Tekintettel arra, hogy ebben az esetben a megoldás
egyedi faktorokat is tartalmaz, nem lehet szó a faktorok egyértelmű előállí­
tásáról. Itt a faktorok előállításának egyik legegyszerűbb módját, az ún.
regressziós modszert ismertetem. ((6] és fl 6]) Ebben az esetben - a. levezeté­
sek mellőzésével

(2.1.2) f'=S*U-1z ---"ot>A*R-Lz,

ami páronként korrelálatlan közös faktorok esetén az

(2.l .3) f= A* R-1z

alakba megy át. Az Í' jelölés mindkét esetben arra utal, hogy itt a faktorok
egy lehetséges becsléséről van szó .

Mivel ezen előáJlítás egyértelműsége nem jelenti feltétlenül azt, hogy egy
faktor olöállításába.n csak egy változó szerepel, a faktorok értelmezhetőségének
problémáját célszerű mindjárt az ni < n esetre vonatkoztatva tárgyalni.

Ha a kapott eredményeket valamilyen jelenség közelítésére, előrejelzésére
kívánjuk fölhasználni, akkor nincs is feltétlenül szükség a kapott faktorok
értelmezésére. Ilyen volt a helyzet bevezető példánk esetében is, amikor első­
sorban az általános faktorok számára. vonatkozó hipotézis helyessége bírt
döntő jelenséggel. Ennek eldöntése után már sz into ,,magától" adódott a
kapott eredmény értelmezése. Ugyanez a helyzet akkor is ha, a faktoranalízist
egy a priori modell helyességének ellenőrzésére kívánjuk fölhasználni. Más a
helyzet azonban akkor, ha a kapott eredményeket valamilyen jelenség köz­
gazdasági elemzésére, mélyebb megismerésére kívánjuk felhasználni. Ekkor
ugyanis óhatatlanul szem bekerülünk a faktorok értelmezésének, interpretá­
lásának problémájával. Ilyen esetek bcn döntő jelentőségű az, hogy sikerül-e
a kapott faktorokat valamilyen közgazdaságilag értelmezhető, esetleg közvet­
lenül megfigyelhető változóval azonosítani.

A faktorok értelmczésé[Jck alapját a faktorok változók segitségével történő
(2.1.2) előállítása, és a megoldás azcrvcs részeként adódó ,strulltúramatri:p_
vizsgálata képezi. Ha a faktorok (2.l .2) előállítását mcgvizagálva azt tapasz­
taljuk, hogy az egyes faktorok olyan diszjunkt változócsoportok lineáris
kombinációi, hogy az egyes csoportokba tartozó változóknak létezik valami­
lyen lényeges közös jellemzője, s a különböző változócsoportok közös jellem­
zői mind különbözők, akkor a faktorok rendre a hozzájuk tartozó változó­
csoportok közös jellemzőivel azonosíthatók.

Ha ez a feltétel nem teljesül, akkor azt a tényt használhatjuk fol a faktorok
értelmezésére, hogy tekintettel a változók és faktorok stanclardizáltságára
az egyes faktoroknak a változókból való összctcvődését mutató szorzókonstan­
sok nagysága éppen az egyes változók faktorok kialakításában játszott szere-

11 A7, ki:1 = Ak egyenlőség a közös fo.l~torok páronlcént i ortogonalitásából következik.
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pének fontosságát mutatják. Erre támaszkodva pedig kiválasztható az adott
faktor értékeinek alakulását a legdöntőbb mértékben befolyásoló változó,
amivel az adott faktor azonosítható.

Tekintettel arra, hogy itt már csak páronként korrelálatlan közös faktoro­
kat tartalmazó megoldásokkal foglalkozunk ez az eljárás azzal egyenértékű,
hogy az adott faktort a vele legszorosabban korreláló változóval azonosítjuk.

Ha a, faktorok változókkal történő azonosításakor a faktorok 'és a változók
közötti korrelációs együtthatókat vesszük alapul, akkor sok esetben igen
hasznos lehet az alapvető faktorok módszerével kapott megoldást lriindul6
megoldásnak tekinteni, s abból egy ortogonális transzformáció segítségével
egy újabb megoldást származtatni. K. A. Schaffer véleménye szerint ([12])
erre a célra a Kaiser-tő! származó carimax-modezert érdemes alkalmazni. Az
e módszerrel kapott megoldás igen közel áll a már említett ,,egyszerű struktú­
rához", ami sokszor igen megkönnyíti a kapott eredmények értelmezését.
A varimax módszer ismertetésére nem térek ki, részletes leírása pl. a [6]-han
található meg. ·

A kapott eredmények értelmezésénél fölmerülő nehézségek véleményem
szerint elsősorban a közelíteni kívánt közgazdasági jelenségek rendkívül bonyo­
lult természetéből fakadnak. A faktoranalitikus megoldások éppen arra
mutatnak rá, hogy a közgazdasági jelenségek annyira összetettek, hogy csak
ún. összetett változók segítségével közelíthetők. Az értelmezésüknél fellépő
nehézségek ellenére úgy vélem, hogy a faktoranalízis egyrészt a közgazdasági
jelenségek modellezésének igen hatékony segédeszköze lehet, másrészt pedig
jól fölhasználható az egyes jelenségekre adott - sokszor igen semmitmondó -
definíciók pontosabbá, tételére is. A faktoranalízis ilyen jellegű alkalmazható­
ságáról a következő két alpontban lesz szó.

2.2 A változó/e számának csölckentése

A közgazdasági elemzések során ma már egyre gyakoribb az ún. regressziós
modellek alkalmazásn. Ezek közül is a leggyakoribb az

(2.2.1) y=Xf3+E
lineáris modellek alkalmazása, ahol

Y = [y, Y2, · · ., YN]*
- az credrnónyvá.ltozóra vonatkozó N megfigyelést tartalmazó

oszlopvektor

X = [x;J], (i = 1, 2, ... , N, j = I, 2, ... , n)
- a modellben szereplő n magyarázó változóra vonatkozó meg­

figyeléseket tartalmazó N X n méretű matrix

'3 [/Ji, /32, · · ., /Jn]*
- a modell ismeretlen paramétereit tartalmazó oszlopvektor

E = [s1, e2 ... eN]*
- az ún. hibavektor.

A modellben szereplő Y, X1, X2, ... , Xn változókról feltesszük, hogy azok
standardizált formában adott valószínűségi változók, melyek együttes elosz-

4 Szigma
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lásának sűrűségfüggvénvc /( Y, X 1, X 2, ..• ,X11), Y feltételes várható értéke
pedig

E( y I X1 = .C1, X l = Xi, ... 'x/1 = Xr,) = f(x1, Xz, ... , Xn, /J1, /J2, ' .. , (3,,)
alakú, ahol a /Jrk ismeretlen együtthatók, az xrk pedig az egyes valószínű­
ségi változók rögzített értékei. A (2.2.1) modell ezen ún. elméleti regresszió­
függvény lineáris közelítése.

A (2.2.1) modellben szereplő f3 pararnétervektor legkisebb négyzetek mód­
szere szerin ti becslése,

h=(X*X)-1X*y
alakú, ami azt jelenti, hogy a (2.2.1) elméleti modellt az

(2 ..a.2) y = Xb + e

formában becsüljük, ahol e= y - X h. 
Könnyen belátható, hogy a /J1 rogressziós együtthatók e becsléseinek vari­

anciája akkor lesz minimális, ha a magyarázó változók páronként korrelálat­
lanok. Ez azonban a közgazdasági gyakorlatban csak igen ritkán teljesül.
Sokkal inkább jellemző a magyarázó változók páronkénti korreláltsága,
aminek következményét már az l.2 alpontban említettük. E jelenség az iro­
dalomban rn'Ultilcollinearitás néven ismert.

A muJtikollinearitás fellépése azon ban nemcsak a regressziós együtthatók
hibáját növeli meg, hanem megnehezíti 11 magyarázó változók hatásának szét-

. választását is, ami már közgazdasági probléma. A magyarázó változók hatásá­
nak szótválasz tha.tatlansága ugyanis azt jelenti, hogy nem, illetve csak erős
fenntartásokkal adható meg a regrcseeiós együtthatók szokásos értelmezése.
Minél erősebb fokú a multikollinearitás, annál inkább számolni kell a je­
lenlétéből adódó káros következménnyel.

Ha, a modellben szereplő változókra vonatkozó megfigyelések adott száma
(N) mellett növeljük a modell változóinak számát, akkor ezzel párhuzamosan
egyre növekszik a mu ltikollincarités veszélye is. Éppen ezért a változók
számát ésszerűen kell megválasztani. A változók ésszerű, ,,optimál.is" számát
igen nehéz pontosan definiálni. Célszerű azonban optimalitási kritériurnnak a
többszörös determinációs együttható - a,többszorös korrelációs együttható
nögyz~ne1< - ertelmt Lek111fí.l-Ia azo11ba,;-a, tö szőrös dcterminaciotro:ryütt­
ható értékét minden megkötés nélkül muximulizálnánk, akkor ez a változók
számának minden határon túli növelését igényelné, ami viszont a multikollí­
ncaritás fokának növekedését i1::1 maga után vonná. Ezzo] szemben ha a több­
szörös determinációs cgyLi.ttható értékét azon feltétel mellett maximalizáljuk,
hogy a modellbe kerülő magya,rázó változók páronként korrolálatlanok
legyenek, akkor a feltétel egyrészt gátat szab a magyarázó változók száma
minden határon túli növekedésének, másrészt a multikollinearitást is kikü­
szöböli. Ez az opbimálitási kritérium igen hasonló az alapvető faktorok mód­
szerénél alkalmazotthoz. Hangsúlyozni kívánom, hogy ez a kritérium csak
a változók optimális számához való közelítés egyik lehetséges módja, s koránt­
sem oldja meg teljesen a. problémát. Mindenesetre a vázolt kritérium elég
ésszerűnek látszik.

Ha elfogadjuk az előbbi kritériumot, akkor kézenfekvőnek Játszik az a
gondolat, hogy a (2.2.l) modellben szereplő magyarázó változókat azok páron-
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ként korrelálatlan közös faktoraival helyettesítsük. Ez az alapgondolata az
M. G. Kendalltól származó ún. mesterséges ortogonalizálás módszerének.

Induljunk ki a modellünk szempontjából szóbajöhető maximális számú
magyarázó változóból, s jelöljük ezek halmazát X-szel. Tekintsük ezután
az X változóhalmaz

(2.2.3)

előállítását, ahol az alkalmazott jelölések pontosan megegyeznek az 1.1
alpontban használtakkal, v pedig az egyedi faktorok elhanyagolásából adódó
hibát jelenti. Ha a (2.2.3)-ban szereplő közös faktorokat az 1.4 pontban ismer­
tetett alapvető faktorok módszerével határoztuk meg, akkor ez azt jelenti,
hogy a (2.2.1) modellben szereplő magyarázó változókat páronként korrelá­
latlan mesterséges változókkal helyettesíthetjük. Fogalmazzuk meg ezután
a (2.2.1) modell

(2.2.4) y = K* a+ 6

módosított változatát, amit az eredeti modell reparametrizált alakjának ne­
vezünk.

A (2.2.4) model1t ezután az

y= K*a + d
formában becsüljük, ahol

a = ( K K*) -1 Ky és d = y - K* a

és a m-elemű oszlopvektor.
Kihasználva azt a tényt, hogy a közös faktorok egyrészt páronként korre­

Jálatlanok, másrészt a centrális határeloszlás tétele értelmében közelítőleg
normális eloszlásúak, reparametrizált modellünk paraméterei - amelyek nem
egyeznek meg az eredeti (2.2.1) modell paramétereivel, hanem azoknak lineá­
ris függvényei - sokkal kisebb hibával becsülhetők, mint az eredeti modell
paraméterei, sőt azoknál sokkal megalapozottabban vizsgálhatók a szokásos
statisztikai próbákkal is.

Az ezután következő lépés a megoldásul kapott közös faktqrok, s ezt fel­
használva a reparametrizált modellben szereplő paraméterekértelmezése. Ez
az előző alpontban elmondottaknak megfelelően történhet. Ha a közös fak­
torok, s így a reparamctrizált modellben szereplő paraméterek'[végképp nem
értelmezhetők, akkor kénytelenek vagyunk a

{2.2.5)

transzformáció segítségével visszatérni az eredeti modell paramétereire. Ez
azonban azt jelenti, hogy eredeti feladatunkat csak látszólag oldottuk meg.
Itt ugyanis csak arról van szó, hogy az eredeti modell X magyarázó változó­
halmaza által tartalmazott információ-mennyiség csökkentése után nyerjük
a paraméterek becslését, ami esetleg még az eredeti adatok alapján kapható
becsléseknél is bizonytalanabb lehet. Ennek ellenére a mesterséges ortogonali­
zalás módszere sok esetben hasznos eredményre vezethet.

Az eddigiek során a faktoranalízisnek a m~ltikollinearitás kiküszöbölésére
vonatkozó alkalmasságát hangsúlyoztam. Mivel azonban a módszer ilyen
esetekre történő alkalmazása szinte minden esetben együttjár a magyarázó

4*
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változók számának nagymértékű csökkentésével, a faktoranalízis nemcsak
a multikollínearitás kiküszöbölésére szolgáló hatékony eszköznek tekinthető,
hanem sikerrel alkalmazható igen bonyolult közgazdasági jelenségek viszony­
lag egyszerű, kevés számú változóval való közelítésére is. Ha ugyanis a fakto­
rok változókkal való uzonosítását., interpretálását a 2.1. pontban elmondottak­
nak megfelelően végezzük el, akkor a faktoranalízis alkalmas arra, hogy egy
regressziós modell szempontjából szóbajövő nagyszámú magyarázó változó
közül kiemelje a legfontosabb, közelítőleg páronként korrelálatlan változókat.
Ilyen értelemben tehát a faktoranalízis a modellalkotás igen hatékony segéd­
eszközének tekinthető. Egy ilyen tá.rgyú konkrét alkalmazásra még egy későbbi
cikkben szeretnék visszatérni

A me__§j;cr~óg0s ertogorui I izó l;ís módszerét R. Stone alkalmazta először a
gyakorlatban, aki az USA bruttó nemzeti termékére, illetve nemzeti jövedel­
mére ható 17 ténvezőböl indult ki, és arm az eredményre jutott, hogy a vizs­
gált függő változók alakulása 3 közös faktor segítségével gyn,korlatilag teljes
mértékben (97,5%-ban ) mcgmagyauizható ([ll)).

A faktoranalízis ezen túlmenően jól Iclhasználható egy már adott regresz­
sziós modell specifikációjának vizsgálatára is. Ha ugyanis a modell magyarázó
változóinak faktorelemzését elvégezve arra az eredményre jutunk, hogy a
magyarázó változóknak létezik egy lényeges általános [aktora, akkor ez nagy­
mértékben valósz.íuűaiti a modell helyes specifikációját.

2.3 Osoportosüási feladatok

Igen sok esetben merül H az az igény, hogy egy N elemből álló sokaság
egységeit egy vagy egyidejűleg í öbb ismérv szerint olyan kisebb csoportokba,
részsokaságba soroljuk, hogy az egy csoportba tartozó egységek minél homo­
génebbek legyenek a csoportképző ismérv(ck) szempontjából.

A fuktoranalizis ilyen területen történő alkalmazása két, esetben válhat
szükségessé. Az első eset az, amikor egy csoportképző ismérvet jelöltünk
ugyan ki, de az közvetlenül nem mérhető. Ilyen csoportképző ismérv lehet
például az ún. ,,városiassági fok", vagy ,,gazdasági fcjlct.tség". Mindkét példa­
ként említett csoportképző ismérvre az jellemző, hogy nem lehetséges egyetlen
olyan mérhető változót kijelölni, amely teljesen azonosítható volna az adott
csoportképző ismérvvel, sőt éppen ellenkezőleg, mindkét ismérvünkre az
jellemző, hogy számtalan olyan mérhető tényező nevezhető meg, amely többé­
kevésbé szoros kapcsolatban áll azokkal

Ilyen esetekben a következőképpen járhatunk cl. Gyűjtsiik össze mindazon
mérhető változókat, melyekről fcJtételczhotő, hogy valamilyen kapcsolatban
állnak a kiválasztott csoportképző ismérvvel. Legyenek ezek az X1, X 2, .•• , X n
változók, melyek között valamilyen többé-kevésbé önkényesen számszerű­
sített minőségi ismérvek is szerepelhetnek, s melyekről feltesszük most, hogy
standardizált formában adottak. Határozzuk meg ezután a figyelembe vett
változók A sématnatrixát az alapvető faktorok módszerével, s ennek alapján
a (2.1.3) alapján állítsuk elő az első alapvető faktort. Tegyük fel, hogy ez a
eredeti változók

(2.3.1) K1 = a1X1 + a2X2 + ... + anXn
lineáris kombinációja.
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Ily módon eljárva a K1 az adott csoportképző ismérv olyan komplex mutató­
jának tekinthető, ami magába sűríti az adott csoportképző ismérve ható
tényezők által tartalmazott információ jelentős részét. A gyakorlati tapaszta­
latok ugyanis azt mutatják, hogy az első alapvető faktor a vizsgált változók
szórásnégyzetének 60-80%-át ,,megmagyarázzn", s a többi ala.pvető'faktor
csiili" feíentektelen mértekben Járul hozzá azokhoz. A (2.3.1)-ben szereplő rxj
skalárok olyan ,,értékelési rendszernek", pontszámrendszernek tekinthetők,
amelyek azt mutatják, hogy az egyes Xi változók milyen szerepet töltenek be,
milyen súllyal vesznek részt-a kiválasztott, közvetlenül nem mérhető csoport­
képző ismérvvel jellemezendő jelenség kialakításában.

Ilyen jellegű gyakorlati alkalmazás pl. R. S. Thorn [12] cikkében található.
Ezután a sokaság minden egyes egységére nézve meghatározzuk az első

alapvető faktor Kli értékét a

(2.3.2)

módon, ahol ex= [ai, a1, ... , an]* a (2.3.1)-ben szereplő ai skalárokból fel­
épülő n-elemű oszlopvektor, X pedig a vizsgált változókra vonatkozó meg­
figyeléseket tartalmazó N X n méretű matrix. Ezen értékek alapján nedig
elvé ezhető a sokaság egységeinek rangsorolása, niaJa ennek felhasználásával
vi zony ag iomogen csopor o aförf.énö besorolása. Itt tehát a faktoranalízis
annyiban segít, hogy -- eltekintve magának a módszernek az önkényességétől
- ami azonban a matematikai statisztika szinte minden eszközével kapcso­
latban elmondható -- kiküszöböli az ilyen problémák megoldására használt
módszerek nagyfokú önkényességét.

A csoportoeítási feladatok megoldására azonban akkor is szükség lehet
a faktoranalízis alkalmasására, amikor azt tűzzük ki célul, hogy a csoporto­
sítás elvégzésekor minden egyes csoportképző ismérvet egyenlő súllyal vegyünk
figyelembe. Ilyen esetekben a kitűzött feladat a faktoranalízis alkalmazása
nélkül a legtöbbször meg sem oldható. A csoportképző ismérvnek kijelölt
változók ugyanis csak a legritkább esetben függetlenek egymástól. Ez a tény
pedig lehetetlenné teszi a csoportképző ismérvek egyenlő súllyal történő
figyelemhevétolét. Ha például négy olyan változó alapján kívánjuk elvégezni
a csoportosítást, melyek közül kettő szoros sztochasztikus kapcsolatban áll
egymással, akkor a négy változót a csoportosítás során egyenlő súllyal figye­
lembe véve kettőt majdnem dupla súllyal szerepeltetnénk:. Ilyen esetekben
ezért sokkal célszerűbb a változók helyett azok közös faktorait figyelembe
venni a csoportosítás során.

2.4 Az index-probtérnríról

Ebban az alpontban a faktoranalízis ár- és volumenindexek meghatáro­
zására történő alkalmazását ismertetem röviden. Ezen alkalmazás elméleti
kidolgozása H.1'heil nevéhez fűződik, első gyakorlati alkalmazói pedig T. Kloek
és G. M. de Wit voltak, akik cikkükben tovább is fejlesztik a H Theil által
kidolgozott módszert ([8] és [13]). 

Az ár- és volumenindex-számítás feladata az, hogy több különnemű, s így
közvetlenül nem összesíthető termék (árucikk) egységárának, illetve termelt
(eladott atb.) mennyiségnek együttes átlf!gos időbeni_változását vagy térbeni
különbözőségét mutassa ki. Az egyszerüség kedvéért a továbbiakban csak az
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időbeni összehasonlítással foglalkozom, de az ezután következő gondolatmenet
- értelemszerű módosításokkal -- térbeni összehasonlításra is alkalmazható.

Induljunk ki n számú termék ár11ci ) t számú időszakra vonatkozó egység­
áraiból és termet (eladott stb.) mennyiségeiből. E kiinduló adatokat a köny­
nyebb áttekinthetőség érdekében célszerű egy-egy t X n típusú ár-, illetve
volumenrnatrixba foglalni a

P -cc [JJ;;] és Q = [IJ,;]

módon, ahol P;; a j-edik termék (árucikk) i-edik időszakra vonatkozó egység­
ára, q;J pedig a j-edik termék (árucikk) i-eclik időszakban termelt (eladott
stb.) mennyisége AP és Q matrixok segít:,,égével igen egyszerűen előállítható
az indexszárrritás alapját ké pező aggregát11mok

(2.4. l) V = - P Q* = [v1i]

z-cdrendű ma.trixa, amelynek V;J eleme a j-cd.ik időszak i-cdik időszaki egység­
árak alapján meghatározott termelési értéke (eladási forgalma stb.). A V 
matrix elemeinek felírásakor az egyszerűség kedvéért eltekintettünk az egyes
termékekre (árucikkekre) utaló futóindex kiírásától.

Tekintsük ezután feladatunknak egy olyan pár-vektor és egy olyan q volu­
menvektor meghatározását, amolyek segíL~vel az agregátumoJrf2.4..l)
rna.trixa a legkisebb négyzetek módszere értelmében ~t lohotö legjobban meg­
közellthctö, reprodukálható, azaz amelyekre nézve a

(2.4.2) D V p 11*

ún. eltérésmutrix elemeinek négyzetös:,,zoge minimá.lis. J~z másképpen meg­
fogalmazva annyit jelent, hogy minden Ep;?; alakú agregátumot egy az i-edik
időszakra jellemző ,,átlagár" (p,) és egy a j-edik időszakra jellemző ,,átlagos
mennyiség"(q;) szorzatával kívánunk közelíteni Az r-ltérésmn.trix elemeinek
négyzetösszege a legegyszerííbbcn a

(2.4.3) tr(DD1,*)-"°tr(VV*) 2p*Vq l-(p*p)(11*<J) 

módon írható fol. A szólsdértókszúrn itás azok ásoa módszerét alkadrnaz vu, s
az így adódó cg_venletcket kissé átalakí1Ní1 arm ,tz eredményre jutunk, hogy
:i, keresett

vektorok a

(2.4.4) {
[VV* ([.•*p)(q.*<1)E]p - 0 
[V* V - (p* p) (11* 11) E'j q ~ 0

egyenletek megoldásaként adódnak. A (2.4.4-) aJaUi egyenletek alapján belát­
ható, hogy a (2.4.3) eltérés négyzotösszeget minimalizáló p árvektor, illetve
(J volurncnvcktor a VV*, illetve V*V matrix maximális,

).2 = (p* p) (q* 1() 
~•.

sajátértékéhez tartozó _:,,ajátvektora. Ha még azt is kikötjük, hogy mind a
p, mind a q vektor V-1 hosszúságú Jegyen, a megoldás egyértelművé válik.
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Az itt követett módszer technikailag igen hasonlít az alapvető faktorok
módszeréhez, bár nem teljesen azonos azzal. A legszembetűnőbb eltérés a
két módszer között az, hogy itt nem a korrelációs matrixból kiindulva végez­
zük el a számításokat.15 Ennek ellenére Kloek és de Wit már idézett cikkük­
ben a p árvektort a (2.4.1) matrix oszlopai első alapvető faktorának, a q volu­
menvektort pedig a (2.4.1) matrix sorai első alapvető faktorának nevezik.

Az így kapott p és q vektorok elemei az egyes időszakokra jellemző ,,átlag­
árak", illetve ,,átlagos" mennyiségek ~tai1jőSZQrosai, amelyek még nem
értehnezhetők közvetlenül iodexekkent. Ha az i-edik időszakot tekintjük
bázisidőszaknak, akkor maguk az indexek az

. ·11 . lIp e -- p J etve J!/ e.cc --q< p eiq
módon állnak elő, ,drnl e'f az i-cdjk z-elemű egységvektort jelenti sorvektor­
ként felírva.

Két időszak esetén rnegrnutatható, hogy az ár (P)- és volumenindex (Q)
az alábbi közelítö formulák segítségével határozható meg:

(2.4.5)

Q2 ) ( p2p e:,,, p (1 + 'Yl
O ·11 Q Q 1 + 'Yl (I )

() 'I 1 + Qö ' J • e:,,, 0 '/ 1 +-P~ '
ahol P0, illetve Q0 a Laspeyres-féle ár-, illetve volumenindex, I-\ illetve QJ
pedig a. Puascho-féle ár-, illetve volumenindex, és

(2.4.6)

Ami az ily módon meghatározott indexek közgazdasági tartalmát illeti,
meg kell jegyeznünk, hogy kettőnél több időszak esetén igen nehéz annal,
megítélése. Ez részben matematikai korlátokba ütközik, részben pedig a
kapott eredmények nehéz értelmczhetőségén alapszik. Általánosságban csal,
annyit szögezhctünk le, hogy az a tény, hogy a fenti indexek egyes idősza­
kokra vonatkozó ,,átlagárak.on'' illetve ,,átlagos mennyiségeken" alapulnak
nagymértékhen korlátozza. azok alkalmazhatóságát. Egy adott, időszakra vonat­
kozó átlagár, illetve átlagos mennyiség meghatározása ugyanis csak olyan
esetekben indokolt.közgazdaságilag, amikor a P illetve Q ma ti ix egyes soraiban
álló elemek összegezhetők. (Ez a helyzet például akkor, ha azonos fajta termék
(árucikk) különböző minóségeiról van szó.) Azt is megállapíthatjuk, hogy a
fenti indexek állandó súlvozásúak, azaz az említett átlagárakra, illetve
átlagos mennyiségekre nézve

p = P cr illetve q = Q 13
ér~é11yer; Ehhez mindjárt hozzá kell tennünk azt is, hogy ez az ,,állandó'"
súlyozás bizonyos értelemben változó is. Ugyanis a fenti indexek legfőbb pozi­
tívuma az, hogy mind az ár-, mind a volumenindex-számítás e módszere az
összes vizsgált időszak mennyiségi- és áradatát figyelembe veszi. Ez pedig azt

. '" Itt_jcgyezúik meg, hogy a fukt,0rar_i-alíz.is nr?n szükségképp~n a kor_relá?iós mat:ixb?i
indul ln. Egyes esetekben a korrelációs ma.tr-i x helyett. az un. va.riancia-kovariancia
rnatrix kPpP'l.i a íaktornnal!zis alapját.
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jelenti, hogy a vizsgált időszakot akár egy időszakkal kibővítve megváltozik
az egész indexsor, megváltozik az indexsor súlyrendszere. Ez pedig bizonyos
szempontból változó súlyozást is jelent.

Két időszak esetére az eddig elmondottakon kívül még az is igaz, hogy
mind az ár, mind a volumenindex a megfelelő Laspeyres-féle indexek körül
ingadozik, ami egyúttal arra is rávilágít, hogy a Laspeyres-féle ár-, illetve
volumenindexek bizonyos aszimptotikusan optimális tulajdonsággal is ren­
delkeznek.

Ezzel a faktoranalízis közgazdasági alkalmazásának legfőbb lehetőségeit
- ha nagy vonalakban is - áttekintettük. Az eddig elmondottakból látható,
hogy a faktoranalízis igen érdekes, hasznos, bár korántsem problématnentes
módszer. Véleményem szerint a felsonolt alkalmazási lehetőségek közül a
2.2 és 2.3 alpontban ismertetettek a legérdekesebbek és legizgalmasabbak,
mert azok a közgazdasági kutatómunka igen hatékony segédeszközoivé
válhatnak.
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