FOGALMAK ES MODSZEREK

Vira LAsSzLO

A faktoranalizis
kozgazdasagi alkalmazasanak lehetdségeirdl

A faktoranalizis a tobbvaltozés elemzéseknek mintegy 5—6 évtizedes
multra visszatekinté aga. Kidolgozdsa Charles Spearman és Karl Pearson
nevéhez flizédik. Mivel a faktoranalizis szamos modelljét kiillonbo6z6 pszicho-
l6giai elméletekre épitve dolgoztik ki, a faktoranalizist sokdig — igen tévesen

specidlis pszichoidgiai médszerként tartottik szémon. E nézet téves voltat
éppen a mddszer széleskor(, egyre tobb teriiletre kiterjeszkedd alkalmazdsai
bizonyitjak. A faktoranalizis tehat nem specidlis pszicholdgiai, hanem igen
széles korben alkalmazhatd statisziikai médszer.

Mivel a faktoranalizis leglényegesebb eleme a jelenségek kozotti bonyolult
osszefiiggések minél egyszertibb formaban torténd leirdsa, kiilonosen olyan
tudoméanyokban alkalmazhaté sikerrel, mint a kozgazdasdigtudomany. A tar-
sadalmi-gazdasdgi jelenségek igen bonyolultan, kolesonosen osszefiiggd rend-
szere ugyanis szinte kimerithetetlen tdirhiza a faktoranalizis alkalmazdsi
lehetdségeinek. Annak ellenére, hogy kozgazdasagi alkalmazésai viszonylag
tjkeletiick, a faktoranalizis igen hasznos segédeszkoze lehet a kozgazdasigi
jelenségeket mélyebben megismerni akard, azokat modellezni kivdné kozgaz-
dészoknak.

Mivel eddig tudomdsom szerint - nem jelent meg részletes magyar
nyelvii ismertetés a faktoranalizis modszereirdl, e cikk elsé részében az ezekkel
kapesolatos legfontosabb tudnivaldkat foglalom 6ssze, a masodik részben
pedig az elsé részben ismertetett madszer legérdekesebb kozgazdasagi alkal-
mazési lehetdségeire térek ki vazlatosan.

Miel6tt azonban ratérnék magénak a modszernek az egzakt matematikai
targyalisara, célszertinek tartom egy olyan példa elérebocesdtisat, ami egy-
részt képet ad az ezutén ismertetends modszer lényegérdl, felveti annak teljes
problematikdjét, mdsrészt megkonnyiti az ezutdn kovetkezd matematikai
modell megértését is.

Tekintsiik feladatunknak bizonyos mondjuk N - szamu orszag ,,gaz-
dasdgi fejlettség” szerinti rangsoroldsat. E feladat megoldasa soran az okozza
a legf6bb nehézséget, hogy a , gazdasigi fejlettség’” rendkiviil bonyolult, Gssze-
tett, kozvetleniil nem mdérhetd jelenség. Bonyolultsiaga elsGsorban abban jut
kifejezésre, hogy bar szamtalan olyan tényezd adhaté meg, amely tobbé-
kevésbé szoros kapesolatban all a |, gazdasigi fejlettséggel”, s ugyanakkor
mérhetd is, de ezek egyike sem azonosithaté teljes mértékben azzal. Ezért a
kitizott rangsoroldsi feladat megolddsakor vagy gy jarunk el, hogy egyetlen,
altalunk a ,,gazdasigi fejlettség” szempontjabdl a legfontosabbnak {télt
mérhetd tényezé (a tovabbiakban: véltozo) alapjan végezziik el az N orszig
rangsoroldsit, vagy valamilyen .. komplex mutaté” alapjan kiséreljiik meg azt.
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Mig az els6 esetben hallgatélagosan feltételezziik, hogy a ,,gazdasagi fejlettség”
teljes mértékben azonosithaté a kiemelt valtozéval, és ezzel nyilvianvaléan
lemondunk a feladat megolddsihoz rendelkezésre all6 informaci6 egy részérél,
addig a masodik esetben egy olyan mutatészdm meghatirozasat tartjuk cé-
lunknak, ami a rendelkezésre 4llé6 informécié minél nagyobb hinyadat hasz-
nalja fel a rangsorolasi feladat megoldasihoz. A gyakorlatban mindkét fajta
megoldassal taldlkozunk.

Az N orszig ,gazdasagi fejlettség” szerinti rangsorolasa a faktoranalizis
segitségével a masodiknak emlitett médon végezhets el. Gyfijtsiik 6ssze mind-
azokat az X,, X,, ... X, mérheté valtozokat, amelyekrsl feltételezhetd,
hogy sztochasztikus kapesolatban dllnak az dltalunk mérhetévé tenni kivant
gazdasagi fejlettségeel”.! KBzek az eddigi tapasztalatok szerint kiilonbozd
ellatottsagi és demografiai mutaték ([2] és [7]). Ha megvizsgaljuk az igy
osszegyijtott valtozok kiilonbozs orszagokra vonatkozd értékeit, akkor alta-
laban azt tapasztaljuk, hogy az egyes valtozok értékei nem egyméastol fiigget-
leniil alakulnak. Ha tehéat ismerjiik pl. az elsé valtozéd kiilonbozé orszagokra

vonatkozd
X X1go - Xyn

értékeit, akkor ennek ismeretében néhany mds, esetleg akar az Osszes tobbi
valtozé orszdgonkénti alakuldsdra kovetkeztethetiink. E kovetkeztetéseink
természetesen nem lesznek egyértelmiiek, hanem csak sztochasztikus jellegliek
lehetnek.

Az osszegyijtott valtozok egymdstol vald fiiggése azonnal magyarazatot
nyer, ha arra gondolunk, hogy a vizsgalatba vont véltozok maguk is vala-
milyen véltozok fiiggvényei lehetnek. Az osszegytijtott X, X,, ..., X, vél-
tozok egymdstol valo fiiggbsége tehat azzal magyardzhaté, hogy e véltozdk
mindegyike, vagy egy része egy vagy tobb, szimunkra még egyelGre ismeret-
len kozos tényezotsl fiigg, amelyeket kézos faktoroknak neveziink. A kozods
faktorok tehat olyan hipotetikus valtozék, amelyek ecsak kozvetett mddon, a
vizsgdlatba vont véltozokra vonatkozé megfigyelések elemzése utjan szdm-
szer(isitheték, s jelenlétitkre csak a vizsgdlt valtozok egymdstol vald figgésébol
kovetkeztethetiink.

Ezzel el is érkeztiink a faktoranalizis kiindulé hipotéziséhez, mely szerint
a vizsgalatba vont véaltozok maguk is tovabbi valtozok, az Gn. kozos faktorok
linearis fiiggvényei, azaz

X, =a43K,+ a.Ks + . .o + 034K,
(1) "\}'. =ayk, + apk,+ ...+ ayK,
Xn == aulKl t (t”!K._, + g L GTe ”/anm

Az eredeti valtozoknak itt természetesen nem a pontos, hanem csak a becslés-
szer(i elGallitasarél van sz6, amire az X, X,, ..., X, jelolések is felhivjik a

VItt elvonatkoztatunk a valtozok 6sszegyiijtésénél fellépd  probléméaktol.
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figyelmet.2 A véltozék e felirdsiban szerepl$ a;, egyiitthaték egyik meghaté-
rozasi mddszerét az 1.4 alpontban ismertetem.

Ha meghatdrozzuk a fenti séméban szereplS a;, egyiitthatékat, akkor
azt tapasztaljuk, hogy taldlhaték olyan kozds faktorok, amelyekre minden
valtoz6 elGallitdsdhoz sziikség van (azaz az adott kozos faktor minden egyes
valtozéhoz tartozé egyiitthatdja nullatél kiilénbszd), de taldlhatdk olyanok
is, amelyek egynél tobb, de nem az Gsszes valtozd eldallitasahoz sziikségesck.
Az clébbicket dltaldnos, az utdbbiakat csoportfalioroknalk nevezziilk.

Eredeti feladatunk megoldésa szempontjibdl nyilvdn az a kérdés, hogy
léteznek-e a ,,gazdasigi fejlettség’-gel kapesolatban 4ll6 X, X,, ..., X,
valtozéknak altalinos faktorai és ha igen, akkor mennyi ezeknek a széma.
Nyilvianvalé ugyanis, hogy abban az esetben, ha csak egy 4ltalinos faktor
létezik, akkor ez a ,gazdasigi fejlettség” egy komplex mérészdmédnak tekint-
hetd, s az egyes orszdgokra vonatkozoé értékei alapjan elvégezhet§ az orszdgok
rangsorolasa. Ennek az a magyardzata, hogy eleve olyan viltozékat vontunk
be a vizsgilatba, melyekrdl feltételezhetd, hogy valamilyen kapesolatban
dllnak a ,gazdasigi fejlettséggel”, s igy az az X, X,, ..., X, viltozék egy
altalanos faktordnak tekinthetd.

Az a kérdés, hogy a ,gazdasagifejlettsée” az X, X,, ..., X, viltozdk
egyetlen 4ltalinos faktora-e, mar joval bonyolultabb az elGbbinél, s vagy az
Osszegyijtott valtozok logikai vizsgilata, vagy az (1) sémaban szerepld egyiitt-
haték vizsgdlata alapjan valaszolhaté meg.? Mivel az eddigi kutatdsok nagy-
mértékben valdszinisitik ezt, a tovabbiakban feltételezziik, hogy az X, X,,

. X, viltozék egyetlen 4ltaldnos faktora a ,gazdasigi fejlettség”. Tegyiik
fel, hogy ez az (1) sémdaban a K -gyel jelolt faktor. Ezen kiviil természetesen
lehet az Osszegy(ijtott valtozéknak egy vagy akér tobb csoportfaktorat is,
ezcknek azonban feladatunk megoldisa szempontjabél nem tulajdonitunk
jelentdséget. e -

Mivel az eredeti feladatunk megoldésihoz végsS soron af K, altalinos faktor
elGallitdsara van sziikség, az eddigi gondolatmenetet megforditva azt allitjuk,

hogy ha minden egyes viltozé eléillithaté a kozos faktorok — s koztiik a
K, 4ltaldnos faktor — felhaszndldsaval, akkor az egyes kozos faktorok is

elGéllithatdk kell hogy legyenck a ténylegesen megfigyelt valtozdk segitségével.
Legyen ez az eléallitas a K, dltalanos faktor esetében a kovetkezo:

Ky =a,X, +xXs+ ...+ 0, X,

melynek részleteire a 2.1 alpontban tériink ki.,

Tekintettel a K, eldallitdsdban szerepls viltozék mérhetéségére, egy ere-
detileg nem mérhets valtozét — a ,,gazdasdgi fejlettséget” — egy mérhetd
véltozéval kozelitettiink, amelynek értéke minden egyes orszdgra nézve meg-
hatdrozhat6, s ezek alapjin elvégezhet$ az orszdgok ,,gazdasigi fejlettség”
szerinti rangsoroldsa.

* A modell pontosabb megfogalmazésara az 1.1. alpontban térek ki.

3 Maga az (1) séma megoldfisa ugyanis nem tételezi fel feltétleniil a kozos faktorok
el6zetes ismeretét. Itt csak a megértés megkdnnyitése érdekében indultunk ki a valtozék
kozitti kapesolat logikai elemzésébol.

¢ Példaul: hasonlé foldrajzi adottsdgok, hasonlé demogréfiai helyzet stb.

3 Szigma
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Az elébb vézolt eljardssal szemben természetesen felmeriilhet egy olyan
— egyébként teljesen jogos — ellenvetés, hogy hogyan tulajdonithatunk koz-
gazdasigi tartalmat egy olyan mesterséges viltozénak, amely esetleg a leg-
kiilonfélébb jellegli valtozdk linedris kombindci6jaként 4ll els. E kérdéssel a
2.1 alpontban foglalkozom részletesebben.

1. A moédszer rovid ismertetése

1.1 A faktoranalizis modellje és alapfogalmai

Tegyiik fel, hogy egy N elembdl all6 statisztikai sokasdgot egyidejiileg
n szamu valbszinliségi valtozé® (mennyiségi ismérv) szerint vizsgdlunk. Ha
az egyes viltozokat X -vel (j =1, 2, ..., n) jeloljiik, akkor az el6bbi megfo-
galmazéds azt jelenti, hogy a vizsgdlt statisztikai sokasdg minden egyes egy-
gégére vonatkozdan feljegyezziik az X ; valtozok X ; (i = 1, 2, . . ., N) értékeit,
és ezek felhasznalasaval végezziik el a sokasig elemzését,

A tovdbbi térgyalist és formuldkat nagymértékben leegyszeriisithetjiitk
azzal, hogy az eredetileg megfigyelt X ; értékek helyett a

X, — X; =t I oo
(1.1.1) IR e i e B
- 8 ==t 12N e LN
Gn. standardizdlt értékekkel dolgozunk, ahol
I .
Y=y A% J=L2 ...,n)
az X; véltozé 4tlaga,
[ & S -2 (G=12...n)
8, == N ,g‘l( Ji — /) » &y ’

pedig az X; viltoz6 szérasa. A z,; értékeket felvevs véltozokat z;-vel jeloljiik,
és standardizilt villozéknak nevezzikk. I standardizlt viltozok dtlaga nulla,
szbrasa pedig egy.
| A faktoranalizis abbél a hipotézisbél indul ki, hogy minden egyes standar._
dizdlt valtozé tovébbi hipotetikus véltozok, az Gn._fakiorok linedris fiiggveé-
L nyeként irhat6é fel. Ez a hipotézis matematikailag a

(1.1.2) s NE= Ak A UAu

S

linedris modell segitségével irhaté fel ahol
z = [z, 2, ...2,]* —la standardizdlt valtozék oszlopvektora,
k=[K,, K, .. IK,]* — az an. kozos faktorok oszlopvektora,
u=[U,,U,,...,U,1* — az Gn. egyedi faktorok oszlopvektora,

8 B valdszin(iségi viltozék egyiittes eloszlisira vonatkozéan nem tesziink ssmmiféle
megkdtést. A tovabbi targyalas sorfin az egyszer(iség kedvéért mindig e valészin(iség-
eloszlas empirikus jellemz6it hasznaljuk a megfelelé elméleti jellemz6k helyett.
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Av=1[a)pl(j=12...,n;, p=1,2,...,m) — a kozos faktorokra vonat-
koz6 egyiitthaték - az Un. kozos faktorsilyok
— mXm tipusu matrixa,

A, = {ay, a,, ..., a, )y — az egyedi faktorokra vonatkozé egyiitthatok
diagonalis matrixa,

A =[A,A]; f=[ku]¥
m pedig a kozos faktorok szdma.

Ezt a linedris modellt faktorsémdnak is szokés nevezni, a benne szerepld
A matrix pedig az un. sémamatric.
Az (1.1.2) modellt egy z; véltozéra részletesen felirva a

(].1.3) zj:ajl Kl ‘{—(szK.z-*—...‘{“a/'me‘{"fljU/: (j:1,2,...,7l)

alakt specidlis regressziés egyenletekhez jutunk. E regressziés egyenletek
specialitidsa egyrészt abban all, hogy a benniik szerepl§ fiiggetlen véltozok
olyan kozvetleniil nem mérhetés standardizdlt viltozok, melyekrél csak kozvetve
— az altalunk megfigyelt z; viltozokra vonatkozé z;; megfigyeléseken keresz-
tiil — nyerhetiink informéciét, s igy az (1.1.3)-ban szereplS ismeretlen «;,
és a; faktorsilyok nem hatdrozhaték meg a regresszids elemzés szokésos méd-
szereivel. Mésrészt itt olyan regresszids egvenletekrol van sz6, amelyek az
un. maradéktagot (hibatagot) ondlls valtozé, az un. egvedi faktor forméjaban
tartalmazzik, tehat melyekre nézve a tobbszoros korreldciés egviitthaté
értéke egy.

A faktoranalizis modellje még egy mésik szempontb6l is eltér az Gn. regresz-
szi6s modellektsl. Mig ugyanis a regressziés modellek egy-egv realizicidja
az (1.1.2)-hoz igen hasonlé.

y=Xb-+|e
formaban irhato fel, addig a faktoranalizis (1.1.2) modelljének egyv realizdcidja
g A )
(1.1.4) Z —AF = A K+ A
alakt, ahol
G o e s i ) - ZIN
el = | e
#2192 23N
_2”1 Zno « « « 2N

az n szdmu standardizalt véaltozénak a vizsgdlt sokasdg egyes egységeinél
megfigyelt z; értékeit tartalmazé n X N méretli matrix, amit a tovdbbiakban
a megfig JeléseA matrizdnalk neveziink,

K=[K,] és U= [Uy]
pedig a kozos, illetve egyedi faktoroknak a sokasig egységeire vonatkozé

3%
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Kp,. illetve U ; értékeibdl allo m x N, illetve n ¥ N méretii matrixokb és F =

= [K, UJ*. Az (1.1.2) modell egy (1.1.4) realizacidjanak z;; eleme részletesen
kilrva tehat a kovetkezo:

(3= 1, 25 o ; 5

Zji = Qj 1(]1' s gp) I{Zi e : (I'/m mi T @jf lj/i 4 1,2, . .,.ZV)

A faktoranalizis modelljénck (1.1.2) felirdsibdl lathato, hogy az abban
szereplé faktorok két nagy csoportba sorolhaték. A modellben egyrészt sze-
repelnek olyan faktorok, amelyck egynél tobb véaltozé leirdsihoz sziikségesek,
masrészt olyanok is, amelyekre csak egy véaltozé leirdsdhoz van sziikség.
Az el6bbieket Aozos /al\tmoMiaA (K,), az utébbiakat egyedi faktoroknak (U ;)
nevezzilk. Az egy valtozo leirdsédhoz wukbe;_,cs kozos faktorok szaméat az ‘1d(>tt
valtozd komplexitdsinak nevezzilk, ami az adott véaltozé bonyolultsiagdnak
kifejezGje. A modellben szerepld kozis faktorok szamarol (m) feltessziik, hogy
az joval kisebb a megfigyelt valtozék szamandl (n). Részletesebb vizsgdlatara
a kovetkez6 alpontban térek ki.

A kozos faktorok tjabb két csoportba sorolhaték. Az elsé csoportba azok
a kozos faktorok tartoznak, melyekre minden egyes valtozé linedris elGalli-
tasdhoz sziikség van. Lzeket dltalanos faktoroknak nevezzik. A méisik cso-
portba az egynél, tobb, de nem az osszes valtozéd elGallitdsihoz sziikséges,
csoportfaktoroknak nevezett kozos faktorok keriilnek.

A faktoranalizis modelljének ismeretében mar megfogalmazhatjuk a faktor-
analizis feladatat, céljit. A faktoranalizis feladata kettds: az egyik a kozis
faktorokra vonatkoz6 e, kozos faktorstlyok becslése, a mésik pedig maguknak
a faktoroknak az elallitdsa. Fz utébbi fe l.l(lat természetesen Lbd]\ az A,
matrix ismeretében oldhatd meg.

Miel6tt dttekintenénk a faktoranalizig kc t/ alapfeladatinak megoldasara
szolgalé médszercket, meg kell ismerkedniink” a faktoranalizis alapfogalmai-
val és az (1.1.2) modell legfontosabb tulajdonsdgaival is.

Konnyen belathaté ([6], 13. old.), hogy a j-edik standardizalt véltozo
o’-tel jelolt szérdsnégyzete az (1.1.2) modell alapjdn a kivetkez6képpen irhaté
fel:

o’ = af Pa,

ahol af az A teljes sémamatrix j-edik sora, a; pedig ugyanez oszlopvektor
formaban felirva, ¢s

(1.1.6) D - i O
0 EIL
ahol ®; = [rk,k, | & kozos faktorok m-edrend(i korrelicids matrixa.?

A @ matrix azért frhaté fel az (1.1.6) médon, mert az U; egyedi faktorokrél
minden esetben feltessziik, hogy egyméssal is és a kozos faktorokkal is paron-
ként korrelalatlanok, azaz ry WUy = 068 7y, = 0, ha i 5 j. A kozos faktorok
ezzel szemben lehetnek egymassal korreldltak és paronként korreldlatlanok is

f A K és U matrixok elemei termdészetesen nem figyelhet6k meg kozvetleniil.
?E, itt az n-edrend(i egységmatrixot jeloli.
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Ha a kozos faktorok paronként korreldlatlanok, akkor az (1.1.5) kifejezés
a kovetkezdképpen egyszer(isodik:

(1.1.7) of = afa z,a”,—!—al—.hQ -+ aj (=12, :.0)

mely eredmény a kovetkezGképpen értelmezhets. Minden véltozd szérds-
négvzete két részre bonthaté: az egyik rész az adott véltozd szérasnégyzeté-
nek a kozos faktorok Aaltal egyiiltesen megmagyardzhatd része, amit az adott
véltozé Lommunalitdsdnafk (I5) neveziink, a masik rész pedig az adott valtozd
szordsnégyzetének az eﬁvedl faktor altal megma(ryala/hato része a]), amit
az adott valtozé vgJ(((zseJenpl szokds nevezni. Csak utalni kivanok ra, hogy
ez utébbi részt — dltalaban becslésszertien — tovabbi két részre: a modell
adott megvalasztédsabdl, specifikdcidjabdl szdrmazd specifikdcids hibdra, és
a mérési pountatlansdgokbdl adéddé maradék hibdra szokds felbontani. Mivel
minden z; standardizalt véltozo rrj szbérasnégyzetének értéke 1, (1.1.7) fel-
frhat6 a
B+ af =1

maodon is. Kz a tény a magyarizata annak, hogy a megoldas sorén elegendd
csak a kozos faktorsulvokat meghatarozni.
A faktoranalizisben fontos szerepet jatszik a

(1.1.8) - 2—,(1”, (p=1,2,u%.5m)

mennyiség is, ami azt mutatja, hogy a p-edik kozos faktor milyen mértékben
jarul hozzd az Osszes vizsgalt valtozd szérdsnégyzetéher

Bizonyos esetekben — elsGsorban a faktorok elnevezésének megvalasztasa-
kor, ami a kapott megoldas értelmezésénck fontos mozzanata — sziikség van
az egyes valtozok ¢és a faktorok kozotti korrelicios egyiitthaték, azaz az

Sjp = rZ;Kp (.7 = 17 2»
p=1,2 ...m)

és az ryy, értékek ismeretére. Kzeket az értékeket struktira-egyitthatéknak,
a belélik felépils

. " 87 81 48
5:[5,‘., 5ul= 11 °12 im

a0 ...0
891829 s5 v 8gm O @y .

.0

SriSno e 8. 0 0. ;. @,

matrixot pedig sruktiramatrixnak nevezziik, amely az A sémamatrixhoz
hasonléan két részbdl: a kozos faktorokra vonatkozé struktiraegyiitthatékat
tartalmazé S, blokkLol, és az egyedi faktorokra vonatkozé egyiitthatokat
tartalmazé S, = A, blokkbdl tevddik 0Ossze.

Bebizonyithaté ([6], 32—34. old.), hogy az S struktiramatrix és az A séma-
matrix kozott az

(el S— A®, illetve S, = A, ®,
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osszefiiggés all fenn, ahol @ az (1.1.6) korreliciés matrix. Ebbdl az is lathato,
hogy péaronként korrelalatlan kozos faktorok esetén

5=A;

mivel ebben az esethen ® = E,,, . Ebbél az eredménybdl lathato, hogy
abban az esetben, ha a megoldés paronként korreldlatlan kozos faktorokbdl
all, elegend6 csak az A sémamatrixot meghatdrozni. Ezzel szemben, ha a
modellben korrelalt kozos faktorokat is megengediink, akkor a megolddsnak
mind a séma-, mind a struktdramatrixot tartalmaznia kell. Roviden ossze-
foglalva: a séma a valtozoknak a faktorokbdl valé ossztevédését mutatja,
a struktira pedig a valtozok ¢s a faktorok kozotti korrelacids egyiitthatokat
tartalmazza.

Az (1.1.2) modell, illetve annak (1.1.4) realizaciéja alapjin nemcsak az
egyes valtozok szordsnégyzetének felbontasara nyilik lehetGség, hanem lehetévé
vilik az egyes valtozék kozotti an. reprodukdlt korreldcids egyiitthaték meg-
hatdrozésa is, melyek alapjin megvizsgilhaté a faktoranalizis modelljének
valosdghtisége. Miel6tt megadnank a reprodukélt korreldcios egyiitthaték
definiciojat, néhany uj fogalmat kell bevezetniink.

Ismeretes, hogy a megfigyelt valtozék kozotti korrelaciés egyiitthatokbél
felépiil6 korreliciés matrix (R), a vizsgdlt viltozokra vonatozé megfigyelések
felhasznalasaval az

(1.1.10) R — - ZZ*
N

mdédon allithaté el6.® Ezt a tovabbiakban teljes korreldcids matriznalk nevezziik.
Ha a teljes korrelaciés matrix diagonalis elemeibdl rendre levonjuk az egyes
valtozék egyediségét, akkor az
2

(1:1:11) R,=R - A}
redulkdlt korreldacios matrizhoz jutunk. A redukélt korrelicios matrix (1.1.11)
definiciojabol jol lathaté, hogy annak diagondlis elemei éppen az egyes vil-
tozék kommunalitdsai. ‘

Tegyiik fel azutdn, hogy a vizsgalt valtozék halmazira nézve helyes az
(1.1.2) médon megfogalmazott hipotézis. Kz egyben azt is jelenti, hogy

(1.1.1:2) =AK+ A, U

all fenn, Kz az Osszefiiggés termdészetesen csak az A, matrix ismeretében irhato
fel. Helyettesitsiik ezutan (1.1.12)-t (1.1.10)-be Tgy a kivetkezs eredményre
jutunk:

(1.1.13) R, 7;4 (A, K+A, U) (A, K + A, U)*

* '3 %
e A’\' SI—{“' AT ‘{’ 2 AI\' K"[L Au Tt Au 'llj‘ Au
N N N

8 Bz a tény egyszer(ien a korreliciés egyiitthatdk definfeifjabol és a vizsghlt valtozdk
standardizaltsagibol kovetkezik.
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E3 ES
, illetve - nem maéas, mint a kozos,

K
Vegyiik most figyelembe, hogy ..

&

illetve egyedi faktorok korreldciés matrixa, pedig a kozos és egyedi
faktorok kozotti korrelacids egyiitthatokbdl all6 matrix. Mivel azonban az
egyedi és kozos faktorokrdl, illetve az egyedi faktorokrél is feltettiik a paron-
kénti korreldlatlansdgot (1.1.13) az

KK*

(1.1.14) R, — A, t A=A, @ A+ A2 - ADA*

alakba megy 4t, ahol @ az (1.1.6) korreldciés matrix. Az R,-rel jelolt matrix
az un. reprodukdlt korreliciés matriz. Elnevezését az indokolja, hogy az (1.1.14)
és az (1.1.13) egyenldségek teljesiilésének egyarant az (1.1.2) hipotézis helyes
sége a feltétele, itt tehat a teljes korreldciés matrix (1.1.2) modellen keresztiili
visszaszamolasardl, reprodukaldsarél van sz6.

Ezek utan kézenfekvé az (1.1.2) modell valésdghtiségének ellenérzése is.
Képezziik ugyanis az

(1.1.15) R=R—R,

rezidudlis matriznak nevezett kiilonbséget. Mivel az R = R, egyenléség tel-
jesiilésének feltétele az (1.1.2) s kovetkezésképpen az (1.1.12) pontos teljesii-
lése, a rezidudlis matrix elemeinek nagysdga lehetévé teszi a faktoranalizis
kiindulé hipozézise valésbghfiségének vizsgalatét.

A gyakorlatban dltaldban — késébb ismertetends okokbdl — megelégsziink
a redukdlt korrelaciés matrix (R;) reprodukalasaval is. Ilyenkor az (1.1.14)-
nek csak a kozos faktorokra vonatkozé

(1.1.16) R, = A, ® A}
részét tekintjiik, ami (1.1.9) felhasznaldsaval az
Rnh = SI.' AI: — A’r Sz

médon is felirhaté. Ha a kozos faktorok péaronként korreldlatlanok, akkor
(1.1.16) az

(1.1.17) R, — A, A%

alakba megy 4at, amit a faktoranalizis Thurstone-féle aloptételének szokis
nevezni.

Az egyedi faktorok figyelmen kiviil hagydsa esetén a rezidudlis korreldciés
matrix természetesen a redukalt korreliciés matrix és R, kiilonbségeként
adodik.

Sajnos annak megitélésére, hogy a rezidudlis korreldciés matrix elemei
szignifikdnsan kiilonboznek-e a nullatél, nem 4llnak rendelkezésre minden
megolddsi médszer esetén alkalmazhaté statisztikai prébak. Ehelyett kiilon-
boz6, gyakorlati tapasztalatokon alapulé kritériumokat szoktak adni ennek

eldontésére. Egy ilyen kritérium példéul a kovetkezd ¢
5, !

5
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ahol o7 a rezidudlis korreldciés matrix 7 (j, £ = 1, 2, . . . n) elemeibdl szami-
tott szérds. Az (1.1.18) teljesiilése esetén elfogadjuk az (1.1.2) forméaban kife-
jezett hipotézist, ellenkezd esetben pedig elvetjitk azt, és Gj modell szam-
szerlisitésével kisérleteziink.

1.2 A kommunalitisokrol

Ebben az alpontban egyrészt a kommunalitisok és a kozos faktorok sza-
manak kapesolatdval, masrészt pedig a kommunalitisok beceslésével foglal-
kozunk.

A faktoranalizis feladata gy is megfogalmazhatd, hogy minél kevesebb
szamu kozos faktor segitségével irjunk le egy adott valtozéhalmazt. Knnek
érdekében minden egyes eredetileg megfigyelt valtozot két egymdssal korre-
lalatlan valtozd osszegére bontjuk fel a

(1.2.1) zj=2] + 2] (7 =) 20 o )
modon  ahol
zy=apK, +apKy+ ... + 0Ky 68 2i=0alU; (j=1,2,..., n)

és eltekintiink a z; valtozok 2 komponensétGl. A z; viltozok z'; komponenseit
a tovabbiakban redukdlt vdaltozéknak, az azokra vonatkozé megligyeléseket
tartalmazé

/4 [,’,] (=l Sy SR, 4 o)
matrixot pedig - melynck elemei természetesen nem figyelhetGk meg kozvet-
leniil — a megfigyelések redukdlt matrizinak nevezziik. Konnyen beléthato,
hogy a redukdlt valtozok korreliciés matrixa az (1.1.11) redukdlt korreldcios
mafrix, ami felirhaté az

(1.2.2) R, —L-Z’Z’*

N
modon is. Az (1.2.2) alapjan azt is mondhatjuk, hogy a minél egyszeribb
faktoranalitikus megoldas elGallitasa érdekében lemondunk az eredetileg meg-
figyelt z; véltozok szordasnégvzetének, vagy mas kifejezéssel élve a z; valtozé
dltal tartalmazott informaciémennyiség cgy részérdl? A z; viltozok szérds-
négyzetének e figyelmen kiviil hagyott része az af egyediség.

Ez a magyardzata annak, hogy o kommunalitisok értéke és a kozos faktorok
szdma kozott szoros kapesolat van, aminek pontosabb megfogalmaziséra
csak az (1.1.2) modell geometriai interpreticiojanak megadasa utin térhetiink
ki.

A megfigyelések Z matrixanak

L* = [2jps 2w - - w2y) (U=12,...,n)

sorai az N-dimenzids euklideszi tér (jeldlése BN) n pontjanak tekinthetok.
Ezt az N-dimenzi6s teret, melynck koordindtatengelyei a vizsgalt statisztikai
sokasdg (minta) egy-egy elemét reprezentiljik, mintatérnek szokis nevezni.

* Amennyiben a zj vhaltozé altal tartalmazott informéaciomennyiséget annak o széras-
négyzetével mérjiik.
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Az is nyilvanvalé, hogy e pontok egy a mintatérbe bedgyazott legfeljebb
n-dimenzids altér, az un. vdltozdtér pontjainak is tekintheték. Ez a szemlélet
annak felel meg, hogy most a megfigyelések matrixanak oszlopait tekintjiik,
a valtozétér dimenzidjara vonatkozé megallapitis pedig egyszerien abbdl
kovetkezik, hogy a Z matrix rangja legfeljebb n, hiszen 4ltaldban n < N
teljesiil. A valtozétér koordindtatengelyei az egyes z; valtozoknak felelnek meg.

Ha a z; véltozdk linedrisan figgetlenek, azaz a Z matrix sorai linedrisan
fiiggetlenck, akkor a valtoz6tér n dimenziés, minden més esetben n-nél kisebb
dimenziéjt. A véltozdk ilyen értelemben vett linedris fiiggetlensége azonban
nem zarja még ki azok pdronkénti korreldltsdgat. A valtozék paronkénti
I\OI]C]allbd("ab()l viszont az kovetkezik, hogy legaldbb egy valtozd kézelitbleg
eléallithaté az Osszes tobbi linedris iugﬂvenvc]\ent Masképpen fogalmazva
a viltozok paronkénti korreldltsiga esetén legaldbb az egyikiilknek az Osszes
tobbire vonatkozd tobbszoros korrelacids egyiitthatéja elég nagy. Geomet-
riailag ez annyit jelent, hogy a valtozotér pontjainak helvzcu/t kisebb-nagyobb
mértékben megvaltoztatva elérhetjik azt, hogy mind az N mcgvaltoztatott
helyzetd pont egy n-nél kisebb dimenzidsszémi altérben helyezkedjen el.
A faktoranalizis feladata tehdt geometriailag fogalmazva az, hogv megkeresse
azt a legkisebb dlm(nnu.vamu un. kozos f(M!()Hch't amely még a valtozétér
minden médositott helyzetli pontjat tartalmazza. E moédositott helyzetii
pontoknak a valtozotér koordindtatengelyeire vonatkozé koordinatait a meg-
figvelések redukalt matrixdnak oszlopai, az egyes valtozoknak a kozos faktor-
tér kozos faktorokat reprezentald koordinatatengelyeire vonatkozé koordinatai
pedig az A, sémamatrix soraibél olvashatok ki. Mig a véltozétér dimenzio-
szdmat a Z matrix rangja, addig a kozos faktortér dimenzidszamat, melyet
a tovabbiakban m-mel jeloliink, a Z" matrix rangja hatarozza meg.

[Eddigi fejtegetéseinket a megfigyelésck Z matrixdra alapoztuk. Mivel azon-
ban a faktoranalizis alapadatail a legtobbszor a vizsgdlt valtozdk kozott
mecfigyelt korrelicids egyiitthatok képezik, ezutdn kiovetkezd Allitasainkat
célszeriibh a teljes, illetve redukalt korreliciés matrixra alapozni. Ennek
lehetdséedt az adja meg, hogy mind a teljes, mind a redukalt korreldciés
matrix un. Gram-féle matrix, melynek rangja megegyvezik a 24, illetve Z’
matrix rangjaval. ([10], 124. old.)

MielGtt megfogalmaznink a kozos faktortér dimenzidszamara vonatkozo
tételt, megjegyezziik, hogy a faktoranalizis és a komponenselemzés'® egységes
targyalhatésaga dérdekéhen a tovabbiakban a teljes korrelaciés matrixot
specidlis redukélt korreldcios matrixnak, a megfigyelések matrixat pedig
megfigyelések specidlisan redukdlt matrixdnak tekintjiik.

A kozos faktortér dimenzidszdma (m) az aldbbi tétel alapjan hatdrozhaté

meg:
Ha a redukalt korrelaciés matrix rangja m, akkor a benne szereplS korrela-
cids egyiitthatokat 10I]cs mdértékben reprodukéld, linedrisan fiiggetlen kozos
faktorok legkisebb széima m, azaz a kozos faktorok tere legs Jdabb m dimenziés
([6], 64. old.)

Mivel a redukdilt korreldcigs matrix rangja a kommunalitdsok alkalmas
megvilasztdsa esetén kisebb a teljes korreléiciés matrix rangjanél, tételiink
szerint a kozos faktorok szaméara nézve mindig teljesiil az

] s m - I

" A komponenselemzés modelljét az 1.3 alponthan ismertetem.
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egyenlGtlenség. A kozos faktorok szdméra vonatkozé hipotézis helyessége az
(1.1.18) kritériummal ellendrizhets, bar egyes faktoranalitikus megoldasokra
vannak ennél joval egzaktabb kritériumok is [16].

Annak, hogy az (1.1.18) kritérium nem teljesiil, két oka lehet. Az egyik
az, hogy kevés kozos faktort vettiink be (1.1.2) modelliinkbe, a mésik pedig
az, hogy nem igaz az (1.1.2) modellbe foglalt linearitdsi hipotézis. Arrél, hogy
a két ok kozii) melyik forog fenn, csak tgy lehet meggy6zddni, hogy a kozos
faktorok szamét noveljiik, és ismételten ellendrizziik, hogy teljesiil-e (1.1.18).

Mivel a késGbb ismertetendé faktoranalitikus megoldasi mddszerek egy
része feltételezi a kommunalitdsok el6zetes ismeretét, roviden foglalkoznunk
kell a kommunalitdsok becslésével is. Az eddig elmondottakbdl kovetkezik,
hogy elvileg olyan mazimdlis kommunalitisok meghatérozdsa lenne a cél,
amelyek minimalizdljik a redukalt korreliciés matrix rangjat azon feltétel
mellett, hogy R, pozitiv definit. Kz ugyanis annak a biztositéka, hogy mini-
malis szdmu kozos faktorral magyardzzuk meg valtozdink szérédsnégyzetének
maximélis hanyadat, azaz a viltozék minimdalis szdmua kozos faktorral vald
leirdsa minimdlis informéciéveszteséggel jarjon. K feltételes szélsGértékfeladat
azonban csak igen szigoru, a gyakorlatban szinte sohasem teljesiilé feltételek
mellett oldhaté meg. Ezért a gyakorlathan csak ezen elvi optimumot kozelitd
becslésekrdl lehet sz6.

A kommunalitésok részleges vagy teljes moédon becsiilheték. Mig a részleges
becslések a teljes korreldciés matrix nem-diagondlis elemeinek csak egy részét,
addig a teljes becslések a nem-diagondlis elemek Osszességét haszndljak fel.

A legegyszer(ibb részleges becslési eljards az, amikor a 47 kommunalitdsnak
a zj valtozé és az azzal legjobban korreldlé véltoz6 kozotti korreldcids egyiitt-
hatét tekintjiik, azaz

(1.2.8) = maxry
i#]

Egy masik, ugyancsak e csoportba tartozé becslési eljards a
ri?
7 Bis el 0 11
(1.2.4) R L
T

un. triddok alkalmazdsa, ahol a z, és z a z;-vel legjobban korreldléd két valtozo.
Az egyik legegyszeriibb teljes becslés a kovetkezs:

n 2
(k%;rj")
(1.2.5) ht = "i e (k 5 j; k = 1)
"y Xru
k=1I=1

Végiil a kommunalitdsok ,lehetd legjobb” becslésének az adott z; valtozé
Osszes tobbi valtozéra vonatkozé tobbszoros korrelacios egyiitthatéjanak
négyzetét tekintik, ami az

1

(1.2.6) Ry =1— 5

médon hatirozhaté meg, ahol #/ a teljes korreldciés matrix inverzének j-edik
diagonélis eleme. Ennek az a magyardzata, hogy Dwyer bebizonyitotta az
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(1.2.7) Bl £ (j=1,2,...,n)

egyenlGtlenséget és azt, hogy (1.2.7) akkor teljesiil egyenléség formajaban,
ha a redukélt korreldciés matrix rangja miniméalis.!!

1.3 A faktoranalizis megolddsi mddszerei

A faktoranalitikus mddszerek attekintése el6tt célszerti a jfaktoranalizis
és a komponenselemzés kozotti kapesolat tisztdzdsa. A komponenselemzés a
faktoranalizis azon spceidlis esete, amelyben minden egyes valtozé kommuna-
litdsa egy. Ez azt jelenti, hogy minden véltozé teljes szérdsnégyzetét meg
kivanjuk magyarazni a kozos faktorokkal, azaz a redukdlt korrelaciés matrix
helyett a teljes korreldciés matrixbdl indulunk ki. Ez azt jelenti, hogy az
(1.1.2) modell helyett

Z:A/‘.'k

modellbd] indulunk ki, ami esak-kozos faktorokat tartalmaz. K médszer nem
a valtozdk szémianak csokkentését, hanem olyan Gj vdltozdk bevezetését
tlizi ki célul, amelyen paronként ortogonalisak és egyre csokkend mértékben
jarulnak hozzé az eredeti viltozok szérdsnégyzetéhez. Ez igen hasonlé az
alapvetd faktorok mdédszerének célkitiizéséhez, aminek részletes ismertetésére
a kovetkezd alpontban térek ki.

Az ezutdn kovetkez$ rendszerezés csak a fakioranalitikus megolddsokra
vonatkozik. K megolddsok két nagy csoportba, a kézvellen megolddsok cso-
portjaba és az Gn. leb,,armadatott megoldédsok csoportjiba sorolhaték. Ez utéb-
biak az elbbiekbdl ortogondlis transzforméciéval szarmaztatott megolddsok,
mig az el6bbiek kozvetleniil aredukdlt korreldciés matrix alapjan hatdrozhaték
meg. A leszdrmaztatott megolddsoknak az a céljuk, hogy egy valamilyen
kozvetlen mddszerrel méar meghatdrozott A sémamatrixbdl kiindulva egy
adott tulajdonsigokkal rendelkezd, tobbnyire az A-ndl eg gysze riibb szerkezet
gémamatrixii megoldést szolgdltassanak. A Thurstone-féle tn. eqyszertl struk-
irdlk is ilyen leszarmaztatott megolddsok, melyekre az jellemzd, hogy séma-
matrixuk a lehetd legnagyobb szdmu zérust tartalmazza. Ilyen | egyszerii
struktirdkhoz” tobbnyire csak paronként korrelalt kozos faktorok megenge-
désével lehet eljutni. A leszarmaztatott megoldasok léte azt bizonyitja, hogy
nem létezik egyértelm( faktoranalitikus megoldds, mert barmely adott meg-
olddson egy ortogondlis transzformaciot vérehajtva Gjabb megolddshoz jutunk.

A kozvetlen megoldasok két szempont szerint rendszerezhetSk. Az elsé
szempont a megoldds alapjat képez6 modell valtozéinak komplexitisa. Esze-
rint egy-, két- sth. faktoros megoldésokrdl beszélhetiink.

A rendszerezés mésik szempontja az, hogy a megoldas igényeli-e a kommu-
nalitdsok elGzetes becslését vagy nem. A kommunalitdsok elGzetes becslését
igényl megolddsok csoportjiba tartozik az alaprets faktorok médszere (Principal
Factor Solution), melynek részletes ismertetésére a kiovetkez aljontban térek
ki, valamint az Gn. centroid médszer, mely az elébbihez kozeles$ eredménye-
ket szolgdltat. £ mddszert eredetileg az alapveté faktorok médszerének nagy
szdmitdsigénye miatt dolgoztéik ki, jelentésége azonban az elektronikus szémito-

1 Lasd: DwyER, P. 8.: The Contribution of An Orthogonal Factor Solution to Multiple
Correlation (Psychomvtnka 4 (1939)).
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gépek megjelenése ota csokkent. E médszercket igen sok szerzé csak elozetes,
kiindulé megoldésoknak tekinti, melyek aztan valamilyen leszarmaziatott
megoldas alapjat képezik. Végiil e csoportba tartoznak az tn. tobbfaktoros
megoldasok is, amelyek egymast ,,atfedé” csoportfaktorokat is tartalmazhat-
nak, tehdt egy valtozd leirasiban egynél tobb csoportfaktor is szerepelhet.

A kommunalitisok elézetes beeslését nem igényls megoldasokat csak a
megolddsok rendszerezésének elsG  szempontja szerint szokds megkiilon-
boztetni.

Ugyancsak a kozvetlen megolddsok kozé tartozik a faktorsialyok Lawley-t6l
szairmazo, maximum likelihood mdédszeren alapulé beeslése, ami azonban
szigortan véve nem tartozik a kozvetlen megoldisok egyik nagy csoportjiba
sem.

Itt kivanom végiil megjegyvezni, hogy véleményem szerint nem sok értelme
van a paronként korrelalt kozos faktorokat tartalmazé megoldasoknak, mert
ez igen megneheziti a kapott eredmények értelmezhetlségét. Részben ez az
oka annak is, hogy a faktoranalizis szaimos megoldasi modszere koziil csak az
alapvets faktorok modszerét ismertetem részletesen.

1.4 Az alapvets [faktorok mddszere

A faktoranalizis mddszerei kétféle médon alkalmazhatok. Az elsé esetben
rendelkeziink valamilyen elézetes, @ priori modellel a vizsgalt jelenségre
vonatkozéan, s ilyenkor a faktoranalizis feladata e modell paramétereinek
becslése, s az a priori modellel felirt hipotézis helyességének ellenGrzése. Ez
utébbi eélra részben az (1.1.18) kritérium, részben pedig kiillonb6z6 matema-
tikai statisztikai probak allnak rendelkezésre. A masadik esetben nines semmi-
féle elképzelésiink az dltalunk vizsgdlt jelenség modelljére vonatkozéan, s
“tppen e modell megkerescésére a faktoranalizis célja. A faktoranalizis megol-
dasi modszerei koziil e célra véleményem szerint az alapvets faktorok mod-
szere a legalkalmasabb, s elsGsorban ezért tartom sziikségesnck e moddszer
részletes ismertetesét. Kzt indokolja tovabbd az elGzG alpont végén emlitett
tény is, melvbsl szamos a 2. részben ismertetendd el6ny szarmazik.

Az alapvetd faktorok moédszere olyan kozos faktorok meghatirozasit tiizi
ki célul, amelyek

1. a lehetd legnagyobb mértélcben jarulnak hozzd az osszes vialtozé

n m
(L4.1) H~ 3= 3V,
j:;] p=

teljes kommunalitasihoz,

2. a lehetd legjobban megkozelitik a reprodukéalandé redukalt korrelaciés
matrixot (R,-t), ¢s

3. paronként ortogondlisak.

Mivel az ezvlan kovetkez eljards lényege az lesz, hogy a kozos faktorokat
egyenként, nz dsszes viltozd I? teljes kommunalitisdhor: vald hezzdajarulasuk
nagysagdinak csokhoend scrrendjében hatirozzuk meg, meg kell vizsgilni azt,
hogy az egyes kozos faktorok milyen szerepet jatszanak az elsG két kritérium
teljesiilésc¢ben. Nyilvanval6, hogy ilyen szempont szerint az c¢lsé kritérium az
(1.1.8)-cal definialt V, (p == 1,2, ..., m) mennyiségek egyenkénti maximali-
zalasat jelenti.
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A miésodik kritériummal kapcesolatban elGszor is azt jegyezzilk meg, hogy
a redukalt korreldciés matrix ,lehet6 legjobb” megkozelitésén a legkisebb
négyzetek modszere értelmében vett kozelitést értjik. Ami az egyes kozés
faktoroknak a mésodik kritérium teljesiilésében betoltott szerepét illeti,
konnyen beldthaté, hogv a faktoranalizis (1.1.17)-tel felirt Thurstone-féle
alaptétele felirhaté az

m

m
(142) Rr(h o Z‘ a[' a; 2/‘ Q!f‘
p=1 p=1

alakban is, ahol a, az A, kozos sémamatrix p-edik oszlopa, és a,a; = Q,.
Ez a felbontas pedig éppen az egyes kozos faktoroknak a redukalt korrelacids
matrix!? reprodukaldsidban betoltott szerepét mutatja.

Mint latni fogjulk, a harom ienti kritérium koziil az els¢ és az utolséd el is
hagyhatd, mert azok teljesiilése a masodik teljesiilésébd] antomatikusan kovet-
kezik. Els6 lépésként ezért egy olyan K, kozos faktort keresiink, ami a lehet6
legnagyobb mértékben résztvesz a redukélt korreldcidés matrix reprodukald-
sdban, azaz amelyre nézve az %

~

1

VA

8, =
J

L

n
2/'] (rj — @y @iq)? (rj; = h3)

A
1k

eltérés-négyzetosszeg minimdlis. Az egyszerliség kedvéért irjuk fel S;-et az
g el — 4 (R2 * *
(1.4.3) Sy =1tr[(R, — a,a}) (R, — a,a})] = &r(R}) — 2aiR,a, + (ata,)?

madon,*  ahol a; az A, kozos sémamatrix elsd oszlopa.
Elvégezve (1.4.3) a, szerinti derivilisat, és a deriviltat 0-val egyenlévé
téve, majd az igy kapott egyenletet rendezve:

(1.4.4) (R, — 7,E)a, = O,

ahol 2, = afa,. Arra az eredményre jutottunk tehat, hogy a 2. kritériumnak
elegettevd a, vektor az R, matrix egyik sajatvektora. Az (1.4.4)-bdl adédé

(1.4.5) Rya,= J, 4,
Ogszefiiggést figyelembe véve (1.4.3) az
8; = w(R]) — 2

alakba megy dt. Tekintettel arra, hogy egy szimmetrikus pozitiv definit, illetve
pozitiv szemidefinit matrix sajatértékei pozitiv, illetve nem-negativ valds
értékek, az S, eltérés-négyzetiosszeg csak abban az esetben lehet minimélis,
ha 2, az R, matrix legnagyobb sajatértéke. Az a, vektort teh4dt az R, leg-
nagyobb sajatértékéhez tartozo6 sajatvektorok halmazabdl kell kivélasztanunk,
amit az els6 kritérium figyelembevételével tehetiink meg. Ugyanis a maxima-
lizdlandé V', mennyiség éppen 1, gyel egyenls, amibél az kiovetkezik, hogy az

¥ Abban az esetben, ha komponenselemzést véoziink, a redukdlt korreldciés matrix
szerepét a teljes korreldcids matrix veszi dt. ’

WA tr(A) jelolés az A kvadratikus matrix nyomdt jelenti. Egy kvadratikus A matrix
nyomén az A matrix diagondlis elemeinek sszegét értjiik. Szokdsos még a matrix nyomé-
nak Sp(A) jelolése is.
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els6 két kovetelménynek egyiittesen elegettevi a, vektor az R, matrix leg-
s Py 73 ) 3 [ Ty Al ) sz P 7
nagyobb 7, sajatértékéhez tartozé | A, hossztisigu sajatvektor. Vegyiik észre,
hogy az a, ilyen megvéilasztisa esetén a harmadik kovetelménv is teljesiil,
s L Ao it . -
mert a sajatvektor definiciéja értelmében a, = O nem allhat fenn.
Az A, matrix méasodik, a, oszlopanak mechatarozisa az a, meghatérozisihoz
k % do pa i
képest azzal a kiilonbséggel torténik, hogy R, szerepét az ‘

(1.4.6) R, = R, — a, a}

Un. elsé rezidudlis korrelicids matriz veszi at. Az el6zéekhez teljesen hasonléan
belathatd, hogy az elsd két kritériumot egyszerre kielégité a, vektor az R,
matrix 2, vel jelolt legnagyobb sajatértékéhez tartozo ‘/,1 h()ssyusagu sajat-
vektor, ahol 4, = a¥a,. Konnyen igazolhat6, hogy az igy kapott a, vektor
ortogonalis az el6bbi a, vektorra.

Az A, oszlopai tehit, most mar dltalinosan fogalmazva, a kivetkezSképpen
hatdrozhaték meg. Definidljuk az s-edik rezidudlis korrelacios matrixot az

s s
(1.4.7) R,=R,— Jaa}=R,— Y Q,
p=1 p=1

(s=0,1,...m —1)
elirdssal, ahol R, = R;. Az A, matrix (s + 1)-edik oszlopa ekkor az
(1.4.8) Seir = tr[(Rs — agy,a8,) (Ry - agy,a8,))
(8=20,1,2,...,m+1)

eltérés-négyzetszoget minimalizal6 ag,, vektor. Az a; meghatdrozasihoz telje-
sen hasonléan eljarva belithaté, hogy ay,, az R; matrix legnagyobb,
Agiq = a_;-)-l Ayq s.ajiitél"t(‘kéhcz tartozo, V).SJF,’ l\()sszdszigli sajatvektor. Teljes
indukéciéval bebizonyithat6, hogy az egymdst kovetd

Wy Wy v x5l

vektorok paronként ortogondlisak.
Aza,(p=1,2,. m) vektorok paronkénti ()lL()L()lIdllt{Lhal«L tamaszkodva

az is konnyen l)('biznnylth.lt(), hogy az elébbi eljirds sordn adédé

PR W S

sajatértékek mindegyike egyben az R, redukdlt korreldciés matrixnak is
sajatértéke, s fgy nincs sziikség az eljards soran az egymdst kovetd rezidudlis
korreldciés matrixok meghatdrozdsira.

Az utolsé R,, rezidudlis matrixrél a sajatértékek négyzetosszegére vonat-
kozé ismert tétel ([1], 224. old.) felhasznéldsdval bebizonyithatd, hogy értéke
0, azaz a fenti eljards teljes mértékben reprodukdlja a redukalt korreldcios
matrixot.

Ezzel az 4ltalunk kitiizott feladatot matematikailag megoldottnak tekint-
hetjiik. Kaiser szerint az A, kozos sémamatrixnak csak az R, matrix 1-nél
nagyobb sajatértékeihez tartozé oszlopait érdemes meghatérozni, mert az
ezekhez tartoz6 kozos faktorok az egyes véltozék kommunalitdsit esaknem
teljes mértékben megmagyardzzak. Ily médon eljarva a kozos faktorok szdma
az eredeti valtozok szdmdnak altaldban 1/6-—1/3-a.
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A faktoranalizis modszerdt ismertetd rész befejezéseként a paronként
korrelalatlan kozos faktorokat tartalmazé faktoranalitikus megoldds meg-
addsdnak szokésos tdbldzatos formajat ismertetem.

—_— — - — | ‘ -
|
Osszesen ‘ X >< y £ i
oo P B T T

. @Lmaegyutthaték Kommunahté»a
Viltoza [ i Szamitott Kﬁlénbség
@ Kredeti
1 2 ) 4
’ I L Z af, (= 2 "/p
[ 2=
| |
1 ’ a5 Q12 T
2 | ay dys S ! o
n B ,, any aAng { Anm

A faktorok hozzai-
jaruldsa (V)
Az eredeti teljes
kommunalitds | l
Y, -dban | \

2. A kozgazdasagi alkalmazas lehetéségeirdl

A faktoranalizis kozgazdasigi alkalmazisanak lehetbségél elsGsorban a koz-
gazdasigi jelenségek bonyolultsiga, dsszetett volta adja meg. A faktoranalizis
alkalmazdsa ugyanis elsGsorban olyan esetekben vezethet hasznos eredményre,
amikor a vizsgalatba vont viltozok szoros sztochasztikus kapesolatban allnak
egymissal, kolesonosen fiiggenck egymdstol. Ellenkezs esetben, tehat fiigget-
len véltozok esetén csak egyszertien arrél van sz, hogy egy sor bonyolult
szdmitds utdn magukat az eredeti valtozokat kapjuk vissza kozos faktorok-
ként. Az ilyen felesleges szdmitdsok azonban a vizsgdlt valtozék korrelicios
matrixdnak el6zetes vizsgalata alapjin elkeriilhetok.

A faktoranalizis legjellegzetesebb kozgazdasigi alkalmazisai az alabbi
hdrom csoportha sorolhaték ([11]):

1. a valtozdk szadmanak csokkentése,

2. osztdlyozési (csoportositasi) feladatok megoldésa,

3. indexsilyozési feladatok megolddsa.

Az egyes alkalmazdsi teriiletekkel itt elsdsorban elméleti szempontbél foglal-
kozom, a konkrét gyakorlati alkalmazisokkal kapesolatban a téma egyre
jobban boviil§ irodalméra utalok. Az egyes alkalmazési teriiletek részletesebb
ismertetése elétt kiilon alpontban foglalkozom a faktorok értelmezésével.

2.1 A faktorok elodllitdasa és értelmezése

Ebben az alpontban elszor a faktorok véltozékkal torténé elSdllitasat
ismertetem. Ekkor célszer(i az aldbbi két eset megkiilonboztetése.
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1. Komponenselemzés: Ekkor a kozos faktorok szima n, s azok egvértelmiien
eléallithatok a z; valtozok linedris kombinacidjaként a

(2.1.1) k=4A'z=Alz

formula alapjan.’ Mint az mar ismeretes, a komponenselemzés esetében
nincsenek egyedi faktorok.

2. Faltoranalizis: Tekintettel arra, hogy ebben az esctben a megoldés
egyedi faktorokat istartalmaz, nem lehet sz6 a faktorok egyértelmi elGalli-
tasarol. Itt a faktorok eldallitdsanak egyik legegyszeriibb mddjat, az dn.

regresszios mddszert ismertetem. ([6] ég [16]) Ebben az esetben — a levezeté-
sek mellGzésével
(2.1.2) f=8*R"1z=a A*R-1z,

ami paronként korreldlatlan kozos faktorok esetén az
(2:1.8) f=A*R 1z

alakba megy at. Az f jelolés mindkét esetben arra utal, hogy itt a faktorok
egy lehetséges beceslésérdl van sz6.

Mivel ezen elGallitds egyértelmiisége nem jelenti feltétleniil azt, hogy egy
faktor elGéllitasdban csak egy valtozd szerepel, a faktorok értelmezhetéségének
probléméjat célszerti mindjart az m <" n esetre vonatkoztatva targyalni.

Ha a kapott eredményeket valamilyen jelenség kozelitésére, elGrejelzésére
kivanjuk felhaszndlni, akkor nines is feltétleniil sziikség a kapott faktorok
értelmezésére. Ilyen volt a helyzet bevezetd példdink esetében is, amikor elss-
sorban az dltaldnos faktorok szémara vonatkozé hipotézis helyessége birt
donté jelenséggel. Ennek eldontdse utdn mér szinte ,,mdgfll()l” adodott a
kapott eredmény értelmezése. Ugyanez a helyzet akkor is ha a faktoranalizist
egy a priori modell helyességének ellenérzésére kivanjuk felhaszndlni. Mds a
helyzet azonban akkor, ha a kapott eredményeket valamilyen jelenség koz-
gazdasdgi elemzésére, mélyebb megismerceére kivanjuk felhaszndlni. Ekkor
ugyanis Ohatatlanul szembekeriilimk a faktorok értelmezésének, interpreté-
lasdnak problémdjaval. Ilyen esctekben dontd jelentdségli az, hogy sikeriil-e
a kapott faktorokat valamilyen kozgazdasidgilag értelmezhetd, esetleg kozvet-
leniil megfigyelhets véltozéval azonositani.

A faktorok értelmezésének alapjat a faktorok véltozok segitségével torténd
(2.1.2) elédllitisa, és a megoldds szerves részeként adédé struktiramatriz
vizsgalata képezi. Ha a iu]dmok (2.1.2) elGallitasat megvizsgdlva azt tapasz-

d]jlll\, hogy az egyes faktorok olyan diszjunkt véltozéesoportok lineéris
kombindcidi, hogy az egyes csoportokba tartozé véltozéknak létezik valami-
lyen lényeges kozos jellemzbje, s a kiilonbozs véltozéesoportok kozos jellem-
z6i mind kiilonbozdk, akkor a faktorok rendre a hozzdjuk tartozé vdaltozé-
csoportok kozos jellemzéivel azonosithatdk.

Ha ez a feltétel nem teljesiil, akkor azt a tényt haszndlhatjuk fel a faktorok
értelmezésére, hogy tekintettel a vdltozék és faktorok standardizédltsdgdra
az egyes faktoroknak a valtozokbdl valé dsszetevidését mutaté szorzékonstan-
sok nagysdga ¢ppen az egyes véltozék faktorok kialakitdsiban jatszott szere-

WAz A = A} egvenlbség a kizos faktorok paronkénti ortogonalitisabol kovetkezik.
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pénck fontossdgdt mutatjdk. Erre tdmaszkodva pedig kivalaszthaté az adott
faktor értékeinek alakuldsit a legdontébb mértékben befolydsolé véltozd.
amivel az adott faktor azonosithaté.

Tekintettel arra, hogy itt mar csak paronként korreldlatlan kozos faktoro-
kat tartalmazé megoldasokkal foglalkozunk ez az eljaras azzal egyenértékii,
hogy az adott faktort a vele legszorosabban korrelal6 valtozéval azonositjuk.

Ha a faktorok véltozdkkal torténd azonositdsakor a faktorok ‘és a valtozoi
kozotti korreldciés egyiitthatékat vessziik ‘xlapul akkor sok esetben igen
hasznos lehet az alapvetd faktorok mddszerével kapott megoldast kitndulo
megolddsnak tekinteni, s abbdl egy ()1100‘()nd]15 transzformacié segitségével
egy Ujabb megoldast szarmaztatni. K. A, Schiffer véleménye szerint ([12])
erre a célra a Kaiser-t6l szarmazd varimax-mddszert érdemes alkalmazni. Az
e maédszerrel kapott megoldds igen kozel &1l a mar emlitett ,egyszerl strukta-
réhoz”, ami sokszor igen megkonnyiti a kapott eredmények értelmezését.
A varimax médszer ismertetésére nem térek ki, részletes leirdsa pl. a [6]-ban

taldlhaté meg.

A kapott eredmények értelmezésénél felmeriil6 nehézségek véleményem
szerint elsGsorban a kozeliteni kivant kozgazdasigi jelenségek rendkiviil bonyo-
Iult természetébdl fakadnak. A faktoranalitikus megoldasok éppen arra
mutatnak ra, hogy a kozgazdasigi jelenségek annyira osszetettek, hogy csak
in. osszetett véltozok segitségével kozelithet6k. Az értelmezésiiknél felléps
nehézségek ellenére gy vélem, hogy a faktoranalizis egyrészt a kozgazdasagi
jelenségek modellezésének igen lntckonv .sog_wdeszkozc lehet, masrészt pedig
jol felhaszndlhaté az egyes jelenségekre adott — sokszor igen semmitmond6 —
definiciok pontosabbd tételére is. A faktoranalizis ilyen ]ellcg alkalmazhaté-
shgdrél a kovetkezd két alpontban lesz szé.

2.2 A wvaltozdk szdmdnak csokkentése
A kozgazdasigi elemzések soran ma mér egyre gyakoribb az un. regresszids
modellek alkalmazisa. Ezek koziil is a leggvakoribb az
(2.2.1) =XB+e
linearis modellek alkalmazasa, ahol
— *
1.5 W ¥p polind® g, < s -
az credményvéltozéra vonatkozé N megfigyelést tartalmazé
oszlopvektor
[l =02 T eV A9 =200 e
— a modellben szereplé n magyardzé véltozéra vonatkozd meg-
figyeléseket tartalmazé N Xn méretdi matrix

[Pas Bas = wor Bpd*

— a modell ismeretlen paramétereit tartalmazé oszlopvektor

-

e = "[esie, !l e ]®
— az un. hibavektor.

A modellben szereplé Y, X, X,, . . ., X, valtozokrél feltessziik, hogy azok
standardizalt formdban adott valdszinliségi valtozdk, melyek egyiittes elosz-

4 Szigma
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lasanak sirdségfigevénve f(Y, X, X,, ..., X,). ¥V feltételes varhato értéke
pedig

B(Y | Xy =2, Xy =%y .., X = 2,) = [(&3, Bgs - « -, Ty By Bas - - o+ )

alaku, ahol a -k ismeretlen egyiitthaték, az x-k pedig az egyes valdszinfi-
ségi valtozok rogzitett értékei. A (2.2.1) modell ezen Un. elméleti regresszio-
iumrveny linedris kozelitése.

A (2.2.1) modellben szereplé B paramétervektor legkisebb négyzetek mod-
szere szerinti becslése,

b (X*X)"1X*y
alaku, ami azt jelenti, hogy a (2.2.1) elméleti modellt az
(2.3.2) - y=Xb+e

formaban becsiiljik, ahol e =y — Xb.

Kénnyen belathato, hogy a f; regresszids egyiitthatok e becsléseinek vari-
ancidja akkor lesz minimélis, ha a magyardz6 valtozok paronként korreldlat-
lanok. Kz azonban a kozgazdasigi g,yakor]atban csak igen ritkdn teljesiil.
Sokkal inkabb jellemzé a magyarizé véaltozok péaronkénti korrelaltsiga,
aminek kovetkezményét mar az 1.2 alpontban emlitettiik. E jelenség az iro-
dalomban multikollinearitis néven ismert.

A multikollinearitas fellépése azonban nemcsak a regresszids egyiitthatok
hibajat noveli meg, hanem megneheziti a magyarizo valtozok hatdsinak szét-
valasztasat is, ami mar kozgazdasagi probléma. A magyardzo valtozok hatdsd-
nak szétvalaszthatatlansiga ugyanis azt jelenti, hogy nem, illetve csak erds
fenntartasokkal adhaté meg a regresszids egyiitthatok szokdsos értelmezése.
Minél erésebb fokd a multikollinearitdas, anndl inkdbb szémolni kell a je-
lenlétébdl adédo karos kiovetkezménnyel.

Ha a modellben szerepld valtozékra vonatkozd megfigyelések adott szdma
(V) mellett noveljiik a modell viltozéinak sziméat, akkor ezzel parhuzamosan
egvre novekszik a multikollinearitis veszélye is. rppcn ezért a valtozdk
szamat ésszeriien kell megvilasztani. A véltozok ésszert, ,,optimdlis” szdmdt
igen nehéz pontosan definidlni. Célszer(i azonban optimalitdsi kritériumnak a
tobbszoros (l( termindcios egyiitthato a _tobbszoros korrelicios egyiitthato
Negy Zotene oIt ekinti. Ha azonban a tobbszoros delerminicios egyiitt-
hato értékét mindon megkotés nélkiil maximalizalndnk, akkor ez a viltozok
szaménak minden hatdron tali novelését igényelné, ami viszont a multikolli-
nearitds fokdnak novekeddését is maga utdn vonnd. Izzel szemben ha a tébb-
szoros determindcios egyiitthatd értékét azon feltétel mellett maximalizdljuk,
hogy a modellbe keriill6 magyarizé viltozok péaronként korrelilatlanok
legyenek, akkor a feltétel egyrészt gitat szab a magyarizé véltozok szdma
minden hatdron tuli novekedésének, masrészt a mulfikollinearitést is kikii-
szoboli. Ez az optimalitdsi kritérium igen hasonlé az alapveté faktorok méd-
szerénél alkalmazotthoz. Hangsdlyozni kivanom, hogy ez a kritérium csak
a valtozok optimalis szdmahoz valé kozelités egyik lehetséges médja, s korant-
sem oldja meg teljesen a problémat. Mindenesetre a vézolt kritérium elég
ésszertinek latszik.

Ha elfogadjuk az el6bbi kritériumot, akkor kézenfekvinek létszik az a
gondolat, hogy a (2.2.1) modellben szerepl§ magyarazé véltozékat azok péron-
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ként korreldlatlan kozos faktoraival helyettesitsiik. Kz az alapgondolata az
M. G. Kendalltdl szdrmazdé Gn. mesterséges oriogonalizdlds mddszerének.

Induljunk ki a modellink szempontjabél szébajohet8 maximélis szdmt
magyardzé véaltozobdl, s jeloljiilk ezek halmazit X-szel. Tekintsiik ezutén
az X valtozéhalmaz

(2.2.3) x=Ak+A,u=Ak+v

el¢dllitdsdt, ahol az alkalmazott jelolések pontosan megegyeznek az 1.1
alpontban hasznéltakkal, v pedig az egyedi faktorok elhanyagoldsabdl adédé
hibat jelenti. Ha a (2.2.3)-ban szerepl$ kozos faktorokat az 1.4 pontban ismer-
tetett alapvetd faktorok mdédszerével hatéroztuk meg, akkor ez azt jelenti,
hogy a (2.2.1) modellben szereplé magyardzé véltozékat paronként korreld-
latlan mesterséges valtozékkal helyettesithetjiik. Fogalmazzuk meg ezutin
a (2.2.1) modell

(2.2.4) y=K*o+} 8

médositott vdltozatdt, amit az eredeti modell reparametrizalt alakjinak ne-

veziink.
A (2.2.4) modellt ezutén az

y=K*a{d
formaban becsiiljiik, ahol
a=(KK¥)~1Ky és d=y — K*a

és a m-elem( oszlopvektor.

Kihaszndlva azt a tényt, hogy a kozos faktorok egyrészt paronként korre-
lalatlanok, mésrészt a centrdlis hatéreloszlds tétele értelmében kozelitSleg
normélis eloszldstak, reparametrizalt modelliink paraméterei — amelyek nem
egycznek meg az eredeti (2.2.1) modell paramétereivel, hanem azoknak line4-
ris fiiggvényei — sokkal kisebb hibdval becsii'het6k, mint az eredeti modell
paraméterei, s6t azokndl sokkal megalapozottabban vizsgélhaték a szokésos
statisztikai prébékkal is.

Az czutén kovetkez§ lépés a megolddsul kapott kozos faktorok, s ezt fel-
hasznilva a reparametrizdlt modellben szerepld paraméterek értelmezése. Ez
az el6z6 alpontban elmondottaknak megfeleléen torténhet. Ha a kozos fak-
torok, s igy a reparametrizdlt modellben szereplé paraméterekfvégképp nem
értelmezhetSk, akkor kénytelenek vagyunk a

(2.2.5) b =A,a

transzformécié segitségével visszatérni az eredeti modell paramétereire. Ez
azonban azt jelenti, hogy eredeti feladatunkat esak latszélag oldottuk meg.
Itt ugyanis csak arr6l van sz6, hogy az eredeti modell X magyardzé véltozé-
halmaza 4ltal tartalmazott informéci6-mennyiség csokkentése utdn nyerjiik
a paraméterek becslését, ami esetleg még az eredeti adatok alapjdn kaphaté
beesléseknél is bizonytalanabb lehet. Ennek ellenére a mesterséges ortogonali-
zalds mdidszere sok esetben hasznos eredményre vezethet.

Az eddigick sorédn a faktoranalizisnek a multikollinearitds kikiiszobolésére
vonatkozé alkalmassigét hangsulyoztam. Mivel azonban a médszer ilyen
esetekre torténd alkalmazésa szinte minden esetben egyiittjair a magyardzé

4#
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valtozok szdméanak nagymértékl csokkentésével, a faktoranalizis nemcsak
a multikollinearitas kikiiszobolésére szolgdlé hatékony eszkiznek tekinthetd,
hanem sikerrel alkalmazhaté igen bonyolult kozgazdasagi jclense’nok viszony-
lag egyszer(, kevés szamu véltozéval valé kzelitésére is. Ha ugyanis a fakto-
rok valtozokkal valé azonositasit, interpretdlasat a 2.1. pontban elmondottak-
nak megfelelfen végezziik el, akkor a faktoranalizis alkalmas arra, hogv egy
regressziés modell \A(‘IH[)OH(JJ])()I szObajovl nagyszami magyarazo véltozo
kiziil kiemelje a legtontosabb, kozelitéleg paronként korrelalatlan valtozdkat.
Ilyen értelemben tehat a fethorzumlfzis a modellalkotds igen hatékony segéd-
eszkozénel tekintheto. Egy ilyen targyu konkrét alkalmazdisra még egy késGbbi
cikkben szeretnék visszatérni.

A mesterséoos—ertogonalizilis madszerét R. Stone alkalmazta elGszor a
gyakorlatban, aki az USA brutté nemzeti termékére, illetve nemzeti jovedel-
mdére haté 17 ténvezohdl indult ki, és arra az eredményre jutott, hogy a vizs-
gdlt fliges valtozok alakulisa 3 kozos faktor segitségével gyakorlatilag teljes
mértékben (97,5%-ban ) megmagyardazhatd ([ll])

A faktoranalizis ezen tdlmendGen jol felhasznilhaté egy mar adott regresz-
szi6s modell specifikdcidjinak vizsgilatdra is. Ha ugyanis a modell magyardzo
valtozdinak faktorelemzdsét elvégezve arra az eredményre jutunk, hogy a
magyarazé valtozoknak létezik egy lényeges dltalinos faktora, akkor ez nagy-
mértékben valdsziniisiti a model!l helyes specifikécidjat.

2.3 Csoportositast feladatok

[gen sok esetben meriil fel az az igény, hogy egy N elembdl all6 sokasig
egységeit egy vagy egyidejiileg tobb ismérv szerint olyan kisebb esoportokba,
részsokasdgba soroljuk, hogy az egy csoportba tartozé egységek minél homo-
génebbek legyenek a csoportképzd ismérv(ek) szempontjabol.

A faktoranalizis ilyen teriileten torténd alkalmazisa két esetben vélhat
szitkségessé. Az elsG eset az, amikor egy csoportképzs ismérvet jeloltiink
ugvan ki, de az kozvetleniil nem mérhets. Tlyen csoportképzé isméry lehet
példdul az un. ,,vmnsnv'xarr[ fok”, vagy ,,qu/(las(ur! fejlettség”. Mindkét példa-
ként emlitett csoportképzs ismérvre az jellemzs, hogy nem lehetséges egyetlen
olyan mérhetd valtozot kijelolni, amely toly‘scn azonosithaté volna az adott
csoportképzd ismérvvel, st éppen ellenkezéleg, mindkét ismérviinkre az
jellemz8, hogy szémtalan olyan mérhetd tényezs nevezhets meg, amely tobbé-
kevésbé szoros kapesolatban 4ll azokkal

Ilyen esetekben a kovetkeziképpen jarhatunk el. Gyfijtsiik dssze mindazon
mérhetd valtozokat, melyekrdl feltételezhets, hogy valamilyen kapesolatban
dllnak a kivdlasztott csoportképzs ismérvvel. Legyenek ezek az Xy, X, . . ., X,
valtozok, melyek kozott valamilyen tobbhé-kevésbé onkényesen szémszer(i-
sitett minGségi ismérvek is szerepelhetnek, s melyekrél feltessziilk most, hogy
standardizalt forméban adottak. Hatdrozzuk meg ezutdn a figyelembe vett
valtozok A sémamatrixdt az alapvetd faktorok mdédszerével, s ennck alapjin
a (2.1.3) alapjin éllitsuk eld az elsé alapvetd faktort. Tegyiik fel, hogy ez a
eredeti valtozok

(2-3-1) Kl == ¢1X1 + ¢2X2 + o« + aﬂXﬂ
linedris kombinécidja.
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Ily médon eljarva a K, az adott csoportképzs ismérv olyan komplex mutaté-
janak tekinthetd, ami magaba sfiriti az adott csoportképzd ismérve haté
tényezdk dltal tartalmazott informécid jelentds részét. A g g;yakorlati tapaszta-
latok ugyanis azt mutatjak, hogy az elsd aLQveto faktor a vizsgalt valtozdk
szordsnégyzetének 60—809,-4t ,,megmagyardzza’, s atobbi alapvets faktor
csﬂf_m_m]axul hozz4 azokhoz. A (2.3.1)-ben szerepls a;
skaldrok olyan ,értékelési rendszernek”, pontszdmrendszernek tekmthetok
amelyek azt mutatjak, hogy az egyes X; valtomk milyen szerepet téltenek be,
milyen sillyal vesznek részt a kivédlasztott, kozvetleniil nem mérhets esoport-
képzé ismérvvel jellemezend§ jelenség kialakitésaban.

Ilyen jellegli gvakorlati alkalmazds pl R. S. Thorn [12] cikkében taldlhaté.

Ezutén a sokasarr minden egyes egységére nézve meghatdrozzuk az elsé
alapvetd faktor K,, értékét a

(2.3.2) =Ky, K- - -, Kin)* = Xa

maédon, ahol a = [ay, &y, ..., ,]* a (2.3.1)-ben szerepl§ «; skaldrokbdl fel-
épiil6 n-elemi oszlopvektor, X pedig a vizsgdlt valtozékra vonatkoz6 meg-
figyeléseket tartalmazé N xXn méretd matrix. Ezen értékek alapjan pedig
elvégezhetd a sokasig egységeinek rangsoroldsa, majd ennek felhasznaldsival
VJﬁrm)mmba torténd besoroldsa. Itt tehit a faktoranalizis
annyiban segit, hogy — eltekintve magénak a médszernek az onkényességétél
— ami azonban a matematikai statisztika szinte minden eszkozével kapcso-
latban elmondhat6 -- kikiiszoboli az ilyen problémik megolddsira hasznélt
mobdszerek nagyfoki onkényességét.

A csoportositési feladatok megolddsara azonban akkor is sziikség lehet
a faktoranalizis alkalmazdsara, amikor azt tiizziik ki célul, hogy a csoporto-
sitds elvégzésekor minden egyes csoportképzd ismérvet egyenls sillyal vegyiink
figyelembe. Ilven esetekben a kitlizott feladat a faktoranalizis alkalmazisa
nélkiil a legtobbszor meg sem oldhaté. A esoportképzd ismérvnek kijelslt
viltoz6k ugyanis csak a legritkdbb esetben fiiggetlenek egyméstél. Ez a tény
pedig lehetetlenné teszi a csoportképzé ismérvek egvenld sillyal torténd
figyelembevételét. Ha példaul négy olyan véltozé alapjin kivanjuk elvégezni
a csoportositast, melyek koziil ketts szoros sztochasztikus kapesolatban 4ll
egvmassxa,] akkor a négy véltozét a csoportositas sordn egyenls sillyal figye-
lembe véve kettét majdnem dupla stllyal szerepeltetnénk. Ilyen esetekben
ezért sokkal célszeribh a véltozok helyett azok kozos faktorait figyelembe
venni a csoportositias sordn.

2.4 Az index-problémdrol

Ebban az alpontban a faktoranalizis ar- és volumenindexek meghatéro-
zdshra torténd alkalmazdsit ismertetem roviden. Ezen alkalmazis elméleti
kidn]gozé,sa H. Theil nevéhez fliz6dik, elsé gyakorlati alkalmazéi pedig T'. Kloek
és Q. M. de Wit voltak, akik cikkiikben tov4bb is fejlesztik a H. Theil 4ltal
kldolgmott médszert ([8] és [13]).

Az 4r- és volumenindex-szdmités feladata az, hogy tobb kiilonnemd, s igy
kézvetleniil nem 6sszesithets tormek (aulclkk) egvsegarénak, illetve termelt
(eladott stb.) mennyiségnek e ; ni véltozasdt vagy térbeni
kiilonboz8ségét mutassa ki. Az egyszer(iség kedvéért a tovabbiakban csak az
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idébeni dsszehasonlitdssal foglalkozom, de az ezutan kovetkezs gondolatmenet
— értelemszerti médositdsokkal — térbeni dsszehasonlitisra is alkalmazhato.
Indul]unk ki n szdmu termék (drucikk) £szami idGszakra vonatkozé egység-
araibol és term@lt (eladott sth.) mennyiségeibdl. E kiindulé adatokat a kony-
nyebh attekinthetdség érdekében célszerli egy-egy txn tipust ar-, illetve
volumenmatrixba foglalni a

P [7’:’1] és Q |'11/]

modon, ahol p;; a j-edik termék (arucikk) i-edik idGszakra vonatkozd egység-
ara, q;j pe(liu a j-edik termék (arucikk) i-edik idGszakban termelt (eladott
sth.) mennyisége. A P és Q matrixok segitségével igen egyszeriien elGallithato
az indexszamitas alapjat képezd .1ggl'ug¢tumol\

(2.4.1) V=PQ* = [v]

t-edrendii matrixa, amelynek v;; eleme a j-edik iddszak -edik id0szaki egység-
arak alapjan meghatirozott termelési értéke (eladdsi forgalma sth.). AV
matrix elemeinek felirdsakor az egyszeriiség kedvéért eltekintettiink az egyes
termcékekre (arucikkekre) utalé futéindex kiirdsatol.

Tekintsiik ezutan feladatunknak egy olyan p arvektor és egy olyan q volu-
menvektor meghatdrozasat, amelyek segitségével az ag 'ogatum()r"@ 4.1)
matrixa a legkisebb négyzetek maédszere értelmében a lehetd legjobban meg-
kozelithets, reprodukilhato, azaz amelyekre nézve a

(2.4.2) D=V —pgq*

un. eltérésmatrix elemeinek négyzetosszege miniméalis. Kz mdasképpen meg-
fogalmazva annyit jelent, hmrv minden X, 1 alaki agregitumot egy az i-edik
idGszakra ]cll( mz@ ,,atlagar” (p;) és egy a j-edik id6szakra jellemzé |, atlagos
mennyiség”(7;) szorzatdval kivanunk kozeliteni. Az eltérésmatrix elemeinek
négyzetosszege a legegyszer(ibben a
(2.4.3) tr (D DY\ tr (VV*) - 2p*Vq + (p*p) (q* q)
modon irhatd fel. A szélsGértékszamitas szokdsos modszerét alkalmazva, s
az igy adodo egyenleteket kissé atalakitva arra az eredményre jutunk, hogy
a keresett

v AR S e =

P=[Pp - PI* 8 q=[q, 4 @l
vektorok a
[VV*  (p*p)(q*q)E]p - 0
% *
[V*V - (p*p) (q*q) E]q 0
egyenletek megolddsaként adodnak. A (2.4.4) alatti egyenletek alapjan belét-
hat6, hogy a (2.4.3) eltérés négyzetosszeget minimalizdlo p drvektor, illetve
q volumenvektor a VV* illetve V*V matrix maximdlis,
19
A= (p*plq" )

sajatértékéhez tartozo s.l,]atvckt()ra Ha még azt is kikotjik, hogy mind a
p. mind a q vektor J2 hosszisdgi legyen, a megoldis egyértelmiivé vdlik.

(2.4.4)
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Az itt kovetett modszer technikailag igen hasonlit az alapvets faktorok
modszeréhez, bar nem teljesen azonos azzal. A legszembet(in6bb eltérés a
két médszer kozott az, hogy itt nem a korreliciés matrixbél kiindulva végez-
ziik el a szamitdsokat.’® Ennek ellenére Kloek és de Wit mér idézett cikkiik-
ben a p arvektort a (2.4.1) matrix oszlopai elsé alapvetd faktoranak, a q volu-
menvektort pedig a (2.4.1) matrix sorai elsé alapvetd faktoranak nevezik.

Az igy kapott p és q vektorok elemei az egyes iddszakokra jellemzd ,,é,tlag-
arak”, illetve ,dtlagos” mennyiségek konstansssorosai, amelyek még nem

éreetmeztctthk—kozvetentit—indexekként. Ha az i-edik idGszakot tekintjiik

bazisidGszaknak, akkor maguk az indexek az

(2.4.5) i —EA— p illetve i, g |
ey P € q
modon dallnak el6, ahol e¥ az i-edik t-elemii cgységvektort jelenti sorvektor-
ként felirva.

Két iddszak esetén megmutathatd, hogy az ar (P)- és volumenindex ()
az alabbi kozelitG formuldk segitségével hatarozhaté meg:

D2
(2.4.6) Po Py [1 =+ 77] igbl)] y Al Q a2 @, [l +7 1 :_})}
ahol P,, illetve ¢, a Laspeyres-féle ar-, illetve volumenindex, P, illetve @,
pedig a Paasche-féle ar-, illetve volumenindex, és
,I),l 1 (')' d
[)U (L)f)

Ami az ily mddon meghatérozott indexek ko‘(,ga/dl&agl tartalmat illeti.
meg kell jegyezniink, hog ketténél tobb iddszak esetén igen nehdz annak
megitélése. Kz részben matematikai korlatokba iitkozik, részben pedig a
kapott eredmények nehéz értelmezhetdségén alapszik. Altalinossdgban csak
annyit szogezhetiink le, hogy az a tény, h()"y a fenti indexek egyes idGsza-
kokra vonatkozé ,dtlagarakon” illetve , dtlagos mennyiségeken” alapulnak
nagvmértékben korlatozza azok alkalmazhatésagat. B «rv.uiutt idészakra vonat-
kozb atlagar, illetve atlagos mennyiség meghatdrozésa ugyanis csak olyan
esetekben indokolt kozgazdasigilag, amikor a Pilletve Q matrix egyes soraiban
4116 elemek osszegezhetdk. (Ez a helyzet példdul akkor, ha azonos fajta telmd\
(drucikk) kiilonbozé mindségeirdl van sz6.) Azt is megéllapithatjuk, hogy
fenti indexek dllanddé salyozisiak, azaz az emlitett atlagdrakra, illet\(-
dtlagos mennyiségekre nézve

= P a illetve q = Q'8

érvényes. Ehhez mindjart hozzé kell tenniink azt is, hogy ez az ,,allandé™
stlyozds bizonyos értelemben véltozo is. Ugyanis a fenti indexek legf6bb pozi-
tivuma az, hogy mind az é4r-, mind a volumenindex-szdmitds ¢ mddszere az
Osszes vizsgalt idGszak mennyiségi- és dradatat figyelembe veszi. Ez pedig azt

Tt jegyezziik meg, hogy a faktoranalizis nem s/ukscgkepp(*n a korrelaciés matrixboi
indul ki. Egyes esetekben a korrelaciés matrix helyett az Gn. variancia-kovariancia
matrix képezi a faktoranalfzis alapjat.
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jelenti, hogy a vizsgalt idGszakot akar egy idGszakkal kibGvitve megvaltozik
az egész indexsor, megvaltozik az indexsor sulyrendszere. Ez pedig bizonyos
szemponthdl valtozé sulyozést is jelent.

Két idoszak esetére az eddig elmondottakon kiviil még az is igaz, hogy
mind az ar, mind a volumenindex a megfeleld Laspeyres-féle indexek koriil
ingadozik, ami egytttal arra is révilagit, hogy a Laspeyres-féle ar-, illetve
volumenindexek bizonyos aszimptotikusan optimalis tulajdonsiggal is ren-
delkeznek.

Ezzel a faktoranalizis kozgazdasiagi alkalmazdsinak legfébb lehetéségeit
— ha nagy vonalakban is — attekintettiik. Az eddig elmondottakbdél lathaté,
hogy a faktoranalizis igen érdekes, hasznos, bar kordntsem problémamentes
modszer. Véleményem szerint a felsorolt alkalmazési lehetéségek koziil a
2.2 és 2.3 alpontban ismertetettek a legérdekesebbek és legizgalmasabbak,
mert azok a kozgazdasigi kutatémunka igen hatékonv segédeszkozeivé
véalhatnak.
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