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Egy algoritmus input-output sémák előrehecslésének
korrekciójára

Az utóbbi néhány évben világszerte számos cikk, tanulmány jelent meg
az input-output táblák, ezeken belül is alapvetően a koefficiensek előrejelzése
tárgyában.1

A nagyfokú érdeklődést a közép- és hosszútávú tervezés matematikai mód
szereinek előtérbe kerülése indokolja, valamint az a körülmény, hogy az input
output táblákat ma már nemcsak elemzési célra használják, hanem azok alap
köveivé váltak egy sor olyan (például optimalizálási) modellnek, melyekkel
az előrejelzés illetve a tervezés tovább finomítható, újabb oldalakról köze
líthető.

Az input-output analízissel kapcsolatbuu a leggyakoribb ~L bruttó és a nettó
output-vektoroknak, valamint a technológiai matrix elemeinek a vizsgálata.
A folyó tervezés egyik alapkérdése, hogy mekkora ágazati össztermelés (bruttó
output) szükséges a nemtcrmelő fogyasztás, vagyis a nettó output kiboosátá
sához a közvetlen éH a közvetett ráfordítások figyelembevételével, hogyha
ismeretes (vagy előre meghatározott) a nettó output tervévi volumene és
öw,zctétele. A választ közismert módon a ráforditási szerkezet, a technikai
fcjlékléR addigi változása is befolyásolja és így a jól ismert

X=AX + 1·

ö ·Rzefüggésben <.LZ Y vektort tekintjük adot.tnak, az X vektort és az A matrixot
pedig ismeretlennek. Az is clöfordu I, hogy az Y-ra nyert előrejelzéseinket
éppoly pontatlannak tekintjük, mint az alapösszefüggés másik két összetevőjét,
s így mindhárom tényezőt ismeretlenként kell kezelni. Dolgozatunk alapkérdé
Hét tehát az egyedi becslések konzisztenciájának biztosítása jelenti, vagyis egy
olyan eljárás kidolgozása, amely ezeknek a becsléseknek egy, a Leontief-féle
alapegyenletet is kielégítő korrekcióját szolgáltatja. Feltételezzük, hogy ren
dolkczésünkre állanak az előzőek során kapott A', Y' és X' előrebecslések,
,; keressük az ezekhez legközelebbi A-t, Y-t és X-et, melyekre már fennáll
az X = AX + Y összefüggés. A továbbiakban ennek a feladatnak a· meg
oldására adunk egy numerikus algoritmust.

Tegyük fel, hogy A1(t), A2(t), A3(t) ... A,(t) kétindexes tenzor-skalár,
X1(t), X2(t), X3(t) ... Xs(t) vektor-skalár függvényértékei t = tk (k = 1, 2 ... -m)
pontokban ismert matrixok illetve vektorok és eleget tesznek az

1 Lásd például [:J], [5).
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P\[A1(t), Ajt), A,(t); X1(t). X2(t) X,(t)J ll 

P\[Á1(t), A2(/.), A,(t); Xt(t), X2(t) Xs(t)] '°'" () 
Fp[A1(t), A2(t), A,(t); X1(t), X2(t) Xs(t)] - O 

p>O, r2-0, s2-0, r+s> 1
feltételeknek. Meghatározandók e tenzor-skalár illetve vektor-skalár függvé
nyek extrapolált (interpolált) értékei a l = tq pontban.

Nevezzük az ilyen típusú feladatokat feltételes vektor illetve tenzor extra
polációs (interpolációs) feladatnak, vagy röviden feltételes extrapoláoiónak
(interpolációnak). A dolgozat keretében a feltételes extrapoláció (interpoláció)
általános elméletével no m foglal kozunk, csupán a dolgozatban felhasznalásru ke
rülő extrapolációs feladat kapcsán mutatunk leh0t.c:6gcs megoldáRi módszereket.

A konkrét esetben r - 1, s = 2, p =--=- 1.
Legyen

/i\ [A1(t), X,(t). X2(1)] = A1(t) X1(t) 
Alka.lmazzuk az

A1(t) = A(t) 
X1(t) = X(t) 
X i(tl -= Y(t) 

jelöléseket, s jelöljük a. tenzor- illetve· vektorkomponenaeket a mogfoleló kis
betűkkel.

Feladatunk az A(t"), X(tq) és Y(tq) matrix illetve vektorok mcghatáro'.láHa.
úgy, hogy
(l.l) A(tq) X(tq) :-: V(tq) 
teljesüljön. ahol tq valamilyen, a t1, t2, ... , lm alappontoktóí különböző (idó-jpout .

Egy lehetséges megoldás a következő. Határozzuk meg az x;(t ) és y1(tq) 
vektor- illetve az aii(tq) matrixelemekef legjobban közelítő x/(lq}, y/(tq) éR 
a;/(tq) vektor- illetve matrixelerneket az ismert x;(t1J, !J;(l1,), aiJ(l,J (k e. 
= 1, 2, ... m) vektor- illetve matrixclcmek segítségével vulamilyen skalár
extrapolációs módszerrel. Ha az lgy nyert X'(tq), Y'(lq) illetve A'(tq) kielégít-ii,
(1.1)-et, akkor a feladatot megoldottnak tekinthetjük, egyébként olyan meg
oldást kell keresnünk, melyre (1. 1) teljesül, dc jól közelíti a vesszővel jelölt
értékeket is. Gyakran előfordul, hogy az X'(tq), Y'(lq) vektorok illetve A'(tq) 
matrix valamelyikét kötelezően el kell fogadni, ezért n gya,lrnrlatban lt feladut
alábbi részfeladatainak megoldása. válhat saükségcasé:

<t) az előrebecsült X(tq), Y(tq) és A(t,iJ vá.ltozók egyike sem rögzített.
b) Y(tq)= Y'(tq); Y' rögzített;
e) X(tq) = X'(tq); X' rögzített;
cl) A(tq) = A'(lq); A' rögzített.

A továbbiakban a vektorok és mat.rixok t,
1 
argumcntume.it elhagyjuk. VezcHHiik 

be i.L következő jelöléseket:

HL(A, A') J,' (a;j aí1f 
íj 

H2(X. X') = ,I: (x; x;)~ 
i
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Vizsgáljuk ezután külön-külön az elózőekben jellemzett négy esetet.

a,) Könnyen belátható, hog> a;1, X', Y' é8 A' elörebecsléseket jól közelítő,
(1.1)-nek eleget tevő komponensek meghatározása az alábbi szélsőérték
számítási feladatra vezet:

H =-= H1(A, A')+ H2(X, X') + H3(AX, Y') - minimum!

A megoldhatóság szükséges és esetünkben elégséges feltétele is, hogy

1 nH 
- a,.Jtr 

2 aa,cr «; -:- J1
1 

(1,;,"J XjX, 
i 

1 í_;}f 
:-ch .e;, + z a,,, 2; a,,) Xj 1,' U;1, y; '-~ 0 

; j 

teljesüljön. lHcgoldamló tehát a.z

(Ld) 

(l.a.2)

A(E + XQX) e== A' V'OX 
(E + ATA) X cc- X' + AT Y' 

vektor-matrix egyenletrendszer, ahol AT-vel a;,; A matrix transzponá.ltjá.t
jelöltük, a O pedig a vektorok diadikus szorzatának műveleti jele.

Az (La.I), (L1.2) egyenletek iteratív eljárással oldhatók meg. Az iterációra
,1,z előzőnél alkalmasabb aln.k :

(l.a.:1)

(l.a.4)

X (E+ ATA)-l (X' + AT Y') 

A ( A' -1 v' o x) (E - _L . x o x)
I. xx 

Az utóbbi egyenlet levezetésénél felhasznált uk azt a mátrix-elméleti azonossá
got-, amely szerint M. iuvi-rtálandó 

R - S+ VQIF

matrix in vorz«

l- ---- -- s--1 v o ws-1

+ (W s-·1 V) 

alakba írható, feltéve, hogy ..iz S matrix is invertálható; (L. pl. [l].) 
Az (1.a.3) -(1.a.4) egyenletekkel definiált iterációs eljárás a kísérleti szární

tások során gyorn konvergenciát eredményezett.

(L1.5) n.-1 s-1

b) Ebben az esetben, vagyis amikor a,z V rögzített, a szélsőértékszámítási
friladatot A -1-re célszerű. felírni, mivel, mint látni. fogjuk, A kiszámítáaa ígv
különösen o~y8zerűvé válik. Keressük tehát a, 

ff=·' f/1(A-1, A'-1) + H2(A-1 Y', X') -+ minimum!
ezélsóértöl, ,;zámítá8i feladat megoldását. Képezve a parciális deriváltakat.

l ,1//
,_ fl1,-/ 

2 r!!li~r l
x~y~ = O 

1*
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adódik. ami átrendezve illetve matrix-szimbólumokkal felírva azt jelenti,
l10gy az

{l.b.l) A-1 A'-I + A-1 Y' 0 Y' - X' 0 Y' = 0 

egyenletet kell megoldanunk. Szorozz.uk (l .b.1)-et bah-ól A-val és rendezzük
az egyenletet, aminek eredményeként a,-,

A(A'-1 -1- X' 0 Y') = E+ Y' 0 Y' 

összefüggéshez jutunk. Ebből (1.Et.5) felhasználásával kapjuk a keresett ered
ményt, a korrigált A matrixot:

(1.b.2) A= (E+ Y' 0 Y') A' (E ---
1

X' 0 Y'A') 
1 + Y'A'X' 

Ezután az X vektor meghatározása az ( J .1) alapján már egyszerű feladat.

e) Most az X előrebecsült értékét tekintjük konstans vektornak és olyan
A mátrixot illetve Y vektort akarunk meghatározni, amelyek kielégítik ( 1.1 )-et
és ugyanakkor A'-től illetve Y'-tfíl való eltérésük minimális. Vagyü1 a

II = H 1(A, A')+ f/1(A X', V') -► minimum!

feladatot kell' megoldanunk. Ebből a megfelelő deriválás után a7.

l BB a,., afc, + 2,' a1.rc;x; y( x;. ·· r,
.I 

azaz
A A'+AX'OX' V' 0 X' =, 0 

formulához- jutunk, melvből (l .a.5) folhaszuálásá.va! azt kapjuk, hog_v

(l.c.l) A - (A' + f' 0 X') (E _L_x'o x') +xx_ 
- A'+ l__ (Y' A' X') 0 X' 

l + X'X' 
ami már a keresett megoldás. Az V vektor meghatározása ugynncHu,k a,-, ( J .1) 
alapján történik.

d) Abban n,,-, esetben, ha ,1,-, A-ra vonatkozó előrejelzést rög:dLjük, akkor
az X meghatározáeá.ra szolgáló szélsőórtékfcladut

a.melvnek megoldásához az

l BH --- x,. 
2 ÍiX1c 

og_vcnlet, azaz

X - X' + A'T A' X A11 Y' - 0 
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kell hogy teljesüljön. Ebből

(1.d.l) X = (E + A'T A')-1 (X' + A'T Y') 
Az Y vektor meghatározása itt is az (1.1) felhasználásával történhet.

Ha a fenti eredményeket input-output számításokban akarjuk alkalmazni,
az A matrix szerepét értelemszerűen az E - A matrix veszi át.

Megemlítendő, hogy az input-output analízis egyik alapkikötése a techno
lógiai koefficiens-matrix nem negativitása. Ezzel a kérdéssel az algoritmus
kidolgozásánál nem foglalkoztunk, lévén, hogy az ágazati kapcsolati mérlegek
előrebecslésére való alkalmazást amúgy is csak mint speciális esetet tekin -
tettük. Az egyes fajlagos mutatók időbeli monoton csökkenése közismert
jelenség, s a trendszámítás eszközei mellett egy idő múlva ezek az értékek
feltétlenül nem-pozitívvá kell hogy váljanak. A közgazdasági gyakorlat ez
esetben negatív koefficiensek helyett zéróval szokott operálni.

Egy nurnerilcu« alkalmazás 

Példánk realitása érdekében a KSH illetve a;,; OÁH 1959-1966 évekre
készült 15 szektoros változatlan áras (1965) nettósított és azonos szerkezetre
hozott ágazati kapcsolati mérlegeiből indultunk ki.2 

Ezt a mérlegsort vontuk össze 5 X ő-ös méretűvé (ipar, építóipar, mezőgazda
Rág, közlekedés, kereskedelem) s az így nyert bruttó és nettó outputokat,
valamint technológiai matrixokat extrapoláltuk. Az elörebecslés ,,ex post"
jellegű volt, vagyis az 1959-65-ös adatok alapján történt 1966-ra. (Mely évre
tehát tényadatunk is volt.) Az alapadatok prognózisa lineáris és exponenciális
trendek alapján történt, s lévén, hogy mind az előrejelzések, mind redig azok
konzisztenciájának biztosítása vonatkozásában egymáshoz igen közel álló
eredményt kaptunk, itt csupán a lineáris előrejelzés eredményét ismertet
jük. 

Bruttó termelés (.X) 1966-ban (1965-ös áron)

Ágw,at

Ipar
Ep!tőipar
Mezőgazdaság
Közlekedés
Kereskedelem

m Et

Liueáríaan Feltételesc» ex t.rapolált 
'I'ényadat extrapolált

iterált röirnftP.t,t, r rögzített A

296 418 297 233 296 844 2%%3 296 81 7
44964 42 37) 42 431 41 8/l2 42 431
78 34tl 74 495 74 :137 74 l!íll 74 324
?3 497 23 767 ?3 929 23 856 23 9:~4
21 173 21 598 21 521 21 201 21 5] 7

2 Az alapadatok ebben a formában megtalálhatók f7J-ben. A szóban forgó ökono
metriai modell koefficienseinek elörebecslési, pent om bban konzisztencia-keresési mód
szertana nem azonos az itt ismertetésre kerülő eljárással.
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Nettó outputok (Y) 1961\-b».11 (19fl!í-ü~ áron)

Ágazat

Ipar 
Epítőipar
Mezőgazdaság
Közlekedés
Kereskedelem

rn Ft

I 
--~--

Líueérisan U'eltételesen extrapolált

I Tényadat extrapolált
iterált rögaített X rögzített A 

154 71\3 160 936 161 574 161 845 161 619
37 625 33 864 34 061 34 010 34 080
28 816 26 250 26 í\07 21\ í\80 26 63fí

7 ]95 7 99] 7 974 7 809 7 984
lfí 011 l!í 294 lG 463 15 !>29 15 47G

Ipar fajlagos (hazai) anyagfelhasználása (A) 19G6-ban (1965. évi áron)

Feltételesen extrapolált
.Ágazat Tényadat Exteapolált

iterált rög-'1tott X rög',.Jt<Ott 1·

Ipar
Építőipar
Mezőgazdaság
Közlekedés
Kereskedelem

0,3489
0,0101\
0,0870
0,0203
0,0123

0,3324
0,0142
0,0885
0,0195
0,012!!

0,3326
0,0143
0,0887
0,0195
0,0130

0,3327
0,0142
0,0887
o.orss 
0,0Ul0

0,3367
0,0137
0,0911
0,0204
0,0l?H

Építőipar fajlagos (hazai) anyagf,·lhn,znúlá8a {A) l 9GG-han ( Ul65. évi áron)

Fultótelesen cxtrnpolúlt
'.l.'ónyadat llxtrnpol/,lt 1--

itorált rög,.ított X rög'tített I'

iar 0,3900 0,38()}) 0,3805 0,38(\i) o,:i12::;
pítőipar 0,0217 0,0l78 0,0178 0,0178 0,0160

Mezőgazdaság 0,0070 0,0000 0,0011 0,0000 0,0000
Közlekedés 0,0859 0,085(i 0,ú85ű 0,08!íG 0,0843
Kereskedelem 0,0171\ 0,0144 0.0141 0.0144 0,013!í

Mezőgazdaság fojl11gos (h11z,-1i) ,,nyagfolhas·,.nó.l{i.oa (A) 19fl6-bm1 ( I i)(\:.-öH ó.ron)

·--- - ------w--
l-ultételesen oxtrnpolúlt

Ágazat 'Iúnyndnt, l•: xtrupolált ··- ----
itcrúll rögiftoU X rög1,ított l'

-----

iar 0, 1483 0,1459 0,1400 0,14!>0 0,1414
pítőípar 0,0100 0,0117 0,0LL7 0,0117 o.ou l

Mezőgazdaság 0,2953 o,~821 0,2827 0,2827 0,281:,
Közlekedés 0,0020 0,0021 0,002 l (J,00ZI 0,0018
Kereskedelem 0,0158 OJ) 15G 0.0157 0.0157 0,0153
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Közlekedés fajlagos (hazai) anyagfelhasználása (A) 1966-ban (1965-ös áron)
-----~-~-- -1 ------~~-

I Feltételesen extrapolált 
Ága.at Tényadat Extrapolált 1-----

I iterált rögzített X rögzített Y 

:ar 0,2810 0,2853 I 0,2S53 0,2854 0,2723
pítőipar 0,0710 0,0797 0,0797 0,0797 0,0783

Mezögazdaság 0,0079 0,0111 0,0112 0,0112 0,◊073
Közlekedés 0,0135 0,0264 0,0264 0,0264 0,0251
Kereskedelem 0,0125 0,0108 0,0108 0,0108 0,0100

Kereskedelem fajlagos (hazai) anyagfelhasználáaa (A) 1966-ban (1965-ös áron)

Feltételesen extrapolált
Ágnmt Tényadat Extrapolált

iterált rögzített X rögzí tett y 

Jpar 0,1167 0,1132 0,1132 0,1132 0,1124 
Építőipar 0,0324. 0,0282 0,0282 0,0282 0,0281
Mezőgazdaság 0,0042 0,0055 0,0055 0,0055 0,00IS3 
Közlekedés 0,2802 0,2663 0,2663 0,2663 0,2662
Kereskedelem 0,0082 0,0079 0,0079 0,0079 0,0078

Mint látható, a feltételesen extrapolált értékek, vagyis melyek az
X =-: · AX + Y egyenletnek is eleget tesznek, igen közel állnak az egyedileg
becsült értékekhez. Tapasztalatunk szerint a legjobb közelítést általában az
iterált, a legrosszabbat pedig a rögzített Y-nal történő számítás adja. A tény
adatoktól való eltérés, a szórás nagyságrendje a feltételesen extrapolált érté
kckre általában nem rosszabb, mint az egyszerű becslés esetében.
( Beérkezett: 1970. május 15.) 
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AN ALGORITHM FOR THE CORRECTION OF THE :FORECAST
OF INPUT-OUTPUT SCHEMES

ln this paper the authors try to find a solution to the following problem.
Let us assume the vectors X' and Y' (originating mainly from estimates), as well

as the matrix A' given and let us determine the vectors X, Y, and the matrix A in a way 
hat rho cquat.ion

AX= Y 
should be satisfied and that the sum of the component's square in the differences
A' - A, X' - X and Y' - Y should he minimum. Tho main result of the paper is an
iterative procedure, solving the non-linear sirnultaneous equations equivalent to tbc
above-mentioned extremmn problem. Although there is no theoretical convergence proof
in the paper, the procedure proved convergent when applied to practical numerical
problems. The authors deal also with a special case of the problem, i.o. with the appli
cability in the input-output analysis, for which the solution can be written down expli
citly.

AJlfOPMTM .r:i:m=i l{OPPEI{Uv!M llPE,[(BAPHTEJ!bl-lb!X OUEHOI-{ INPUT-OUTPUT
CXEM 

B H3CT05lll1e~í paüore anropu t1111YT peurennc CJlC/WJOI.L(C~Í 11p'o6J1e~11,i: Flyers p:aHbl (ofü~YHO 
norryvarorcn as oueao«) BCKTOj)bl X' 11 Y', Mi1Tpm1a A', H onpC/:\CJlHM BC1n-op1,1 X, Y IJ MaTp1-11.1y 
A TaKHM o6pa30M, 4T06bl BblflOJlH.ílJlOCb ypaeneuue

AX=, Y 

H lJTQfbl cyMMa KBappé1TOB 1(0A11'10HC!ITOB paannu A'- A, X' - X H Y '- Y ŐhlJía MHIHIMaJlbfül51 
rnaEHhlM pe3yJlbT3TOM pafiors: .ílBJ15leTC51 HTCpaTHBllblli MCT0/-1, C flOMOlllbJO «croporo aaropr, 
peuiaror HCJlHHCtlHYIO CHCTCMY YP3BHCHHÍ1, 31(1Jt1Banewrny10 ynOM51HYTOH 31(CTpC1VlaJlbHOIÍ 3a 
P.3'1CH. XüT5l B paüore HC llOCTélBJICI-Ja npammnuaru.nan 1<pwrcpt151 KOHBCprCHUHJ-1 B CJlY'i3c! 
npaKTH'ICCl<HX HyMepHtJCCHHX 3apa4 MCTO/.( IGl3élJJOCb CXO)J.HMblM. Anropu 3aHtJMé\JOTC,íl OCOÚCl·I 
HblM c.nyvaew npo6J1CMbl, E03MO)l(1!0CTblO ynoTpe6JreHH.íl ll input-output aH3JIH3C, pcureuue 
xoroporo MO)KBO H3DHCaTb B 51BHOM nune. 


